几何 


(4= 面 积 ,B = 底面 积 ,C = 周 长 ,$ = 侧面 积 或 表面 积 ,了 = 体积 ) 


1. 三 角形 2. 相 似 三 角形 3. 毕 达 哥 拉 斯 定理 
> b 
a 
“b “ 2, p?p? 
= bh tz a+b =c 
4. 平 行 四 边 形 5. 梯 形 6. 
a 
A= X72, 
C=27r 
b ° 
A=bh A=;5(a+b)h 
7. 柱 体 或 底 平行 的 棱柱 体 8. 直 立 圆柱 


1⁄0. Fi 
— Ly j 


V= zr2h, S= 2Zmrh 


9. 锥 或 棱锥 10. 直 立 圆锥 11. 球 
h 
| | NT 
4 2 
V= 3 Bh V=j mh, S= mrs = 了 57 3=477 


三 角 公式 
1. 定义 和 基本 恒等式 


正弦 :sin 0 = 二 = 


csc 0 
x 1 
RIZ cos 0 = r = 2 > 
正切 :tan = > = I 
x cot 0 
2. 恒等式 


sin(— 0) = —sin0, cos(- 0) = cos 8 


sin2g + cos20 = 1, sec20 = 1 + tan°0, 


csc0 = 1 + co 0 


sin 20 = 2sin Ocos 8, cos 20 = cos20 — sin20 


cos20 
sin( À 
sin( À 
cos( À 


+ 


+ 


1 + cos 20 


,20 _ 1- cos 20 
> , sint = ——— 


2 
B) = sin A cos B + cos A sin B 


B) = sin À cos B — cos À sin B 
B) = cos À cos B — sin A sin B 


cos(4- B) = cos A cos B + sin A sin B 


用 角度 和 弧度 表示 的 两 
弧度 个 同样 的 三 角形 的 角 . 


tan ÁA + tan B 
tan( A + B) = l ~ tan A tan B 
tan A — tan B 


tan(A ~ B) = l + tan Á tan B 


sn( 4- Z) =- cos Å, cos( 4- 王 ) = sin À 
. TY x) o y 
sin( 4 + z) - cos Å, cos( A + z) -= sin 4 


1 
2 


sin A sin B = 


cos(4 — B) - L oos(A + B) 


cos Á cos B = cosl A - B) + L cosl A + B) 


2 


sin(4 - B) + 二 sin(4 + B) 


sin À cos B = 2 


1 
2 
1 
2 
sin À + sin B = 2sin 方 (4 + B)cos (A - B) 
sin A — sin B = 2cos 4a + B)sin 3 (A - B) 


cos Á + cos B = 2cos 4a + B)oos 方 (4 - B) 


cos À — cos B = - 2sin (A + B)sin 方 (4 - B) 


定义 域 : (-co,co) 定义 域 : (—co,co) 
值 域 : [-1, 1] 值 域 : [~1, 1] 


定义 域 : 除 x/2 的 奇 整数 倍数 EUR: xF, + 将， ... 
FO sia It: o,- Ilu [L,eo) 


定义 域 : x= 0. 士 r, 土 2r,.…… ENI: yz 0, +xm.+2m,... 
值 域 : (-oo,-1l]U [lco) 值 域 : (-co,oco) 


度量 单位 简 表 


amp 


acre — ft 


bf (board feet) 


bpm (beats per minute) 
cm 
cpm 


day 


安培 

灌溉 的 水 量 单位 ， 相 当 于 
1 英亩 1 英尺 深 的 水 量 ， 即 
43560 立方 英尺 或 1233.5 
立方 米 

RER (木材 的 计量 单位 ， 
1 板 英尺 = B 1 英寸 .面积 
为 1 平方 英尺 的 木材 ) 

每 分 钟 心跳 次 数 

厘米 

每 分 钟 记 数 

天 

分 贝 

度 

英尺 

英尺 ,1 英尺 = 0.3048 米 
英尺 秒 


mph 

Newton, N 

ohm 

ounce, oz 

Pa 

ppm (parts per millon) 


rad 


焦耳 

FX, AE 

节 (1 节 = 1 海里 /小 时 = 
1.852 公里 /小 时 ) 


每 小 时 英里 
牛顿 

欧姆 

AR] 

帕 

百 万 分 之 几 
弧度 

每 分 钟 多 少 弧度 
秘 

斯 ( 勒 格 ), “英尺 - 磅 ( 力 ) 
~ 秒 " 制 质量 单位 
伏特 


圆锥 曲线 


圆 是 由 到 平面 上 一 定点 距离 不 变 的 点 构成 的 集合 .该 固定 点 就 是 圆 的 中 心 ; 不 变 的 距离 就 是 半径 . 椭 辆 是 由 到 
平面 上 两 个 定点 的 距离 之 和 不 变 的 点 构成 的 点 集 . 双 同 线 是 由 到 平面 上 两 个 定点 的 距离 之 差 不 变 的 点 构成 
的 点 集 .每 一 种 情形 ,两 个 定点 就 是 该 圆锥 曲线 的 焦点 .抛物 线 是 由 到 给 定点 和 给 定 直 线 距 离 相 等 的 点 构成 的 
点 集 .该 定点 就 是 抛物 线 的 焦点 ;该 直线 就 是 准 线 . 


标准 位 置 的 椭圆 和 圆 标准 位 置 的 抛物 线 


y 


22.31 a>b>0 
a bi ， 


对 每 个 椭圆: 
a= 半 长 轴 
x b= 半 短 轴 


c = 好 -六 = 中 心 到 焦点 的 距离 
偏心 率 : e=c/la,0<e<l 


y 
l 
退化 情形 : I 
半径 为 a 的 加 | y 
x x= 22 
l P 
I 
I 
l 
l 
y 
x -È 


I 
i 
1 
I 
| 
I 
I 
l 
i 
I 


所 有 抛物 线 的 偏心 率 e= 1 


c = 中 心 到 焦点 的 距离 = va2 + b? c = 中 心 到 焦点 的 距离 = Va? + bl 
偏心 率 :e = c/a> 1 偏心 率 : e = cla >1 
渐 近 线 : y = +(bla)x HR: y = +(a/b)x 


译 者 的 话 


微 积分 是 人 类 智慧 最 伟大 的 成 就 之 一 . 微 积分 是 有 关 运 动 和 变化 的 数学 . 微 积分 作为 数 
学 科学 的 一 个 重要 组 成 部 分 也 是 科学 而 且 优美 的 语言 . 自 微 积 分 诞生 后 的 三 百 多 年 来 ,每 一 
世纪 都 证 明了 微 积分 在 盖 明 和 解决 来 自 数学 .物理 学 .工程 科学 以 及 经 济 学 .管理 科学 .社会 学 
和 生物 科学 名 领域 问题 中 的 强大 威力 . 正 因为 如 此 , 微 积分 必然 会 成 为 培养 人 才 的 重要 的 必 
须 掌 握 的 内 容 . 在 全 世界 , 微 积 分 已 经 成 为 理工 科大 学 生 的 必修 课程 . 而 且 正 在 成 为 所 有 专 
业 的 大 学 生 的 必修 或 选修 课程 . 其 至 在 许多 高 级 中 学 已 经 把 微 积分 作为 必修 或 选修 课程 . 针 
对 不 同 对 象 .不 同 层次 .不 同 水 平 具有 不 同 风 格 的 有 关 微 积分 的 教材 和 图 书 不 断 、 大 量 的 出 版 
也 充分 表明 了 需求 量 之 大 . 在 已 经 出 版 的 有 关 微 积分 的 教材 和 图 书 中 不 乏 优 秀之 作 . 
《Thomas ”Calculus》(《 托 马 斯 微 积分 》) 就 是 其 中 之 一 ， 


最 新 出 版 的 《托马斯 微 积分 (第 10 版 ) 离 1951 年 出 版 的 第 1 版 (第 1 版 到 第 9 版 的 书 名 
都 是 《Caleulus and Analytic Geometry》(《 微 积分 和 解析 几何 》) 已 有 半 个 世纪 . 众所周知 , 20 世纪 
后 半 叶 是 科技 和 社会 迅速 发 展 的 时 期 ,尤其 是 计算 机 、 计 算 技 术 .因特网 和 网 络 技术 的 惊人 而 
且 超 乎 想象 的 发 展 为 数学 的 应 用 开辟 了 无 限 广 阔 的 前 景 . 数学 的 应 用 正在 向 一 切 领域 渗透 ， 
各 行 各 业 对 数学 的 要 求 也 前 所 未 有 地 增长 . 在 长 达 半 个 世纪 里 出 版 了 10 版 的 微 积 分 教材 是 
不 多 的 , 这 就 说 明了 这 是 一 本 深 受 到 美国 广大 教师 和 大 学 生 欢 迎 的 教材 . 事实 上 , 不 少 大 学 
和 教师 采用 它 作为 微 积分 课程 的 教材 , 在 相当 一 段 时 间 里 它 也 是 麻 省 理工 学 院 (MIT) 微 积分 
课程 所 用 的 几 套 教材 之 一 . 为 什么 呢 ? 我 们 认为 很 重要 的 原因 是 作者 既 了 解 科技 进步 及 其 对 
微 积 分 课程 产生 的 新 的 需求 , 也 因为 他 们 是 在 教学 的 第 一 线 深 切 了 解 后 继 课 程 的 的 需要 ， 知 
道 怎样 才能 培养 和 提高 学 生 的 能 力 . 他 们 以 学 生 为 中 心 , 处 处 为 学 生 着 想 、 为 学 生 服 务 . 只 有 
这 样 所 编写 的 教材 才能 做 到 与 时 俱 进 . 我 们 在 翻译 的 过 程 中 更 具体 地 体会 到 了 这 一 点 . 我 们 
觉得 很 多 方面 是 非常 值得 我 们 思考 的 . 


首先 , 本 书 的 目标 明确 .作者 指出 尽管 第 10 版 作 了 重大 的 修订 ,“ 但 我 们 没有 放弃 我 们 的 
信念 ， 即 微 积 分 的 根本 目的 在 于 帮助 学 生 为 进入 数学 .科学 和 工程 的 领域 作 准 备 .”“ 保 持 了 本 
教材 的 传统 的 优点 : 坚实 的 数学 , 对 科学 和 工程 相关 的 和 重要 的 应 用 以 及 极 好 的 习题 ,”“ 本 
教材 继续 把 加 强 技能 的 训练 作为 重点 . 贯穿 本 版 , 我 们 把 能 鼓励 学 生 直 观 形象 地 、 解 析 和 数 
值 地 思考 的 例子 和 讨论 包括 进来 . 几乎 每 个 习题 组 都 包含 了 要 求学 生 把 生成 和 解释 图 形 作 为 
理解 数学 和 现实 世界 中 关系 的 工具 . 许多 节 还 包含 扩大 应 用 范围 .数学 概念 和 严格 性 方面 的 
问题 . ”用 我 们 国内 经 常 讨 论 甚至 争论 的 初 .高 等 微 积分 的 话 来 说 ,本 书 在 某 种 意义 上 是 一 本 
现代 的 初等 微 积分 教材 , 即 尽 可 能 快 地 向 学 生 介 绍 微 积分 的 基本 概念 、 方 法 和 应 用 , 有 的 其 
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至 是 不 其 严格 的 , 但 数学 上 是 决 没有 错误 的 . 鼓励 其 至 迫使 学 生 和 直观 形象 地 、 解 析 和 数值 地 
思考 , 把 加 强 解决 问题 的 方法 和 技能 的 训练 作为 重点 是 有 道理 的 . 尽管 学 习 数 学 ( 微 积 分 ) 的 
方法 和 途径 是 多 种 多 样 的 , 都 可 能 掌握 和 应 用 好 数学 , 真是 条 条 大 路 通 罗马 ! 但 是 选修 微 积 
分 谋 程 学 生 的 情况 也 是 多 种 多 样 的 , 他 们 的 基础 也 是 参差 不 齐 的 , 很 多 人 对 数学 的 兴趣 不 
大 ,对 微 积分 的 重要 性 更 是 不 了 解 , 他 们 选 微 积 分 是 因为 教学 计划 的 要 求 , 为 了 以 后 可 能 要 
用 到 它们 而 来 学 的 . 对 于 这 样 的 学 生 微 积分 的 人 门 门槛 不 能 太 高 ， 人 门 后 再 逐步 引导 、 帮 助 
他 们 了 解 和 学 好 微 积分 . 在 美国 微 积分 - 般 都 分 为 3 - 4 个 阶段 的 课 来 上 的 , 有 不 少 学 生 只 
学 第 1 阶段 或 第 1,2 阶段 的 微 积分 课 . 因此 ,中 国 的 读者 在 读本 书 时 , 会 感到 前 面部 分 怎么 那 
LR”, 我 们 认为 部 分 原因 就 是 为 了 适应 更 多 的 学 生 的 需要 . 这 也 许 就 是 教材 的 灵活 性 吧 . 
不 过 , 我们 觉得 本 书 的 前 几 章 是 很 值得 我 国 的 高 职高 专 或 数学 课时 较 少 的 学 校 或 专业 的 数学 
教师 参考 的 . 


第 二 ,本 书 力 图 尽早 地 把 数学 建 模 以 及 数学 实验 的 思想 和 方法 融入 课程 .数学 建 模 本 身 并 
不 是 什么 新 东西 . 数学 建 模 几乎 是 一 切 应 用 科学 的 基础 . 古今 中 外 凡是 要 用 数学 来 解决 的 实 
际 问 题 , 都 是 通过 数学 建 模 的 过 程 来 进行 的 , 换 一 种 说 法 ,都 是 应 用 数学 建 模 的 思想 和 方法 
来 解决 的 . 然而 , 由 于 计算 的 速度 、 精 度 和 画图 等 形象 化 手段 长 期 没有 解决 ,以 及 其 他 种 种 原 
B, 致使 数学 建 模 的 重要 性 逐渐 被 人 淡忘 了 . 然而 , 恰恰 是 在 20 世纪 后 半 叶 计算 机 、 计 算 速 
度 和 精度 以 及 其 他 技术 突飞猛进 飞速 发 展 , 给 数学 建 模 这 一 技术 以 极 大 的 推动 力 , 通过 数学 
建 模 也 极 大 地 扩大 了 数学 的 应 用 领域 “数学 建 模 和 与 之 相伴 的 计算 正在 成 为 工程 设计 中 的 关 
RLR. 科学 家 正 日 益 依赖 于 计算 方法 ,而 且 在 选择 正确 的 数学 和 计算 方法 以 及 解释 结果 的 
精度 和 可 靠 性 方面 必须 具有 足够 的 经 验 . 对 工程 师 和 数学 家 的 数学 教育 需要 变革 以 反映 这 一 
新 的 现实 . [1]”“ 把 对 外 部 世界 各 种 现象 或 事件 的 研究 化 妇 为 数学 问题 的 数学 建 模 的 方法 在 
各 种 研究 方法 ,特别 是 与 电子 计算 机 的 出 现 有 关 的 研究 方法 中 ,占有 主导 地 位 . 数学 建 模 的 
方法 能 使 人 们 在 解决 复杂 的 科学 技术 问题 时 设计 出 在 最 佳 情势 下 可 行 的 新 的 技术 手段 ， 并且 
能 预测 新 的 现象 .[2]” 因 此 怎样 把 数学 建 模 的 思想 和 方法 真正 有 机 地 融入 微 积分 的 课程 是 -一 
项 既 迫 切 又 艰巨 的 任务 . 困难 之 一 就 是 数学 建 模 往往 与 各 领域 的 实际 问题 以 及 具体 的 数学 方 
法 一 一 常常 是 很 高 深 的 数学 方法 一 一 紧密 相连 ,本 书 作 者 的 努力 在 于 把 精 选 的 只 涉及 较为 初 
等 的 数学 而 又 能 体现 数学 建 模 精神 , 既 能 吸引 学 生 而 且 学 生 以 后 又 可 能 磁 到 的 案例 融和 人 本 
B. 特别 是 , 尽 可 能 多 地 训练 学 生 的 “双向 翻译 "的 能 力 , 简单 地 说 ,就 是 把 实际 问题 用 数学 
语言 翻 详 为 明确 的 数学 问题 , 再 把 数学 问题 得 到 解决 的 结论 或 数学 成 果 翻 译 为 常人 能 懂 的 语 
言 .“ 双 向 翻译 "是 能 否 有 效 地 应 用 数学 建 模 的 思想 和 方法 的 极为 关键 的 步骤 . 数学 建 模 的 力 
量 就 在 于 “通过 把 物质 对 象 对 应 到 认定 能 ‘表示 ' 这 些 物质 对 象 的 数学 对 象 以 及 把 控制 前 者 的 
规律 对 应 到 数学 对 象 之 间 的 数学 关系 ,就 能 构造 所 研究 的 情形 的 数学 模型 ;这 样 ,把 原来 的 问 
题 翻 译 为 数学 问题 ,如 果 能 以 精确 或 近似 方式 求解 此 数学 问题 ,就 可 以 再 把 所 得 到 的 解 翻译 回 
去 ,从 而 解 ' 出 原先 提出 的 问题 . [3]” 本 书 作 者 在 这 方面 作 了 很 大 努力 , 大 量 的 习题 要 求学 
生 学 习 、 练 习 并 逐步 培养 双向 翻译 的 能 力 . 我 们 认为 在 微 积分 的 早期 学 习 中 渗透 数学 建 模 的 
思想 和 方法 是 极为 重要 的 , 不仅 是 使 学 生 获 得 了 用 数学 建 模 的 思想 和 方法 去 解决 问题 的 初步 
能 力 , 提高 了 学 习 微 积 分 以 至 学 习 更 多 的 数学 的 兴趣 和 积极 性 , 提高 了 自学 能 力 , 更 能 使 学 
生 在 后 继 专 业 课 程 的 学 习 中 更 为 积极 主动 . 

与 数学 建 模 紧密 相连 的 就 是 数学 实验 , 长 期 以 来 人 们 对 数学 的 一 个 很 大 的 误解 是 数学 是 
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从 来 不 做 实验 的 ,数学 家 就 是 赁 脑袋 . 纸 和 笔 进 行 推理 .证 明和 计算 云云 . 实际 上 , 数学 实验 
也 不 是 新 东西 .人 们 实际 上 早 就 认识 到 数学 实验 在 解决 各 种 实践 问题 中 的 必要 性 和 重要 性 . 
问题 在 于 手 算 太 费 时 、 太 繁琐 甚至 太 困 难以 致 无 法 进行 下 去 . 当然 数学 实验 和 物理 、 化 学 或 生 
物 学 的 实验 在 做 法 上 是 很 不 相同 的 , 但 精神 是 一 致 的 , 而 现在 进行 数学 实验 的 手段 大 大 发 展 
T, 它 不 仅 为 用 数学 方法 解决 更 多 的 实际 问题 创造 了 良好 的 条 件 , 也 为 加 速 数 学 本 身 的 发 展 
提供 了 更 多 的 机 会 . 1991 年 期 刊 《实验 数学 (Experimental Mathematics) AP, 以 及 数学 实验 作 
为 数学 科学 的 一 个 生气 勃勃 的 新 领域 的 兴起 ， 也 充分 证 明了 数学 实验 的 重要 性 . 本 书 的 作者 
也 与 时 候 进 地 加 进 了 大 量 的 具有 数学 实验 思想 的 例题 和 习题 ， 以 提高 学 生 对 数学 实验 的 认识 
和 人 能力. 

我 国 也 正在 进行 把 数学 建 模 的 思想 和 方法 有 机 融入 大 学 的 主干 数学 课程 的 研究 和 实践 ， 
这 是 大 学 数学 教学 改革 的 重要 一 环 . 本 书 的 许多 做 法 是 非常 值得 我 们 思考 .学 习 和 借鉴 的 . 

第 三 , 微 积分 教学 和 学 习 中 技术 手段 的 使 用 .在 本 书 中 技术 手段 主要 是 指 图 形 计算 器 和 计 
算 机 和 相应 的 数学 软件 以 及 网 络 教学 等 . 使 用 技术 手段 来 学 习 数学 是 好 事 还 是 坏事 是 一 个 颇 
有 争议 的 问题 . 确实 , 企图 用 技术 手段 来 替代 个 人 刻苦 努力 的 学 习 , 是 荒唐 而 且 绝对 不 可 取 
的 ， 只 会 害 学 生 . 但 决 不 能 完全 彻底 地 排斥 技术 手段 , 这 里 既 有 一 个 度 的 问题 , 也 有 怎样 使 
用 的 问题 . 对 于 数学 已 经 掌握 得 很 好 的 教师 来 说 技术 手段 既 可 能 成 为 自己 科研 和 教学 研究 的 
得 心 应 手 的 有 力 工 具 , 也 可 以 通过 教学 实践 来 研究 在 教学 过 程 中 怎样 使 用 它们 ， 从 而 既 能 吸 
引 学 生 、 调 动 其 学 习 的 能 动 性 ， 义 能 提高 教学 质量 . 这 不 是 要 不 要 的 问题 ， 而 是 需要 从 实践 中 
取得 经 验 ， 再 慎重 推广 施行 的 问题 . 本 书 及 其 所 附 的 光盘 大 量 应 用 先进 技术 ,从 光盘 和 因 特 
网 上 可 得 到 包括 诸如 投影 胶片 等 马上 可 以 用 于 电子 教案 的 许多 技术 手段 . 同时 本 书 在 多 处 地 
方 强调 不 能 滥用 技术 手段 ,无论 是 画 函 数 的 图 形 或 是 用 数学 软件 求 积分 都 可 能 出 现 误导 、 错 
误 或 非常 繁琐 不 得 要 领 等 问题 ,它们 是 有 局 限 性 的 ,， 决 不 能 代替 聪明 的 思考 .计算 和 推理 证 
H. 技术 手段 永远 是 辅助 手段 , 它们 能 促进 我 们 的 思考 , 帮助 我 们 更 好 地 学 习 掌 握 微 积分 . 
在 教学 过 程 中 是 否 采用 技术 , 决定 权 在 教师 手中 . 


第 四 ,教学 内 容 和 教学 手段 现代 化 的 问题 . 上 面 已 经 谈 到 了 教学 手段 的 现代 化 问题 . 关 
于 教材 内 容 现 代 化 的 问题 , 本 书 大 量 的 课文 和 习题 涉及 航天 等 现代 高 科技 的 问题 . 就 数学 本 
身 来 讲 , 诸如 相 直 线 平衡 点 的 稳定 性 分 析 、 吸 引子 、 分 形 以 及 Monte Carlo 数值 积分 等 也 都 有 
论述 , 但 基本 上 是 晴 晓 点 水 式 的 . 要 不 要 仔细 展开 完全 取决 于 任课 教师 , 本 书 主要 考虑 的 是 
为 进一步 学 习 这 些 现代 的 重要 数学 概念 打下 一 定 的 基础 . 


第 五 ,作者 精辟 地 指出 ,“ 一 本 书 不 能 构成 一 门 课 ; 教 师 和 学 生 在 一 起 才能 构成 一 门 课 . 本 
教科 书 是 支持 你 们 的 课程 的 信息 资源 ;有 鉴于 此 ,我 们 在 第 10 版 中 加 进 了 许多 有 特色 的 内 容 
使 得 本 书 无 论 在 教 和 学 习 微 积分 时 更 加 灵活 和 有 用 .” 如 果 只 是 从 某 本 好 书 中 摘 取 几 个 好 的 
例子 套用 到 自己 主讲 的 课程 是 远 远 不 够 的 . 教材 是 死 的 , 课程 是 活 的 . 课程 是 教师 和 学 生 共 
同 组 成 的 一 个 相互 作用 的 整体 ,只 有 真正 做 到 教师 是 动力 ` 以 学 生 为 中 心 , 教师 充满 爱心 ,处 
处 为 学 生 着 想 , 充分 发 挥 教师 的 核心 指导 作用 , 才能 使 之 成 为 富有 成 效 的 课程 . 而 一 本 好 的 
教材 能 够 为 教师 提供 支持 其 课程 的 充分 的 信息 资源 ， 帮 助 主讲 教师 在 教学 过 程 中 发 挥 其 才 
华 . 


第 六 ,关于 作者 . 已 经 退休 年 近 90 的 G. B. Thomas 教授 从 1944 年 到 1978 年 一 直 在 MIT 
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TE, 具有 丰富 的 教学 经 验 , 他 编写 的 《Calculus and Analytic Geometry》(《 微 积分 和 解析 几何 》) 
就 是 该 校 微 积分 课程 所 用 的 教材 之 一 . 主要 作者 R. L. Finney 博士 1980 年 到 1990 年 也 在 MIT 
THE, 他 是 一 位 有 丰富 教学 经 验 的 大 学 数学 教育 改革 的 积极 份子 ,有 很 多 著述 . 他 曾 于 1983 
年 作为 由 美国 数学 协会 (MAA) 组 织 的 人 民 对 人 民 (people to people) 大 学 数学 教育 代表 团 的 成 
员 访 问 过 中 国 北京 等 地 , 与 我 国 数学 教师 进行 了 很 好 的 交流 . 遗憾 的 是 他 在 改写 完 本 书后 不 
AKEE. M. D. Weir 教授 任职 于 美国 海军 研究 生 院 (Naval Postgraduate School) 对 大 学 水 
平 上 应 用 数学 建 模 和 技术 手段 很 有 研究 . F. R. Giordano 教授 1988 年 以 来 任 美国 陆军 军官 学 
校 ， 即 西点 军校 (United States Military Academy (USMA) ) 数学 系 的 系 主 任 , 也 是 组 织 美国 大 学 
生 数 学 建 模 竞赛 (Mathematical Contest in Modeling (MCM)) 和 美国 大 学 生 交 叉 学 科 建 模 竞 赛 
( Interdisciplinary Contest in Modeling (ICM) ) 的 名 为 数学 及 其 应 用 联合 体 (Consortium for Mathemat- 
ies and its Applications (COMAP)) 非 盈 利 公 司 的 大 学 教育 部 的 主任 和 MCM 这 个 竞赛 的 主任 . 
Weir 和 Giordano 曾 著 有 数学 建 模 的 教材 和 不 少 大 学 数学 教育 改革 的 教学 单元 . 他 们 既 有 相当 
高 的 学 术 水 平 , 又 热爱 教学 , 长 期 工作 在 教学 第 一 线 ， 对 大 学 数学 教育 中 存在 的 问题 及 可 能 
的 改进 方向 有 见解 ,对 数学 建 模 非常 熟悉 , 对 技术 手段 有 很 好 的 掌握 ,而 且 有 相当 好 的 写作 
能 力 . 这 也 许 是 本 书 深 受 欢迎 的 重要 原因 . 这 样 的 作者 阵容 才能 写 出 这 样 的 教材 , 这 对 我 们 
是 深 有 启发 的 , 也 是 值得 我 们 学 习 的 . 


本 书 第 3 章 以 前 的 内 容 是 由 叶 其 孝 (北京 理工 大 学 ) 翻 译 的 , 第 4 - 11 章 是 由 王 耀 东 ( 北 
京 大 学 ) 翻 译 的 , 12 - 13 章 和 附录 是 由 唐 欧 (北京 工业 大 学 ) 翻 译 的 . 林 源 次 教授 (北京 大 学 ) 
翻译 了 第 4 - 7 章 的 部 分 内 容 , 我 们 感谢 他 对 翻译 本 书 所 作出 的 贡献 . 高 等 教育 出 版 社 的 
徐 可 同志 做 了 大 量 的 组 织 和 协调 工作 . 


由 于 译 者 学 术 水 平 有 限 , 时 间 比 较 仓促 , 不 妥 甚 至 错误 之 处 在 所 难免 . 我 们 真诚 地 希望 
读者 予以 指正 . 读者 可 以 通过 电子 邮件 和 我 们 或 徐 可 同志 联系 . 


叶 其 孝 yeqx@bit.eud.en EAR wyd@pku.edu.cn 

Æ W tangjing@bjpu.edu.cn 徐 可 xuke@hep. com.cn 
译 者 
2003 年 7 月 
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计算 机 代数 系统 (CAS) 练 习 


预备 知识 
观察 数据 的 曲线 拟 合 ,分 析 其 误差 ,作出 预测 ,作出 改进 ,如 果 这 样 做 是 合适 的 话 . 


极限 和 连续 


比较 极限 的 图 形 估 算 和 CAS 的 符号 极限 计算 . 
通过 对 特定 的 s 图形 地 求 6 来 探究 极限 的 正式 定义 . 
探究 当 x— + om 时 的 渐 近 线 和 图 形 的 性 态 . 

图 形 地 和 数值 地 探究 平均 变化 率 和 切线 . 


导数 

图 形 地 探究 割 线 的 收敛 性 .用 定义 求 函数 的 导数 .探究 上 入 的 图 形 之 间 的 关系 并 画 有 
选择 的 切线 的 图 形 , 

探究 速度 和 加 速度 这 样 的 导数 的 动画 形象 化 . 

探究 简 谐 运动 和 衰减 振动 . 

探究 锯齿 和 方 波 函 数 的 三 角 " 多 项 式 " 近 似 . 把 参数 地 定义 的 曲线 和 特定 的 切线 画 在 一 
起 . 

求 隐 式 表示 的 导数 并 把 隐 式 表示 的 曲线 和 特定 的 切线 画 在 一 起 . 


导数 的 应 用 

通过 图 形 和 数值 地 分 析 f 和 f/' 来 求 绝对 极 值 . 

微分 方程 的 图 解法 . 

探究 二 次 和 二 次 多 项 式 以 及 人 逻辑 斯 说 滑 数 . 

研究 梁 的 强度 和 刚度 以 及 它们 和 拐点 的 关系 .探究 由 圆 盘 做 成 的 圆锥 的 体积 . 
求 函数 的 线性 化 并 通过 比较 函数 及 其 线性 化 的 图 形 来 探究 线性 化 的 绝对 误差 . 
用 Newton 法 求 函 数 的 零点 . 求 数 /2 ,x 和。 的 近似 值 . 


积分 
求解 初 值 问题 . 
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4.3 求 f(x) 的 平均 值 以 及 使 f 取 到 该 平均 值 的 点 .用 有 限 和 来 估算 体积 . 
4.4 探究 Riemann 和 及 其 极限 . 
x u( x) 
4.5 研究 PCD = | /Cdr 和 (az) 与 六 (z) 之 间 的 关系 :分析 F(x) = | (Da. 
4.7 数值 地 计算 定 积 


5 积分 的 应 用 

5.1 用 圆 截面 和 垫 片 截面 求 绕 x 轴 旋 转生 成 的 旋转 体 的 体积 ， 
5.3 估算 显 式 或 参数 地 定义 的 曲线 的 长 度 . 

5.4 ”探究 功 和 动能 间 的 关系 . 


6 超越 函数 和 微分 方法 

6.1 探究 In(1+x) 在 x=0 的 线性 化 . 

6.2 探究 e* ,2* 和 和 log;x 的 线性 化 .探究 反 函 数 及 其 导数 . 

6.4 对 向 静脉 内 供应 葡萄 糖 时 随时 间 变 化 的 建 模 的 微分 方程 的 研究 . 画 分 离 变 量 微分 方程 的 
斜率 场 和 解 曲线 的 图 形 . 

6.6 画 斜 率 场 并 研究 修正 的 逻辑 斯 诺 方 程 的 解 . 用 Euler 法 和 改进 的 Euler 法 求 数值 解 .图 形 
地 解析 地 和 数值 地 探究 初 值 问题 的 解 , 并 比较 其 结果 . 


7 积分 方法 、L’ Hôpital 法 则 和 广义 积 
7.5 用 CAS 求 积分 .用 CAS 求 积分 失效 的 一 个 例子 .Monte Carlo 积分 法 . 
7.7 探究 与 Pln x 有 关 的 广义 积分 的 收敛 性 . 


8 无 穷 级 数 
8.1 标 画 序列 以 探究 其 收敛 或 发 散 性 .对 于 收敛 序列 , 求 位 于 以 极限 值 为 中 心 的 规定 区 间 内 
的 序列 尾 顶 . 


8.2 探究 递归 定义 的 序列 的 收敛 性 .存款 和 提 款 的 复 利 问题 .逻辑 斯 谤 差分 方程 和 混沌 性 态 . 
8.4 探究 有 待 确定 其 收敛 或 发 散 性 的 级 数 >)” (1/( nisin?n)) . 

8.7 比较 函数 的 线性 .二 次 和 三 次 近似 . 

8.9 R Fourier 级 数 展开 .利用 Fourier 级 数 证 明 >) ” 17m2 = my6. 

8.10 R fx) = |2x-xl], 0< x < x ËJ Fourier 正弦 和 余 芒 级 数 ， 


9 平面 向 量 和 极 坐 标 向 量 - 
9.6 探究 追踪 一 条 极 坐标 图 形 的 花样 汶 冰 者 . 


10 空间 向 量 和 运动 

10.3 把 三 维 的 情景 投放 到 二 维 的 画面 上 . 

10.4 画 二 维 的 直线 .平面 . 柱 面 和 二 次 曲面 的 图 形 . 
10.5 画 空 间 曲线 的 切线 的 图 形 .探究 一 般 的 螺旋 线 . 
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10.6 分 析 质 点 沿 空 间 曲 线 的 运动 . 
10.7 求 空 间 曲 线 的 x,r,T,N 和 8. 求 并 且 画 出 平面 曲线 的 曲率 圆 . 


11 多 元 函数 及 其 导数 

.1 画 曲 面 xz= Ax,y) 及 其 等 值 线 的 图 形 . 画 隐 式 和 参数 表示 的 曲面 的 图 形 . 

.5 探究 方向 导数 . 

11.7 利用 从 曲面 图 形 、 等 值 线 和 判别 式 得 到 的 信息 求 二 元 函数 的 临界 点 并 对 其 进行 分 类 ， 
.8 对 三 和 四 个 自 变量 的 函数 施行 Lagrange 乘 子 法 . 


12 ZER 

12.1 利用 CAS 的 二 重 积 分 计算 功能 求 积分 值 . 用 Monte Carlo 积分 法 求 非 负 曲面 下 的 体积 . 

12.3 为 计算 直角 坐标 表示 的 积分 ,将 其 变 成 等 价 的 极 坐标 表示 的 积分 . 

12.4 计算 立体 区 域 上 的 三 重 积分 .利用 体积 测量 降雨 量 并 按 来 自卫 星 天 线 反 射 器 的 信息 确 
保 适 当 的 排水 . 

12.5 探究 矩 和 平均 以 确定 浮标 是 否 会 翻转 .探究 新 的 画图 方法 . 


13 向量 场 中 的 积 

.1 计算 沿 不 同 路 径 的 线 积分 . 
.2 ”估算 向 量 场 沿 给 定 的 空间 路 径 所 作 的 功 . 

13.3 力 场 的 可 视 (形象 ) 化 . 力 场 是 保守 场 的 验证 . 
.4 应 用 Green 定理 求 道 时针 环 流量 . 求 力 场 中 作 功 最 大 的 路 径 . 比较 保守 和 非 保 守 力 场 . 
.8 三 维 通 量 和 获 度 的 可 视 化 和 解释 .计算 参数 地 定义 在 曲面 上 的 积分 .计算 散 度 积分 . 


本 版 的 技术 创新 之 处 


贯穿 《托马斯 微 积 分 全书 ,我 们 就 教师 可 以 在 何 处 以 及 怎样 把 技术 融合 到 微 积分 课程 中 
去 ,在 页 边 加 进 了 建议 .这 些 技术 注 记 是 容易 识别 的 ,本 书 作 者 和 由 John L. Scharf, Marie M. 
Vanisko , Colonel D.Chris Arney 组 成 的 技术 小 组 一 起 工作 向 微 积 分 教师 提供 了 许多 选择 以 

° 通过 可 视 形 象 化 和 数值 演示 加 强 学 生 对 微 积 分 基本 概念 的 理解 ; 

*。 利 用 技术 来 研究 微 积分 的 更 深刻 的 概念 ;以 及 

。 把 基本 概念 用 于 来 自 各 种 不 同 领域 的 重要 应 用 . 


Mathematica” 和 Maples 的 教学 单元 

本 教科 书 所 附 光 盘 中 的 Mathematica 和 Maple 教学 单元 可 以 多 种 方式 来 使 用 .首先 ,可 把 它们 
用 于 课堂 演示 以 帮助 学 生 形 象 化 地 看 到 作为 微 积 分 基础 的 基本 概念 .其 次 ,这 些 教学 单元 形成 了 
学 生 在 计算 机 实验 室 或 指定 的 课外 作业 中 使 用 的 极 好 的 探索 性 作业 .如 果 用 于 课外 作业 ,我们 建 
议 教 师 和 学 生 一 起 预先 看 一 下 有 关 材 料 .这 些 教学 单元 并 不 要 求 对 Mathematica 或 Maple AA M 
先 必 备 的 知识 ,但 是 , 某 些 教学 单元 为 希望 对 Mathematica 和 Maple 有 一 个 概况 了 解 的 学 生 提 供 了 
Mathematica 和 Maple 的 初步 介绍 .大 部 分 教学 单元 研制 或 引进 了 学 生 可 以 用 来 解决 相关 问题 或 
可 应 用 于 特定 问题 的 “笔记 本 或 特殊 功能 " .有 一 些 教学 单元 附 有 能 使 演示 生动 的 录 象 剪辑 . 


Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 

除了 教学 单元 外 ,还 有 6 个 能 为 微 积 分 基本 概念 提供 可 视 化 的 Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 . 
它们 是 学 生 探索 工作 的 极 好 的 资源 ,容易 在 实验 室 或 家 庭 作 业 中 完成 .或 者 ,也 可 以 把 它们 用 
作 课 堂 演示 ,如 果 有 良好 的 投影 设备 的 话 .尽管 ,每 个 Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 都 可 以 从 适当 
的 教学 单元 进入 ,它们 也 可 以 独立 于 Mathematica 和 Maple 教学 单元 使 用 ， 


计算 机 代数 系统 (CAS) 习题 

在 全 书 的 适当 地 方 预先 准备 了 许多 CAS 练习 ,每 个 习题 要 求 使 用 CAS 来 解决 一 个 (不 用 
CAS 不 易 解 决 的 ) 问 题 , 从 而 有 助 于 对 重要 概念 的 基本 理解 或 更 深入 的 探索 .有 些 习题 在 Math- 
ematica 和 Maple 教学 单元 中 有 说 明 或 有 引用 .CAS 习题 可 以 独立 于 教学 单元 使 用 . 


使 用 技术 来 增强 理解 的 机 会 
贯穿 全 书 图 标 被 用 来 指出 在 那里 可 以 用 附加 的 技术 资源 来 研究 概念 .我 们 在 下 表 中 综述 
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了 Mathematica 和 Maple 教学 单元 和 Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 可 能 的 应 用 .查找 本 教科 书 各 章 
节 中 何 处 有 CAS 练习 也 紧 随 在 内 容 表 后 面 列 出 . 


Mathematica 和 Maple 教学 单元 | Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 /电视 
对 变化 进行 建 模 :弹簧 .驾驶 安全 、 放 射 
性 、 树 、 鱼 和 动物 
取 极 限 
趋 于 无 穷 : 当 自 变量 越 来 越 大 时 函数 会 
发 生 什么 ? I 
取 极 限 连续 和 间断 曲线 的 可 视 化 应 用 软件 

_ 切线 和 制 线 的 可 视 化 应 用 软件 


HETE TE EEEE 

FE RHE HR A E B hl E 
WHERREZD, P-RO ME -AE | 地 震 录 象 
| 一 加 速度 


| 极 小 . 极 大 和 拐点 的 可 视 化 应 用 软件 

沿 直线 的 运动 ,第 一 部 分 ;位置 一 速度 | 地 震 录 象 

一 加 速度 

导数 .斜率 .切线 和 电影 制作 

Newton 法 . 牛顿 惊人 的 方法 :估算 x 到 多 少 位 ? 

微分 方程 . 梁 的 弯曲 或 者 对 结构 设计 来 说 , 微 积分 

必须 做 什么 ? I 

利用 Riemann 和 来 估计 面积 .体积 以 及 

弧 长 i 

Riemann 和 以 . 按 Riemann 求 和 的 方式 相 加 , 定 积分 , 微 

及 定 积分 积分 基本 定理 

集 雨 器 .电梯 和 火箭 | 

基本 定理 ， 按 Riemann 求 和 的 方式 相 加 , 定 积分 , 微 

积分 基本 定理 

集 雨 器 .电梯 和 火箭 塔 科 马 海峡 大 桥 录 象 

沿 直线 的 运动 ,第 二 部 分 ;加 速度 一 束 

度 一 位 置 

面积 应 用 . 按 Riemann 求 和 的 方式 要 加 , 定 积 分 , 微 

积分 基本 定理 

数值 积分 . Riemann 梯形 和 Simpson 法 | 

面积 .体积 利用 Riemann 和 来 估计 面积 .体积 以 及 
MK 

| 利用 Riemann 和 来 估计 面积 .体积 以 及 

MK 

| 对 螨 ( 强 ) 极 跳 进 行 建 模 :课堂 实验 č |MRARA 

按 Riemann 求 和 的 方式 相 加 , 定 积分 , 微 

积分 基本 定理 

导数 .斜率 .切线 和 电影 制作 


面积 体积 
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基本 概念 | 章 T Mathematica 和 Maple 教学 单元 Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 /电视 
一 阶 微分 6.4 | 药 的 剂量 :有 效 吗 ? 安全 吗 ? I 
方程 | 6.6 | 一 阶 微分 方程 和 斜率 场 
数值 积分 | 7.5 机 会 游戏 :探究 数值 积分 的 Monte Carlo 
广义 积分 “| 7.7 | 法 以 及 用 广义 积分 来 计算 概率 
ERBE 。 ; 8.3 | 弹跳 的 球 
几何 级 数 | 
Taylor 级 数 8.7 函数 的 泰勒 多 项 式 通 近 
Fourier 8.9 利用 Fourier 级 数 通 近 不 连续 函数 以 及 
级 数 8.10 解释 音乐 

向 量 值 浮 数 9.1,9.2 | 利用 向 量 来 表示 直线 以 及 求 距离 抛射 体 运 动 的 可 视 化 应 用 软件 和 射 
| 9.3,9.5 | 移动 物体 的 雷达 追踪 箭 的 录 象 
| 9.3,9.5 | 花样 滑冰 运动 员 路 线 的 参数 和 极 坐标 | 警察 的 雷达 录 象 
方程 
10.3 把 三 维 的 情景 放 到 二 维 画 面 上 切 向 量 和 法 向 量 的 可 视 化 应 用 软件 
10.3,10.4 | 三 维 作 图 


110.5,10.6 | 三 维 空间 中 的 运动 
10.7 环 滑车 道 的 录 象 
曲面 11.1 画 曲 面 的 图 形 大 峡谷 录 象 
方向 导数 11.5 滑板 的 数学 探究 :方向 导数 的 分 析 滑板 的 录 象 


最 小 二 乘法 11 7 寻求 模式 以 及 把 最 小 二 乘法 用 于 实际 
数据 

Lagrange 方法 11.8 Lagrange 玩 滑板 :他 能 滑 得 多 高 ? 
热传导 方程 ,11 章 的 附 | 热 是 怎么 扩散 开 去 的 ? 

| 加 习题 
数值 积分 ' 12.1 把 握 你 的 机 会 : 试 着 对 三 维 数值 积分 用 
Monte Carlo 方法 
PHE 12.2,12.5 | 平均 和 和 矩 以 及 探究 新 的 画图 方法 
多 重 积分 的 应 | 12 章 的 附 | 你 可 以 利用 体积 
用 加 习题 
向 量 场 13.3 保守 和 非 保守 力 场 中 的 功 
Green 定理 13.4 你 怎样 才能 看 得 见 Grccn 定理 ? 
旋 度 | 13.4 _ | 旋 度 概念 的 可 视 化 应 用 软件 
散 度 13.8 可 视 化 并 解释 散 度 定理 


微 积分 :了 不 起 的 人 类 活动 :光盘 和 因特网 址 上 详 述 的 历史 和 传记 


微 积分 无 疑 是 人 类 最 伟大 的 智力 活动 之 一 .作者 和 Colonel D. Chris 以 及 Joe B. Albree 一 起 
工作 研制 了 一 组 可 以 从 光盘 和 因特网 上 得 到 的 材料 .与 本 版 协调 一 致 的 这 些 材 料 包括 微 积 分 
发 展 的 年 表 、( 诸 如 微分 方程 的 发 展 那样 的 ) 主 要 论题 ,100 多 人 的 传记 以 及 要 考虑 的 问题 .用 
能 增进 知 误 且 有 趣 的 方式 写成 的 传记 概述 可 以 使 读者 从 中 得 到 乐趣 .有 关 历 史 的 教学 单元 可 
以 作为 讲课 的 补充 材料 或 用 于 学 生 的 课外 活动 (在 光盘 和 因特网 上 有 与 微 积分 的 历史 有 关 的 
100 多 个 问题 ) .这 些 教学 单元 是 写作 或 论述 课题 的 极 好 原始 资料 .我们 发 现 学 生 喜 欢 研究 并 
在 课堂 上 报告 有 关 微 积分 的 许多 独 有 的 特别 的 东西 .贯穿 全 书 安排 的 历史 窗 标 指 出 了 结合 
学 单元 的 时 机 . 
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纵 观 其 光辉 的 发 展 沿革 过 程 (Thomas 微 积 分 》 一 直 用 来 支持 各 种 各 样 的 从 传统 到 实验 的 
课程 和 教学 方法 .第 10 版 作 了 重大 修订 ,但 保持 了 本 教科 书 的 传统 的 长 处 (优点 ) :坚实 的 数 
学 、 对 科学 和 工程 的 相关 的 和 重要 的 应 用 以 及 极 好 的 习题 .这 本 灵活 而 且 现 代 的 教科 书包 含 了 
为 教 现 有 的 许多 种 不 同类 型 的 课程 所 需要 的 全 部 基础 . 
一 本 书 不 能 构成 一 门 课 ; 教 师 和 学 生 在 一 起 才能 构成 一 门 课 . 本 教科 书 是 支持 你 们 的 课程 
的 信息 资源 ;有 鉴于 此 ,我 们 在 第 10 版 中 加 进 了 许多 有 特色 的 内 容 使 得 本 书 无 论 在 教 和 学 习 
微 积分 时 更 加 灵活 和 有 用 . 
第 10 版 的 特点 : 
。 这 本 一 流 教材 的 标准 版 本 和 先前 的 精华 版 本 都 可 以 得 到 ,这 还 是 第 一 次 . 
。 新 版 包括 了 (课程 中 怎样 ) 融 入 技术 的 建议 ,突出 了 怎样 可 以 利用 万 维 网 站 和 光盘 来 增 
强 各 章 的 论题 的 讲授 . 

。 本 教科 书 始终 具有 易于 阅读 、 适 于 交谈 以 及 数学 内 容 丰 富 的 特点 .每 个 新 论题 都 是 通过 
清楚 的 .易于 理解 的 例子 启发 性 地 引入 的 ,然后 通过 马上 能 引起 学 生 兴 趣 的 在 实际 问题 
中 的 应 用 来 加 深 理 解 . 

。 现 在 每 节 都 以 小 节 的 标题 来 开始 ,使 得 主要 的 概念 更 加 醒目 . 

° 第 10 版 更 多 地 强调 利用 实际 数据 的 建 模 和 应 用 .因此 ,在 不 损害 数学 的 完整 性 的 情形 
下 本 书 实现 了 图 形 .数值 分 析 的 方法 和 技巧 这 三 者 之 间 逐 步 完善 的 平衡 . 

“平面 向 量 及 抛射 体 运动 在 一 章 中 分 开讲 ,以 单 变量 微 积分 的 处 理 方法 结尾 .三 维 向 量 结 
合 多 变量 微 积分 进行 讨论 . 

“习题 仍 是 在 适当 的 标题 下 结 组 .对 大 多 数 文字 题 加 进 了 表明 内 容 或 应 用 的 标题 .对 那些 
需要 用 绘图 设备 的 习题 ,全 书 中 都 用 图 标 加 来 标识 .计算 机 代数 系统 (CAS) 习 题 也 出 现 
在 各 章 中 ,并 在 标 以 “计算 机 探究 ”的 特别 小 节 中 结 组 . 

° 光盘 和 万 维 网 站 一 起 为 学 生 和 教师 提供 了 更 多 的 支持 : 

一 一 组 Maple 和 Mathematica 教学 单元 , 录 象 以 及 Java 可 视 化 应 用 程序 可 用 来 帮助 学 生 
使 主要 的 微 积 分 概念 可 视 化 . 

一 ”交互 式 的 在 线 辅导 能 帮助 学 生 进行 有 关 微 积分 前 的 以 及 与 教科 书 有 关 特 定 材 料 的 复 
习 、 进 行 实践 性 的 测试 .接受 对 其 在 测试 中 的 表现 的 诊断 性 反馈 . 

一 逐 章 准备 了 小 测验 .这 些小 测验 可 以 作为 基于 解 题 技巧 的 掌握 程度 的 评估 进行 在 线 
实施 和 评分 . 
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一 ”对 特定 的 计算 机 代数 系统 和 图 形 计算 器 提供 了 可 下 载 的 技术 资源 . 

一 ” 详 述 的 历史 传记 现在 都 置 于 因特网 址 和 光盘 上 . 

虽然 有 所 有 这 些 变 化 ,但 我 们 没有 放弃 我 们 的 信念 , 即 微 积分 的 根本 目的 在 于 帮助 学 生 为 
进入 数学 .科学 和 工程 的 领域 作 准 备 . 


掌握 技巧 和 概念 f 

始终 如 一 地 ,本 教材 继续 把 熟练 技巧 的 训练 作为 重点 .贯穿 本 版 ,我 们 把 能 鼓励 学 生 直 观 、 
解析 和 数值 地 思考 的 例子 和 讨论 包括 进来 .几乎 每 道 习 题 都 要 求学 生 把 生成 和 解释 图 形 作为 
理解 数学 或 现实 世界 中 的 关系 的 工具 .许多 节 还 包含 扩大 应 用 范围 .数学 概念 和 严格 性 方面 的 
问题 . 

遍布 本 教材 各 处 设置 的 写作 习题 要 求学 生 探 究 和 解释 各 种 微 积分 的 概念 和 应 用 .此 外 ,每 
章 末尾 有 一 组 问题 以 帮助 学 生 复习 和 总 结 他 们 学 过 的 内 容 . 许 多 这 样 的 复习 问题 构成 了 大 的 
写作 作业 . 


问题 解决 的 策略 

我 们 相信 当 程 序 性 的 方法 设计 得 尽 可 能 清楚 和 简 明 的 时 候 学 生 就 能 最 有 效 地 学 习 . 为 此 ， 
在 适当 的 地 方 ,特别 是 对 比较 困难 和 复杂 的 方法 还 包括 了 逐步 的 问题 解决 的 概要 .我 们 始终 特 
别 用 心 于 制定 用 来 说 明 概 要 所 述 的 各 个 步骤 的 课文 中 的 例子 。 


习题 

新 版 中 的 习题 组 都 经 过 仔细 的 审阅 和 修改 .它们 按 主题 结 组 ， 同时 有 专门 的 节 来 进行 计算 
机 探究 .这 些 节 包 括 CAS( 计 算 机 代数 系统 ) 的 探究 和 课题 . 

习题 组 中 有 实践 和 应 用 问题 .严谨 思考 和 挑战 性 的 习题 ( 在 标题 为 “应 用 和 理论 "的 小 节 
H), 以 及 要 求学 生 就 重要 的 微 积 分 概念 进行 写作 论述 的 习题 .写作 习题 在 习题 组 中 到 处 可 见 . 
习题 一 般 按 课文 讲授 的 次 序 安排 ,而 对 需要 用 绘图 设备 (例如 图 形 计算 器 ) 的 习题 在 课文 中 用 
图 标 圈 米 加 以 识别 . 


每 章 末 的 帮助 材料 
每 章 末 有 了 概述 该 章 内 容 的 三 个 有 特色 的 小 节 : 
“指导 你 们 复习 的 问题 "要 求学 生 思 考 该 章 主要 的 概念 ,然后 用 文字 表达 他 们 对 这 些 概念 
的 理解 ,还 包括 说 明 性 的 例子 .这些 都 是 适合 于 作 写 作 习 题 的 问题 . 
“实践 习题 "提供 了 对 方法 .计算 和 数值 技巧 ,以 及 主要 应 用 的 复习 . 
“附加 习题 :理论 .例子 和 应 用 "向 学 生 提 供 更 多 的 理论 和 挑战 性 问题 ,以 及 进一步 加 深 学 
生 对 数学 概念 理解 的 问题 . 


应 用 和 例子 


本 书 的 特点 一 直 是 微 积分 在 科学 和 工程 中 的 应 用 .本 版 中 ,我 们 还 包括 了 更 多 的 基于 实际 
数据 的 问题 ,这 些 问题 的 求解 需要 图 形 和 数值 方法 .贯穿 全 书 ,我 们 列 出 了 导致 这 些 应 用 的 数 
据 的 来 源 或 论文 ， 以 帮助 学 生 了 解 这 是 一 个 需要 用 到 许多 不 同 技巧 和 方法 的 与 时 俱 进 的 .充满 
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活力 不 断 发 展 的 领域 .这 些 应 用 中 的 多 数 与 物理 科学 和 工程 有 关 , 但 也 有 许多 应 用 来 自生 物 学 
和 社会 科学 . 


技术 :应 用 绘图 功能 和 计算 机 探究 

事实 上 ,本 教材 的 每 一 节 都 包含 研究 数值 模式 的 习题 或 要 求学 生 用 生成 并 解释 图 形 作为 
理解 数学 的 或 现实 世界 的 关系 的 工具 的 应 用 绘图 功能 的 习题 ,许多 应 用 绘图 功能 的 习题 适用 
于 课堂 示范 或 课 内 外 的 小 组 作业 .这些 习题 在 教材 中 用 窗口 国 或 标题 “计算 机 探究 "来 加 以 识 
别 ， 


计算 机 探究 
有 超过 200 道 题 已 经 用 Mathematica 和 Maple 数学 软件 求解 过 .此 外 ,也 可 利用 网 站 
ROM 或 CD - ROM( 只 读 盘 ) 上 的 Mathematica 和 Maple 教学 单元 .精心 设计 的 这 些 教学 单元 可 
(h 以 帮助 学 生发 展 几何 直观 以 及 对 微 积分 概念 .方法 和 应 用 的 更 深 的 理解 和 欣赏 .CD/ 
Web 网 站 窗口 标 出 了 与 这 些 教学 单元 有 关 的 材料 在 教材 中 的 位 置 . 
贯穿 全 书 还 有 注 记 , 这 些 注 记 鼓 励 学 生 应 用 绘图 手段 进行 探索 ,并 帮助 学 生 评 估 什 么 情况 
应 用 技术 是 有 用 的 以 及 什么 情况 下 技术 手段 可 能 起 误导 的 作用 . 


CD-ROM 扩大 了 的 历史 注 记 和 传记 


er 任何 学 生 都 是 通过 了 解数 学 的 历史 发 展 过 程 中 数学 的 人 性 方面 

fe 来 丰富 充实 自己 的 .在 前 几 版 中 ,我 们 把 描述 概念 的 源 起 .这 些 概念 

I 发 明 权 的 争论 以 及 诸如 分 形 和 混沌 那样 的 现代 课题 中 的 趣闻 以 加 框 
表示 的 历史 文字 放 在 显著 地 位 .第 10 版 中 ,我 们 护 写 了 更 多 的 传记 
PSE 这 上 六 现 在 可 以 在 CD- ROM 和 万 相交 站 和 到 
贯穿 全 书 用 窗口 标 出 以 供 参考 ,而 且 在 页 边 留 下 更 多 的 空白 供 学 
作 笔记 .评论 和 注释 之 用 . 


本 书面 面 观 

数学 是 一 种 形式 而 且 优 美的 语言 . 

微 积 分 是 最 强 有 力 的 人 类 心智 成 就 之 一 .和 前 几 版 一 样 ,我 们 只 是 谨慎 地 说 什么 是 正确 的 
以 及 在 数学 理论 上 是 坚实 的 内 容 .为 了 清晰 和 数学 上 正确 起 见 ,每 个 定义 .定理 .推论 和 证 明 都 
经 过 仔细 的 审阅 . 

无 论 是 以 传统 的 方式 讲授 微 积分 或 者 是 全 部 在 实验 室 集中 注意 力 于 数值 和 图 形 实验 的 个 
人 或 小 组 学 习 的 方式 , 微 积分 的 概念 和 方法 都 需要 清晰 和 确切 地 表达 . 

学 生 在 将 来 的 许多 年 里 都 将 从 本 书 学 到 许多 东西 ,我 们 意图 提供 远 比 一 位 教师 想 要 教 的 
内 容 多 得 多 的 材料 .学 生 可 以 在 学 完 微 积 分 课 后 很 长 时 间 里 继续 从 本 书 学 习 微 积分 .本 书 为 早 
已 学 过 微 积分 的 学 生 提 供 易于 理解 的 复习 ,而 且 本 书 也 是 在 职工 程 师 和 科学 家 的 一 种 知识 资 
B. 
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逐 章 表述 的 新 内 容 特 征 的 重点 


预备 知识 | 
* 完全 涵盖 了 作为 学 习 微 积分 必 备 知识 的 所 有 熟悉 的 函数 . 
“介绍 了 参数 方程. 
. 。 也 涵盖 了 包括 三 角 函 数 在 内 的 熟悉 的 函数 的 反 函数 . 
* 介绍 了 数学 建 模 并 配 有 建 模 习 题 . 
* 应 用 实际 数据 的 新 的 例子 和 习题 以 及 利用 计算 器 作 的 回归 分 析 . 


第 1 章 极限 和 连续 
“极限 是 通过 变化 率 的 途径 引进 的 ,用 有 关切 线 的 一 节 来 联结 并 完成 一 开始 的 讨 
1. 
* 包括 有 限 极限 、 无 限 极限 , 渐 近 线 ,极限 法 则 以 及 tim sm 在 内 的 所 有 极限 概念 现 


g 
在 都 集中 在 单一 的 一 章 里 . 
"极限 概念 的 非 正 式 和 确切 的 定义 都 给 了 ,但 不 那么 强调 用 确切 的 定义 去 证 明定 
BE. 


第 2 章 导数 
。 作 为 变化 率 的 导数 出 现 得 更 早 以 强调 在 研究 沿 直线 运动 时 对 实际 现象 建 模 中 导 
数 的 重要 性 ， 

“用 两 节 来 讲述 求 导数 的 法 则 以 强化 讲述 的 清晰 性 和 连贯 性 ， 
* 求 参数 方程 的 一 阶 .二 阶 导 数 是 作为 链 式 法 则 的 应 用 包含 在 本 章 的 ， 

第 3 章 导数 的 应 用 
* 应 用 一 阶 和 二 阶 导数 来 确定 图 的 形状 的 处 理 更 为 集中 而 且 精 简 有 效 . 

“关于 用 一 阶 和 二 阶 导 数 来 得 到 一 阶 自治 微分 方程 图 形 解 的 新 的 一 节 起 到 了 第 4 
和 6 章 的 图 解 前 奏 的 作用 . 
。 新 的 一 节 包 括 了 人 口 (种群) 增长 建 模 的 介绍 


第 4 章 积分 f 
。 和 以 前 一 样 , 先 讲 不 定 积分 ,强调 它们 在 求解 初等 微分 方程 中 的 重要 性 , 原 函 数 的 
法 则 以 及 变量 替换 方法 紧 随 其 后 . 
。 和 前 一 版 一 样 ,估计 各 种 应 用 中 的 有 限 和 激发 了 Riemann 和 以 及 定 积分 的 概念 .学 
生 较 早 地 知道 定 积分 的 用 处 要 多 于 只 是 作为 求 面积 的 工具 ， 
“精简 了 用 Riemann 和 来 定义 定 积分 的 那 一 节 , 现 在 重点 放 在 连续 函数 上 ,分 段 连续 
函数 的 讨论 放 在 章 末 的 附加 习题 中 
“。 有 关 单 重 积分 面积 (包括 曲线 间 的 面积 ) 计 算 的 全 部 内 容 现 在 都 在 本 章 中 讨论 ， 
第 5 章 积分 的 应 用 
* 体积 的 讨论 从 三 节 缩 合 为 二 节 . 
。 详尽 阑 述 了 平面 上 显 式 函 数 和 参数 曲线 的 弧 长 公式 ， 
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* 曲面 面积 后 移 到 第 13 章 ,该 章 讲 曲面 积分 时 需要 曲面 面积 .该 章 将 用 一 种 统一 的 
方式 而 不 只 对 回转 曲面 这 种 特殊 情形 进行 讨论 . 
“对 弹簧 、 泵 和 水 的 提升 .流体 的 力 和 乞 等 方面 的 应 用 都 从 前 一 版 中 保留 下 来 了 . 


第 6 章 超越 函数 和 微分 方程 

* 本 章 已 经 重新 组 织 过 ,为 了 能 立即 讲述 对 数 、 指 数 和 反 三 角 函 数 的 微 积分 (在 早先 
的 精华 版 中 这 些 函 数 的 微分 计算 是 在 第 2.3 章 中 讲述 的 ) .论述 包括 了 导致 反 三 
角 函 数 的 积分 . 

， 对 增长 和 衰减 、 热 传导 、 有 阻力 时 的 落体 以 及 复杂 问题 的 建 模 紧 随 分 离 变 量 和 线 
性 一 阶 微分 方程 之 后 . 

° Euler 法 和 改进 的 Euler 法 是 结合 人 口 (种 群 ) 增 长 模型 的 附加 材料 一 起 来 讲述 的 ， 
用 以 说 明 图 解法 ,数值 解法 和 解析 求解 方法 . 


第 7 章 ”积分 技巧 、L’H6pial 法 则 和 广义 积 
“为 了 求 积分 现在 把 Monte Carlo 方法 和 积分 表 或 计算 机 代数 系统 的 使 用 一 起 都 包 
MEREK. 
° 包括 在 本 章 的 L’ Hapial 法 则 正好 在 (第 8 章 中 ) 要 用 它 来 计算 某 些 广义 积分 和 序 
列 极限 之 前 . 


第 8 章 无 穷 级 数 

* 第 一 节 讨 论 数值 级 数 及 其 极限 的 基本 概念 .第 二 节 是 可 以 选 学 的 内 容 , 包 括 子 序 
列 和 有 界 单调 序列 的 更 为 理论 的 概念 . 

“大 多 数 重 要 级 数 的 收敛 检验 法 放 在 单一 的 .精简 了 的 一 节 中 一 起 论述 . 

° 章 末 新 加 的 两 节 是 可 以 选 学 的 内 容 , 介 绍 Fourier 级 数 的 初步 知识 .这样 的 做 法 能 
使 需要 把 Fourier 级 数 马 上 用 于 应 用 科学 和 工程 课程 的 学 生得 到 这 些 重 要 概念 的 
时 一 点 的 介绍 .在 完成 级 数 的 初步 介绍 的 同时 ,这 两 节 用 例子 说 明 用 不 同 于 震级 
数 表示 的 重要 函数 的 级 数 表示 法 . 


第 9 章 平面 向 量 和 极 坐 标 函 数 

“这 是 关于 平面 上 的 向 量 和 抛射 体 运动 的 新 的 一 章 , 章 末 的 两 节 极 坐标 以 及 极 坐 标 
表示 的 曲线 的 图 形 和 微 积分 ,为 学 生 在 多 元 微 积 分 学 习 中 要 用 到 的 知识 作 准 备 . 
如 果 有 需要 的 时 候 ,本 章 可 以 作为 平面 向 量 的 提前 的 自封 的 论述 .本 章 可 以 在 学 
过 积分 以 及 指数 和 对 数 函 数 的 微 积分 后 的 任何 时 候 讲授 . 

“ 从 预备 知识 章 到 第 9 章 组 成 了 论述 一 元 微 积分 概念 的 完整 的 整体 .三 维 向 量 从 第 
10 章 开始 的 多 元 微 积分 中 单独 介绍 . 

* 向 量 的 概念 受 启发 于 研究 路 径 、 速 度 、 加 速度 以 及 作用 于 沿 平面 路 径 运动 物体 的 
力 时 向 量 的 应 用 . 

° 删 去 了 圆锥 曲线 和 二 次 方程 的 详 述 的 解析 几何 的 部 分 .这 些 概 念 在 中 学 和 预 微 积 
分 课程 (preealculus ,译注 : 预 微 积分 课程 是 指 学 习 微 积分 之 前 必修 的 课程 ) 中 透彻 
地 讲授 过 ,但 是 当 有 需要 的 时 候 我 们 仍然 会 复习 许多 有 关 的 概念 . 

“平面 曲线 的 参数 化 已 经 移 到 较 前 面 的 章 去 讲授 . 
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第 10 章 空间 向 量 和 运动 f 
。 三维 向 量 、 空 间 几 何以 及 定义 空间 曲线 的 向 量 值 函数 现在 和 新 的 引 育 和 例子 一 起 
组 织 在 单独 的 一 章 里 . 
。 表 示 向 量 的 字母 现在 从 大 写字 母 改变 为 更 为 标准 的 小 写字 和 母 . 
* 用 三 维 向 量 的 代数 和 几何 的 新 的 发 展 来 复习 平面 向 量 以 帮助 学 生 克 服 徽 积 分 下 
和 微 积分 亚 之 间 可 能 有 的 脱节 , f 
。 沿 空间 曲线 运动 的 逻辑 论证 和 内 容 的 组 织 以 及 TNB( 切 向 法 向 、 次 法 向 ) 标 架 都 
从 前 一 版 中 保留 下 来 了 . 


第 11 章 多 元 函数 及 其 导数 
* 本 章 已 经 重新 组 织 以 改进 其 效率 和 连贯 性 ,具有 限制 变量 的 偏 导数 的 讨论 移 到 本 
章 末 紧 随 引进 Lagrange 乘 子 之 后 .线性 化 和 微分 的 论述 现在 紧 随 在 方向 导数 、 梯 
度 向 量 和 切 平面 之 后 . 
。 有 关 梯 度 和 切 平面 的 论述 现在 更 为 简洁 和 直接 . f 
*。 极 值 和 鞍点 的 新 的 引言 把 多 变量 和 单 变量 的 情形 进行 了 比较 
。 精简 了 习题 ,而 且 为 快速 识别 起 见 所 有 的 应 用 题 都 加 上 了 标记 . 
第 12 章 SERJ 
“ 用 多 重 积分 来 计算 质量 . 矩 和 质心 的 论述 现在 是 自封 的 . 不 再 假定 先前 在 第 5% 
中 用 单 重 积分 计算 的 做 法 ,现在 可 以 完全 绕 过 这 种 做 法 . 
“另外 ,习题 都 标 上 标题 的 做 法 使 得 比 以 前 明显 地 容易 选择 . 


第 13 章 向 量 场 中 的 积分 
“ 在 平面 Creen 定理 的 讨论 中 一 点 的 环流 密度 是 作为 称 为 旋 度 的 更 一 般 地 的 环流 向 
量 的 第 个 分 量 引进 的 , 旋 度 将 在 稍 后 的 Stokes 定理 这 一 节 中 详细 讨论 .这 种 安 
排解 决 了 平面 环 量 是 用 纯 量 表示 而 空间 环 量 是 用 向 量 表 示 的 明显 的 不 一 致 . 


供 教师 用 的 补充 材料 


TestGen-EQ with QuizMaster-EQ 
Windows and Macintosh CD( dual platform) 
ISBN 0 - 201 — 70287 — 8 
TestGen-EQ 的 友好 图 形 界面 使 教师 能 看 到 、 编 辑 .加 进 问 题 .把 问题 转换 成 试题 并 能 容易 
地 用 各 种 字体 和 形式 打印 试题 .搜索 和 分 类 的 特色 能 使 教师 很 容易 找到 问题 并 按 他 喜欢 的 方 
式 编排 问题 .有 6 种 格式 可 供 选用 ,包括 简短 的 回答 题 .是 非 题 .选择 题 .短文 .匹配 题 以 及 统计 
模式 的 题 .内 署 的 问题 编辑 器 给 用 户 以 创建 图 形 .输入 图 形 .插入 数学 符号 和 模板 以 及 插入 可 
变化 的 数目 字 或 课文 的 功能 .试题 库 包 括 按 本 教材 每 种 版 本 (标准 版 和 精华 版 ) 组 织 的 可 以 算 
法 地 确定 的 问题 “输出 到 HTML( 超 文本 置 标语 言 ) "的 特征 使 教师 能 为 网 站 创建 实践 试题 
Quiz Master-EQ 使 教师 能 利用 TestGen-EQ 创建 并 保存 试题 以 使 学 生 能 把 它们 作为 考试 实 
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践 或 在 计算 机 网 络 上 评分 .教师 可 以 设置 怎样 以 及 何 时 注册 考试 的 查询 .Quiz Master-EQ BË Ë 
动 对 考试 成 绩 评分 .把 结果 存 到 盘 上 ,并 允许 教师 查看 和 打印 有 关 个 别 学 生 .班级 课程 的 各 种 
报告 . 

对 本 教材 的 使 用 者 本 软件 是 免费 提供 的 ,请 和 你 们 的 Addison-Wesley 的 代表 商讨 有 关 细 


-H 


P. 


教师 用 题解 手册 (Instructor’s Solutions Manual) 

第 工 卷 (预备 知识 章 到 第 9 章 ),ISBN 0 - 201 -50403-0 

第 卫 卷 (8 -13 章 ),]SBN 0- 201 -50404-9 

由 Maurice D.Weir 和 John L. Scharf 编写 的 教师 用 题解 手册 包括 教材 中 全 部 习题 的 完全 算 
好 的 解答 , 
答案 集 (Answer Book ) 

ISBN O ~ 201 - 44144 - 6. 

由 Maurice D. Weir 和 John L. Scharf 编写 的 答案 集 包 括 了 教材 中 多 数 习 题 的 简短 答案 . 


计算 机 代数 系统 和 计算 器 的 技术 资源 手册 

TI -图 形 计算 器 手册 ISBN 0 -201-72198 — 8 

Maple 手册 ISBN 0 - 201 - 72197 - X 

Mathematica 手册 ISBN 0 - 201 - 72196 - 1 

每 种 手册 就 整合 特定 的 软件 包 或 图 形 计算 器 提供 了 包括 语法 和 命令 在 内 的 详尽 的 指南 
原版 投影 胶片 

教师 可 以 从 CD - ROM 上 上 下载 供 课堂 十 放 映 的 教材 中 许多 更 为 复杂 的 图 形 的 整套 的 用 
Power Point 制作 的 艺术 投影 胶片 . 


供 学 生 用 的 补充 材料 


F £ F y jE A (Student's Study Guide) 

第 工 卷 ( 预 备 知识 章 -第 9 章 ),ISBN 0- 201 - 50405 - 7 

B H Æ(8 - 13 章 ) ,ISBN 0-201-50406-5 

与 教材 对 应 地 组 织 编 写 的 学 生 学 习 指 南 强化 了 重要 的 概念 并 提供 学 习 用 的 插图 和 额外 的 
实践 问题 . 
学 生 题 解 手册 

第 I 卷 ( 预 备 知识 章 - 第 9 章 ),ISBN 0 - 201 — 50381-6 

第 开卷 (8 -13 章 ),ISBN 0-201-50402 - 2 

由 Maurice D. Weir 和 John L. Scharf 编写 的 学 生 题解 手册 是 为 学 生 设 计 的 包括 了 教材 中 所 
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技巧 而 设计 的 .本 教材 在 选 学 微 积分 的 学 生 的 学 习 过 程 中 的 每 一 阶段 向 学 生 指 明 必 需 的 代数 
和 三 角 主 题 以 及 潜在 的 问题 所 在 .容易 使 用 的 目录 包含 按 学生 学 习 微 积分 所 需要 的 顺序 安排 
的 代数 和 下 角 的 主题 . 
AWL 数学 辅导 中 心 

AWL 数学 辅导 中 心 (www.awl,comvtutorcenter) 向 选修 微 积 分 且 购 买 由 Addison Wesley Long- 
man 出 版 的 数学 图 书 的 学 生 提 供 帮 助 .通过 电话 .传真 和 电子 邮件 的 方式 来 提供 帮助 .利用 这 
种 服务 的 学 生 将 得 到 由 资深 数学 教师 担任 的 辅导 教师 的 帮助 . 


CD - ROM( 只 读 盘 ) 和 WebSite ( 万 维 网 站 ) 


Maple 和 Mathematica 教学 单元 

超过 35 个 教学 单元 已 经 由 蒙 他 那州 Carroll 学 院 的 John L.Scharf 和 Marie M.Vanisko 以 及 
美国 西点 军校 的 Colonel D. Chris Amey 编写 好 了 .精心 设计 的 这 些 教学 单元 是 为 了 帮助 学 生发 
展 他 们 的 几何 直观 以 及 深化 他 们 对 微 积 分 的 概念 和 方法 的 理解 .基于 实际 的 应 用 问题 这 些 教 
学 单元 鼓励 学 生 使 微 积 分 形象 化 并 发 现 微 积分 在 日 常生 活 中 的 重要 性 .用 户 要 用 Mathematica 
和 Maple 来 访问 这 些 教学 单元 .全书 各 处 的 图 标 引 用 了 这 些 教学 单元 作为 参考 . 


交互 式微 积分 (Java 小 型 可 视 化 应 用 软件 ) 

这 些 独 特 的 交互 式微 积分 小 型 可 视 化 应 用 软件 使 用 方便 ,不 需要 学 习 语 法 和 特殊 的 语言 . 
学 生 可 以 “实时 地 "生成 方程 和 图 形 .主题 包括 极限 .抛射 体 运动 .斜率 .切线 .导数 、 积 分 .TNB 
( 切 向 ,法 向 ,次 法 向 ) 标 架 以 及 旋 度 的 概念 ,通过 把 这 些小 型 可 视 化 应 用 软件 引入 到 课堂 演示 
和 讨论 .实验 室 和 家 庭 作 业 的 指派 .或 自学 ,教师 和 学 生 就 可 以 探究 时 间 和 运动 的 数学 .设计 这 
些小 型 可 视 化 应 用 软件 是 为 了 学 生 初 次 碰 到 一 些 概念 时 能 建立 起 对 概念 的 清晰 理解 ,帮助 学 
生 克 服 他 们 过 去 常常 觉得 困惑 的 抽象 过 程 中 的 难点 . 
RRA 

现实 情景 的 录 象 片 能 激 起 学 生 学 习 和 应 用 微 积分 的 热情 .这 些 录 象 片 是 特别 为 前 面 说 过 
的 某 些 微 积 分 教学 单元 一 起 研制 的 . 


CD-ROM 扩 写 的 历史 注 记 和 传记 
篇 WEBsite 散 见 在 本 书 各 人 处 的 图 标 告诉 你 去 查阅 Web Site 和 CD - ROM 上 
T: 历史 传记 的 扩 写 了 的 历史 传记 和 注 记 .这 些 材料 是 由 美国 西点 军校 的 Colonel 


D.Chris Arney 和 Aubum 大 学 的 Joe B. Albree 合作 写成 的 . 


及 时 雨 在 线 代数 和 三 角 学 
由 在 Lowell 的 Massachusetts 大 学 的 Ronald I. Brent 和 Guntran Mueller 汇编 的 这 个 交互 式 的 
基于 万 维 网 的 考试 和 辅导 系统 能 帮助 学 生 实 践 对 于 掌握 微 积 分 来 说 是 至 关 重 要 的 代数 和 三 角 
技巧 .及 时 南 在 线 能 跟踪 学 生 的 进步 并 提供 个 性 化 的 学 习 计 划 来 帮助 学 生 取 得 成 功 . 附 在 本 书 
背面 的 注册 赠 券 提 供 进入 该 万 维 网 站 的 这 个 专题 的 使 用 权 . 
交互 式微 积分 辅导 教材 
由 得 克 萨 斯 A&M 大 学 的 G. Donald Allen, Michael Stecher 和 Philip B. Yasskin 编写 的 这 个 交 
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互 式 在 线 微 积分 辅导 教材 通过 测验 及 对 其 表现 的 诊断 反馈 来 帮助 学 生 逐 章 复 习 教材 中 的 特定 
W. 


技巧 掌握 程度 测验 
网 站 还 提供 逐 章 安 排 的 测验 题 可 以 通过 在 线 注册 和 评分 来 评估 基于 技巧 的 掌握 程度 .， 
投影 胶片 


教师 可 以 从 CD - ROM 下 载 供 课堂 上 放映 的 教材 中 许多 更 为 复杂 的 图 形 的 整套 用 Power 
Point 制作 的 艺术 投影 胶片 . 


特定 计算 机 代数 系统 和 图 形 计算 器 的 可 下 载 的 技术 资源 
每 本 于 册 为 集成 散 见于 教材 各 处 的 特定 的 软件 包 或 图 形 计算 器 提供 了 详细 的 指南 ,包括 
语法 和 命令 .这 些 手 册 可 以 用 PDF 形式 从 网 站 得 到 . 


协作 网 络 

协作 网 络 是 一 套 在 线 交 流 的 工具 , 它 包 括 留 言 板 和 网 上 聊天 .这 些 工具 可 用 来 为 远程 学 习 
环境 下 发 送 课程 .留言 板 用 户 可 以 张贴 留言 并 定期 检查 回应 .学 生 也 可 以 从 留言 板 上 获得 学 习 
指导 活动 中 学 识 相同 的 人 的 支持 和 帮助 ,从 而 可 以 不 占用 教师 的 时 间 . 网 上 聊天 是 由 教师 领导 
的 一 组 学 生 进行 生动 活泼 讨论 的 理想 场合 .网 上 聊天 大 厅 人 允许 教 师 在 屏幕 上 方 张贴 一 系列 幻 
灯 片 而 在 下 方 给 出 来 自学 生 的 (只 与 教材 有 关 的 ) 提 问 .这 种 特色 功能 无 论 是 作为 复习 课 或 者 
是 分 散在 各 地 的 学 生 的 班级 会 议 来 说 都 特别 有 用 . 
教学 大 纲 管理 者 ( Syllabus Manager™ ) 

Syllabus Mangaer "是 为 使 用 本 教材 的 教师 和 学 生 服 务 的 免费 在 线 教 学 大 纲 的 创建 和 管理 
IR. 

它 可 以 由 非 专业 技术 人 员 在 网 上 创建 和 维护 一 个 或 多 个 教学 大 网 .学生 可 以 从 网 站 “ 打 
开 " 教 师 的 教学 大 纲 . i 
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学 生 


什么 是 微 积 分 ? 

微 积 分 是 关于 运动 和 变化 的 数学 .那里 有 运动 或 增长 , 变 力作 功 产生 的 加 速度 ,那里 要 用 
到 的 数学 就 是 微 积分 . 微 积 分 开创 的 初期 是 这 样 ,今天 仍然 还 是 这 样 . 

微 积分 首先 是 为 了 满足 16.17 世纪 科学 家 数学 方面 的 要 求 , 本 质 上 说 是 为 满足 力学 发 展 
的 需要 而 发 明 的 .微分 学 处 理 计算 变 化 率 的 问题 , 它 使 人 们 能 够 定义 曲线 的 斜率 , 计算 运动 物 
体 的 速度 和 加 速度 , 求 得 炮弹 能 达到 其 最 大 射程 的 发 射 角 ,预测 何 时 行星 靠 得 最 近 或 离 得 最 
远 .积分 学 处 理 从 函数 变化 率 的 信息 决定 函数 自身 的 问题 . 它 使 人 们 能 够 从 物体 现在 的 位 置 和 
作用 在 物体 上 力 的 知识 计算 该 物体 将 来 的 位 置 , 求 平面 上 不 规则 区 域 的 面积 ,度量 曲线 的 长 
度 ,以 及 求 任意 空间 物体 的 体积 和 质量 . 

现在 , 微 积分 及 其 在 数学 分 析 方 面 的 延伸 确实 是 深远 的 .假如 首先 发 明 微 积分 的 物理 学 
家 .数学 家 和 天 文学 家 能 了 解 到 微 积分 能 够 解决 如 此 大 量 的 问题 以 及 现在 用 来 理解 我 们 周转 
的 宇 窗 和 世界 的 数学 模型 所 涉及 的 众多 领域 的 话 , 他 们 肯定 会 感到 上 分 惊奇 和 高 兴 .我 们 希望 
你 们 也 会 有 这 样 的 感觉 . 


怎样 学 习 微 积 

学 习 微 积分 不 同 于 学 习 算 术 .代数 和 几何 .在 这 些 课程 中 你 们 主要 学 习 怎 样 计算 数 、 怎 样 
简化 代数 表达 式 以 及 计算 变量 ;以 及 怎样 对 平面 上 的 点 . 线 和 图 形 进行 推理 . 微 积 分 需要 这 些 
方法 和 技巧 ,但 也 要 以 更 大 的 精确 性 以 及 在 更 深刻 的 层次 上 发 展 其 他 的 方法 和 技巧 . 微 积分 引 
进 了 如 此 多 的 新 概念 和 计算 操作 .事实 上 ,你 已 经 不 可 能 在 课堂 上 学 习 你 们 所 需要 的 所 有 内 
容 . 你 必须 依靠 自学 或 者 和 其 他 学 生 一 起 工作 来 学 习 相当 多 的 内 容 . 


什么 是 你 应 该 学 习 的 呢 ? 

1 .阅读 课文 ”你 不 可 能 只 通过 做 习题 来 学 会 你 需要 的 全 部 内 容 和 因果 逮 辑 关系 ,你 需要 
阅读 书 中 有 关 的 段落 并 一 步 步 把 例题 解 出 来 .快速 阅读 在 这 里 不 起 作用 .你 是 在 一 步 步 地 、 合 
乎 迎 辑 地 阅读 并 探究 细节 .深刻 且 技 术 细 节 众多 的 内 容 所 需要 的 这 类 阅读 要 求 专注 .耐心 和 实 
ER. 

2. 做 家 庭 做 业 ” 记 住 以 下 原则 : 


—— T ANN 


(a) 只 要 有 可 能 , 画 出 示意 图 ， 
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(pb) 以 一 步 步 紧 扣 合乎 逻辑 的 方式 写 下 你 的 求解 过 程 , 就 像 你 是 在 向 别人 讲解 这 个 求解 
过 程 . 

(ec) 因 考 一 下 为 什么 要 在 那里 设 一 道 习题 .为 什么 要 指定 做 这 道 习 题 ? 该 习题 和 其 他 指 
的 习题 有 什么 关联 
题 ,即使 四 没有 有 ER iu E 5 R 2 f W a X K Pe Bi UE & IA Ma 能 展 
现 模式 .图形 计算 器 或 计算 机 可 以 使 你 们 不 费力 地 去 研究 于 算 起 来 太 困难 或 兄长 而 确实 需要 
计算 的 实际 问题 和 例子 . 

4. 每 当 学 完 教 材 的 一 节 试 着 独立 地 对 关键 之 处 写 一 个 简短 的 描述 .如 果 你 成 功 了 ,你 可 能 
理解 了 有 关 的 内 容 ;如 果 你 没有 做 到 ,你 就 会 明白 在 你 的 理解 过 程 中 的 差距 在 那里 

学 习 微 积分 是 一 个 过 程 ; 它 不 可 能 一 申 而 就 .要 有 和 耐心 .要 合 而 不 会 .要 提问 .要 和 同学 计 
论 概念 和 共同 虐 作 .学 习 微 积分 的 回报 不 仅 在 智力 上 而 且 在 专业 上 都 将 会 是 令 人 非常 满足 的 . 
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To Chinese Students 


Many generations of English speaking students have used the book and we are pleased that Chinese 
students will now have that opportunity as well. Just as the Fundamental Theorem of the Calculus unites 
the derivative with the integral, which at first glance may appear as seemingly unconnected mathematical 
concepts, it is our hope that the spirit of friendship as represented in the translation of our book will 


provide a deep and poweríul connection between our two cultures. 


致 中 国学 生 
许多 代 讲 英语 的 学 生 用 过 本 书 , 我 们 很 高 兴 现 在 中 国学 生 也 有 机 会 来 使 用 本 书 . 恰 如 微 


积分 基本 定理 统一 了 初 看 起 来 似乎 是 不 相关 的 数学 概念 微分 和 积分 那样 , 我们 希望 在 翻译 本 
书 中 所 表达 的 友好 精神 提供 了 我 们 两 种 文化 之 间 的 深刻 而 强 有 力 的 联系 . 


本 书 作者 :Maurice Weir 


代数 


1. 指数 定律 


如 果 a > 0, 那 么 


和 二 = an-"， ao = 1， a 上 
a a 
2. 零 ” 除 以 零 是 没有 定义 的 . 
如 果 a 关 0, 那么 人 =-0，o =1， 0 = 0 
对 任何 数 a: a:0=0.:a=0 
3. 分 式 
a c _ ad + bc a c _ ac a⁄b a d -a _ a a 
b td bd ° b d bd’ cd h ce? b TRT 
4. 二 项 式 定 理 。 对 任何 正 整 数 n, 
(a +b)" = a" + na" lb + naD azg + nn- (n - 2) 2) n-3 13 + ` + nab"'"l + b”. 


5. WAREK, > 1 


a" - b" = (a - b)(a™! + a"?b + a b+ + ab? + bn-l) 


例如 ， 
a -b =s(a- b)(a + b), 
aè b =(a - b)(a? + ab + b), 
at bt =(a- b)(a3 + a2b + ab? + b’). 
6. 配 ( 平 ) 方 ”如 果 a > 0, 那 么 


ax? + br +e =a [2 + a] + c 

- [2 + T + 
a 4a? 4a? 

2, b, Ë Ka 
= |w AEA E ga + al- 4)+e 
= (e + L 5) É 
a a a) t 4a 

这 是 ( tjs HARR YC 

**3 q 


=a + C (u= x+(b/2a)) 
7. 二 次 公式 。 如 果 a > 0, 那 么 


ax? + bx + c = O 


H =< 
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预备 知识 


概述 ”本 章 复习 在 开始 学 习 微 积分 时 你 需要 知道 的 最 
重要 的 事情 .本 章 还 介绍 利用 图 形 功 能 作 工 具 来 研究 数学 概 
念 ,支持 解析 的 工作 以 及 用 数值 和 作 图 方法 解决 问题 .重点 
是 函数 和 图 形 ,这 是 微 积 分 的 主要 建筑 材料 . 

函数 和 参数 方程 是 用 数学 术语 来 描述 现实 世界 的 主要 
工具 ,从 温度 变化 到 行星 运动 ,从 脑 波 到 商业 循环 ,以 及 从 心 
跳 模 式 到 人 口 (种 群 ) 增长 .许多 函数 由 于 它们 所 描述 的 性 态 
而 具有 特殊 的 重要 性 ,三 角 通 数 描述 循环 、 重 复 的 活动 ; 指 
数 、 对 数 和 还 辑 斯 请 函数 描述 了 增长 和 衰减 ;多 项 式 国 数 可 
用 来 近似 这 些 函 数 或 其 他 函数 . 


EE a 


增 量 。 直线 的 斜率 。 平行 线 和 垂直 线 。 直线 的 方程 。 应 用 。 用 计算 器 来 做 回归 分 析 


证 明 微 积分 是 如 此 有 用 的 一 个 理由 在 于 微 积分 是 把 一 个 量 的 变化 率 和 该 量 的 图 形 连 系 起 
来 的 正确 的 数学 .解释 这 种 关系 是 本 书 的 一 个 目标 .这 都 要 从 直线 的 斜率 开始 
增 量 


当 平面 上 一 个 质点 从 一 点 移动 到 另 一 点 ,其 坐标 的 纯 改 变 或 增 量 通过 把 终点 坐标 减 去 起 
点 坐标 而 求 得 . 


定义 增 量 注 : 记 号 Ar 和 Ay j fE “delta x” 和 
如 果 一 个 质点 从 点 (x1,y1) 移动 到 点 (x2,y,), 其 坐 “delta 六 .人 是 表示 " 差 ” 的 希腊 字母 d 
标的 增 量 为 的 大 写 .Ax 和 Ay 都 不 表示 相 乘 ;Ax 


不 是 “delta 乘 上 x”,Ay 也 不 是 “delta 乘 


Ax = x2 — X] 和 Ay = y2 — Yie 上 y". 
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增 量 可 以 是 正 的 、 负 的 或 零 , 如 例 1 所 示 . 


例 1( 求 增 量 ) M, - 3) 到 (2,5) 的 坐标 增 量 是 


Ax = 2-4 --2. Ay=5- (-3) = 8. 
从 (5,6) 305.1) 的 坐标 增 量 为 


Ar=5-5=0,，Ay=1-6=-5. _ 

直线 的 斜率 
每 条 韭 苹 直 的 直线 /有 一 个 斜率 ,每 行进 单位 距离 时 高 虚 的 变化 为 直线 的 斜率 ,我 们 以 下 
列 方式 计算 . 设 Pj(xi,y1) 和 P(xo,%3) 是 上 两 点 (图 1). 我 们 称 Ay = yx = yi X P, #l| P. 


A 
/ 
⁄ 
1 
1 >x 

of 7 
mi 直线 了 的 斜率 为 m = mirga = 和 
A La ° TEREE ”Ar 


的 升 高 ,Ax = o - zi 是 从 P. 到 Pa TEREE, REDATE LERIA. 


定义 斜率 
BA Pilani) 和 Play) 是 非 垂直 直线 L EMS. sma ass a, ku 
L 的 斜率 为 


N. 
_ AS _Ay no-n 
”行进 的 距离 Ax ”x 一 Xi 


增加 时 上 上 升 的 直线 具有 正 斜 率 ; 当 * 增加 时 下 降 的 直线 具有 负 和 斜率 .水 平 线 的 斜率 为 


零 ,因为 其 上 的 点 具有 相同 的 y 坐标 ,使 得 Ay = 0. 对 垂直 的 直线 ,Ax = 0, 从 而 Y 是 无 意义 
的 .我 们 说 重 直 直线 没有 和 斜率 来 表示 这 一 事实 


平行 线 和 垂直 线 
平行 线 与 x 轴 的 夹 角 相 等 (图 2). 因 此 , 非 垂 直 的 平行 线 具 有 相同 的 和 斜率 .反之 , 具 相 同 斜 
率 的 直线 与 x 轴 的 交角 相等 ,所 以 是 平行 线 . 
如 果 两 条 非 垂直 直线 LA L, 是 互相 垂直 的 .其 斜率 m 和 m. 满足 mim. = - 工 所 以 每 个 
斜率 是 另 一 个 斜率 的 负 倒数 ; 


图 2 # LIL, M 9 = 90， 于 是 
my = ma. 反之 ， 若 m, = Ma, 则 


0, = 0, AM Li ll Z. 


论证 大 致 如 下 :用 图 3 的 记号 ,mi = tan $, 


中 人 


mim = [ 


a 
1 ,而 m, = tan $, =- 


图 3 AADC 与 ACDB 相似 .因此 ó, 也 
是 ACDB 的 上 角 ,tan ó, = r. 


全 .因此 


例 2( 从 斜率 确定 垂直 性 ) 3 是 斜率 为 二 的 直线 ,任何 斜率 为 - 3 的 直线 垂直 于 ._ | 


直线 的 方程 


过 点 (a,b) 的 垂直 线 的 方程 为 x = a, 因 为 直线 上 每 点 的 x 坐标 值 为 a. 类 似 地 过 (a,5b) 的 


水 平 线 的 方程 为 y = b. 


例 3( 求 垂直 线 和 水 平 线 的 方程 ) 过 点 (2,3) 的 垂直 线 和 水 
平 线 的 方程 分 别 为 x = 2 和 y = 3( 图 4). 


如 果 我 们 知道 直线 的 斜率 m 和 直线 上 的 一 点 Pi(xi ,yi) ,我 
们 可 以 写 出 任何 非 垂 直线 的 方程 .因为 如 果 P(x,y) 是 直线 上 任 
一 点 , 则 


yy- 


x — Xj 
所 以 


yY- y! m(x-—x) 或 y = m(x — xi) + yi. 


定义 ”点 - 斜 式 方程 
方程 


y = m(x — xí) + yi 


是 过 点 (xyi) BARI m 的 直线 的 点 -~ 斜 式 方程 . 


图 4 


过 点 (2,3) 的 垂直 线 和 水 
平 线 的 标准 方程 是 x = 2 和 
= 3.《 例 3) 
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例 4( 应 用 点 - ARAE) ” 写 出 过 点 (2,3) 且 斜 率 为 - 3⁄2 的 直线 的 方程 . 
解 Easy =3 和 和 m=-3/2 代 入 点 -RADB , fa 


、 3 
y= 或 y=- Fx+0. | 


例 5( 应 用 点 - HRA) 写 出 过 (- 2, - 1) #l 


(3,4) 的 直线 的 方程. ! PRm 
解 该 直线 的 斜率 为 
m = 3 - =n = : = 1. oh, y=mx +b 
我 们 可 以 在 点 - RRN F h ARARE U K W 4 Z = 
点 中 的 任 一 点 ,如 用 (xi,yi) = (- 2, - 1) 得 到 P 
7Y=l' (rz-(-2))+(- 1) mi ” 
y =x+2+(-1) 
' = x + l. _ | 图 5 HZA miy- 截 距 为 6 的 直线 


非 垂直 直线 和 y 轴 的 交点 的 y 坐标 是 直线 的 y - 截 距 . 类 似 地 , 非 水 平 直线 和 x 轴 的 交点 
的 x 坐标 是 直线 的 x - 截 距 . 斜 率 为 m 而 y - REA b 的 直线 过 (0,8) (图 5), 所 以 
y= m(x-0)+b, 或 更 简洁 地 ，y = mx + b. 


定义 ”斜率 - 截 距 方程 
方程 
y= mx + b 


是 斜率 为 m 而 y - REX b 的 直线 的 斜率 - RESH. 


例 6( 写 出 直线 的 方程 ) 写 出 一 条 过 点 ( - 1,2) 的 直线 的 方程 , 它 (a) 平行 于 ,(b) 垂直 于 
HR Liy = 3x-4. 

W ”直线 L,y = 3x -4 的 斜率 为 3. 

(a) 直线 y = 3(z + 1) + 2 或 y = 3a + 5 过 点 (- 1,2) 而 有 平行 于 工 ,因为 其 斜率 为 3 


(b) 直线 y = (F) eD y = [5]. + 3 是 过 点 (- 1,2) 而 且 垂直 于 了 的 让 
线 , 因 为 其 斜率 为 - +. | 


如 果 4 和 8 都 不 全 为 零 , 则 方程 Ax + By = C 的 图 形 是 一 条 直线 .每 条 直线 都 有 这 种 形式 
的 方程 ,即使 是 一 条 具有 不 确定 的 斜率 的 直线 . 


定义 ”一 般 线 性 方程 
方程 

Ax + By = C (4A 和 B 不 全 为 0) 
是 x,y 的 一 般 线性 方程 . 


1 直线 "5. 


虽然 一 般 线 性 方程 的 形式 有 助 于 快速 识别 直线 ,但 斜率 - 截 距 形 式 是 用 计算 器 来 画 直 线 
图 形 的 输入 形式 . 

B| 7( 一 般 线性 方程 的 分 析 和 绘图 ) RER 8r + 5y = 20 的 斜率 和 y - 截 距 . 画 直线 的 图 形 . 

解 ” 对 y 解 方程 ,把 方程 写成 斜率 - 截 距 形式 . 


8x + 5y =20 
Sy = — 8x + 20 
y=- $r + 4. 


该 形式 展现 了 斜率 (m = - $) 和 y -REO = 4) ,这 样 就 把 该 方程 置 于 适合 于 图 形 计算 
器 的 形式 (图 6). _] 


?= 一 号 x+4 
r ~] 


译注 :[ - 5,7] x -2,6 XR -5g1s7, 
-2 < y < 6; —Í& BB [a,b] x [c,d] 


[-5, 7] x l-2, 6) 


图 6 直线 8x + 5y = 20 


应 用 
许多 重要 的 变量 与 直线 有 关 . 例 如 ,华氏 温度 和 摄氏 温度 之 间 的 关系 是 线性 的 ,这 是 我 们 
要 用 到 的 有 助 于 下 一 个 例子 的 一 个 事实 . 


例 8( 温 度 转换 ) ” 求 联 系 华氏 和 摄氏 温度 的 公式 .然后 求 90 下 的 等 价 摄氏 温度 和 -5 
的 等 价 华氏 温度 . 
解 ”因为 两 种 温度 尺度 间 的 关系 是 线性 的 ,因此 其 关系 的 形式 为 = mC + 5. 水 的 冰点 
Æ F = 32 或 C = 0°, 而 沸点 为 = 212 或 C = 100°. 因 此 . 
32 =m:0+b 以 及 212 = m:10 +b, 


(212 - 32) 9 N 


F = >C + 32 或 = SCF - 32). 
这 些 关系 就 使 我 们 能 求 得 等 价 温度 .90 ° F 的 等 价 摄氏 温度 是 
c = = (90 ~ 32) = 32.2 (C). 


-5 C 的 等 价 华氏 温度 为 
F = 3(-5)+32=23(F). _ | 


用 计算 器 来 做 回归 分 析 

要 从 一 组 成 对 的 数目 中 看 出 模式 或 趋势 可 能 是 内 难 的 .为 此 ,我 们 有 时 候 从 画 出 数 对 图 
(这 种 图 称 为 散 点 图 ) 出 发 来 看 看 是 否 相应 的 点 具有 某 种 模式 或 趋势 .如果 它 有 确实 存在 某 种 
模式 ,又 若 我 们 能 找到 近似 表达 种 趋势 的 曲线 的 方程 y = Ar) ,那么 我 们 就 有 公式 能 

1. 月 一 个 简单 的 表达 式 来 概括 这 些 数据 ,以 及 

2. 使 我 们 能 预测 其 他 * 值 处 的 y 值 . 
求 这 样 一 条 拟 合 数据 的 特殊 曲线 类 型 的 过 程 就 是 回归 分 析 , 该 曲线 就 是 回归 曲线 . 

有 许多 有 用 的 回归 曲线 类 型 ,诸如 寡 . 多 项 式 .指数 .对 数 和 正弦 曲线 .在 例 9 中 我 们 应 用 
图 形 计算 器 的 线性 回归 的 功能 特征 用 一 个 线性 方程 米 拟 合 表 1 中 的 数据 .这 个 过 程 相 当 于 用 
一 条 直线 来 拟 合 由 这 些 数据 画 出 的 散 点 图 中 的 点 . 


表 1 美国 邮票 的 面值 


例 9( 用 计算 器 来 做 回归 分 析 ) ”从 表 1 中 的 数据 出 发 ,构建 一 个 邮票 面值 作为 时 间 函 数 的 
数学 模型 .在 检验 了 这 个 模型 是 “合理 ” 的 之 后 ,用 这 个 模型 来 项 测 一 下 2010 年 的 邮票 面值 . 

解 ”了解 数据 ”1968 年 前 美国 邮票 的 面值 改变 很 小 .因为 我 们 真正 感 兴趣 的 是 更 晚近 时 
期 数据 的 趋势 ,所 以 我 们 从 1968 年 开始 .1981 年 有 两 次 涨 价 ,- -次 涨 3 分 , 另 一 次 涨 了 2 分 .为 
使 1981 年 的 数据 能 和 其 他 年 份 的 数据 进行 比较 ,我们 把 它们 归并 为 单一 的 5 分 的 涨 价 ,就 给 出 
了 表 2 中 的 数据 .图 7 给 出 了 表 2 数据 的 散 点 图 . 

译注 :这 里 指 的 是 一 封 美国 国内 信件 要 贴 的 邮票 的 最 低 的 值 . 


表 2 1968 年 以 来 的 美国 邮票 的 面值 


习题 1 7 


0| 10 20 30 40 50 60 


1968 年 后 的 年 份 
(a) (b) 


图 7 (a) 表 2 中 (x,y) 数据 的 散 点 图 ; (b) 用 回归 直线 估计 2010 年 邮票 的 面值 


模型 ” 因为 散 点 图 相当 线性 ,所 以 我 们 研究 线性 模型 .在 输入 图 形 计算 器 (或 空白 电子 表 
格 ) 并 选择 线性 回归 ,我 们 求 得 回归 直线 为 
y = 0.96185x + 5.8978. (1) 
图 7(pb) 把 直线 和 散 点 图 一 起 展现 . 拟 合 是 非常 好 的 ,所 以 模型 看 来 是 合理 的 . 
图 解 ”我 们 的 目的 是 预测 2010 年 邮票 的 面值 .从 图 7(b) 的 图 形 上 读 出 ,我 们 得 到 2010 年 
(x = 42) 的 y 值 约 为 46. 
解释 ”2010 年 邮票 的 面值 约 为 46 分 . 
代数 地 确认 ”对 x = 42 计 卉 (1) 式 给 出 
y = 0.96185(42) + 5.8978 = 46.3. | 


回归 分 析 ”回归 分 析 有 四 个 步骤 : 

第 1 步 图 示 数 据 ( 散 点 图 ). 

第 2 步 ” 求 回归 方程 .对 直线 而 言 方程 的 形式 为 y = mx + b. 

第 3 步 ”把 回归 方程 的 图 重要 在 散 点 图 上 看 看 拟 合 情 况 . 

第 4 步 ”如 果 拟 合 满意 ,用 回归 方程 来 预测 不 在 表 中 x 值 的 y f. 


习题 1 
在 题 1 和 2 中 , 求 从 4 到 8 的 坐标 增 量 . 
1.(a)A(1,2),B(- 1, — 1) (b)A(- 3,2),B(- 1, - 2) 
2.(a)A(-3,1),B(- 8,1) (b)A(0,4),B(0, - 2) 
在 题 3 和 4 中 , 令 工 是 由 点 4 和 下 决定 的 直线 ， 
(D 图 示 AMB. Gi) 求 工 的 斜率 . Cii) HW Hh L BEDE. 
3.(a)A(1, -= 2), B(2,1) (b)A(- 2, - 1), B(1, - 2) 
4.(a) A(2,3),B(- 1,3) (b)A(1,2),B(1, ~ 3) 


在 题 5 和 6 中 ,对 过 点 P 的 (i) 垂直 线 以 及 (i 水 平 线 写 出 方程 . 
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S.(a)P(2.3) (b)P( - $) 
6.(a)P(0, - v2) (b)P(- x,0) 
在 题 7 和 8 中 ,对 过 点 P 的 斜率 为 m 的 直线 写 出 点 - 斜 式 方程 ， 
7.(a)P(1.,l).m = 1 (b)P(- l.l),m =- 1 
8.(a)P(0.3).m = 2 (b P(- 4,0),m =-— 2 
在 题 9 和 10 中 , 写 出 过 两 点 的 一 般 线性 方程 . 
9.(a)(0.0),(2.3) (b)(1.1)(2,1) 
10.(a)(-2,0),(- 2, - 2) (b)(- 2.1)(2, - 2) 
在 题 11 和 12 中 ,对 斜率 为 m,y - REX b 的 直线 写 出 斜率 - 截 距 方程 . 
li.(a)m = 3,b =-2 (bm =- 1,b = 2 
12.(a)m = b=-3 (bm = +b =] 
在 题 13 和 14 中 ,直线 过 原点 以 及 计算 器 屏幕 的 右上 角 的 点 , 写 出 直线 的 方程 .在 题 13 中 ,x 轴 的 刻度 表示 ! 个 单 
位 ,而 y 轴 的 刻度 表示 5 个 单位 .在 题 14 中 ,x fü 0 轴 上 的 刻度 都 表示 1 个 单位 . 
13. 14. 
人 10, 10]x[-25, 25) {-5, 5}x[-2, 2) 


在 题 15 和 16 中 , 求 (iD 斜率 ,(iiby - RE, Gdi) 画 直 线 的 图 形 . 


15. (a)3x + 4y = 12 (b)x+y=2 

16.(a) q+ 2 = 1 (b)y = 2x + 4 

在 题 17 和 18 中 , 写 出 过 PARGO) FIF LARG) EB T 的 直线 的 方程 . 
17.(a)P(0,0).L: y =—- x + 2 (b)P(-2,2),L :2x + y = 4 
18.(a)P(- 2,4),L : x = 5 ()P[- 1.7] L: r= 3 


在 题 19 和 20 中 ,对 线性 函数 f(x) = mx + 给 出 了 一 张 表 . 试 确定 m Rab. 
19. 20. 


x fe x) x f(x) 
1 2 2 -1 
3 9 4 -4 
5 16 6 -7 


在 题 21 和 22 中 , 求 通过 4 和 下 具有 给 定 斜 率 的 直线 方程 中 的 * BE y. 


21.4(- 2,3),B(4,y),m = = 22.A(- 8, 2) ,B(x.2).m = 2 
23. 重 访 例 5 如 果 你 们 用 点 (3,4) 来 写 方程 的 话 . 试 证 明 你 们 得 到 和 例 5 中 一 样 的 方程 . 


24. 为 学 而 写 ;x - EM v- 截 距 


习题 1 . 9. 


(a) 说 明 为 什么 。 和 4 分别 是 直线 二 + 本 = 1 的 x - REN y- RE. 


(b) 在 直线 二 + 二 = 2 rh x - REAR y- REN c 以 及 d 是 怎样 的 关系 ? 
25. 平行 线 和 垂直 线 “对 怎样 的 上 值 ,两 条 直线 2x + ky = 3 和 x+y = 1,(a) 是 平行 的 ?(b) 是 垂直 的 ? 
在 题 26 - 28 中 ,2 - 3 个 学 生 结 成 小 组 来 解 题 . 
26. 绝热 “通过 量度 图 中 的 斜率 求 下 列 材料 以 多 少 度 每 英寸 的 温度 变化 . 

(a) 石 宫 灰 泥 板 (b) 板 墙 筋 间 的 玻璃 纤维 (c) 望 板 

(a) 在 (a) 到 (e) 三 种 材料 中 哪 一 种 绝热 最 好 ?最 差 ? 试 说 明理 由 . 


80° 


r 3 i 
离开 室 壁 的 距离 (英尺 ) 


27. 水 下 压力 ” 潜水员 在 水 下 所 承受 的 压力 p 通过 方程 p = kd + 1(% 为 常数 ) 与 潜水 员 的 深度 d 相关 . 当 
d = 0 米 时 ,压力 为 1 个 大 气压 ,Q@ 在 100 米 处 时 ,压力 为 10.94 大 气压 . 求 在 50 米 处 时 的 压力 . 
28. 对 行进 距离 进行 建 模 ”一 辆 汽车 在 时 刻 上 = 0, 从 点 P 出 发 ,以 45 英里 每 小 时 的 速度 行进 . 
(a) 写 出 汽车 在 1 小 时 内 从 P 出 发 行进 距离 的 表达 式 d( t). 
(b) 图 示 y = d(2). 
(c) (b) 中 图 形 的 斜率 是 什么 ?该 斜率 应 对 该 汽车 提示 点 什么 ? 
(d) 为 学 而 写 创建 一 种 上 可 以 取 负 值 的 情景 . 
(e) 为 学 而 写 ”创建 一 种 y = d) 的 y - 截 距 可 以 等 于 30 的 情景 . 


扩充 概念 


29. 华氏 对 摄氏 ”我 们 已 经 在 例 8 中 找到 了 华氏 温度 和 摄氏 温度 的 关系 . 
(a) 是 否 存 在 一 个 温度 值 使 华氏 温度 计 和 摄氏 温度 计 的 读数 是 一 样 的 ?如 果 存 在 ,该 温度 值 是 多 少 ? 


MW (») 为 学 而 写 在 同样 的 视窗 里 图 示 y, = (2)e+32,y = ( 言 )(z-32), 和 7 = *. 说 明 这 张 图 和 (a) 


题 有 什么 关联 . 
30. 平行 四 边 形 ”三 个 不 同 的 平行 四 边 形 都 有 顶点 (- 1,1),(2,0) 和 (2,3). 画 出 这 三 个 平行 四 边 形 并 写 出 另 
一 顶点 的 坐标 . 


Q 1 atm( 标 准 大 气压 ) = 101325 Pa 
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31. 
32. 
33. 


3 


un 


36. 


平行 四 边 形 ” 如 果 把 任 一 四 边 形 的 边 的 中 点 依次 连 起 来 , 试 证 明 所 得 到 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
切线 。 考虑 一 个 圆心 在 (0.0) 半径 为 5 的 圆周 . 求 该 圆周 在 点 (3,4) 处 的 切线 的 方程 . 

从 一 点 到 一 条 直线 的 距离 。” 本 题 鲜 究 怎样 求 出 点 P(e ,2) PAR L: 4x + By = C 的 距离 .我 们 建议 2 或 
(a) 写 出 过 点 P 3 8 TOL 的 直线 M 的 方程 . 

(b) 求 M 和 的 交点 Q 的 坐标 ， 

(cK p 3 Q 的 距离 ， 


. 反射 光线 ”光线 沿 直线 x+ + y = [从 第 二 象限 射 人 ,并 在 ( 轴 反 射 离开 .从 垂直 线 量 起 的 人 射 角 等 于 反射 


钊 .与 出 光线 沿 反 射线 离开 的 反射 线 的 方程 . 


(0.2) (4.1) 
°. 


第 34 题 第 36 题 


. 华盛顿 山 齿 轨 铁 路 ”土木 工程 师 计 算 路 基 的 斜率 为 升 高 或 下 降 距离 和 水 平行 进 距 离 之 比 .他 们 称 之 为 路 


基 的 坡度 ,通常 是 以 百分数 写 出 的 .沿海 岸 线 商 业 性 铁路 的 坡度 通常 小 于 2% .在 山区 ,坡度 可 以 高 达 4%， 
高 速 公路 的 坡度 通常 小 于 5%. 

在 新 汉 普 夏 郡 (New Hampshire) 华盛顿 山 的 齿 轨 铁路 达到 了 罕见 的 37.1% 的 坡度 . 沿 这 部 分 线路 ,车 肝 前 
面 的 坐位 要 高 出 车 厢 末 尾 的 坐位 14 英尺 .它们 之 闻 的 距离 有 多 远 ? 

关于 原点 道 时 针 旋 转 90* 把 (2,0) 转 到 (0,2) , 把 (0,3) 转 到 (- 3,0) ,如 图 所 示 . 把 下 面 各 点 转 到 什么 坐标 位 
置 ? 

(a)(4,1) (b)(- 2, -3) (c)X2, = 5) 

(d)(x,0) (e)(0, y) (D(x, y) 

(g) 什么 点 转 到 (10,3)? 


在 题 37 和 38 中 应 用 回归 分 析 . 
园 37. 表 3 列 出 了 9 个 女孩 的 年 龄 和 体重 


表 3 女孩 年 龄 和 体重 

ERC) 

19 

21 

24 

27 

29 注 :1 Ib = 0.453 592 kg. 
31 

34 

38 

43 


(a) 对 该 数据 求 线性 回归 方程 . 

(b) 求 该 回归 直线 的 斜率 .该 斜率 表示 什么 含义 ? 

(c) 把 线性 回归 方程 的 图 重 亚 到 数据 散 点 图 上 去 . 

(d) 利用 回归 方程 预测 30 个 月 大 小 的 女孩 大 概 的 体重 . 
E 38. 表 4 展示 了 建筑 工人 的 平均 年 工资 . 


表 4 建筑 工人 的 平均 年 工资 
年 工资 (美元 ) 


22 ,033 


27,581 
30,466 
31 ,465 


32,836 


来 源 ; 美 国 经 济 分析 署 (U.S. Bureau of Economic Analysis. ) 
(a) 对 该 数据 求 线性 回归 方程 . 
(b) 求 该 回归 直线 的 斜率 .该 斜率 表示 什么 含义 ? 
(c) 把 线性 回归 方程 的 图 重 释 到 数据 散 点 图 上 去 . 
(d) 利用 回归 方程 预测 2000 年 建筑 工人 的 平均 年 工资 . 
EH 39. 自 1970 年 以 来 现行 的 供 单个 家 庭 住 的 房屋 的 中 等 房价 稳定 上 升 .但 表 5 中 的 数据 展示 在 美国 不 同 地 区 
的 房价 是 有 差别 的 . 
表 5 供 单 个 家 庭 住 的 中 等 房价 
东北 部 (美元 ) 中 西部 (美元 ) 
25 ,200 20,100 


39,300 30,100 


60,800 51,900 


88 ,900 58,900 


141 ,200 74,000 


来 源 :全 美 房地产 经 纪 人 协会 ,房屋 销售 年 鉴 (华盛顿 直辖 区 ,1990) 
National Association of Realtorsz , Home Sales Yearbook ( Washington DC , 1990). 


(a) 求 东北 地 区 房价 的 线性 回归 方程 . 

(b) 回归 直线 的 斜率 表示 什么 含义 ? 

(c) 求 中 西部 地 区 房价 的 线性 回归 方程 . 

(d) 哪个 地 区 的 中 等 房价 涨 得 更 快 ,东北 部 或 是 中 西部 ? 
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函数 和 图 形 


限 数 。 定 义 域 和 值 域 。 审 阅 和 解释 图 形 。 增 函数 与 减 阴 数 。 偶 冰 数 和 奇 函数 :对 称 性 
”分 段 定义 的 阔 数 = 绝对 值 函 数 。 怎样 移 位 图 形 。 复合 函数 


函数 是 用 数学 术语 来 描述 现实 世界 的 主要 工具 . 本 节 讨 论 函数 的 基本 概念 ,它们 的 图 形 ， 
移 位 或 复合 函数 的 方法 .讲述 出 现在 微 积分 中 的 若干 重要 函数 类 . 


函数 

一 个 变量 的 值 常常 取决 于 另 一 个 变量 的 值 

。 水 达到 沸点 的 温度 取决 于 海拔 高 度 ( 当 你 往 上 走时 沸点 下 降 ). 

， 你 的 存款 额 在 一 年 中 的 增长 取决 于 银行 的 利率 . 

在 上 述 的 每 种 情形 中 ,一 个 变量 的 值 取决 于 另 一 个 变量 的 值 .水 的 沸点 5 取决 于 海拔 高 度 
;利息 的 多 少 1 取决 于 利率 .我 们 称 b 和 1 为 因 变 最 ,因为 它们 是 由 它们 所 依赖 的 变量 。 和/ 
的 值 所 决定 的 .变量 。 和 7 为 自 变 量 . 

对 一 个 集合 中 的 每 个 元 素 指定 另 一 个 集合 中 了 唯 一 A 
确定 的 一 个 元 素 的 规则 称 为 函数 .集合 可 以 是 任意 类 型 一 一 一 > 蛋 一 
的 集合 ,而 且 两 个 集合 不 必 是 相同 的 . 函数 类 似 于 对 每 Ao GE 
个 允许 的 输入 指定 一 个 唯一 确定 的 输出 的 机 器 .输入 构 
成 了 函数 的 定义 域 ;输出 构成 了 函数 的 值 域 (图 8). 


图 8 也 数 的 “机 器 ”图 示 


定义 ”函数 
从 集合 D 到 集合 R 的 一 个 函数 是 对 刀 中 每 个 元 察 指定 RR 中 唯一 确定 的 元 素 的 一 种 规则 . 


在 这 种 定义 下 , D 是 函数 的 定义 域 而 及 是 包含 值 域 的 一 个 集合 (图 o). 


D 是 定义 域 集合 集合 R 包含 值 域 
(a) (b) 
图 9 (a) 从 集合 D 3 R JBE; (b) 不 是 函数 .这 种 指定 不 是 唯一 确定 的 . 


CD-ROM 许多 年 前 ,瑞士 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler,1707 - 1783) 首创 了 
WEBsite 一 种 用 符号 来 说 “y 是 x 的 函数 ”的 方法 : 

历史 传记 y = f(x), 

Leonhard Euler 我 们 念 作 “y EFP a”. 这 种 记号 使 我 们 能 通过 改变 我 们 所 用 的 
KETON = I) 字母 给 不 同 的 函数 以 不 同 的 名 称 .说 沸点 是 海拔 高 度 的 函数 ,我 们 可 


2 函数 和 图 形 . 13 ° 


LAWA b = fe); HA FR o e pJ 8 $k ,我们 可 以 记 为 4 = 4(7), 给 函数 与 因 安 量 以 同样 的 
AT. 
记号 y = fx) Ye 25 Hi TRR R EEDE. 在 a 处 的 值 可 以 记 作 f(a), 念 
mepeg?” 

例 1( 圆 周 - 面积 函数 ) AA - MEA AC) = xr 的 定义 域 是 所 有 可 能 的 半径 的 集 
合 , 它 是 全 体 正 实数 构成 的 集合 . 值 域 也 是 全 体 正 实数 构成 的 集合 . 

4 在 r = 2 处 的 值 是 

4(2) = rr(2) = 4r， 

即 半径 为 2 的 圆 的 面积 为 4x. 


定义 域 和 值 域 

在 例 1 中 ,函数 的 定义 域 是 由 问题 的 背景 限定 的 : 自 变 量 是 半径 ,因而 必须 是 正 的 . 当 我 们 
用 公式 定义 函数 y = f(x) 而 且 没 有 明显 说 出 定义 域 或 者 由 问题 的 背景 所 限定 , 则 假定 该 定义 
域 是 使 * 值 处 都 给 出 实 的 y 值 的 最 大 集合 ,所谓 的 自然 定义 域 .如果 我 们 要 以 某 种 方式 限制 定 
义 域 ,我 们 必须 说 出 来 .y = 妇 的 定义 域 是 整个 实数 集 .为 把 函数 限制 于 ,例如 说 ,x 的 正 值 ,我 
们 应 写作 “y = x2,x > 0”. 

实 自 变 量 的 许多 实 值 函数 的 定义 域 和 值 域 是 区 间或 区 间 的 组 合 . 区 间 可 以 是 开 、 闭 或 半 开 
的 (图 10 和 11) 以 及 有 限 或 无 限 的 (图 12). 


x — e n >》 区 
a b a b 
名 称 : 开 区 间 Æ a HE bR 
记号 : a < x< b Hk (a. b) 记号 : a < x < b BË la, b) 
—— Gi rJ —— m nFUavs— G 
a b a b 
名 称 : 闭 区 间 fE a HE b l 
WF: a< x <b B [ab] i S: a < x < b BË (a, b] 
图 10 开 和 闭 的 有 限 区 间 图 11 半 开 有 限 区 间 
— 
0 
名 称 : 全 体 实数 集 


记号 : —oo <x<oo 或 (-co,co) 
a 
名 称 ; 大 于 a 的 数 集 
记号 : a<r 或 (a,oo) 
一 
a 
名 称 : 大 于 等 于 a 的 数 集 
记号 : a < 或 [ace) 
一 


b 
名 称 : J F b 693848 图 12 无穷 区 间 : 在 实数 直线 上 
记号 ; x<b 或 (oo 的 半 直 线 或 实数 直线 本 身 . 记号 


一 
b œ 2) A N 
和 名称: 小 于 等 于 。 的 数 集 (EF) 只 是 为 了 用 起 来 方便 ; 


记号 : x < b 或 (-o0,b] 并 不 意味 着 有 一 个 数 >. 
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区 间 的 端点 称 为 边界 点 ,它们 构成 了 区 间 的 边界 .其余 的 点 都 是 内 点 ,它们 构成 了 区 间 的 
内 部 .包括 所 有 边界 点 在 内 的 区 间 是 闭 区 间 .不 包含 边界 点 的 区 间 就 是 开 区 间 . 开 区 间 的 每 一 
点 都 是 该 区 间 的 内 点 . _ 


例 2( 识 别 定义 域 和 值 域 ) ”检验 这 些 孔 数 的 定义 域 . 


函数 定义 域 (x) ERO) 
y = = Wasa [0,%) 
y = — (oO U (0,2) t- %.,0)U (0,%) 
y = /x [0,%) [0,%) 
y = V4- x (- o ,4 [0,ee ) 


解 ”对 任何 实数 x, 方程 y = x? 给 出 实 y 值 ,所 以 定义 域 为 (- wm ,oo ). 
对 除 * = 0 外 的 任何 实 * 值 ,方程 y = -- 给 出 实 y 值 .我 们 不 能 以 0 除 任何 数 . 


仅 当 x 是 止 的 或 0 时 ,方程 y = Vx 给 出 实 y 值 . 

仅 当 4 - * 大 于 或 等 于 0 时 ,方程 y = V4 一 x 给 出 实 y 值 . 

对 从 - 1 到 1 的 闭 区 间 上 的 任何 x 值 ,方程 y= v1 -x 给 出 实 y 值 .在 该 区 间 外 ,1 - < 
是 负 的 ,从 而 其 平方 根 不 是 实数 .定义 域 是 [ -1,1j. o] 


审阅 和 解释 图 形 
平面 上 的 点 (x,y), 其 坐标 为 函数 y = f(x) 的 输入 -输出 对 ,构成 函数 的 图 形 .例如 ,函数 
y = x + 2 的 图 形 是 坐标 (x,y) 满足 y = x + 2 的 点 的 集合 . 
用 笔 和 纸 来 作 图 需要 发 展 你 们 的 图 形 绘制 技巧 .用 绘图 器 作 图 需要 发 展 的 图 形 审阅 技巧 . 
图 形 审阅 技巧 
第 1 步 ”识别 图 形 是 合理 的 . 
第 2 步 ”看 出 图 形 的 所 有 重要 特征 . 
第 3 步 ”解释 这 些 特征 . 
第 4 步 ”识别 绘图 器 的 失效 . 


识别 图 形 是 合理 的 能 力 来 自 经 验 .你 们 需要 知道 基本 的 函数 ,它们 的 图 形 , 以 及 表示 它们 
的 方程 改变 时 会 怎样 影响 到 其 图 形 的 变化 . 

当 绘 图 器 画 出 的 图 形 不 精确 一 一 甚至 不 正确 时 就 会 发 生 绘图 器 的 失效 ,通常 是 由 于 绘图 
器 屏幕 的 分 辩 率 的 局 限 造成 的 . 
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例 3( 识 别 绘图 器 的 失效 ) 求 y = f(x) = VEF 


[-4, 4] X [-2, 4] 


13 (a) 绘图 器 失效 ， (by = == 的 较 精 确 图 形 .( 例 3) 

A 图 13(a) 中 /的 图 形似 乎 暗示 /的 定义 域 在 - 2 和 2 之 间 ,而 值 域 也 是 一 个 有 限 区 间 . 
后 者 的 观察 结果 是 由 绘图 器 的 失效 造成 的 ;这 时 我 们 可 以 用 代数 方法 来 识别 这 种 失效 . 

代数 求解 ”表达 式 4 - x? 必须 大 于 O. 

4-x2 > 0, x <4 

因此 , -2 < x < 2, 从 而 定义 域 为 (- 2,2). 

/的 最 小 值 为 广 且 在 x = 0 处 达到 .如 下 面 的 表 所 提示 的 (f 的 值 会 入 到 三 位 小 数 ), 当 x 从 
左边 趋 于 2 e s. -2 时 ,f 的 值 变 得 非常 大 . 


x | + 1.99 + 1.999 + 1.9999 + 1.99999 


f(x) | 5.006 15.813 50.001 158.114 


f 的 值 域 为 [0.5,，- æ). aj 


图 14 ER T AIRA rh E %£ tB Bü G FE p Sk S EE. AE px 28 EE 0) — EROS 2 38 A 
识别 绘图 器 的 失效 . 


y Y 
A 
i y = v< Y = x° 
l 
2 I 
> v l > > X 
0 1 
定义 域 : -ce < x< co 
po LEk: -coe<y< co 
y=MxX， 对 所 选 的 m 值 ELW: -0 < x< co 值 域 ` 
定义 域 : -co <xr< co, 值 域 : 0<Y< ce 
值 域 : -00 < < co 
y y y 
Á 入 和 


> V 


定义 域 : O< << co 
ER: 0 系 Y< co 


定义 域 : -ce < x< co 
值 域 : -œ< y< oo 


y 
A 
var? 
1 
5 | > x 
定义 域 : x = 0 定义 域 : O< x< co nyp I 
- 定义 域 : —co < x< co 
值 域 : > 0 值 域 : O< v< co Ot. O< v< 


图 14 4 HJ) BJ z pa $X 


增 函 数 与 减 函数 


如 果 当 你 从 左 走向 右 时 ,函数 的 图 形 是 往 上 外 或 升 高 的 ,我 们 就 说 该 函数 是 增 函数 如 果 
当 你 从 左 走向 右 时 ,函数 的 图 形 是 下 降 或 下 落 的 , 则 该 函数 就 是 减 函 数 .我 们 将 在 3.3 节 中 给 


出 增 函 数 和 减 函 数 的 正式 定义 .在 该 节 中 ,你 们 将 学 会 怎样 找 出 函数 是 增 的 区 间 以 及 函数 是 减 
的 区 间 .以 下 是 来 自 图 14 的 例子 . 
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函数 增 的 区 间 减 的 区 间 

y = 2 O< x< ma — % < x < Ü 

y = x° -o < x < oo 无 处 

v= 二 无 处 -% < x < 0,0 < x < œ 
r=% - @ < x < 0 O< x< % 

y = Vx O< x< œ% 无 处 

， 0< << œ - % < x < 0 


偶 函 数 和 奇 函 数 :对 称 性 
偶 函 数 和 奇 函 数 的 图 形 具 有 对 称 性 的 表征 . 


EX EAK. FAH 
函数 y = f(x) 是 
x HRR, WR- r) = fx), 
x WARA, WMR /(- x) =- f(x)， 
对 该 函数 定义 域 中 任何 > 都 成 立 . 


偶 和 奇 的 名 称 来 自 x 的 寡 次 .如 果 y 是 x 的 偶数 次 索 , 如 y = x 或 y = x*, 那 么 它们 就 是 
x 的 偶 函 数 (因为 (- x)? = a, x)* = 和) .如 果 y 是 * 的 奇数 次 寡 , 如 y = x 或 y = 妇 , 那 
么 它们 就 是 x 的 奇 函 数 (因为 (- x)! = x,(- xY =- 23). 

偶 函 数 的 图 形 是 关于 y 轴 对 称 的 .因为 /(- x) = /(x), 点 (x,y) 位 于 该 图 形 上 当 且 仅 当 
(- x,y) 也 位 于 该 图 形 上 (图 15a). 


图 15 (a)y = x*( 偶 函 
数 ) 的 图 形 是 关于 y 轴 
对 称 的 . (b)y = x?( 奇 
函数 ) 的 图 形 是 关于 原 
点 对 称 的 . 


(a) (b) 


FF SK J E E 36 F I sa X15889. ANA x) = -f(x), 点 (x,y) 位 于 该 图 形 上 当 且 仅 


当 (- x, - y) 也 位 于 该 图 形 上 (图 15b) .等 价 地 ,图 形 关 于 原点 对 称 , 如 果 把 该 图 形 线 原点 转 
180° 仍 保 持 图 形 不 变 . 
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例 4 识别 偶 函 数 和 奇 函 数 


f(x) =x 偶 函 数 :(- x)* = x? 对 所 有 的 x; 关于 y 轴 对 称 . 

f(x)= x +1 WRR: - x?) +1 = x?+1 对 所 有 的 x; 关 于 y 轴 对 称 (图 16a). 

f(x) = x 奇 函 数 :(- x) = -x 对 所 有 的 x; 关 于 原点 对 称 . 

f(x) = x+1 不 是 奇 函 数 :/(- x) = - x+1, 但 是 - f(x) = - x - 1, 两 者 不 相等 . 
不 是 偶 沙 数 :(- xz) + 1 > x + 1 对 所 有 的 x > 0( 图 16b). | 


y 
个 
y=-x+l 


图 16 (a) 当 我 们 把 常数 项 1 加 到 
函数 y = < 上 ,所 得 到 的 沙 数 y = 
x + 1 仍然 是 侦 函 数 ,而 且 其 图 形 仍 
然 关于 y 轴 对 称 .(b) 当 我 们 把 常数 
项 1 加 到 函数 y = * 上 ,所 得 到 的 函 
数 y = x + 1 不 再 是 奇 函 数 了 .关于 
原点 的 对 称 性 也 没有 了 .( 例 4) 


(a) 
用 画图 形 来 识别 偶 函 数 和 奇 函 数 是 很 有 效 的 .我 们 一 旦 知道 在 y 轴 一 边 的 函数 类 型 的 图 
形 , 就 自动 知道 函数 在 y 轴 另 一 边 的 图 形 . 


分 段 定 义 的 函数 
可 以 通过 在 定义 域 的 不 同 部 份 用 不 同 的 公式 来 定义 函数 . 
— x, x<0 
例 5( 画 分 段 定义 函数 的 图 形 ) m y = f(x) = |=. 0 < x < 1 的 图 形 . 
1, x > 1 
解 了 的 值 由 三 个 不 同 的 公式 给 出 :7 =-x 当 x < 0,y = x? 4 0 < x < 1 ,以 及 y = 1 4 
x > 1. 但 是 ,该 函数 只 是 一 个 函数 ,其 定义 域 是 整个 实数 集 ( 图 17). | 


—x, x<0 
y= xX2，0 <x<1 


l, x>1 


17 ”分 段 定义 的 函数 的 图 形 .( 例 5) 
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例 6( 写 出 分 段 定 义 的 函数 的 公式 )” 写 出 函数 y = f(x) 的 公式 ,该 函数 由 图 18 的 两 段 直 
线段 组 成 


图 18 左边 的 线段 包含 (0,0) 但 
不 包含 (1,1). 右边 的 线段 包含 它 
1 2 的 两 个 端点 .( 例 6) 


解 ”我 们 从 (0,0) 到 (1,1) 和 从 (1,0) 到 (2,1) 的 线段 求 得 公式 ,然后 按 例 5 的 样子 把 它们 
合 到 一 起 . 

从 (0,0) 到 (1,1) 的 线段 过 (0,0) 和 (1,1) 的 直线 的 斜率 为 m = 1 = 1 而 y - RE 
b = 0. 该 直线 的 斜率 - REDEN y = x. 从 (0,0) 到 (1,1) 的 包含 (0,0) 而 不 包含 (1,1) 的 线 
段 是 函数 y = x 限制 在 半 开 区 间 0 < x < 1 上 的 图 形 , 即 

y=x, Og<x<l1. 

从 (1,0) 到 (2,1) 的 线段 ”过 (1,0) 和 (2,1) 的 直线 的 斜率 为 m = 二 = 1 并 过 点 (1,0). 

该 直线 相应 的 点 - 斜 式 方程 为 
y=1(x-1)+0， 或 y=x-1. 

包含 端点 在 内 的 从 (1,0) 到 (2,1) 的 线段 是 函数 y = x - 1 限制 在 闭 区 间 1 < x < 2 上 的 图 形 , 即 


y=x-1, l<x<2. 
分 段 表达 的 公式 ”联合 两 段 图 形 的 公式 ,得 到 
x, 0 =< 1 
f) = | ë J 
x- l< x=<2 


绝对 值 函 数 
绝对 值 函 数 y = |x | 是 由 公式 


-x,， x<0 
|x|= 
x, x > 0 


来 分 段 定 义 的 . 

注 : 记 住 V a: = |a|. 不 要 写作 Vax = a, 除 非 你 早 
已 知道 a > 0. 

注 ; 绝 对 值 的 性 质 


l.|-al= lal; 


= oT; 图 19 JP PS $B 2 X ES 
(- œ, œ), MARKO, % ). 
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绝对 值 函 数 是 侦 函 数 (图 19) .因而 其 图 形 是 关于 y 轴 对 称 的 .因为 符号 Va 表示 a 的 非 负 
平方 根 ,所 以 | x | 的 另 一 种 定义 就 是 


| x 


2 
v x 


怎样 移 位 图 形 


HELLEMA y = f(x) 的 图 形 , 加 一 正常 数 到 公式 的 右边 . 
为 往 下 移 位 函数 y = f(x) 的 图 形 , 加 一 负 常 数 到 公式 的 右边 . 


例 7( 垂 直 移 位 图 形 ) EAR y = x 的 右 端 加 1 就 得 到 y = 
单位 (图 20). 


= x° +1, 把 图 形 往 上 移 位 1 个 
在 公式 y = x? 的 右 端 加 - 2 就 得 到 y 


x? - 2, 把 图 形 往 下 移 位 2 个 单位 (图 20)， | 


图 20 


为 向 上 (或 向 下 ) 移 位 f(x) 

x° 的 图 形 , 我 们 加 正 ( 或 负 ) 常 

数 到 了 的 公式 的 右边 . 
为 向 左 移 位 y = f(x) 的 图 形 ,加 一 正常 数 到 xx. 为 向 右 移 位 y = f(x) 的 图 形 , 加 一 负 常 数 到 ç. 
例 8( 水 平移 位 图 形 ) 

单位 (图 21). 在 7 


fE y = x 中 的 x 加 上 3 就 得 到 y= (x +3)?, 图 形 向 左 移 位 3 个 
x 中 的 x 加 上 -2 就 得 到 y= (x - 2, 图形 向 右 移 位 2 个 单位 (图 21). 


加 正常 数 到 x 加 负 常 数 到 + 
Y 


四 


y=(v+3) 


图 21 为 向 左 移 位 y = x? 的 图 形 , 我 们 
加 一 正常 数 到 .为 向 右 移 位 y = x? 的 图 
形 , 我 们 加 -一 负 常 数 到 x. 
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移 位 公式 。 垂直 移 位 

y= f(x)+k # k > 0, 则 向 上 移 位 个 单位 
# k < 0, 则 向 下 移 位 | 天 | 个 单位 

水 平移 位 

y= f(x +h) Eh > 0, 则 向 左 移 位 hh 个 单位 
# h < 0, 则 向 右 移 位 | h | 个 单位 


例 9( 组 合 移 位 ) OR /(x) = |x - 2|- 1 的 定义 域 和 值 域 ,并 画 其 图 形 . 
f /的 图 形 是 绝对 值 函 数 水 平 向 右 移 位 2 个 单位 再 垂直 向 下 移 位 一 个 单位 (图 22).f 的 
定义 域 是 (- % , w ) ,其 值 域 为 [- 1,0). d 


y=|x-2|-1 


x B C) ee /(g(x)) 
— Bl 


[4,81 x [-3, 5] 
图 22 /(xz)= |x -2|-1 的 图 形 的 最 图 23 每 当 一 个 函数 在 x 处 的 值 在 另 一 
RAEO, - 1).( 例 9) 个 函数 的 定义 域 中 ,这 两 个 函数 就 
可 以 在 x 处 复合 .这 种 复合 函数 记 
fE f° z. 


复合 函数 

假定 函数 g 的 某 些 输出 可 以 作为 函数 /的 输入 .那么 我 们 可 以 构 作 一 个 新 函数 把 g 和 / 联 
系 在 一 起 , 该 新 函数 的 输入 x 是 g 的 输出 , 而 输出 为 数 /f(g(x)), 如 图 23 所 示 . 函数 
SaB S e” a”) 是 45 和 /的 复合 函数 .这 是 按 先 g 然后 /的 次 序 复 合 g 和 /的 .这 个 
复合 函数 通常 的 "独立" DEES g BES g” So g 在 x 处 的 值 是 (f。g)(x) = f(g(x)). 
注意 在 记号 f° z 中 ,我 们 首先 把 z 作用 到 输入 变量 然后 再 作用 /. 


O 例 10( 把 函数 作为 复合 函数 进行 审阅 ) ” 例 2 中 的 函数 y = V1- 有 2 可 以 设想 为 首先 计算 
1 - x? 紧 接 着 对 结果 开平 方 根 .函数 y 是 函数 g(x) = 1-x? 和 函数 f(x) = Vx 的 复合 函数 . 
注意 1 - x? 不 能 为 负 . 复 合 函 数 的 定义 域 为 [- 1,1]. a 


例 11( 求 复合 函数 的 公式 并 求 值 ) 求 /(g(x)) 的 公式 ,车 gla) = x, Mfl) = xz - 7. 
然后 求 f(g (2)). 
E ”为 求 /(g(x)), 我 们 用 g(x) 的 表达 式 代替 公式 f(x) = x -7 中 的 x. 
f(x) =x - 7 
flg(x)) =g(x)-7 = x -7 
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然后 在 x 处 代入 2 求 出 f(g(2)) 的 值 
f(g(2)) = (2) -7=-3 | 


习题 2 


求 函 数 的 公式 


1. 把 等 边 三 角形 的 面积 和 周 长 表 为 该 三 角形 边 长 + 的 函数 . 

2. 把 正方 形 的 边 长 表 为 该 正方 形 对 角 线 长 度 d 的 函数 .然后 把 该 正方 形 的 面积 表 为 对 角 线 长 度 的 函数 . 

3. 把 立方 体 的 棱 边 长 表 为 该 立方 体 对 角 线 长 度 d 的 函数 .然后 把 该 立方 体 的 表面 积 和 体积 表 为 对 角 线 长 度 
的 函数 . 

4. 第 一 象限 中 的 点 P 位 于 函数 /(x) = Vx 的 图 形 上 .把 点 PP 的 坐标 表 为 连接 点 P 和 原点 的 直线 的 斜率 的 函 


数 ， 
在 题 5 和 6 中 ,哪些 图 是 < 的 函数 ,哪些 不 是 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
5. 6. 
(a) y (b) y (a) y (b) y 


= -> X T > v 0 > x 0 — V 


定义 域 和 值 域 
在 题 7 - 10 中 , 求 每 个 函数 的 定义 域 和 值 域 . 
7.(a)/(x) = 1 + <° (b)/(x) = 1 - /x 
l 1 
8.(a) F(t) = 一 F(t) = 
(a) F(t) 元 (b) F(t) wi 
9.g(z) = V4- 2 10.g(z) = Vz -3 
函数 和 图 形 
画 题 11 和 12 的 图 形 .如 果 图 形 有 对 称 性 的 话 ,是 什么 样 的 对 称 性 ? 
ll.(a)y =- x (b)y =- $ 
12. (a)y = V TaT y=- + 
13. 画 下 列 式 子 的 图 形 并 解释 它们 为 什么 不 是 x 的 函数 . 
(a)| y] = x (b)y? = x? 


14. 画 下 列 式 子 的 图 形 并 解释 它们 为 休 么 不 是 x 的 函数 . 
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(a)|x]|+ yl = 1 (b |x +v|=1 
TB Ela A An Ay Ps ##r 
在 题 15 - 20 中 ,说 出 咕 数 是 否 是 偶 函 数 ay PE gk sk B P E S n, 
15. (a)f(x) = 3 (b)/(x) = x75 
16.(a)f(x) = x” +1 (b)f(xz) = x2 + x 
17.(a)g(x) = x3 + x (b)e(x) = x++ 3⁄2 -1 
18.(a)e(z) = -r Wgl) = > 
19.(2)h(t) = —— (bA) = || 
20_(a)h(t) = V Ë + 3 (bhl) = 2 41 +1 
在 题 21 - 24 中 ,(a) 画 出 函数 的 图 形 ,然后 求 (b) 定义 域 和 (e) 值 域 . 
21.(a)f(x) =- |3- x| + 2 (b)/(xz) = 2|x+4|-3 
2 p=» x < ) | x < 0 
(Dfa) = 2x, l< x Aa) = Vx, x >O 
4 - x2, x < 1 x2, x < 0 
3 3 
23. f(x) = ( 当 )< + >, l< x<3 24.f(x) = + x3, O< x=<1 
2x- 1, x >1 
x + 3, x > 3 


25. 为 学 而 写 。 确定 一 条 曲线 是 否 是 一 函数 的 图 形 的 委 真 线 法 则 是 说 :如 果 xy 平面 上 每 条 与 坐标 轴 垂直 的 直 
线 与 给 定 曲 线 至 多 只 交 于 一 个 点 的 话 ,那么 该 曲线 是 某 一 函数 的 图 形 .说 明 为 什么 这 一 陈述 是 正确 的 . 

26. 为 学 而 写 ”对 一 条 关于 < 轴 对 称 的 曲线 而 言 , 点 (x,y) 一 定位 于 曲线 上 当 且 仅 当 点 (4，,- y) 位 于 该 曲线 
上 .说 明 为 什么 关于 x 轴 对 称 的 曲线 不 是 x 的 函数 的 图 形 ,除非 ，- 0. 

在 题 27 和 28 中 , 写 出 函数 的 分 段 表 达 的 公式 . 

27. 


28. 
>t 
移 位 图 形 
29. 把 (a) ~ (d) 中 的 方程 和 所 附 图 形 的 位 置 配 对 ( 见 左下 图 ). 
(a)y= (x - 1)” -4 (by = (x - 2)2 + 2 (cy = (xz + 2) + 2 (d)y = (x< +3)2 -2 
Ç 
A y 
1 (1.4) 
(-2. 3) 
(b) (a) 
(2,0) 、， 
(-4.- 1) 
(ç, (d) 
(1, -4) 
第 29 题 图 第 30 题 图 


30. 右上 图 展 人 了 = -~ x 的 图 形 移 位 到 4 个 新 的 位 置 .对 每 个 新 的 图 形 写 出 其 方程 . 
题 31 - 36 告诉 你 们 把 给 定 的 方程 移 位 多 少 单位 以 及 移 位 的 方向 .给 出 移 位 后 图 形 的 方程 .然后 把 原来 的 图 形 
和 移 位 后 的 图 形 呵 在 一 起 ,并 对 每 个 图 形 及 其 方程 编号 . 


31.x2+y=49 向 下 3, 左 移 2 32.y = x 左 移 1, 向 下 1 
33.y =? 右 移 1, 向 下 1 34.， = 一 Vi HIS 3 
35. = (地) (x+) +5 向 下 5, 右 移 1 36.x = EBI 
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函数 的 复合 
37. # f(x) = x + 5 WH g(x) = x — 3, 求 下 列 复 合 函数 的 值 和 公式 . 
(a)/(g(0)) (b)zg(/(0)) (c)f(g(x)) (c)g(/(x)) 
OA- 5)) (f)g(g(2)) (g)f(f( x)) (h)g(g(x)) 
38. ËS) = * -1 而 g(x) = To,' 求 下 列 复合 函数 的 值 和 公式 . 
Ca)/( e(>)) wef 二) (e)/(g(x)) (d)g(/(z)) 
(e)/(/(2)) (f)g( g(2)) (g)f(f(x)) (h)g(g(x)) 
39. 若 ula) = 4r -5,v(x) = x?, 而 /(x) = 二 , 求 下 列 复合 函数 的 公式 . 
(a)u(,(f(x*))) (b)u(/(=(xz))) (c)x(u(/(x))) 
(d)v(f( u(x))) (e)f(u(e(x))) (f)f/Ce(u(x))) 
40. # fla) = Vx,g(x) = 于 ,而 h(x) = 4x -8, 求 下 列 复合 函数 的 公式 . 
(a)h(g(/(*))) (b)A(/(g(+))) CO gA) 
(d)g(/(h(<x))) (e)f/(g(h(<))) (f)/f(h(g(x))) 


令 f(x) = x-3,g(x) = Vx,h(x) = 2, M (xz) = 2x. 把 题 41 和 42 中 的 每 个 函数 表示 为 由 Ag, 六 和 /中 的 
一 个 或 几 个 组 成 的 复合 函数 . 


41. (a)y = vT 3 (b)y = 2/3 (ov = x? 
(d)y = 4x (e)y = V (x - 3)° (Py = (2x - 6)° 
42. (a)y = 2x -3 (b)y = x (c)y = <° 
(djy = x-6 (ey = 2 /x-3 (fy = / 2-3 
43. 抄 下 并 补 全 下 面 的 表 . 
g(x) f(x) (f° g)(x) 
(a) 了 x-5 vx 5 
(b) ? 1 + 一 一 x 
(c) L ? x 
x 
(d) Vx ? |æ] 
44. 抄 下 并 补 全 下 面 的 表 . 
gla) f(x) (f° g)(x) 
(a) x-7 Vx ? 
(b) x+2 3x ? 
(c) ? x-5 x° — 5 
(d) x-1 x — 1 ? 
(e) ? 1 + + x 
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45. 下 左 图 展示 了 定义 域 为 [0,2] 而 值 域 为 [0,1] 的 函数 A(x) 的 图 形 . 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 并 画 出 它们 
的 图 形 . 
(a)/(x) + 2 (b)/(x) - 1 (c)2/(x) (d) - Ka) 
(e)flx +2) (f)/(< - 1) (g)/(- x) (h) -/(x +1) +1 


46. 上 右 图 展示 了 定义 域 为 [ - 4,0] MARK- 3,0] 的 函数 gC) 的 图 形 . 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 并 画 出 
它们 的 图 形 . X 
(a)g(- t) (b) - g(t) (c)g(t)+3 (d)i ~- g(t) 

(e)g(- t +2) (glt — 2) (g)g(1 — t) (h) - g(t - 4) 


理论 和 例子 

47. 锥 问题 ”从 右 图 (a) 所 示 的 半径 为 4 英寸 的 一 个 
圆 纸 片 开 始 . 切 掉 一 个 弧 长 为 * 的 扇形 .把 剩 下 的 
两 条 边 粘贴 在 一 起 形成 如 图 (b) 所 示 的 一 个 半径 
为 + 而 高 为 h KE. 
(a) 说 明 为 什么 锥 底 的 圆周 长 为 gr - x. 
(b) 把 半径 > 表示 为 x 的 函数 . 
(c) 把 锥 高 h 表示 为 x 的 函数 . 
(d) 把 锥 的 体积 表示 为 x 的 函数 . 

48. 工业 成 本 Dayton 电力 和 照明 公司 在 迈阿密 河上 
有 一 家 发 电厂 ,该 处 的 河 宽 为 800 英尺 .为 铺设 一 
条 从 发 电厂 到 河 对 岸 往 下 游 方 向 2 英里 处 的 一 个 城市 的 新 电缆 ,电缆 跨 河 的 成 本 为 每 英尺 180 美元 ,而 在 
陆地 上 电缆 的 成 本 为 每 英尺 100 美元 . 
(a) 假定 电缆 从 发 电厂 到 河 对 岸 的 0 点 ,0 点 离 发 电厂 正 对 岸 的 Pp 点 距离 为 x 英尺 . 写 出 用 距离 x 来 表示 

的 铺设 电缆 的 成 本 函数 C(x). 

(b) 生成 一 组 成 本 值 表 以 决定 最 小 花费 的 Q 点 的 位 置 离 已 点 的 距离 小 于 2000 英尺 或 大 于 2000 英尺 . 


(b) 


— 2 英里 > 
P x Q Dayton 


发 电厂 


(不 按 比例 标记 ) 
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49. 个 函数 和 奇 函 数 
(a) 两 个 偶 函 数 之 积 一 定 是 偶 函 数 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
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(b) X< Bj T š ARRA fr Z PJ Da BJ 2 x IA S B| A H EB H , 
(c) 是 否 可 能 有 一 个 既是 偶 的 又 是 奇 的 函数 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
50. 变 戏法 ”你 可 能 昕 到 过 一 种 变 戏 法 ,进行 如 下 : 取 任 一 数 ,加 上 5. 对 结果 加 倍 . 减 6. 除 以 2. 减 去 2. 现 在 请 
告诉 我 你 得 到 的 结果 ,而 我 将 告诉 你 们 开始 取 的 数 是 什么 . 
(a) 取 一 个 数 试 试看 . 
(b) 为 什么 对 任何 数 都 可 以 这 样 变 戏法 ? 
MW sil. 画 函 数 /(x) = Vx 和 g(x) = /l1- < 以 及 它们 的 (a) 和 ,(b) 积 ,(e) 两 个 差 , 以 及 (qd) 两 个 商 的 图 形 . 
国 52. 设 f(x) = x+-7,g(x) = x*. 画 /和 g 以 及 f。g 和 g。f 的 图 形 . 
有 些 绘图 器 容许 例如 yi 那样 的 函数 作为 另 一 个 函数 的 自 变量 .利用 这 样 的 绘图 器 我 们 可 以 复合 函数 . 
E 53. (a) SLA Ë yi = f(x) =4- zy = g(x) = Vx,ys = yaya A ya = yi(y2(x)).y3 和 ys 中 哪 
一 个 对 应 于 。g? 对 应 于 g。/? 
(b) E yi, y: 和 ys 的 图 形 来 猜测 y 的 定义 域 和 值 域 . 
(c) E y, , y, 和 y, 的 图 形 来 猜测 y 的 定义 域 和 值 域 . 
(d) 通过 求 得 y, 和 y, 的 公式 代数 地 确证 你 的 猜测 . 
B 54. 把 y, = Vr,y, = Vl My = y+ 儿 输 入 你 的 绘图 器 . 
(a) 在 [-3,3] x [- 1,3] FE y, 的 图 形 . 
(b) 比较 y, 图 形 的 定义 域 和 yi 以 及 y, 的 图 形 的 定义 域 . 


(e) 依次 用 Yi = Y2: 2 一 Yi y: Y2, = = KER ys 重复 (b) 的 比较 . 
(d) 基于 你 从 (b) 和 (ce) 的 观察 结果 ， 关于 函数 的 和 、 差 、 积 以 及 商 的 定义 域 ,你 有 什么 猜想 . 


回归 分 析 :船尾 波 和 停止 距离 
参见 前 面 有 关 利 用 计算 器 来 做 回归 分 析 的 介绍 . 
E 5s. 船尾 波 。 对 与 船 的 航向 成 直角 的 尾 波 的 观察 结果 ,显示 这 文 些 波 峰 间 的 距离 (它们 的 波长 ) 随 船 的 行进 
速度 的 增加 而 增长 . 表 6 展示 了 波长 和 船 速 间 的 关系 . 
(a) 对 表 6 中 的 数据 求 一 短 函 数 回归 方程 y = as, EP x 是 波长 ,而 y 是 船 速 . 
(b) 在 数据 的 散 点 图 上 重要 寡 函 数 回归 方程 的 图 形 . 
(c) 用 宕 函数 回归 方程 的 图 形 预 测 波长 为 11 m 时 的 船 速 .代数 地 确认 这 一 结果 . 
(d) 再 用 线性 回归 来 预测 波长 为 11 m 时 的 船 速 .把 回归 直线 重 每 到 数据 的 散 点 图 上 .哪个 给 出 较 好 的 
拟 合 ,是 这 里 的 回归 直线 还 是 (b) 中 的 曲线 ? 


表 6 波长 
船 速 (km/h) 


.8 
6 
.4 
.2 
.0 
.8 
.6 
.4 
.2 
.0 
.8 


RE 56. 车 辆 的 停止 距离 表 ? 展示 了 汽车 的 总 停止 距离 作为 其 速度 的 滑 数 . 
(a) 对 x7 H -次 回归 方程 . 
(b) 把 次 回归 方程 的 图 形 重 装 到 数据 的 散 点 图 
(e) 利用 一 次 回 寻 方程 的 图 形 预 测速 度 为 72 S uU Dj 85 英里“ 时 的 平均 总 停止 距离 .代数 地 确认 这 
-结果 . 
(d) 嵌 用 线性 回归 来 预测 速度 为 72 英里 7/ Wa 85 英 电 / 时 的 平均 总 停止 距离 .把 回归 直线 重症 到 数据 
的 散 点 图 上 .哪个 给 出 较 好 的 拟 合 , 是 这 里 的 回归 直线 还 是 (4) 中 的 曲线 ? 
表 7 车辆 的 停止 距离 
速度 (英里 “时 ) 平均 总 停止 距离 (英尺 ) 
20 四 
25 
30 
35 
40 
45 


50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 


来 源 : 美 国 公路 向 4U.S,.Bureau of Publie Roads. 1 


指数 函数 


指数 增长 。 人 口 增 长 。 指数 函数 ee 为 什么 不 用 a? 


在 科学 和 工程 应 用 中 指数 函数 特别 重要 .我 们 在 本 节 中 用 这 类 函数 来 考察 你 的 经 验 并 讨 
论 若 于 有 关 增 长 和 衰减 的 指数 模型 . 构成 这 些 非常 规 国 数 的 性 质 以 及 TRMB 
节 ) 的 关系 的 数学 基础 是 优美 和 深刻 的 . 当 我 们 在 第 3 章 和 第 6 章 中 学 习 这 些 函数 的 微 积分 时 
我 们 将 适当 详细 地 研究 这 种 数学 基础 . 


指数 增长 

表 8 展 小 1996 年 以 年 复 利 率 5.5% 投资 100 美元 的 增长 -年 后 帐户 上 的 钱 数 总 是 前 一 年 
钱 数 的 1.055 机 n FITERO y = 100 . (1.055)". 

复 利 提供 指数 增长 的 一 个 例子 ,而且 是 用 形 为 ， = P. at 的 炒 数 来 建 模 的 ,其 中 户 是 初 
始 投 资 而 a 人 1 加 上 用 小 数 表示 的 利率 . 
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表 8 储蓄 存款 的 增长 


总 数 ( 美 元 ) 
100 
100(1.055) = 105.50 5.50 
1998 100(1.055)2 = 111.30 5.80 
100(1.055)? = 117.42 6.12 
100(1.055)* = 123.88 6.46 


增长 (美元 ) 


方程 y = P. ur,a > 0,a z 1 确定 了 称 为 指数 函数 的 一 类 函数 . 


例 1( 画 y = a HEAK) 画 y = 2*,; = 3*, 和 
y = 10 的 图 形 . 对 什么 样 的 x 值 2* > 3* > 10* 成 立 ? 
解 ”从 图 24 的 图 形 知道 ,函数 对 所 有 x 值 都 是 
增 函 数 . 对 * < 0, 我 们 有 2* > 3* > 10*. 在 x = 0 我 
们 有 2* = 3' = 10*=1. 对 x > 0. 我 们 有 2* < 3* < 


10“. _ 
定义 ”指数 函数 
设 a 是 不 等 于 1 的 正 实数 .函数 
f(x) = a 


ERA a 的 指数 函数 . 
图 24 ;= 2*,y =3 ,7 = 10*. 
f(x) = a’ 的 定义 域 是 (- ç , co) 而 值 域 是 (0, w ). a > 1, f 的 图 形 看 起 来 像 图 25a 中 


y = X 的 图 形 . 若 0 < a < 1,/ 的 图 形 看 起 来 像 图 25b 中 的 y = (S) = 2 


y= 23 


— 


[-6, 6] x [-2, 6] [-6, 6] x [-2, 6] 
(a) (b) 


图 25 (a)y = 2 和 (by = 2-* 的 图 形 . 
例 2( 画 y = a * 的 图 形 ) iy = 2 7 =3- ,和 7y = 10-* 的 图 形 , 对 什么 样 的 x 值 
2-* > 3-* > 10-* 成 立 ? 
解 ”由 图 26 的 图 形 知道 ,这 三 个 函数 对 所 有 < 值 都 是 递减 的 .对 * < 0, 我 们 有 2-* < 3-* 
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< 10-*, 在 x =0, 我 位 有 2 = 3: = 10% = 1.X% x > 0, 我 们 有 2-* >37 > 107. _ 1 


指数 函数 服从 指数 法 则 . 


指数 法 则 


# a> 0,5 > 0, 对 所 有 实数 x,y, 以 下 结果 成 立 . 
lata = ac 
2. s = a 


3. (aY = (a)y = a™ 


4.a b = (ab)* 


人 口 增长 

人 口 增长 问题 有 时 候 可 以 用 指数 函数 来 建 模 .在 表 9 中 ,我 们 给 出 了 世界 人 口 的 一 些 数 
据 . 我 们 还 把 某 一 年 的 人 已 数 除 以 前 一 年 的 人 口 数 以 获得 人 口 是 如 何 雯 长 的 想法 .这 些 比 在 表 
9 的 第 三 列 给 出 ， 


例 3( 预 测 世界 人 口 ) “利用 表 9 中 的 数据 以 及 指数 模型 来 预测 2010 年 的 人 口 . 

解 ”基于 表 9 的 第 三 列 ,尽管 对 给 出 的 雯 长 率 的 变化 会 提出 疑问 ,但 我 们 还 是 愿意 猜想 任 
一 年 的 世界 人 口 是 前 一 年 人 口 的 1.018 倍 . 在 1986 年 后 的 任何 时 间 , 世界 人 口 将 是 4936 
(1.018): AJ .2010 年 的 人 口 是 : = 24, 即 1986 年 的 第 24 年 后 的 人 口 大 约 为 

P(24) = 4936(1.018)” ~ 7573.9 
或 76 亿 . _ | 


3 指数 函数 . 31. 


表 9 世界 人 口 

年 份 入口 数 ( 百 万 ) 比 

1986 4936 

1987 5023 5023/4936 = 1.0176 
1988 S111 S111/5023 ~ 1.0175 
1989 5201 5201/5111 = 1.0176 
1990 5329 5329/5201 = 1.0246 
1991 5422 5422/5329 ~ 1.0175 


来 源 : 联 合 国 统计 办 公 室 :统计 月 报 ,1991(Statistical Office of the United 
Nations, Monthly Bonthly Bulletin Statistics, 1991.) 


指数 函数 e: 

对 自然 ,物理 和 经 济 现象 的 建 模 中 用 到 的 最 重要 的 指数 函数 是 自然 指数 函数 , 它 的 基底 是 
著名 的 数 。, 精 确 到 9 位 小 数 时 是 2.718281828. 我 们 可 以 把 。 定 义 为 函数 Kxz) = {1+ Y% 
x 无穷 增 大 时 的 极限 .图 27 中 的 图 形 和 表 强 烈 暗示 这 个 数 是 存在 的 .在 你 学 习 微 积分 的 过 程 中 
你 将 学 到 关于 数 。 的 更 多 的 知识 以 及 。 是 怎样 得 到 的 . 


y = (l + 1⁄x)' 


r 


L Yı =(1+1/X)^X 


[-10, 10] x [-5, 10] 


图 27 f) = (1+ T) 的 图 形 和 数值 列表 都 暗示 当 * — «时 ,f(x) e = 2.718. 


指数 函数 y = e” ,其 中 上 是 一 非 零 常数 , 常 被 用 作 指 数 增长 或 衰减 的 模型 . 作为 指数 增长 
的 一 个 例子 ,连续 复 利 ,就 用 到 模型 y = Poe EE P 是 初始 投资 ,r 是 以 小 数 表示 的 利率 ,1 
是 按 年 计 的 时 间 ,指数 衰减 的 一 个 例子 是 模型 y = 4 e xW 1, 这 表示 放射 性 元 素 碳 - 14 是 
怎样 随时 间 衰 减 的 .这 里 P 是 碳 - 14 一 开始 的 含量 ,1 是 按 年 计 的 时 间 . 碳 - 14 衰减 被 用 来 测 
量 诸如 贝壳 .种子 和 木 制 手工 艺 品 等 的 死亡 机 体 残 留 物 的 年 代 . 


定义 ”指数 增长 .指数 衰减 | 
函数 y = yoe" 是 指数 增长 的 模型 , 若 k > 0; 又 是 指数 衰减 的 模型 , 若 丰 < O. 


.32 . EPE 预 各 知识 


图 28 展示 了 指数 增长 和 指数 衰减 的 图 形 . 


图 28 (a) 指数 增长 ,人 = 1.5 > 0 以 及 (b) 指数 衰减 .人 人 =-1.2 < 0 的 图 形 . 


例 4( 再 论 储 蕾 存款 的 增长 ) ”在 计算 投资 增值 时 投资 公司 常常 利用 连续 复 利 的 模型 . 利 
用 这 个 模型 来 妃 踪 在 1996 年 的 年 利率 为 5.59% 连续 复 利 计算 的 投资 100 美元 的 增值 情况 ， 
解 
模型 ” 设 x = 0 表示 1996 年 ,x = 1 表示 1997 年 ,等 等 .连续 复 利 的 指数 增长 模型 为 y(z) 
= P +e, JEP P = 100( 初 始 投资 ),r = 0.055 为 用 小 数 表示 的 年 利率 ,+ 表示 以 年 为 单位 的 
时 间 .例如 ,要 预测 2010 年 帐户 中 的 存款 数 ,我 们 取 1 = 4 并 计算 
y(4) = 100 > eSP 
= 100 + e” 
= 124.61. 最 近 的 分 值 
把 这 个 结果 与 年 复 利 计算 的 结果 123.88 美元 ( 表 10) 比较 .我 们 看 到 当 复 利 计 算 更 频繁 (现在 
这 种 情况 是 连续 复 利 ) 时 ,投资 者 挣 得 更 多 . 表 10 中 我 们 比较 了 利息 按 年 复 利 ( 表 8) 和 连续 复 


利 计算 时 从 1996 到 2000 年 储蓄 帐户 上 的 钱 数 . 
IO ”比较 储蓄 帐户 的 增长 


m 总 额 (美元 ) 总 额 (美元 ) 
年 复 利率 计 连续 利 浆 计 
1996 100.00 100.00 
1997 105.50 105.65 
1998 111.30 111.63 
1999 117.42 117.94 
2000 123.88 124.61 


银行 可 能 会 作出 决定 ,这 样 的 额外 多 出 来 的 钱 数 是 值得 做 广告 的 , RTR E E E AH 
算 ”, 作 为 一 种 吸引 顾客 的 方法 . o] 


例 5( 对 放射 性 衰减 建 模 ) ”实验 室 的 实验 表明 某 些 原子 以 幅 射 的 方式 发 射 其 部 分 质量 ， 
该 原子 用 其 剩余 物 重新 组 成 某 种 新 元 素 的 原子 .例如 ,放射 性 碳 - 14 衰变 成 拨 ; 镭 最 终 衰变 成 
t £ yo 是 初始 时 刻 + = 0 时 放射 性 物质 的 数量 ,在 任何 以 后 时 刻 1 的 数量 为 
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y = Yoe 


rt 


， r>0 


数 > 称 为 放射 性 物质 的 衰减 率 .对 碳 - 14 m, 1 用 年 份 来 度量 时 ,由 实验 确定 的 衰减 率 约 


为 = 1.2 x 10-4. 试 预测 过 了 866 年 后 的 碳 - 14 所 占 的 百分比 . 


EO AMI - 14 原子 核 数 量 yo 半 始 , 则 866 年 后 的 剩余 量 为 
y(866) = yue 1 2210 40869) 

即 ,866 年 后 , 原 有 的 磋 - 14 中 有 90% 的 留存 ,所 以 约 有 10% 衰减 掉 了 .下 节 的 例 12 中 ,你 们 将 
学 到 怎样 求 出 使 样本 中 一 半 放 射 性 核 衰 减 掉 所 需要 的 年 数 . 


为 什么 不 用 at? 


_ | 


你 们 可 能 会 感到 惊讶 ,为 什么 我 们 用 取 不 同 常数 的 尖 数 族 y = yoe” 而 不 是 用 一 般 指数 
KA y = Pa*. 下 一 节 , 我 们 会 说 明 对 适当 的 有 值 指数 汕 数 ar 和 e* 是 一 样 的 . 所 以 公式 


y = yoe” 涵盖 了 所 有 的 可 能 性 . 


习题 3 


在 题 1 - 6 中 ,把 图 29 中 的 图 形 和 下 列 函 数 配对 . 


Ly = 2* 2.，= 3 
3.y = -3 4.y = -0.5-* 
5.y7=2- -2 6.， = 15 -2 


在 题 7 - 10 中 , 画 范 数 的 图 形 . 说 出 其 定义 域 . 值 域 


7.y =—-2' + 3 8.y =e" +3 
9.y=3: e" -2 10.y=-2”-1 
在 题 11 - 14 中 , 重 写 具有 指定 底 的 指数 函数 . 
11.9", XX3 12.16, XX 2 


(4) , 底 为 2 [>] , 底 为 3 


在 题 15 - 18 中 ,复制 所 列 的 表 , 然 后 二 ,三 个 学 生 
结 组 一 起 完成 对 该 函数 的 制 表 


(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
图 29 题 1-6 的 图 形 . 
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lS.y = 2x -3 16.y =-3r+4 


x y 改变 量 (Ay) x y 


改变 量 (Ay) 


+ ùW 一 
+ ù N 一 
~x 


17.y = x 18. y = 3e” 


x y 改变 量 (Ay) x M 


比 (yi/ yi ) 


e Q N 一 
Ë 

+ G N 一 
~ 


19. 为 学 而 写 说明 题 15 和 16 中 改变 量 Ay 是 怎样 和 直线 的 斜率 相关 的 .如 果 线 性 函数 x 的 改变 量 是 常量 ， 


关于 相应 的 > 的 改变 量 你 的 结论 是 什么 ? 


20. 为 学 而 写 描述 一 下 题 17 中 从 一 个 x AIFA 值 的 改变 量 Ay 是 怎样 和 这 些 x 值 相 关 的 . 当 x 从 
x = 1000 到 < = 1001 时 改变 量 Ay 是 什么 ?对 任意 正 整 数 , 当 x 从 * = n 到 x = n +1 时 改变 量 Ay 是 


什么 ? 
扩充 概念 
在 题 21 和 22 中 ,假定 指数 函数 f(x) = k- a" 的 图 形 通 过 两 个 点 . 求 a 和 大 的 值 . 
21.(1,4.5),(- 1,0.5) 22.(1,1.5)(- 1,6) 
利用 图 形 求解 
E 在 题 23 - 26 中 ,利用 图 形 解 方程 . 
23.2" = 5 24.e = 4 
25.3" — 0.5 = 0 26.3 -2 = 0 
理论 和 例子 


27. 世界 人 口 ( 例 3 的 延伸 ) 利用 1.018 和 1991 年 的 人 日 估计 2010 年 的 世界 人 口 . 


28. 细菌 增长 :小 时 后 在 佩 特 里 细菌 培养 下 溶液 中 的 细菌 数 为 
B = 100e0.6 1. 
(a) 一 开始 的 细菌 数 是 多 少 ? 
(b)6 小 时 后 有 多 少 细菌 ? 
R (o) 近似 计算 一 下 什么 时 候 细菌 数 为 200? 估 计 使 细菌 数 倍增 所 需要 的 时 间 . 
NRW 在 题 29 - 40 中 ,利用 指数 模型 和 图 形 计 算 器 来 估计 每 个 问题 的 答案 . 


29. 人 口 增长 ”Knoxville 的 人 口 为 500000 并 以 每 年 3.75% 的 增长 率 增 长 .近似 计算 一 下 什么 时 候 人 口 会 达到 


一 - 百 万 ， 


30. 人 口 增长 Silver Run 的 人 口 在 1890 年 是 6250 人 .假定 人 口 的 年 增长 率 为 2.7$9% ， 


er 
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(a) 估计 1915 和 1940 FADO. 
(b) 近似 计算 一 下 什么 时 候 人 口 会 达到 50000? 
31. 放射 性 衰减 ” 磷 - 32 的 半衰期 约 为 14 天 .一 开始 有 6.6 w. 
(a) 表示 磷 - 32 的 残余 量 为 时 间 1 的 函数 . 
(b) 什么 时 候 只 剩 下 1 克 磷 - 32 了 ? 
32. 求 时 间 ”如果 约翰 以 年 复 利率 6% 在 一 储蓄 帐户 投资 了 2300 美元 ,要 多 少时 间 约 翰 帐 户 上 的 结余 为 4150 
美元 ? 
33. 倍增 你 的 投资 “如果 利息 按 年 复 利率 6.25% 计算 , 试 决定 要 多 少时 间 能 使 投资 倍增 . 
34. 倍增 你 的 投资 ” 如 果 利 息 按 月 复 利率 6.25% 计算 , 试 决 定 要 多 少时 间 能 使 投资 倍增 . 
35. 倍增 你 的 投资 ” 如 果 利 息 按 连 续 复 利率 6.25% 计算 , 试 决定 要 多 少时 间 能 使 投资 倍增 . 
36. 三 们 于 你 的 投资 “如果 利息 按 年 复 利 率 5.75% 计算 , 试 决定 要 多 少时 间 能 使 投资 变 为 原 投资 的 三 倍 . 
37. 三 们 于 你 的 投资 ”如果 利息 按 日 复 利 率 5.75% 计算 , 试 决定 要 多 少时 间 能 使 投资 变 为 原 投资 的 三 倍 . 
38. 三 倍 于 你 的 投资 “如果 利息 按 连 续 复 利 率 5.75% 计算 , 试 决定 要 多 少时 间 能 使 投资 变 为 原 投资 的 三 倍 . 
39. REA 假定 一 个 菌株 开始 时 有 一 个 细菌 ,每 隔 半 小 时 倍增 其 细菌 数 ,24 小 时 后 该 菌株 共有 多 少 细菌 ? 
W. 消灭 疾病 ”假定 对 任意 给 定年 份 病例 数 下 降 20% .如 果 今 天 有 10000 个 病例 .试问 要 多 少年 才能 使 
(a) 病例 下 降 到 1000? 
(b) 该 种 疾病 消灭 ; 即 ,使 病例 数 小 于 1. 


回归 分 析 : 人 口 的 指数 模型 
参见 第 1 节 末 有 关 利 用 计算 器 来 做 回归 分 析 的 介绍 ， 
E 41. 表 11 给 出 了 墨西哥 人 口 的 数据 . 


表 11 墨西哥 的 人 口 
年 份 人 口 ( 百 万 ) 
1950 25.8 


1960 


1970 
1980 


1990 


K: ARIF E, 129 版 ( The Statesman’ s Yearbook 129th ed. 
London: The Macmillan Press, Ltd. , 1992). 

(a) 设 x = 0 表示 1900 年 ,x = 1 表示 1901 年 ,等 等 .对 该 数据 求 指 数 回 归 方 程 并 把 它们 的 图 形 重 和 到 
数据 的 散 点 图 上 . 

(b) 利用 指数 回归 方程 估计 1900 年 墨西哥 的 人 口 .该 估计 和 1900 年 墨西哥 的 实际 人 口 13607272 有 多 接 
近 ? 

(c) 利用 指数 回归 方程 估计 墨西哥 人 口 的 年 增长 率 . 

Eiz. 表 12 给 出 了 南非 人 口 的 数据 . 
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表 12 南非 的 人 口 
人 口 ( 百 万 ) 


5.2 


来 源 : 政 治 家 年 锣 ,129 版 (Tihe Statesman’ s Yearbook ,129th ed. 
London: The Macmillan Press, Ltd. , 1992). 
(a) Ë x = 0 表示 1900 年 ,x = 1 RR 1901 F, F. ARER #8 # El J4 Jy gë 3: g “E [185 1 E 3 31] 3 
据 的 散 点 图 上 . 
(b) 利用 指数 回归 方程 估计 1990 年 南非 的 人 口 . 
(c) 利用 指数 回归 方程 估计 南非 人 口 的 年 增长 率 ， 


反 函 数 和 对 数 函数 


一 对 一 图 数 。 RAR e KRAK + 对 数 国 数 。 对 数 因数 的 性 质 。 应 用 


本 节 中 ,我 们 将 定义 什么 是 一 个 函数 为 男 一 个 函数 的 反 函 数 ,并 观察 函数 - 反 函 数 对 的 


公式 和 图 形 说 明 些 什么 .然后 我 们 把 对 数 函 数 作为 有 适当 底 的 指数 函数 的 反 函 数 进行 研究 ,并 


给 出 对 数 聘 数 的 若干 重要 应 用 . 
一 对 一 函数 


我 们 已 知道 ,函数 是 一 种 对 其 定义 域 中 每 个 点 指定 其 值 域 中 唯一 确定 的 值 的 规则 .例如 ， 


f(x) = x=” 对 x =2 和 x =-2 指 定 输出 为 4. 男 一 些 孙 数 从 不 输出 一 个 给 定 值 多 于 一 次 .例如 ， 
立方 函数 对 不 同 的 输入 ,输出 总 是 不 同 的 . 


定义 ”一 对 一 函数 
函数 /(x) 在 定义 域 D 上 是 一 对 一 的 , 若 每 当 a < 6 时 f(a) x fb). 


一 对 一 函数 y = f(x) 的 图 形 与 任何 水 平 直线 相交 至 多 一 次 (水 平 直 线 法 则 ). 如 果 它 与 水 
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平 直线 相交 多 于 两 次 , 即 它 取 同 一 个 y 值 多 于 一 次 的 话 ,那么 该 函数 不 是 一 对 一 的 (图 30). 


y=x? 


1 
同样 的 y- 什 


) 


一 对 一 : 图 形 与 每 条 水 平 直线 非 一 对 一 : 图 形 与 某 些 水 平 直 线 
只 交 一 次 . 相交 多 于 一 次 . 


AN 


图 30 ”利用 水 平 直线 法 则 ,我 们 知道 y = x? 是 一 对 一 的 ,而 y = x 不 是 一 对 一 的 
例 1( 利 用 水 平 直 线 法 则 ) ” 试 确定 下 列 函 数 是 否 是 一 对 一 的 . 
(a)/(x) = x” (b)g(x) = Vx 


解 ”如 图 31a 提 示 的 ,每 条 水 平 直 线 y = c,c > 0 与 /(x) = 3 相交 二 次 ,所 以 /不 是 -- 
对 一 的 .如 图 31b 所 提示 的 ,函数 g(x) = Va 与 每 条 水 平 直线 或 相交 一 次 或 根本 不 相交 .函数 


g 是 一 对 一 的 . 


> 


y= 
1 
5 | >x 
Yje: (—co co 定义 域 : [0,co) 
定义 域 : (-co,co) 值 城 ，[0.c) 


值 域 : [0,co) 


(a) (b) 


图 31 (Dfa) = x 的 图 形 和 一 条 水 平 直 线 .(b)g(x) = /x 的 图 形 和 -一 条 水 平 直 线 


到 函数 
因为 一 对 一 函数 的 每 个 输出 只 来 自 一 个 输入 ,所 以 一 对 一 函数 可 以 反 过 来 看 作 是 把 输出 


送 回 到 它们 所 来 自 的 输入 . 由 逆转 一 对 一 函数 的 定义 域 和 值 域 定义 的 函数 就 是 f 的 反 函 数 . 
表 13 和 14 中 的 函数 互 为 反 函 数 . 反 函数 /的 记号 是 广 :, 念 作 * 了 信道 ". 广 : 中 的 -1 不 是 指数 ; 


_ 1 
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表 13 租 费 对 时 间 表 14 时 间 对 租 费 
时 间 x( 小 时 ) 租 费 yR) MU x《( 美 元 ) 时 间 y《 小 时 ) 
1 5.00 x 5.00 1 
2 7.50 7.50 2 
3 10.00 10.00 3 
4 12.50 12.50 4 
5 15.00 15.00 5 
6 17.50 17.50 6 


如 表 13 和 14 ARER BJ FI WJ Rh K PF E E — + R 8k 2 FR: 5: pa S E Bh o 3 A E E 3 E ñ$ 
WA. 1 i Z , HW RK E A — T 8 22 K H z R 9k BJ #5 35 BE E 16 S Pñ 2$ , 2 PR 35 18 xE Bk ° 25 
到 它 自 身 . 复 合 两 个 国 数 /和 g ,给 出 了 测试 它们 是 否 互 为 反 国 数 的 一 种 方法 .计算 .fg Mg ° 
S-E ega) = x 而 且 (g。f)(x) = x, 则 上 和 g 互 为 反 国 数 ;否则 ,它们 就 不 是 互 为 反 函 数 . 


函数 Kx) = x* 和 g(x) = t 是 互 为 反 函 数 的 ,因为 对 任何 数 (a) = z MEGT = x. 


反 范 数 的 测试 

函数 上 和 & ERRO, 4 B 4 34 
flg(x))= x 并 且 g(a) = x. 

这 时 ,g = [而且 /=g. 


例 2( 反 函数 的 测试 ) (a) 函数 
f(x)=3x 和 g(x) = 3 
ESE BOAT, AHEM A x 
Kea = /[F)= [#)= ç 而 且 UOD = gG) a 
(b) 函数 


f(x)=x 和 g(x) = 二 


不 是 反 消 数 对 ,因为 
Kea = i)z T> z _] 

求 反 函数 

我 们 怎样 求 一 个 函数 的 反 函 数 ? 假 定 , 例 如 说 ,该 函数 是 图 32a 中 所 画 的 图 形 .为 了 解读 该 
图 形 , 我 们 从 x 轴 的 x 点 出 发 ,向 上 达到 该 图 形 , 然 后 平移 到 y 轴 ,并 读 出 y 值 .如 果 我 们 从 y 出 
发 ,并 想 找 到 作为 原来 出 发 点 的 x, 那么 我 们 把 这 个 过 程 反 过 来 做 (图 32b). 

大 的 图 形 就 是 . 广 的 图 形 , 尽 管 广 : 的 图 形 不 是 用 通常 的 定义 域 轴 是 水 平 的 而 值 域 轴 是 垂 
直 的 方式 画 出 来 的 .对 广 ' 而 言 ,输入 -输出 对 是 反 的 .为 用 通常 的 方式 展示 /-! ,我们 必须 通过 
把 图 形 对 45° 2k y = x 反射 一 下 把 输入 - 输出 对 反 过 来 (图 32c) ,并 交换 字母 x 和 y( 图 324). 


4 KARERA BR ” 39， 


这 一 步 把 自 变量 还 叫做 x , 放 在 水 平 轴 上 ,而 把 因 变 量 还 叫做 y, 放 在 垂直 轴 上 . 
正如 预期 的 上 和 . 广 的 图 形 是 互相 关于 直线 y = x 的 反射 ,因为 的 输入 - 输出 对 已 经 反 
过 来 产生 出 广 的 输入 - 输出 对 . 


y= fO r= fO) 


x x . 

FMEN /的 值 域 
O 为 求 在 + 的 值 ， 我 们 从 x 出 发 向 上 到 达 曲 线 O) /的 图 形 就 是 了 ! 的 图 形 . 为 求 得 给 出 
然后 平移 到 yt. x 的 >, 我 人 从》 出 发 ,平移 到 达 曲 线 


然后 向 下 到 x 轴 . f! 的 定义 域 就 是 
KER S 的 值 域 就 是 f 的 定义 域 . 


y 


f! 的 定义 域 


(c) 用 通常 方式 画 广 的 图 形 ， 我 们 把 (d) 然后 我 们 交换 字母 x 和 y. 
系统 关于 直线 y= x 反射 之 . 我 们 就 得 到 作为 x 的 函数 
的 /的 看 起 来 是 常规 的 


图 32 y= 广 !(*) 的 图 形 . 
图 32 中 的 图 形 告诉 我 们 怎样 代数 地 把 广 ! 表示 为 x 的 函数 ， 


注 :把 广 :写作 *x 的 函数 
第 1 步 借助 y 对 x 解 方程 y = f(x). 
第 2 步 交换 x 和 Yy. 得 到 的 公式 将 是 y = 广 !(x)， 


BIRREA) Ry = (F) + 1 的 反 函 数 ,表示 为 4 的 函数 . 
解 第 1 步 借助 y 解 出 x: 


y = 六 x+l1 
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第 2 E 交换 x My: 

y = 2x -2. 
KESO) = [2] + 1 的 反 函 数 就 是 函数 广 (z) = 2x -2. 
检验 : 为 检验 ,我 们 验证 两 个 复合 函数 都 给 出 便 等 函数 : 


f '(/(x)) =2[ 7 + 1) -2 =x%+2-2 


= x 
FE GED Fx) tll 
参见 图 33. 
y 
+ 
v=x% x> 0 


> X 


图 33 把 /sx) = (村 js+1 和 广 (xz) = 2x-2 图 34 R y = Vx 和 y = <2,x z O WL 
_ 加 为 反 画 数 .( 例 4) 
的 图 形 画 在 一 起 展示 了 图 形 关于 直线 y = x 的 对 
称 性 ， 
例 4( 求 反 函 数 ) RAR y = r,r > 0 的 反 函 数 , 表 示 为 x 的 函数 . 
解 第 1 步 借助 y 解 出 x: 
2 
y = 


Vy =Vx = [x] = x, 因为 x > 0 所 以 |x|= x 
第 2 步 交换 x 和 y 


y = Vx. 
y = ,x > 0 的 反 函 数 是 > = Vx .参见 图 34. 


注意 ,不 像 受 到 限制 的 函数 y = x?,x > 0, 不 受 限 制 的 函数 y = x? 不 是 一 对 一 的 ,所 以 没 
ARK. _ 


在 1.6 节 ,我 们 将 向 你 们 说 明 一 种 容易 的 方法 ,把 y = f(x) 和 7y = 广 (x) 一 起 图 示 在 图 
形 计算 器 或 计算 机 上 . 


4 反 函 数 和 对 数 函 数 . 41: 


# a 是 任何 不 等 于 1 的 正 实数 ,以 a 为 底 的 指数 函数 /(x) = a 是 一 对 一 的 .所 以 它 有 反 


函数 . 它 的 反 函 数 称 为 底 为 a 的 对 数 函 数 . 


定义 J&2 a 的 对 数 函 数 
底 为 a 的 对 数 函 数 y = loga ERA a 的 指数 函数 y = ar(a > 0,a z 1) BRRR. 


logax 的 定义 域 是 a* 的 值 域 (0, œ). logar 的 值 域 是 
az 的 定义 域 (- %,%). 

因为 我 们 无 法 从 方程 x = a tky 解 出 x, 对 数 函 数 
作为 x 的 函数 没有 显 式 公 式 .但 是 y = log 的 图 形 可 以 
M y = 的 图 形 关于 直线 y = x 反射 得 到 (图 35). 

以 e 为 底 和 以 10 为 底 的 对 数 在 应 用 中 是 如 此 的 重 
要 以 致 于 计算 器 都 有 专门 计算 它们 的 键 .它们 也 有 其 专 


门 的 记号 和 名 称 : 
lgx 写作 Inx. 
loglox 写作 logx. 
函数 Inx 称 为 自然 对 数 函 数 ,而 logx 常 称 为 普通 对 
KER. 图 35 2" 及 其 反 函 数 logx 的 图 形 . 


对 数 函 数 的 性 质 
因为 a* 和 logox 互 为 反 函 数 ,所 以 以 任何 次 序 复合 它们 都 给 出 恒 等 函 数 . 


> X 


a” 和 log.x 的 互 为 反 函 数 性 质 
1. 底 为 a: a™", joga" = x, a > 0,a z 1,x > 0 
2. EX e:e =x, Ine = x, x > Ü 


这 些 性 质 会 帮助 我 们 求解 包含 对 数 和 指数 的 方程 . 


例 S( 利 用 反 函 数 的 性 质 ) 解 x:(a)lnx = 3t+5 (b)e™ = 10 
解 (a)lnx = 3 + 5 


e" = e3445 两 边 取 指 数 
x = et 反 函 数 的 性 质 
(b) e> = 10 
ln e?* = ]n 10 两 边 取 对 数 


2x = ln 10 反 函 数 的 性 质 


x = Zin 10 = 1.15 
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对 数 函 数 有 下 列 算术 性 质 ， 


对 数 的 性 质 
对 任何 实数 x > 0 和 > 0, | 
1. 乘 积 法 则 :logsxy = log,x + logay 


2. 商 法 则 :logs。 $ = logat - log, 


| 
3. 窜 法 则 :logsx’” = ylog,x | 
| 


在 方程 x = e 中 用 a* 替换 x ,就 能 重 写 a* EN eA ERR: 
”= el a) 在 x = e 中 用 ww 替换 x 
= esa 对 数 函 数 的 寡 法 则 
= eo) 指数 重 排 
Xf k = Ina ME, 指数 函数 of 和 ee 是 一 样 的 . 通常 用 的 公式 表述 是 不 带 括 号 的 


x xlna 
= € . 


a 


每 个 指数 函数 是 自然 指数 函数 的 寡 函 数 


a: e lna 
即 ,a* 和 e 的 Ina IK $E E |F] F B. 
例 6 把 指数 函数 写作 e HERA 
27 = e = exina 
Sa = eS) -3x) 一 e7345 _] 
例 7( 用 对 数 解 方程 ) 解 x: 
3102) _ yog _ Slogs* -log 1°) 


解 


3log _ 4168 (2) = Slops x- log, xŠ) 


log. (x/ x) 


gbg _ 418,2) =5 商法 则 
7-2-4% 反 函 数 性 质 
x 
1 ， 、 
5 = — 消去 .x = 0 
x 


| 一 
II 
L 


再 次 回 到 a* 和 logax 的 性 质 ,我 们 有 
lnx = lnaloger ax 和 logsx BS F pR PE A 
= (log,x)(Ina). X y = logar 用 对 数 的 赛 法 则 
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把 这 个 方程 重 写 为 logsx = jaz 表明 每 个 对 数 函数 是 Inx 的 常数 倍 ， 


底 变 换 公 式 ”每 个 对 数 函 数 是 自然 对 数 函 数 的 常数 倍 : 


lnx 


loga% = Ina (a >0,a #1) 


例 8( 画 底 为 a 的 对 数 函 数 的 图 形 ) mm f(x) = logx 的 图 形 . 
解 ”利用 底 变 换 公式 重 写 f(x): 


f(x) = log,x = 12 
图 36 给 出 了 它 的 图 形 . _ | 


= Inx = iog_x 
Y= m2 ` Ë 


[-6, 6] x [-4, 4] 


图 36 利用 /(x) = HRE f(x) = loge 的 图 形 .( 例 8) 


应 用 
在 第 3 节 中 ,我 们 用 图 形 方法 解 指 数 增长 和 衰减 的 问题 .现在 我 们 可 以 利用 对 数 来 代数 地 
解 同样 的 问题 . 


例 9( 求 时 间 ) ” 萨 拉 在 储蓄 帐户 投资 1000 美 元 ,年 复 利率 为 5.25% .要 多 长 时 间 帐 户 里 的 
存款 可 达到 2500 美元 ? 
解 
模型 ”任何 以 年 表示 的 时 间 上 帐户 里 的 存款 为 1000(1.0525)', 所 以 我 们 要 解 方程 
1000(1.0525)! = 2500 


代数 地 求解 
(1.0525)' = 2.5 两 边 除 以 1000 
ln(1.0525): = ln2.5 两 边 取 对 数 
tln(1.0525) = ln2.5 REN 
In2.5 
= In(1.0525) ~ 17.9 


解释 ” 萨 拉 帐 户 里 的 存款 在 17.9 年 后 ,或 者 说 大 约 17 年 11 个 月 后 会 是 2500 美元 . _ j 
例 10( 地 震 强 度 ) “地震 强度 常用 对 数 里 氏 尺度 来 报告 .以 下 是 它 的 公式 
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强度 R = [2] + B, 


Hop a RUTAS ROKI FAIH BDA S RINE RE, T 是 地 震波 以 秒 计 的 周期 ,而 B 是 由 于 随 离 震 中 
的 加 离 增 大 时 地 震波 减弱 所 允许 的 一 个 经 验 因 子 . 对 离 监 上 听 站 10000 公里 处 的 地 震 而 盲 ， 
B = 6.8. MR iC AJ E KEZIA a = 10 微米 而 周期 为 了 = 1 秒 , 那 么 地 震 强 度 为 


R = log( )+6.8=1+6.8=7.8. 
1 
jk A E 00 Rh E AE BERE h ME TA S YS A K KIER. _ | 


例 11 声音 的 强度 


典型 的 声 级 

刚 能 听见 的 声音 0d 
树叶 沙沙 虞 10 db 

平均 耳语 声 20 db 

温和 汽车 声 50 db 

通常 谈话 声 65 db 

10 英尺 处 的 风 销 声 90 db 

开始 感到 疼痛 时 发 出 的 声音 120 db 


利用 普通 对 数 的 另 -- 个 例子 是 度量 声音 响 度 (表示 功率 比 和 声音 强度 的 单位 ) 分 贝 
(decibel 或 db) 尺度 . 如果/ 是 以 每 平方 米 瓦特 计 的 声音 的 强度 ,声音 的 分 贝 级 是 
声 级 = 10log( 7 x 10°) db (1) 
如 果 你 曾 为 把 扩 音 器 的 功率 加 大 一 倍 而 声 级 只 增加 少许 分 贝 而 感到 惊讶 的 话 ,方程 (1) 就 给 
出 了 了 回答 . 
方程 (1) 中 的 加倍 , 声 级 只 增加 3 分贝 : 
1 加 倍 后 的 声 级 = 10log(27 x 102) ”方程 (1) 中 用 27 代 蕉 7 
= 10log(2 - / x 10°) 
= 10log2 + I0log( 7 x 10°) 
= 原来 的 声 级 + 10log2 
~ 原来 的 声 级 + 3 + log2 = 0.30 _ 


例 12( 外 - 210 的 半衰期 ) ”放射 性 元 素 的 半衰期 就 是 样本 中 的 放射 性 核 误 减 掉 一 半 所 需 
要 的 时 间 . 值 得 注意 的 事实 是 半衰期 是 一 个 常数 , 它 不 依赖 寺 样 本 一 开始 所 含 放射 性 核 的 数量 
而 只 依赖 放射 性 物质 本 身 . 

为 说 明 为 什么 是 这 样 , 设 yo 是 样本 一 开始 所 含有 的 放射 性 核 的 数量 .而 表示 任何 以 后 时 刻 ， 
的 核 的 数量 ， 是 ; = yoe-*. 我 们 求 e 值 使 得 此 时 的 放射 性 核 的 数量 等 于 原先 数量 的 一 半 ; 


LEUEI A GT DE? 由 


习题 4 ， 45 + 


-ki =I > = _ ln2 ”对 数 的 倒数 法 则 
i = (2) 


t 的 值 就 是 该 元 素 的 半衰期 . 它 只 依赖 于 的 值 ;(2) 中 没有 yo. 
外 - 210 的 有 效 放 射 性 半衰期 是 如 此 之 短 以 致 我 们 不 能 用 年 而 只 能 用 天 来 度量 ,一 开始 
有 yo 个 放射 性 原子 的 样本 ,i 天 后 样本 中 剩余 的 放射 性 原子 数 为 


y = yoe”! f 
半衰期 = 2 方程 (2) 
ln2 PL an PE yb 
= 5 x 103 外 的 衰减 方程 中 的 
= 139 天 


习题 4 


从 图 形 识 别 一 对 一 函数 


题 1 -6 中 图 示 的 函数 中 哪些 是 一 对 一 的 ,哪些 不 是 一 对 一 的 ? 
1. 2. 3. 


>y z 
十 | 
@ 一 、 
—. 
— 
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画 反 函数 的 图 形 
题 7 -10 中 每 道 是 都 展示 了 函数 y = f(x) 的 图 形 .复制 该 图 形 并 画 上 直线 y = *. 然 后 利用 对 直线 y = x 的 
对 称 性 把 广 ! 的 图 形 加 到 你 的 图 上 (不 必 求 广 ! 的 方程 ). 识 别 广 ! 的 定义 域 和 值 域 . 


7. 8. 
Á A . 
y= fü) = l- . <> 0 1 y=8fe)=l- x *>0 
X“ +I 
1 
`N 0 1 — 
| . 
nil 1 — x 
? 10. 
y 
A 


了 


= aa 


0 ] > 
反 函 数 的 方程 
题 11 - 16 给 出 了 函数 y = f(x) 的 方程 并 展示 了 和 上 广 ! 的 图 形 . 求 每 题 中 广 ! 的 方程 ， 
11.f(x) = x` + 1,x > 0 12./(x) = x?`,x < O 
Y 
y= f(x) 


习题 4 :47 ° 


13./(x) = x° -1 14.f(x) = x- 2x + 1,x > 1 


15.f(x) = (x +1)2,x > 1 16.f(x) = x°, x> 0 


= 


y > 
个 y=fG) y= f 10) 


求 反 函数 

在 题 17 - 28 中 , 求 广 并 验证 (f。/')(x) = (f'e) = x. 

17.f/(x) = 2x +3 18./(x) = 5- 4x 19./(x) = 2 -1 

20./(x) = x2 + 1,x > 0 21.f(x) = x=2,x < 0 22. f(x) = x23,x > 0 

23./(x) =- (x - 2)2,< < 2 24. f(x) = 2 a 2x rl, 2-1 25./(x) = ,xz > 0 
1 2x +1 x+3 

“自然 化 ”指数 和 对 数 函 数 

在 题 29 和 30 中 ,把 指数 荔 数 表 为 e 的 寡 函 数 . 求 (a) 定义 域 和 (b) 值 域 . 

29.y = 3“ - 1 30.y = 4**! 

在 题 31 和 32 中 ,把 函数 用 自然 对 数 表示 出 来 . 求 (a) 定义 域 ;(b) 值 域 ;(c) 画图 . 

31.y = 1- (ln 3)log x 32.y = (In 10)log(x + 2) 

解 指数 方程 


在 题 33 - 36 中 ,代数 地 求解 方程 .如 果 你 有 一 图 形 计算 器 或 计算 机 绘图 器 ,试图 解 地 证 实 你 得 到 的 解 . 
33.(1.045): = 2 34. = 3 


35.c' + ( = à 36.2 + 2 = 5 
解 包 含 对 数 项 的 方程 
在 题 37 和 38 中 , 解 v. 
37.lny = 2⁄ + 4 38.ln(y — 1) - In2 = + + Iny 
理论 和 应 用 
39. K 广 的 方程 并 验证 (万 广 )x) = (fe f) (a) = x. 
100 _ — 590 
(a)/(x) = w (b)/(x) = wawa 


40. RAR ”我 们 建议 2 ~ 3 个 学 生 结 成 小 组 一 起 来 做 . 
I y = f(x) = me + b, m > 0. 
(a) 为 学 而 写 。 给 出 -个 /是 一 对 - BJ P 389 2 À ë BRB9ie ur. 
(b) K / ny 8 8 89 y EE. f HL ' 的 图 形 的 斜率 是 怎样 的 关系 ? 
(c) 如 果 册 个 羡 数 的 图 形 是 具有 非 零 斜 滨 的 半 行 直线 ,关于 它们 的 反 嚼 数 你 能 说 些 什么 ? 
(d) 如 采 了 两 个 未 数 的 图 形 是 具有 非 零 斜 率 的 互相 垂直 的 直线 ,关于 它们 的 反 函 数 你 能 说 些 什么 ? 
41, 放射 性 衰减 。” 某 种 放射 性 物质 的 半衰期 是 12 个 小 时 .-- 开 始 该 种 物质 有 8 se. 
(a) 把 该 物质 的 剩余 景 表示 为 时 间 上 的 函数 . 
(b) 何 时 剩余 量 只 剩 下 1 w. 
42. 倍增 你 的 投资 ” 试 决定 要 多 长 时 间 可 使 500 美元 的 投资 增值 一 倍 , 如 果 所 得 到 的 利息 是 以 年 复 利率 
4.75% 计算 的 . 
43. 人 口 增长 ”Glenbrook 的 人 口 为 375000, 并 正 以 每 年 2.25% 的 增长 率 增 加 . 试 预测 何 时 人 口 会 达到 一 百 万 . 
44. 扩 音 器 ”你 必须 乘 声音 的 强度 了 以 什么 因子 大 才能 使 你 的 扩 音 器 的 声 级 增加 10 个 分 中 . 
45. 扩 音 器 你 对 你 的 扩 音 系统 的 声音 强度 乘 因 子 10. 这 将 使 声 级 提高 多 少 分 贝 ? 
46. B -222 CMEA - 222 气体 的 衰减 方程 为 y = yoe08,r 以 天 计 . 在 密封 样本 气体 中 的 氨 减 为 其 原先 含 
县 的 90% 要 化 多 长 时 间 . 


解 方程 并 比较 函数 

RE 在 题 47 - 50 中 ,用 图 形 计算 器 求 两 条 曲线 的 交点 .四 舍 五 人 你 的 答案 到 2 位 小 数 . 
47.y=?2r-3, = 5 48.y =—-3xw +5.y =-— 3 

49.(a)y = 2',y = 3 (by =2',y =- 1 

50.(a)y =e". v = 4 (by =e *,y =- 1 


RW 对 题 51 - 54 03 REIT K 8 
(a) FER Z / A e 一 起 醛 在 正方 形 视窗 中 . 
(b) iÑ f- g 的 图 形 . 
(c) H z fR RJE. 
从 这 些 图 形 中 你 能 得 出 什么 结论 ? 
SLf) = ugla) = xl 52. f(x) = x,glx) = 十 


x 


53./(x) = 3x,g(x) = 3 54./(x) = e*,g(x) = nx 
E ss. 证 实 乘积 法 则 设 y, = In(ax),y; = inx,y， = vi- yx. 
(a) X} a = 2,3,4,5 Ñ y, 和 ya 的 图 形 ,r Ñ y, 有 怎样 的 关系 ? 


习题 4 ”49 ， 


(b) 通过 通 à. 的 图 形 来 证 实 你 的 发 现 . 
(c) 代数 地 确证 你 的 发 现 . 


四 56. 证 实 商法 则 iy = ml >) y = IDnz,y,a = yo y AR y, = e3. 

(a) 对 a = 2,3,4,5 Bi y, 和 7 的 图 形 .y， M Éy, 有 怎样 的 关系 ? 

(b) 对 a = 2,3,4,5 E y: 的 图 形 . 描 述 这 些 图 形 . 

(c) 对 a = 2,3,4,5 É y, 的 图 形 . 比 较 这 些 图 形 和 yy = wa 的 图 形 . 

(d) Het = en $ yi. 
E 57. 方程 :> = 2x 有 三 个 解 :x = 2,x = 4 和 另 一 个 解 .你 可 以 用 画图 的 方法 尽 可 能 精确 地 估计 第 三 个 解 . 
E 58. 对 x > 0, "2 可 能 会 和 2m -一样 吗 ? 画 这 两 个 函数 的 图 形 ,并 说 明 你 看 到 了 什么 . 


对 数 回 归 分 析 : 石 油 产量 
参见 第 1 节 末 有 关 利 用 计算 器 来 做 回归 分 析 的 介绍 ， 
Ej 59. 印度 尼 西 亚 的 石油 产量 表 15 展示 了 三 个 不 同年 份 印度 尼 西 亚 生 产 的 石油 的 公吨 数 ， 
(a) 利用 计算 器 或 计算 机 对 表 15 中 的 数据 求 自然 对 数 回归 方程 ， = a + binx, 并 用 该 方程 来 估计 印度 
尼 西 亚 在 1982 和 2000 生产 石油 的 公吨 数 . 设 < = 60 表示 1960 年 ,* = 70 表示 1970 年 等 等 . 
(b) 把 对 数 回归 方程 的 图 形 重奏 到 表 15 数据 的 散 点 图 上 去 ， 
(c) 利用 回归 方程 的 图 形 预 测 1982 和 2000 年 石油 产量 的 公吨 数 . 


表 15 印度尼西亚 的 石油 产量 


来 源 :政治 家 年 锚 ,129 版 ( Straresman's Yearbook ,129th ed. 
London: The Macmillan Press, ltd. , 1992. ) 
1 60. 沙特 阿拉 伯 的 石油 产量 
(a) 求 表 16 中 数据 的 自然 对 数 回归 方程 . 
(b) 估计 沙特 阿拉 伯 1975 年 生产 石油 的 公吨 数 . 
(e) 预测 什么 时 候 沙 特 阿拉 伯 的 石油 产量 会 达到 4 亿 公 吨 . 


表 16 沙特 阿拉 伯 的 石油 产量 
公吨 ( 百 万 ) 


61.09 


176.85 


321.93 


K: A E HE, 129 版 ( The Statesman’ s Yearbook „129th ed. 
London: The Macmillan Press, Ltd. , 1992). 


三 角 函 数 及 其 反 函数 


JS > 三 角 图 数 的 图 形 。 三 角 圈 数 的 值 。 周期 性 。 偶 和 奇 三 角 函 数 。 三 角 函 数 图 形 
的 变换 。 恒等式 。 余弦 定律 。 S= 5583 ， 与 反正 弦 和 反 余 弦 有 关 的 恒等式 


本 太 复 习 基 本 三 角 阴 数 及 其 反 函 数 .三 角 函 数 是 重要 的 ,办 为 它 是 周期 的 ,或 重复 的 .所 以 
它们 可 以 对 诸如 地 球 大 气 的 日 温度 浮动 ,乐曲 的 波动 性 态 ,心脏 血压 以 及 通 潮 阐 坞 的 水 位 等 许 
多 自然 发 生 的 周期 过 程 进行 建 模 . 

当 我 们 要 从 三 角形 的 边 长 计算 角度 时 就 出 现 了 反 三 角 函 数 .你 们 会 在 第 6 和 7 章 中 看 到 它 
们 在 微 积分 中 的 用 处 ， 


弧度 
在 单位 圆 中 心 处 的 角 4C8 的 弧度 (图 37) 等 于 ABC 从 单位 圆周 上 切割 下 的 圆 缴 的 长 度 . 


图 37 f ACB 的 弧度 就 是 以 C 为 中 心 的 单位 贺 
EI AB 的 长 度 9. 但 9 值 也 可 从 其 他 任何 半径 为 


r 的 圆周 算得 为 比值 一 . 


注 : 转 换 公 式 1 
, 

1 度 = 186(~ 0.02) ME, 度 到 弧度 : 乘 以 -区 

La = 180( 57) 度 TETEE 189 


当 弧 度 为 9 的 角 置 于 半径 为 r 的 圆 的 标准 位 置 时 
(图 38), 0 的 6 个 基本 三 角 函 数 定义 如 下 : 


正弦 : sin 0 = 一 RE: cse 0 = 


图 38 标准 位 置 的 角 0. 


= |~ zjx 


RIZ: cos 0 = 二 正 割 : sec 0 


EW: tan = EU: cot 9 = 之 
y 


三 角 函 数 的 图 形 
当 我 们 在 坐标 平面 上 画 三 角 函 数 的 图 形 时 ,通常 我 们 不 用 9 而 用 x 来 记 自 变量 (弧度 ) 
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(图 39). 


y=cotx 


ƏN An 
2 
定义 域 : x=0, +m , 士 2f ,… X ; SAO ER ERM 
值 域 : y <-1Ñ y >l 
周期 : 27 


(e) (f) 


图 39 用 弧度 作 自 变量 的 (a) RIZO) ERC) 正切 (d) EN) 余 割 和 (f) 余 切 的 图 形 . 


三 角 范 数 的 值 
如 图 40 的 圆周 的 半径 r = 1, 定 义 sin 0 和 cos 9 的 方程 就 变 成 
cos Ô = x, sinl = y. 
于 是 我 们 可 以 直接 从 点 P RRRHRR KAER , HSE RES HE P 的 坐标 或 能 从 点 P 
向 下 作 垂 线 交 于 * 轴 构 成 的 锐角 参考 三 角形 (图 41) 间接 知道 点 P 坐标 .我 们 从 该 三 角形 的 边 
读 出 x 和 y 的 大 小 .x 和 y 的 正 负 号 由 三 角形 所 在 的 象限 确定 . 


P(x, y) = (cos 8, sin 0) 


国 40 由 x,y 和 r 定 义 的 一 般 角 6 的 三 角 函 数 . 图 41 角 0 的 锐角 参考 三 角形 . 
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例 1( 求 正弦 和 余弦 的 值 ) RT ME A E A ; 
余弦 的 值 . 

解 第 1 步 :在 单位 圆 的 标准 位 置 画 角 并 记 下 参 
考 二 角形 各 边 的 长 度 (图 42). 


第 2 步 : 求 角 的 终点 射线 交 图 周 的 点 已 的 坐标 : 
cos[ _ z) = 点 己 的 * 坐 标 = 2 
sin[ 一 z) = P BJ y 坐标 = - 2. 
类 似 于 例 1 中 的 计算 ,我 们 可 以 填写 出 表 17. 大 多 数 计 [ee 到, sn (7) =(2.-2) 
算 絮 和 计算 机 很 容易 给 出 以 弧度 或 度 给 定 的 角度 的 二 
角 函 数 的 值 ， | 图 和 ”计算 二 弧度 的 正弦 和 余弦 的 三 角形 ， 


表 17 对 所 选 9 值 的 sin 0,cos 0 和 tan2 的 值 


30 
ni 
6 
| 

J 

3 
2 

3 


w 


周期 性 
当 角度 9 和 角度 0 + 2x 在 标准 位 置 时 ,它们 的 终点 射线 重合 .所 以 两 角 有 同样 的 三 角 函 数值 
cos(0 + 2r) =cos 0 sin(0 +27) = sin 0 tan(0 + 2m) = tan 0 (1) 
sec(O + 2m) =sec 0 csc(O + 2mw) = cse @ cot(0 +2r) = cot 0 
类 似 地 ,cos(0 - 2r) = cos 0.sin(0 - 2x) = sin 0, 等 等. 
我 们 看 到 在 规则 的 区 间 上 三 角 函 数 的 值 重 复 取 值 .我 们 通过 说 这 6 个 三 角 函 数 是 周期 函 
数 来 描述 这 种 行为 . 


定义 ”周期 函数 ,周期 
函数 f(x) 是 周期 函数 ,如 果 存 在 正 数 p 使 得 对 每 个 x 值 有 f(x + p) = f(x). 最 小 的 这 样 
的 p 值 就 是 /的 周期 . 


我 们 可 以 从 图 39 中 看 出 函数 cos x,sin x 和 cese x 都 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 郴 数 tan x 和 cot 
x 是 周期 为 xx 的 周期 函数 . 
注 : 三 角 函 数 的 周期 
EH n: tan(x +m) = tanx cot(x + m) = cot x 
EH 2m: sin(x +27) = sinx cos(x +2r) = cos x 


sec(x + 2r) = sec x cse(x + 2m) = csc x 


5 = 483 EE 6 P 53: 


周期 函数 是 重要 的 ,因为 我 们 在 科学 中 研究 的 许多 现象 的 性 态 特征 都 是 周期 的 (图 43). 
脑 电波 和 心跳 及 家 用 的 电压 和 电流 是 周期 的 .用 以 加 热 食物 的 微波 炉 中 的 电磁 场 和 季节 性 商 
业 销 售 中 的 现金 流动 以 及 旋转 机 器 的 行为 是 周期 的 .季节 和 气候 是 周期 的 .月 相 和 行星 的 运动 
是 周期 的 .有 强烈 的 证 据 表 明 冰 河 期 是 周期 的 ,其 周期 为 90000 到 100000 年 ， 


图 和 ”这 台 小 型 病人 监护 仪 展 示 了 几 个 
与 人 体 相 关 的 周期 函数 .该 仪器 动态 地 监 
视 心 电 图 .呼吸 音 和 血压. 


为 什么 三 角 函 数 在 研究 周期 性 现象 中 如 此 重要 呢 ? 回 答 就 在 于 一 个 令 人 惊讶 且 优 美的 高 
等 微 积 分 的 定理 之 中 ,该 定理 说 我 们 在 数学 建 模 中 用 到 的 每 个 周期 函数 都 可 以 表 为 正弦 和 余 
终 的 代数 组 合 .一 旦 我 们 学 会 了 正弦 和 余 蕊 的 微 积分 ,我 们 就 能 对 大 多 数 周期 现象 的 数学 表征 
个 和 奇 三 角 函 数 

图 39 中 的 图 形 提示 cos x 和 sec x 是 偶 函 数 .因为 它 


们 的 图 形 关 于 y 轴 对 称 .而 其 余 四 个 基本 三 角 函 数 都 是 
奇 函 数 . 


B(M) ”证明 余弦 是 偶 函 数 而 正弦 
是 奇 函 数 . 


E ME 44 得 知 
cos(- 0) = — = cos 0, sin(- 0) = Pa = — sm 08, 
所 以 余弦 是 偶 函 数 而 正弦 是 奇 函 数 ， 本 图 44 正 负 号 相反 的 角 .( 例 2) 


我 们 可 以 用 例 2 的 结果 来 建立 其 余 四 个 基本 三 角 函 数 的 奇偶 性 ， 


sec(- 0) = 


1 etl ES n 
cosl- 0) © cos @ 7 "CC U" 


sin( — 0) — sin 0 
tan( — 0) 二 = — tan 0, 


所 以 正 割 是 偶 函 数 而 正切 是 奇 函数 .类 似 步 骤 可 以 证 明 余 割 和 余 切 都 是 奇 函 数 ， 
三 角 沙 数 图 形 的 变换 
把 函数 的 移 位 ,伸展 .压缩 和 反射 应 用 于 三 角 函 数 .下 面 的 图 解 会 提醒 你 怎样 控制 参数 . 
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垂直 伸展 和 压缩 ; PAPI 


关于 * 轴 反射 NG 


v=àaf(b(x+c)) +d 


水 平 伸展 和 压缩 
关于 y 轴 反射 水 王 移 位 


例 3( 对 阿拉 斯 加 的 温度 变化 进行 建 模 ) “ 横 穿 阿拉 斯 加 的 输油管 道 的 建设 者 们 使 用 了 绝 
热 衬 垫 套 以 避免 管道 的 热量 使 地 下 的 永久 冻 土 层 软 化 .为 设计 这 样 的 衬 垫 套 ,必须 考虑 全 年 的 


空气 温度 变化 .在 计算 中 这 种 变化 是 由 下 面 形 式 的 一 般 正 弦 函 数 或 正弦 曲线 表示 的 : 
f(x) = Asin[ E (x- C)|+ D, (2) 


其 中 |4 | 是 幅度 ,| 8| 是 周期 ,C 是 水 平移 位 ,而 D 是 垂直 移 位 (图 45). 


y=A sin(a- cj 


这 根 轴 是 直线 y =D. 


图 45 A,B,C f D HIERT - Rk EsZ BH K y = 4sin| ZC - c)] + D.( 例 3) 


OR 
Å- 


40 


温度 (°F) 


IH 2 月 3 月 4 月 5 月 6H 7A 8 月 9 月 0 月 11 月 12 月 1 月 2 月 3 月 


来 源 ; 温度 曲线 是 按 正弦 曲线 变化 的 吗 ?"(Is the Curve of Temperature Variation a Sine Curve? 
by B.M.Lando and C.A.Lando. The Mathematics Teacher.Vol.7.No.6(September 1997) ,Fig,2,p.53.) 


图 46 阿拉 斯 加 Fairbanks 正常 的 大 气 平 均 温度 用 数据 点 标 出 .近似 的 正弦 函数 是 


fO z) = 37sin 到 (xz - 101)] + 2 


[x 365 
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图 46 说 明 怎 样 用 这 种 函数 来 表示 温度 数据 .图 中 的 数据 点 是 按 基 于 全 国 天 气 服务 中 心 从 
1941 到 1970 年 的 阿拉 斯 加 的 温度 记录 的 日 平均 气温 标 出 的 . 拟 合 该 数据 的 正弦 函数 是 


Fa) = 37sin[ 这 (> - 101)] + 25, 


其 中 f 是 用 华氏 度 表示 的 温度 ,而 x 是 从 一 年 开始 算 起 的 天 数 . 拟 合 是 相当 好 的 . 


P(cos 8, sin 0) i 2 


图 47 一 般 角 6 的 参考 三 角形 . 


恒等式 


把 毕 达 哥 拉 斯 定理 应 用 于 参考 直角 三 角形 ,通过 从 点 P(cos 0,sin 0) 向 下 画 垂 线 与 单位 
B] T x 轴 ( 图 47) 给 出 


cos20 + sin20 = 1. (3) 


对 于 一 切 的 9 值 都 是 对 的 ,这 个 方程 是 三 角 学 中 最 常用 的 恒等式 .依次 除 该 恒等式 以 cos2 0 和 


sin20 ,给 出 


l + tan? = se20, 1 + eoË0 = csc20. 


下 列 公 式 对 一 切 4 和 8B 成 立 . 


mAAR 
cos(A + B) = cos Acos B - sin Asin B 


4 
sin(4 + B) = sin Acos B + cos Asin B (4) 


注 : 本 书 中 你 们 所 需要 的 所 有 的 三 角 恒 等 式 都 是 从 方程 (3) 和 (4) 推导 出 来 的 . 
在 和 角 公 式 中 把 4 和 B 都 用 9 代替 就 给 出 了 两 个 更 有 用 的 恒等式 . 


| cos 20 = cos 0 - sin 0 (5) 
| sin 20 = 2sin cos 0 | 


注 : 不 有 沁 公 式 (5), 而 是 记 住 公式 (4), 然 后 回想 (5) 是 从 那里 来 的 ,你 会 发 现 这 是 有 好 处 的 . 


余弦 定律 
如 果 a,b Me 是 二 角形 4BC 的 三 条 边 , 又 如 果 0 是 e 边 的 对 角 ,那么 


c = a` + b? 2abeos 0 (6) 


这 个 公式 称 为 余弦 定理 . 
如 果 我 们 引入 原 点 在 C 的 坐标 轴 且 三 角形 的 一 条 边沿 正 x 轴 ,如 图 48 所 示 , 我 们 就 会 知道 
为 什么 余弦 定律 是 成 立 的 .点 4 的 坐标 是 (56.0); 点 B 的 坐标 是 (acos 9,asin 09), 所 以 点 4 和 
点 B 间 此 离 的 平方 为 
c = (acos 0 -= bY + (asin 0)° 


= a` (cos0 + sin0) + b? — 2abcos 0 
— C O 
1 


= a” + b — 2abcos 0. 
把 这 些 等 式 结合 在 一 起 就 给 出 了 余弦 定律 . 


Y 
Bta cos Oa sin 0) 


a 


C h Atb, 0) 
图 48 点 4 和 点 及 间 的 距离 的 平方 就 给 出 了 余弦 定律 


余 络 定律 推广 了 些 达 哥 拉 斯 定律 .上 背 0 = M| cos 9 = 0, 从 而 有 ve = ao + b2. 


反 三 角 函 数 
在 图 39 中 图 示 的 6 个 基本 三 角 洱 数 中 没有 一 个 是 一 对 一 的 .这 些 函 数 没有 反 函 数 .但 是 ， 
如 例 4 中 所 说 明 的 ,在 每 一 种 情形 中 ,限制 其 定义 域 就 会 产生 一 个 有 反 函 数 的 新 的 函数 . 


例 4( 限 制 正 弦 的 定义 域 ) 证 明 函 数 y = sin x, 3 =< x < 5 E — X-B, H Bi t BJ 52 eK 
数 的 图 形 . 
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. ->e ,二 -L < 
x=fy=sintn-5 << X=sinh y=h -5 SiS 5 


图 49 (a) ZPR 
制 的 正弦 函数 ,(b) 
TRY SL R. 这 两 
张 图 是 用 图 形 计 
算 器 在 参数 模式 
下 生成 的 . 参见 第 
6 节 有 关 参 数 方程 
{3, 3] x [-2, 2] [-3. 3] X [-2, 2] 的 复习 .( 例 4) 
(a) (b) 


解 ” 图 49(a) 展示 了 这 个 受到 限制 的 正弦 函数 .这 个 函数 是 一 对 一 的 ,因为 它 不 重复 任何 
输出 值 ,所 以 它 有 反 函 数 .我 们 通过 如 第 4 节 所 做 的 改变 坐标 对 的 次 序 在 图 49(b) 中 画 出 了 它 
的 图 形 . _ | 


例 4 中 受到 限制 的 正弦 函数 的 反 函 数 称 为 反正 弦 函 数 .x 的 反正 弦 函 数 就 是 在 


| ,也 | 中 的 角度 ,其 正弦 的 值 为 z. 把 反正 弦 函 数 记 作 sinx R arcsinx. 两 个 记号 都 念 作 
“arcsine'f x ” “sine ‘x ”的 反 函 数 ”. 

可 以 通过 限制 其 他 基本 三 角 函 数 的 定义 域 来 产生 一 个 有 有 反 函数 的 函数 .所 得 到 的 反 函 数 
的 定义 域 和 值 域 就 成 为 这 些 反 函数 的 定义 的 一 部 分 . 


EX RIZAB 


函数 定义 域 值 域 
y = cosx - l< <x=<1 0< vy <<= 
y = sin" x -lgrgl - < v< 3 
= -1 _ _ T 
y = tan" x @ < x < @% 2 < >< 
y = sec™?x lx] >1 O< y=<xy = > 
y = csc yx |x] > 1 - 2 srs ys 0 
y = cotrlx -> < x < om O< y<mx 


图 50 展示 了 6 个 反 三 角 函 数 的 图 形 . 
适当 选择 反 函 数 的 定义 域 和 值 域 使 得 这 些 函 数 具 有 以 下 关系 : 
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定义 域 : -1<x< 1 定义 域 : -1<x<1 定义 域 : -co<x< co 
> n 区 
值 域 : Orar 值 域 : -3<v< 了 3 值 域 : -3<v<3 
y y N 
个 A 
--- x E a 
y= sin lx 2 
Y=COs-lx y=tanlx 


r > x | L x 
2 1 2 
| x 2 2... 
> x 
-i 1 
(a) (b) (c) 
定义 域 : x<- R xl 定义 域 : <-i Ek rl 定义 域 : —co< x< co 
值 域 : 0<y<n y5 值 域 : -5<y< 5 0 值 域 : 0<y<x 
> 
四 
_- p7 Z}--- 
y= sec lx 
T 
Daaa 2 | | | 
p -2 -1 
= -1 1 
(d) (e) (f) 


图 50 (a)y = cos! x, (b)y = sin`!x, (c)y = tan`!x, 
(d)y = sec lx, (e)y = csc-!x, (f) y = cot-!'x 的 图 形 . 


对 于 只 给 出 cos lx ,sin-1x 和 tan-lx 的 计算 器 我 们 就 用 上 述 关系 来 求 sec-1x ,csc lx 和 cot `! x 的 值 . 


注 ;Arc Sine( 反 正弦 ) 和 Arc Cosine( 反 余弦 ) 中 的 
“Arc” (3M) 

左 图 给 出 了 对 第 一 象限 弧度 而 言 的 y = sin! x 和 
y = cos"! É JL ER. 对 于 单位 圆周 ， 公式 
s = r Ns = 9, 所 以 中 心 角 和 它 所 对 的 马 长 有 
间 样 的 度量 .所 以 ,如 果 x = sin y, 2 B 7 y £ 
正弦 的 值 为 x 的 角度 外 ,y 也 是 单位 圆 上 正弦 值 为 
x 的 角 所 对 的 弧 长 .所 以 我 们 称 y 为 “其 正弦 是 x 
的 弧 ”. 
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例 5 sin-!x 的 常用 值 
因为 sin-'x 的 值 域 是 | 6,27] ,所 以 它 是 位 于 第 一 和 第 四 象限 的 角度 ， 
例 6 cos-'x 的 常用 值 
因为 cos-'x 的 值 域 是 [0,r] ,所 以 它 是 位 于 第 一 和 第 二 象限 的 角度 . _ | 
x sin"! x x cos "lx x tan`! x 
V3 us x x 
2 3 B 6 3 3 
V2 z v2 = 1 x 
2 4 2 4 4 
1 = 1 z V3 x 
2 6 2 3 3 6 
J x 1 2x us 
- 2 T6 = 3 -3 T6 
v2 _ V2 3z x 
”2 4 ` 4 l 4 
3 x z x 
-3 3 -$ ° - 3 3 
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例 7 Tan-'x 的 常用 值 


因为 tan-!'x 的 值 域 是 { - 2. E] ,所 以 它 是 位 于 第 一 和 第 四 象限 的 角度 . _ | 
例 8( 飞 行 方向 的 校正 ) ”在 从 芝加哥 到 圣 . 路 易 斯 的 飞机 的 飞行 期 间 , 领 航 员 确定 飞机 偏 
离 航 线 12 英 里 ,如 图 51 所 示 . 求 该 航线 与 平行 于 原先 的 正确 航线 之 间 的 夹 角 a, 角 45, 以 及 校正 


角 c = a +b. 


图 51 飞行 方向 校正 的 图 示 ( 例 8) ,距离 
合 人 到 最 靠近 的 英里 数 ( 图 示 中 不 考虑 尺 


度 比例 ). 
译注 :斯 普 林 菲 尔 德 是 伊利 诺 斯 州 的 首府 . 


.12 。 
a = sın 180 == 0.067 弧度 == 3.8 


b = sin"! = 0.195 弧度 ~ 11.2 


a + b = 15°. 


-| 


cos-! (=x) 


C 


与 反正 弦 和 反 余 弦 有 关 的 恒等式 
如 图 50(b) 所 示 y = sin“! x 的 图 形 是 关于 原点 对 称 的 . 


所 以 反正 弦 是 一 奇 函 数 : 
sin-Í(— x) =- sin"! x (7) 
y = cos”! x 的 图 形 没 有 这 样 的 对 称 性 .我 们 可 以 从 图 52 知道 
x 的 反 余 蓄 函 数 满足 
(8) 


cos lx + cos !(- x) = w 
图 52 cos lx + cos-1(- x) = xw. 


或 


cos "!(-— x) = xX- cos lx (9) 
而 且 我 们 从 图 53 可 以 知道 对 于 x > 0 | 
sin lx + cos- lx = > (10) — 


公式 (10) 对 [- 1,1] F x 的 其 他 值 同样 成 立 . 
图 53 在 本 图 中 


sin-1x + cos-1x = n/2. 


习题 5 


弧度 、 度 和 圆 弧 


1. 在 半径 为 10 m 的 贺 周 上 ,所 对 中 心 角 为 (a) Š 弧度 ,(b)110* 的 弧 的 长 度 为 多 少 ? 
2. 半径 为 8 的 圆周 的 中 心 角 所 对 的 缴 的 长 度 为 10x. 求 中 心 角 的 弧度 和 庆 ， 


估算 三 角 函 数 
3. 复制 并 填 满 下 表 中 的 函数 值 .如 果 在 给 定 解 处 函数 没有 定义 , 则 写 上 *UND" .不 要 用 计算 器 或 数学 表 


0 -x 


sin 0 
cos 0 
tan 0 
I cot 0 
sec 0 


csc 0 


— —+ O — — L. _ 
4. 复制 并 填 满 下 表 中 的 函数 值 .如 果 在 给 定 解 处 函数 没有 定义 , 则 写 上 “UND* .不 要 用 计算 器 或 数学 表 


sin 0 
cos 0 
tan 0 
cot 0 
sec 0 


csc 0 


———— L.  . 
在 题 5 和 6 中 ,sin x,cos x 和 tan x 之 一 的 值 给 定 . 求 在 指定 区 间 其 他 两 个 函数 的 值 . 
5. asin s = 村 ,在 [至 ,] 中 Cb)eos z = 可 ,xz 在 | - 至 ,0] 中 
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6. (a)tan x = T. tfe] 中 (b)sin x = - 村, tfe] 中 

画 三 角 函 数 的 图 形 

画 题 7 - 10 中 的 函数 的 图 形 . 每 个 函数 的 周期 是 多 少 ? 

7.(a)sin 2x (b)cos rt 

8.(a) - sin = (b) - cos 2xx 

9. (a)eos[ x 一 z) (b)sin[ x+ =) 

10. (a)sin( x 一 z) +1 (b)cos( x+ =) -1 

在 8 平面 上 三 题 A PARRE 轴 水 平 ,* 轴 垂 直 ) .每 个 函数 的 周期 是 多 少 ?图 形 有 什么 样 的 对 称 性 ” 
11.s = cot 2t 1i2. = see( Z£) 

利用 和 和 角 公 式 

在 题 13 和 14 中 用 sin x 和 cos x 表示 给 定 的 量 . 

13.(a)cos(z + x) (b)sin(2z — x) 

14. (a)sin 一 *) (b)cos( $ 十 + 

利用 和 和 角 公 式 导 出 题 15 和 16 中 的 恒等式 . 

15. (a)cos( x 一 =) = sin x (b)cos(A - B) = cos Acos B + sin Asin B 
16. (a)sin( X + z) = cos x (b)sin( A ~- B) = sin Acos B - cos Asin B 


17. 如 果 在 恒等式 cos(4 - B) = cos Acos B - sin Asin B PRA = B ,结果 是 什么 ?该 结果 是 否 和 你 先前 学 过 
的 某 些 东西 一 致 ? 
18. 如 果 在 和 角 公 式 中 取 B = 2x ,结果 是 什么 ?该 结果 是 否 和 你 先前 学 过 的 某 些 东 西 一 致 ? 


一 般 正弦 曲线 

对 题 19 和 20 中 的 正弦 了 沙 数 识别 方程 (2) 中 的 4,8,C 和 D, 并 和 画 出 它们 的 图 形 . 
19.(a)y = 2sin(x + x) — 1 (b)y = Feins — n) + > 
20.(a)y =- 二 sin( 25:) + + (b)y = Zim; > 0 


21. 阿拉 斯 加 Fairbanks 的 温度 求 一 般 正 弦 函 数 
2, 一 101)) +25 


fx) = 37sin( 365 
的 (a) 幅度 ,(b) 周期 ,(c) 水 平移 位 ,和 (d) 垂直 移 位 . 
22. 阿拉 斯 加 Fairbanks 的 温度 ” 利用 题 21 的 方程 来 近似 回答 图 46 所 示 阿 拉 斯 加 Fairbanks 的 温度 .假设 一 年 
有 365 XK. 
(a) 所 示 的 最 高 和 最 低 日 平均 温度 是 多 少 ? 
(b) 所 示 的 最 高 和 最 低 日 平均 温度 的 平均 是 多 少 ?为 什么 这 个 平均 值 是 函数 的 垂直 移 位 ? 


反 三 角 函 数 的 常用 值 
利用 像 在 题 5 - 7 中 的 参考 三 角形 去 求 题 23 - 26 中 的 角度 . 
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23. (a)tan l 
24. Ca)sin-!( =) 
25. Ca)cos Í > ) 


26.(a)sec"!( - /2) 


(b)tan"l( ~ /3) 


(si { 方 ) 
Ch)eos!( 一 ) 


Coan Ó] 


) 


(c)sec |(— 2) 


(e)eos-'[ 


Ir) 


bsec! 2 


应 用 和 理论 


27. 你 正 坐 在 教室 靠 墙 的 地 方 看 着 前 面 的 黑板 .黑板 长 12 英尺 , 离 你 坐 的 地 方 的 墙壁 3 英尺 .如 果 你 和 前 墙 的 
距离 为 x 英尺 ,证 明 你 的 视角 为 


12'| 黑 
板 
l 
t N, 
l W AN 
k x " 
27 题 28 题 
28. 求 角 a. 
29. 把 余弦 定律 应 用 于 下 左 图 的 三 角形 来 导出 cos( 4 — B) 的 公式 
y 
1 
K . 
] 
29 题 31 题 


30. 当 应 用 于 与 题 29 中 类 似 的 图 形 时 ,余弦 定律 直接 导出 cos(4 + B) 的 公式 .这 样 的 图 形 是 什么 ?怎样 推导 公式 ? 
31. LAWE tan'l + tan`’? + tan-13 = x 的 非 正 式 证 明 . 试 说 明 是 怎么 证 的 . 
32. 恒等式 sec-!(- x) = n- secs 的 两 种 推导 
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(a) (几何 的 ) 下 图 是 seco '(- x) = m -secrlx 的 几何 证 明 . 你 能 否 说 一 下 是 怎么 证 的 . 
(b) (代数 的 ) 通过 结合 下 面 两 个 方程 
cos-1(-x)=x-cos“*， 方程 (9) 


-1 (2) 
sec x = COs 
x 


导出 恒等式 sec 1(- x) = n- sec lx. 


| l x 


33. 恒等式 sin 'x + cosa = 2 图 53 建 立 了 0 < x < 1 时 的 恒等式 .为 证 明 该 恒等式 对 [- 1,1] 的 其 余部 
分 也 是 对 的 ,通过 直接 计算 验证 在 < = 1,0 和 - 1 处 恒等式 成 立 . 对 于 x 在 (- 1,0) 中 的 值 , 令 x =- a,a 
> 0, 对 sin''(- a) + cos '(- a) 应 用 方程 (7) 和 (9) 验证 恒等式 成 立 . 

34. 证 明 tan-'x + tan-!( E) 是 常数 . 

35. 正弦 定律 ERZEK, WR a,b,c 是 三 角形 的 角 4,B8,C 的 对 边 . 则 


sin A sinB sinC 
a b ` c 


利用 附 图 ,以 及 当 需 要 时 利用 恒等式 sin(a - 0) = sin 9 来 导出 正弦 定律 . 


36. 正切 和 角 公 式 ”两 个 角 之 和 的 正切 的 标准 公式 是 


tan A + tan B 
1 — tan Atan B 


tan(4 + B) = 


试 导 出 该 公式 . 


解 三 角形 并 比较 函数 
37. 解 三 角形 
(a) 三 角形 两 边 为 a = 2,b = 3 而 角 C = 60°. RIN K c. 
(b) 三 角形 两 边 为 a = 2, = 3 而 角 C = 40°. 求 边 长 “. 
38. 解 三 角形 
(a) 三 角形 两 边 为 a = 2, = 3 而 角 C = 60"( 和 题 37(a) 一 样 ), 利 用 题 35 中 的 正弦 定律 求 角 B 的 正弦 . 
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(b) 三 角形 的 边 。= 2 而 角 4 = GMB = 3. 求 4 的 对 边 a 的 长 度 . 
m 39. 近似 sn x = x 知道 以 下 事实 常常 是 有 用 的 : 当 * 用 弧度 量度 时 ,对 于 数值 小 的 x, 有 sin x ~ x. ER 
3.6 节 中 我 们 会 知道 为 什么 这 个 近似 成 立 . 如 果 |x| < 0.1, 该 近似 的 误差 小 于 5 
(a) 在 你 的 绘图 器 上 用 弧度 模式 在 原点 附近 的 视窗 画 y = sin x 和 y = x 的 图 . 当 % 靠近 原点 时 ,你 看 
到 什么 ? 
(b) 把 (a) 中 “弧度 模式 ” 改 为 “ 度 模式 " ,在 原点 附近 的 视窗 画 y = sin x My = x 的 图 .这 个 图 形 和 (a) 
在 弧度 模式 下 得 到 的 图 形 有 什么 不 同 ? 
(c) 是 否 在 弧度 模式 的 快速 检验 ”你 的 计算 器 处 于 弧度 模式 吗 ? 在 靠近 原点 的 x 值 处 计算 sin x. 如 果 
sin x = x, 则 计算 器 处 于 弧度 模式 ;否则 计算 器 不 处 于 弧度 模式 . 试 试看 . 
Pj 40. 西数 及 其 倒数 


(a) 对 二 < x < = 把 y = cos x fly = sec x 画 在 一 起 .说 明 sec x 与 cos x 的 正 负 号 和 值 的 关系 . 
(b) XÍ -r < x < 2z jË y = sin x fll y = cse x 画 在 一 起 ,说 明 cse x 与 sin x 的 正 负 号 和 值 的 关系 . 


MW 在 题 41 和 42 中 求 每 个 复合 函数 的 定义 域 和 值 域 .然后 图 示 这 些 复合 函数 在 不 同 的 屏幕 .是 否 每 种 情况 下 
图 形 都 有 意义 ?对 你 的 回答 给 出 理由 .说 明 你 看 到 的 任何 差别 . 


41.(a)y = tanrl(tan x) (b)y = tan(tan-lx) 

42.(a)y = sin`!(sin x) (b)y = sin(sin-1x) 

在 题 43 - 46 中 的 指定 区 域 上 解 方程 . 

43.tan x = 2.5,0 < x = 2= 44.cos x = - 0.7,2xz = x < 4r 
45.sec x =- 3, - m << x < z 46.sin x = - 0.5, — @ < x < œ 


Els. 三 角 恒等式 $ f(x) = sin x + cos x 
(a) E y = f(x) 的 图 形 . 描 述 该 图 形 . 
(b) 利用 图 形 识别 幅度 ,周期 水 平移 位 和 垂直 移 位 . 
(c) 利用 两 角 之 和 的 正弦 的 公式 
sin acos B + cos asin 有 = sin(a + B) 
来 确认 你 的 回答 . 


4x 
x + 1 


加 48. Newton 蛇 形 线 画 Newton 蛇 形 线 y= 
图 形 . 你 看 到 了 什么 ? 试 解释 之 . 


的 图 形 . 然 后 在 同样 的 图 形 框 里 画 y = 2sin(2tan-!x) 的 


正弦 回归 分 析 : 音 符 和 温度 
参见 第 1 节 来 有 关 用 计算 器 来 做 回归 分 析 的 介绍 .正弦 回归 方程 是 一 个 -- 般 正弦 曲线 ;见方 程 (2) .许多 计算 
器 和 计算 机 能 对 给 定数 据 集 作 出 它们 的 回归 方程 . 
MW. 求 音符 的 频率 音符 是 在 空气 中 的 压力 波 . 波 的 性 态 可 以 以 极 大 的 精确 度 用 一 般 正弦 曲线 来 建 模 . 称 
为 以 计算 器 为 基础 的 实验 室 (CBL) 系统 的 仪器 ,可 以 用 话 简 录 下 这 些 波 . 表 18 的 数据 给 出 了 电 音 叉 产 
生 的 一 个 音符 的 在 以 秒 计 的 时 间 过 程 中 的 压力 位 移 并 用 CBL 系统 记录 下 来 . 
(a) 求 该 数据 的 正弦 回归 方程 (一 般 正 弦 曲 线 ) 并 把 它 重 玖 到 该 数据 的 散 点 图 上 去 . 
(b) 一 个 音符 的 频率 ,或 波 ,是 用 每 秒 的 循环 数 ,或 赫兹 (1 Hz = 每 秒 一 个 循环 ) .频率 是 波 的 周期 的 倒 
数 ,周期 是 以 每 个 循环 要 多 少 秒 来 量度 的 .估计 由 音叉 产生 的 音符 的 频率 . T 
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时 间 


时 间 


.00091 
.00108 
.00125 
.00144 
.00162 
.00180 
.00198 
.00216 
.00234 
.00253 
.00271 
. 00289 
. 00307 
.00325 
.00344 


E so. 温度 数据 表 19 给 出 了 从 1 月 开始 ,周期 为 12 个 月 的 圣路易斯 的 月 平均 温度 .用 形 为 


.00362 
00379 
00398 
00416 
00435 
00453 
00471 
00489 
00507 
00525 
00543 
00562 
00579 
00598 


压 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 

- 0. 
-0. 
- 0. 
- 0. 
- 0. 


R 19 
时 间 ( 月 ) 


圣路易斯 的 温度 数据 


l 


o © y ON n + iD 


— 
° 


y = asin(b(t ~ h)) + k 


的 方程 对 月 温度 进行 建 模 如 下 ,其 中 y 用 华氏 度 计 ,上 是 月 数 : 


(a) 假设 周期 为 12 个 月 , 求 5 8. 


(b) 幅度 a 和 差 80° - 30° 是 怎样 的 关系 ? 
(e) 利用 (b) 的 信息 求 k. 

(d) KA 并 写 下 y 的 方程 . 
(e) 把 y 的 图 形 重合 到 该 数据 的 散 点 图 上 去 . 


[TE 


= 


准确 到 小 数 两 位 的 值 . 


(a) 求 该 数据 的 正弦 回归 方程 . 


. 正弦 回归 表 20 给 出 了 函数 


J( x) = asin( bx + c) + d 


(b) 对 a,b,c Md 舍 人 到 最 靠近 的 整数 重 写 方程 . 


MRI 建议 三 .三 个 学 生 结 成 小 组 来 做 .用 音叉 或 调 音 器 产生 的 音符 是 -系列 压力 波 . 表 12 给 出 了 频率 (用 区 
效 表示 ) 在 调 律 音阶 上 的 频率 . 表 22 中 的 压力 对 时 间 的 音叉 数据 是 用 CBL 系统 和 话 简 收 集 的 . 
(a) 求 表 22 的 数据 的 正弦 回归 方程 并 把 它 的 图 形 重合 到 该 数据 的 散 点 图 上 ， 


表 20 HKA 
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(b) 决定 频率 以 及 识别 音叉 产生 的 音符 . 
表 21 音符 的 频率 表 22 音叉 数据 

频率 (赫兹 ) 时 间 ( 秒 ) 压力 时 间 ( 秒 ) 
262 0.0002368 .29021 0.0049024 
277 0.0005664 .50851 0.0051520 
0.0008256 .51971 0.0054112 
0.0010752 .51411 0.0056608 
0.0013344 .47493 0.0059200 
0.0015840 .45619 0.0061696 
0.0018432 .89280 0.0064288 
0.0020928 .51412 0.0066784 
0.0023520 .15588 0.0069408 
0.0026016 .04758 0.0071904 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


294 
311 
330 
349 


或 G° 
G 
或 AP 
A 
A! nk B° 
B 
C( 下 一 个 八 度 ) 


.0028640 .36858 0.0074496 
.0031136 .50851 0.0076992 
.0033728 .51971 0.0079584 
.0036224 .51411 0.0082080 
-0038816 .45813 0.0084672 
.0041312 .32185 0.0087168 
.0043904 .97676 0.0089792 
.0046400 .51971 


— =e = e e O Om om D = me m e m O 


来 源 :CBL 系统 实验 手册 ,CBL System Experimental 


Workbook , Texas Instruments, Inc. , 1994. 
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平面 曲线 的 参数 化 。 直线 和 其 他 曲线 。 SERAS 。 一 个 应 用 


当 在 平面 上 运动 的 质点 的 路 径 看 起 来 像 图 54 中 的 曲线 时 ,我们 不 能 用 形 为 y = f(x) 的 方 
程 来 描述 该 曲线 ,因为 存在 与 曲线 相交 多 于 一 次 的 垂直 线 . 类 似 地 ,我 们 不 可 能 通过 把 x 直接 
表 为 y 的 方法 来 描述 该 曲线 .在 本 节 中 ,你 们 将 学 习 借助 称 为 参数 的 变量 来 描述 曲线 的 另 一 种 
方法 .这 个 强 有 力 的 方法 也 可 用 来 描述 普通 的 函数 曲线 ,就 像 我 们 迄今 已 研究 过 的 那些 函数 ， 


时 刻 上 质点 的 位 置 


(AA, el))) 


图 54 沿 *y 平 面 运动 的 质点 走 过 的 路 径 
并 不 总 是 x 的 函数 或 y 的 函数 的 图 形 . 
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以 及 当 它 们 的 反 隆 数 存 在 时 也 可 用 来 描述 它们 的 反 函 数 . 


平面 曲线 的 参数 化 
当 在 平面 上 运动 的 质点 的 路 径 看 起 来 像 图 54 中 的 曲线 时 ,我 们 把 质点 坐标 的 每 一 个 表 为 


形 ,上 通常 表示 时 间 . 这 样 的 方程 比 箭 卡 儿 公式 ( 即 y = /(x) 或 x = g(y)) 要 好 ,因为 它 告诉 我 
们 任何 时 刻 1 质点 的 位 置 (x,y) = (f(1),g(1)). 


y 
个 


y= x2 x > 0 


图 55 方程 x = Vi 和 y = /以 及 区 间 
! > 0 描述 了 走 过 抛物 线 y = x? 右 半 部 的 
质点 的 路 径 .( 例 1) 


> X 


例 1( 沿 抛物 线 的 运动 ) 在 xy 平面 上 运动 质点 的 位 置 P(x,y) 由 方程 和 参数 区 间 
x = vt, y= t, t>O 

给 出 . 试 识别 质点 所 走 的 路 径 并 描述 该 运动 . 

解 ”我 们 试图 通过 消去 方程 x = Yi 和 y = :中 的 ;来 识别 路 径 .如 果 一 切 顺 利 ,这 将 给 出 
x 和 y 之 间 的 可 识别 的 代数 关系 .我 们 求 得 

y=t= Vir =x. 

因此 ,质点 的 定位 坐标 满足 y = e, DARA A IA R A h. 

但 得 出 结论 说 质点 的 路 径 是 整个 抛物 线 则 是 一 个 错误 ;质点 的 路 径 只 是 抛物 线 的 一 半 . 即 
质点 的 x 坐标 永远 不 可 能 是 负 的 . 当 : = 0 时 质点 从 (0,0) 出 发 而 且 当 : 增加 时 在 第 一 象限 攀 
升 (图 55). _ 


定义 ”参数 曲线 ,参数 方程 
如 果 x 和 y 由 上 值 的 区 间 上 的 函数 

x= f), y = g(t) 
给 出 ,那么 由 这 些 方程 定义 的 点 集 (x,y) = SFU) z(u) 是 一 条 参数 曲线 .方程 称 为 曲线 
的 参数 方程 . 


变量 :是 曲线 的 参数 ,其 定义 域 /就 是 参数 区 间 . 如 果 /是 闭 区 间 ,a < r < 5, 则 点 (f( 4a)， 
g(a)) 是 曲线 的 起 点 ;点 (f(b),g(5)) 是 曲线 的 终点 . 当 我 们 给 出 了 曲线 的 参数 方程 和 参数 区 
间 , 我 们 就 说 参数 化 了 该 曲线 .方程 和 区 间 构 成 了 曲线 的 参数 化 . 

在 例 1 中 ,参数 区 间 是 [0, % ) ,所 以 (0,0) 是 初始 点 ;但 是 没有 终点 . 

绘图 器 只 能 对 闭 区 间 画 参数 曲线 ,所 以 即使 要 面 图 的 曲线 没有 终点 ,而 图 形 画 出 来 的 部 分 
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也 是 有 终点 的 . 当 你 用 图 形 计 算 器 或 计算 机 画图 时 记 住 这 一 点 . 


Hl 
Ia 


P(cos t, sin t) 


x 


ONM 


图 56 方程 x = cos t 和 y = sin i 描述 了 
在 圆周 x* + y = 1 上 的 运动 .箭头 表示 + 
增加 的 方向 .( 例 2) 


S| 


例 2( 在 圆周 上 逆 时 针 运 动 ) ” 画 参 数 曲线 


(a)x = cost, y = sint, O < : < 2<x 
(b)x = acost, y = asin t, O < t < 2x 
的 图 形 . 


ÑE (a) 因为 x? + y = cost + sint = 1, 所 以 参数 曲线 位 于 单位 圆 x? + y=1 上 . 当 1 
从 0 增加 到 2x 时 ,点 (x,y) = (cos ¿,sin t) 从 (1,0) 出 发 沿 逆 时 针 方 向 走 过 整 个 圆周 一 圈 
(图 56). 

(b) Xf x = acos t,y = asin 1,0 < t <m, RIJE x +y = accost + asint = a .参数 


化 描述 了 从 点 (a,0) 出 发 逆 时 针 走 过 圆周 x? + y = a? 一 圈 在 ; = 2x 回 到 (a,0) 的 运动 . _ J 
例 3( 顺 时 针 走 过 半圆 ) ” 画 参 数 曲 线 


x= cost, y=-sint, 0< t < xz 


的 图 形 . 求 包含 该 曲线 的 箭 卡 儿 方程 .该 笛 卡 儿 方程 的 图 形 的 什么 部 分 是 该 参数 曲线 走 过 的 路 
径 ? 描 述 该 运动 . 


解 (x,y) = (cos t, - sin t) ERJ x? +y? = 1 
1 上 运动 .对 比 于 例 2, 现 在 的 运动 是 顺 时 针 的 . 当 1 从 0 eya 
增加 到 x 时 ,y 是 负 的 而 x 是 减少 的 .点 (x,y) 沿 圆周 的 
下 半 部 分 运动 , 先 降 到 (0,- 1) 再 升 到 (- 1,0) ,运动 在 
t = x 停止 ,只 覆盖 了 圆周 的 下 半 部 分 (图 57). | 停止 开始 


直线 和 其 他 曲线 


包括 直线 和 直线 段 在 内 的 许多 其 他 的 曲线 也 可 以 
参数 地 定义 . 


P(cos t, -sint) 


例 4( 沿 直线 运动 ) ”画图 并 识别 参数 曲线 
r= 3, y=2-2, Ogtal. 857 r A OMR x PDA P(cos r, 


= 


如 果 把 对 ;的 限制 去 掉 将 会 怎样 ? ~ sin +) 硕 时 针 运动 ( 例 3) 
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解 ” 当 1 = 0 时 ,方程 给 出 x=0 和 y = 2. 当 : = 1 
时 ,给 出 x = 3,y =0. 如 果 我 们 把 上 = 也 代入 y 的 方程 ， 
我 们 得 到 


v= 3r,y=2-2t 


x 2 
y=2-2[Z] = - 3 x + 2. 


因此 该 参数 曲线 描绘 了 直线 y = - (之 ) x + 2 从 (2,0) 到 
(0,3) 的 一 段 (图 58). 

如 果 我 们 去 掉 对 4 的 限制 ,把 参数 区 间 从 10,1] 改 为 wa 
(- wm,m)， 那么 参数 化 曲线 描绘 了 整 条 直线 


2 图 58 标 出 起 点 (0,2) 的 直线 段 x = 
y = -|( 子 ) x+ 2. 31,y = 2-21,0 < 1 有 < 1 的 图 形 .( 例 4) 


B 5( 参 数 化 直线 段 】 求 端点 为 (- 2,1) 和 (3,5) 的 直线 段 的 参数 化 . 
解 PAC 2,1) 来 创建 参数 方程 


x=-2+a, y=l4bt 
这 代表 一 条 直线 ,因为 我 们 可 以 对 每 个 方程 解 出 1, 并 令 之 相等 来 得 到 
x+2 y-l 
a ` b 


从 而 知道 这 是 直线 方程 . 
H i = 0 时 该 直线 通过 点 (- 2,1) .我 们 确定 a 和 4 使 得 该 直线 在 ，- 1 时 过 点 (3,5). 
3=-2+a— a=5 当 :1=1 时 x = 3. 
S=l1l+b—b-=-4 His B y = 5. 
所 以 


X=-2+5t, y=1+4:, Ogtgl 


是 起 点 为 (- 2,1) 而 终点 为 (3,5) 的 直线 段 的 参数 化 . _ | 


2 2 
BI 6( 沿 椭 贺 3 + 3 = 1 运动) ”描述 ;时刻 位 于 P(x,y) 的 质点 由 


x = acost, y= bsint, Ogte2r 
给 出 的 运动 . 
解 ”通过 消去 方程 
cos t = —, sin t = 之 . 
a 


中 的 ;来 得 到 质点 坐标 的 笛 卡 儿 方 程 . 
由 恒等式 cos), + sin2t = 1 给 出 


(Ep n a Begen 


2 
质点 的 坐标 (x,y) Rere, 5) (5) = 1, 所 以 质点 沿 这 个 精 加 运动 .: = 0 时 ERNY 
x )= a, y= bsin(0) = 0, 
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所 以 运动 从 点 (a,0) 开始 . 当 上 增加 时 ,质点 上 升 县 向 左 运动 , 逆 时 针 方向 运动 . 它 绕 椭圆 一 周 
E t = 2x 回 到 起 点 (a,0)( 图 59). _ 


图 59 xa > b > OBH gi 6 t 65886 
六 .点 P 的 坐标 为 x = acost,y = bsin t. 


参数 化 反 函 数 
我 们 可 以 图 示 或 参数 地 表示 任何 函数 y = x) 为 
x= 和 y= f). 
交换 £ 和 f(1) 就 得 到 反 函 数 的 参数 化 方程 
x*= f(ti) 和 y= 
(参见 第 4 节 ). 
例如 ,为 把 一 对 一 的 函数 f(x) = x2,x > 0 及 其 反 函 数 以 及 直线 y = x,x > 0 的 图 形 在 绘 
图 器 上 画 在 一 起 ,利用 参数 图 形 选 择 ,得 到 
了 的 图 形 : X1 = t,y = t,t > 0 
f 的 图 形 : X. = t, y2 = t 
y = x 的 图 形 : z, = t,ys = t 
图 60 展示 了 这 三 个 图 形 . 


图 60 K y= x?,x > 0, 其 反 函 数 以 及 
直线 y = x 的 图 形 . 


[-1.5, 3] x [-1, 2] 


一 个 应 用 
例 7( 空 投 应 急救 援 物 资 ) ”一 架 红 十 字 会 的 飞机 正在 向 一 个 受灾 地 区 空投 应 急救 援 食品 
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和 药物 .如 果 飞 机 在 一 长 为 700 英尺 的 开放 区 域 的 边 上 立即 投下 货物 ,又 如 果 货 物 沿 
x = 120, y=- 16t + 50. :>0 

运动 .货物 能 在 该 区 域 着 陆 吗 ?坐标 x 和 y 按 英尺 度量 ,而 参数 !(( 从 投下 算 起 的 时 间 ) 以 秒 计 . 

求 下 落 货 物 路 径 的 直角 坐标 方程 (图 61). 


A 


飞机 空投 的 位 置 


500 


下 落 货 物 的 路 径 


开放 区 域 


图 61 例 7 中 救援 货物 的 下 落 路 径 . 


解 ” 当 y = 0 时 货物 着 地 , 它 在 1 时刻 发 生 ,这 时 


- 1612 + 500 = 0 令 y=0 
= 解 上 
PEETS t> O 


投下 时 刻 的 x 坐标 为 x = 0. 货 物 着 地 时 刻 的 x 坐标 为 
x = 120; = 120( 535) = 300V5 英尺 . 


因为 300V5 = 670.8 < 700, 所 以 货物 确实 落 在 该 开放 区 域内 . 
我 们 通过 消去 参数 方程 中 的 1 来 求 货 物 坐 标的 笛 卡 儿 方 程 ， 


y=- 16:? + 500 y 的 参数 方程 
xV? 
= 一 16-5) + 500 方程 x = 120: 
= rna + 500 fk 
或 
l 5 
y =- 9001 + 500 
因此 ,货物 沿 抛物 线 
y so + 500 


运动 . _ | 


习题 6 ` 73 ° 


标准 参数 化 ， aa 
WA x a + y Zb = 1: 
BL + ° = a° x = acos t 
* 5 acos f y = bsint 
y = asn t 0 =< t< m= 
O< < y = /(x) WRX: 
Riy = flx): * = fU) 
x = t y = : 
y = f) 
习题 6 
从 参数 方程 求 直角 坐标 方程 
题 1 - 18 给 出 了 质点 在 平面 上 运动 的 参数 方程 和 参数 区 间 . 
l.x = cost,y = sin t,0 < t =< xw 2.x = cos 2t,y = sin2t,0 < t < x 
3.x = sin(2rt),y = cos(2rt), 0 < : < 1 4.x = cos(x — t),y = sinn - t),0 < t < x 
S.x = 4cos t, y = 2sin t,0 < t g 2x 6.x = 4sint,y = 5cos t,0 < t = 2r 
7.x = 3t,y = 9, -oo< t < om 8.x =-Vi,y = t,t > 0 
9.x = t,y = /t,t > Ü 10.x = sect — 1.y = tan t, — n/2 < t < n/2 
ll.x =~ sec t,y = tan t, — z/2 < t < x⁄2 12.x = 2t- S,y = 4: -7,— @ < t < oo 
13.x =1-—t,y = 1+t,—- o < t < @% 14.x=3-3t,y = 2t,0 < t <1 
15.x = iy= /1- Ë, -1< 1 < 0 16.x = /t1+1,y = /t,t > 0 
17.x = e +e ',y = ee -oo < t< oa 18.x = cos(e!),y = 2sin(e'), - © < t < œ 
确定 参数 方程 
19. 求 从 (a,0) 出 发 走 过 圆 周 x* + y = a? 的 质点 运动 的 参数 方程 和 参数 区 间 
(a) 顺 时 针 一 周 . (b) 反 时 针 一 周 . (c) 顺 时 针 二 周 . (d) 反 时 针 二 周 . 


(有 许多 方法 来 做 本 题 ,所 以 你 们 的 答案 和 书 末 提供 的 管 案 不 EMW.) 


20. 求 从 (a,0) 出 发 走 过 椭圆 ( Z) + (F) = 1 的 质点 运动 的 参数 方程 和 参数 区 间 . 
(a) 硕 时 针 一 周 ， — (b) 反 时 针 一 周 ， — (O 顺 时 针 二 周 。 (4) 反 时 针 二 周 . 
(和 题 19 一 样 , 有 许多 正确 答案 .) 

在 题 21 - 26 中 , 求 曲线 的 参数 化 . 

21. 端点 为 (~ 1，- 3) 和 (4,1) WERB. 2. 端点 为 (~ 1,3) 和 (3，- D HERR. 

23. WHR x-1 = 72 的 下 半 部 分 . 24. MUR y = x+ 2x 的 左 半 部 分 ， 

25. 起 点 为 (2,3) 通过 点 (- 1, - 1) 的 射线 ( 半 直 线 ). 

26. 起 点 为 ( - 1.2) 通过 点 (0,0) 的 射线 ( 半 直 线 ) 
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参数 作 图 

RW 在 题 27 - 30 中 ,把 参数 化 方程 及 其 图 形 配 对 .说 出 视窗 的 大 致 尺寸 .给 出 正好 走 过 曲线 一 圈 的 参数 区 间 . 
27.x = 3sin(2/),y = l1.5eos ? 28.+ = sin r.y = cost 

29.x = 7sin t — sin(7t), v = Teos t — cos(7/) 30.x = I2sin t — 3sin(6t), y = l2cos t + 3c0s(61) 


| 
(a) u 
(c) i 


(b) 
(d) 
RW 在 题 31 - 38 中 用 参数 作 图 法 图 示 f. 和 ， = x. 
31. (<) = e° 32. f(x) = 3' 33.f(x) = 2-* 
34./(x) = 3 ' 35.f(x) = Inx 36.f(x) = logx 
37./(x) = sin 'x 38. f(x) = tan lx 
题 39 - 42 :5 右 图 所 示 的 
x*=3- |r|, y= 1-1, -5gtg5 
的 图 形 有 关 . -… .三 个 学 生 结 组 求 在 给 定 象限 中 产生 该 图 形 的 1 值 . 
3. 第 | RR. 40. H ZR. 
4. 第 由 象限 . 42. 第 下 RR. 16,6] x [-8, 81 
ERM 在 题 43 - 48 中 , 夯 给 定 区 间 上 方程 的 图 形 . 
43. 椭圆 x = 4cos t,y = 2sin 1 ,在 
(a)O < t < 2r (b)0 < x (c) - 7/2 < t < 7/2 
44. MARKIE t= sec (en, D s eAmwiyka) = tan [sm 键入 
(a) - 1.5 < t < 1.5 (b) - 0.5 < t = 0.5 (c) - 0.1 < t < 0.1 
45. 抛物 线 x = 2 (+ 3,.y = C Ü 1. - 2 < t <2. 
46. 一 条 优美 的 曲线 (A 形 曲线 ) 
x = 2cos f + cos 21, y = 2sin t ~ sn 21, O < t =< 2 


= 


如 果 在 x Ay 的 方程 中 用 - 2 代替 2, 结果 将 会 怎样 ? 画 出 新 方 称 的 图 形 来 看 结 
47. 一 条 更 优美 的 曲线 


3sin t — sin 31, O < : < 2Z 


=< 


> = 
URE x 和 的 方程 中 用 - 3 来 代替 3. 结 果 将 会 怎样 ? 画 出 新 方程 的 图 形 来 看 结果 , 
48. 旋 轮 线 x 


(a)0 < :! < 2xw (b)0 < í < 4x (or < t < 3r 


x = 3cos t+ cos 3, 


t — sin #,y = l —- cos + ,在 


扩充 概念 
49. Agnesi RER 。” 钟 形 的 繁 舌 线 可 以 构建 如 下 .从 圆心 在 (0,1) 半径 为 1 的 圆周 开始 ,如 附 图 所 示 . 


在 直线 y = 2 上 选 点 4, 把 点 4 和 原点 O 连 一 直线 段 ,该 直线 段 与 圆周 的 交点 为 B.S P 是 过 点 4 的 
垂 线 和 过 点 B 的 水 平 线 的 交点 . 当 ARER y = 2 运动 时 点 P 走 过 的 曲线 就 是 先 舌 线 . 
通过 把 点 P 的 坐标 用 :表示 的 方法 求 纂 舌 线 的 参数 化 ,1 是 线段 04 和 正 x 轴 的 交角 (弧度 ). 下 面 的 等 
式 (你 可 以 假设 它们 ) 能 带 来 帮助 : 
(i)x = AQ. (ii)y = 2- ABsin t. (iii) 4B - AO = (AQ)2. 
50. 参数 化 直线 和 线段 
(a) 说 明 方 程 和 参数 区 间 
x = xo + (x, — xo), y = yo+(y- Yo)t, — @% < t< @, 
描绘 了 经 过 点 (xo,yo) 和 (xi,yi) 的 直线 (图 62). 
(b) 用 同样 的 参数 区 间 , 写 出 过 点 (x) ,yt) 和 原点 的 直线 的 参数 方程 . 
(c) 用 同样 的 参数 区 间 , 写 出 过 点 (- 1,0) 和 (0,1) 的 直线 的 参数 方程 . 


-一 


— 


P(xo + (x, ~ X0). yo +(7 - YDD) 


图 62 题 50(a) 中 的 直线 ,箭头 表示 增加 的 方向 . 


EW 51. 画 Agnesi KERKEE 。 Agnesi 笑 舌 线 就 是 曲线 (如 右 图 所 示 ) 
x = 2cost，7y=2sini，0< t < x. 
(a) 利用 附 图 的 视窗 画 该 曲线 . 对 你 的 绘图 器 你 选择 什么 样 的 闭 参数 区 
间 ? 什 么 是 曲线 行进 的 方向 ?你 认为 曲线 延伸 离开 原点 的 左边 和 右边 


x= 2 cot t, y = 2 sin2 


有 多 远 ? 
(b) 用 参数 区 间 { - 至 ,至 ) ,{0, 和 至 ) 和 | 至,x) 图 示 同 样 的 参数 方程 . 描 
述 每 种 情形 中 你 看 到 的 曲线 以 及 你 的 绘图 器 描绘 的 曲线 行进 的 方向 ， [5.5] x [=2,4] 


(c) 如 果 在 原来 的 参数 化 中 , 你 们 用 x =- 2cot 1: 代替 x = 2cos £ 结果 将 会 怎样 ? 如 果 你 用 
x = 2cot(r - t), 结果 将 会 怎样 ? 
E 52. RE O TR * asec t,y = btan t. 


(a) 为 学 而 写 Ea = 1,2 或 3,6 = 1,2 或 3, 用 参数 区 间 ( - 2, Z 作 图 .说 明 你 看 到 了 什么 ,并 措 


述 a 和 4 在 这 些 参数 方程 中 的 作用 . (警告, 如 果 你 得 到 看 起 来 像 浙 近 线 的 东西 , 试 着 对 参数 区 间 使 
用 近似 表示 [ - 1.57,1.57].) 
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(b) ita = 2,b = 3, 在 参数 区 间 | FI) 上 画图 .说 明 你 看 到 了 什么 ? 


22 
- < 


(c) 为 学 而 写 Ba = 2,4 = 3, 用 参数 区 间 ( - Z. E] 作 图 .说 明 在 这 个 区 间或 任何 包括 + 于 的 区 
癌 土 作 图 时 为 什么 必须 非常 小 心 . 
(d) 用 代数 方法 说 明 为 什么 


xX 


(z) (š) n 


(e) ËP x = atan t,y = bsec + ,利用 (d) 的 适当 的 变型 重复 (a),(b) 和 (d). 


对 变化 进行 建 模 


数学 模型 。 简化 。 验证 模型 。 模型 构建 过 程 。 经 验 建 模 : 抓 住所 收集 数据 的 趋势 。 在 
建 模 中 应 用 微 积 分 


de 为 帮助 我 们 更 好 地 了 解 我 们 的 世界 ,我 们 常常 数学 地 (例如 用 函数 或 方程 ) 描述 一 
” 种 特定 的 现象 .这 样 一 种 数学 模型 是 实际 现象 的 理想 化 ,从 而 永远 不 是 完 完 全 全 精确 
的 表示 ,尽管 任何 模型 都 有 其 局 限 性 ,但 好 的 模型 能 提供 有 价值 的 结果 和 结论 .在 本 节 中 我 们 


要 考察 建 模 的 过 程 和 讨论 若干 说 明 性 的 例子 . 


数学 模型 


在 对 我 们 的 世界 进行 建 模 时 ,我 们 常常 对 预测 未 来 某 个 时 刻 一 个 变量 的 值 有 兴趣 .也 许 这 
个 变量 是 人 口 .房地产 的 价值 或 患 有 一 种 传染 病 的 人 数 . 数 学 模型 常常 能 帮助 我 们 更 好 地 了 解 
一 种 行为 或 帮助 我 们 规划 未 来 .让 我 们 把 数学 模型 设想 为 则 在 研究 人 们 感 兴趣 的 特定 的 系统 
或 行为 的 一 种 数学 构想 .如 图 63 所 说 明 的 ,该 模型 能 使 我 们 得 到 有 关 这 种 行为 的 数学 结论 .把 
这 些 数学 结论 翻译 过 来 有 助 于 决策 者 规划 未 来 . 


实际 问题 的 数据 


简化 x 


检验 


预测 / 解释 


图 63 从 考察 实际 问题 的 数据 开始 的 建 模 过 程 的 流程 图 . 
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简化 
多 数 模型 简化 了 实际 情形 .一 般 说 ,模型 只 能 近似 地 表达 实际 行为 .一 种 非常 强 有 力 的 简 
化 关系 就 是 比例 关系 . 


定义 ”比例 关系 
两 个 变量 y 和 x 是 (一 个 对 另 一 个 ) 成 比例 的 ,如果 一 个 变量 总 是 另 一 个 变量 的 常数 倍 ; 即 
如 果 对 某 个 非 零 常数 上 ,有 | 

y = kx. 


这 个 定义 的 含义 就 是 y 作为 x 的 函数 的 图 形 位 于 一 条 过 原点 的 直线 上 .在 测试 给 定 的 数 
据 集 是 否 合乎 比例 关系 时 ,对 图 形 的 观察 常常 是 有 帮助 的 . 如果 比 例 关系 是 合理 的 ,那么 一 个 
变量 对 为 一 个 变量 的 图 示 就 应 近似 位 于 一 条 过 原点 的 直线 上 .下 面 是 一 个 例子 . 


例 1( 测 试 司 机 反应 距离 的 比例 关系 ) ”在 惊慌 之 余 的 紧急 停车 过 程 中 ,汽车 司机 必须 对 
紧急 情况 作出 反应 ,然后 刹 疗 ,并 把 车 停 下 来 .什么 是 汽车 局 机 的 安全 紧 随 距离 呢 ? 为 回答 这 个 
问题 ,知道 在 刹 疗 前 车 辆 以 给 定 速 度 走 了 多 远 是 有 帮助 的 (司机 反应 距离 ). 美 国 公路 局 对 一 大 
批 汽车 司机 采集 了 反应 距离 和 刹 阅 距离 ( 刹 闸 距离 就 是 从 刹 闸 到 车 辆 完全 停止 期 间 车 辆 走 过 
的 路 程 . ) 的 数据 . 表 23 中 ,x 是 以 每 小 时 英里 数 (mph) 计 的 汽车 速度 ,而 y 是 以 英尺 (ft) 计 的 刹 
疗 前 汽车 走 过 的 距离 . 


表 23 司机 反应 距离 
x (mph) 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 
y( 英 尺 ) | 22 28 33 39 44 50 55 61 66 72 77 83 88 


从 代表 了 许多 汽车 司机 的 数据 采集 情况 来 看 ， 
我 们 可 以 假定 一 位 有 代表 性 的 司机 对 紧急 情况 作 + 
出 反应 所 需要 的 时 间 是 近似 不 变 的 (与 速度 无 关 ). 30 
于 是 反应 期 间 走 过 的 距离 与 速度 成 比例 .我 们 通过 g 60 
所 走 过 的 距离 对 速度 的 图 示 来 测试 这 个 比例 关系 ”是 ¿o 


的 假设 .图 64 中 的 点 相当 过 得 去 地 位 于 过 原点 的 一 。 20 
条 直线 上 .所 以 比例 性 假设 看 来 是 有 根据 的 . 0 26 40 60 80 
我 们 甚至 可 以 从 该 图 形 估计 该 比例 常数 . 利 速度 
用 第 一 个 和 最 后 一 个 数据 点 求 得 近似 该 数据 的 直 图 64 ”反应 距离 对 速度 的 图 示 . 
RRRA: irez = po ag = 1.1. 该 比例 关系 模型 预测 的 司机 反应 距离 为 
y= l.lx. (1) 
验证 模型 


我 们 过 去 通过 把 (1) 的 图 形 重 合 到 散 点 图 上 米 测 试 方程 (1) 拟 合 该 数据 有 多 好 . 另 一 种 方 
法 是 考察 误差 或 残 差 ( 表 24) : 
残 差 = 观察 值 - 预测 值 
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表 24 计算 残 差 
速度 (mph) 观察 值 (f) h 测 ñ "D RË 
X = . Ë 
~a 3 25.0 00 

25 28 27.5 0.5 
30 33 33.0 0.0 
35 39 38.5 0.5 
40 44 44.0 0.0 
45 50 49.5 0.5 
50 55 55.0 0.0 
55 61 60.5 0.5 
60 66 66.0 0.0 
65 n 71.5 0.5 
70 77 77.0 0.0 
75 83 82.5 0.5 
80 88 88.0 0.0 


# 24 中 的 残 差 是 相对 小 的 ( 比 之 于 22 到 88 RARE RARER 0.5 英尺 ), 从 而 没 
有 令 人 讨厌 的 模式 .注意 到 速度 为 60 mph 或 88 ftsec 时 ,作出 反应 过 程 中 一 般 水 平 的 司机 行进 


T 66 n. 一 位 有 代表 性 的 辣 机 需要 js = = 0.75 秒 使 汽车 开始 停 下 来 .对 于 数量 很 大 又 经 党 


有 变化 的 本 机 群体 来 说 这 个 反应 时 间 看 来 是 合理 的 .考虑 到 我 们 为 之 建 模 的 问题 不 是 很 精确 
的 特点 ,我们 大 概 会 接受 这 个 简单 模型 作为 合适 的 预测 反应 中 : 离 的 模型 .在 习题 中 ,我 们 将 要 
求 你 在 建议 一 种 安全 紧 随 距离 之 前 先 分 析 刹 曾 距 离 并 在 估算 安全 距离 时 设计 一 种 汽车 司机 应 
遵守 的 简单 规则 . 

作为 判断 模型 的 合适 性 以 及 获得 如 何 改 进 模型 的 洞察 的 -- 种 强 有 力 的 方法 就 是 作出 残 其 
对 自 变量 的 图 形 ,然后 观察 误差 的 相对 大 小 .一 种 模式 表明 通过 抓 住 和 融入 该 模式 的 趋势 可 以 
改进 模型 


模型 构建 过 程 
在 学 习 构建 模型 时 ,以 下 过 程 是 有 帮助 的 .在 构建 方程 (1) 时 ,我 们 大 体 上 完成 了 以 下 几 步 : 


模型 构建 的 步骤 

第 1 步 识别 问题 ”为 估算 安全 紧 随 距离 ,我 们 决定 先 估算 司机 的 反应 距离. 

第 2 步 。 对 要 包括 那些 变量 以 及 这 些 变量 癌 的 关系 作出 假设 ”反应 距离 依 炽 于 包括 玉 
度 、 能 见 度 、 天 气 以 及 司机 的 年 龄 等 许多 因素 .为 简单 起 见 ,我 们 假设 反应 距离 
只 依赖 于 速度 .我 们 还 进一步 假设 反应 距离 与 速度 成 比例 . 

第 3 步 ” 求 一 个 满足 这 些 关系 的 函数 或 图 形 ”我 们 通过 确定 反应 距离 对 速度 的 散 点 图 
是 否 近似 于 沿 一 条 过 原点 的 直线 来 测试 成 比例 关系 的 假设 .因为 确实 如 此 ,所 
以 我 们 可 以 计算 该 直线 的 斜率 , 它 就 是 比例 常数 . 

第 4 步 ”检验 模型 ”分 析 残 差 的 大 小 和 模式 . 


经 验 建 模 : 抓 住 所 收集 数据 的 趋势 
在 例 1 中 ,我 们 假设 了 因 变 量 和 自 变 量 之 间 的 一 种 关系 . 另 一 种 构建 模型 的 方法 是 采集 数 
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据 并 找到 能 抓 住 数据 趋势 的 模型 .这 种 经 验方 法 既 有 优点 也 有 缺点 . 


例 2( 求 预测 种 群 水 平 的 曲线 ) ”我 们 可 能 要 预测 某 个 种 群 未 来 数量 的 大 小 ,例如 渔场 的 
sk fü s Bë E pij kk H. 8] 65 展示 了 由 R. Pearl 采集 的 酵母 细胞 (以 生物 量度 量 ) 在 营养 物 中 随时 
BCA IPE t) 增长 的 数据 . 


y 
HJ [ni] ( 小 时 ) 生 物 E 300 E 
< 了 250 I | | | 
0 9.6 w 200 I | 
| 

l 18.3 Ë 150 l | 
2 29 100 hd 
3 47.2 50 ; 上 
4 71.1 0 2 3 4 5 6 7 
5 119.1 时 间 

数据 摘自 R.Pearl “种 群 增 长 ”(Data from R.Pearl, 
6 174.6 “The Growth of Population,” Quart.Rev.Biol., 
7 257.3 Vol.2(1927),pp.532-548.) 


图 65 REREH JEW K E 3 E X P EA t G BH TET. 
散 点 图 显示 了 比较 光滑 的 且 有 一 种 向 上 弯曲 的 趋势 .我 们 试图 用 多 项 式 ( 例 如 ,二 次 多 项 
Iy = ax + bx + c) RERI y = ax) 或 指数 曲线 (y = ae”) 拟 合 来 抓 住 这 种 趋势 .图 66 
展示 了 用 计算 器 拟 合 的 一 个 二 次 模型 ， 
看 来 二 次 模型 y = 6.10x? - 9.28x + 16.43 相当 过 得 去 地 拟 合 了 所 采集 的 数据 . 利用 这 个 
模型 ,我 们 预测 17 小 时 后 的 种 群 数 为 y(17) = 1622.65. 我 们 来 考察 Pearl 提供 的 数据 中 更 多 的 
数据 来 看 看 这 个 二 次 模拟 是 否 仍 然 是 -- 个 好 模型 . 


QuadReg 
y=ax2+bx+c 
a=6.103571429 
b=-9.277380952 
c=16.43333333 
R2=.9951827945 


L. L 


(a) (b) 


[Y1(17) 
E 


1622.65 


图 66 利用 计算 器 (a) 拟 合 二 次 曲 
线 ;(b) 把 数据 .模型 和 残 差 置 于 一 
张 图 上 ;以 及 (ce) 预测 y(17). 


(c) 
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在 网 67 中 我 们 展示 了 Pearl 的 所 有 数据 .现在 你 们 看 到 预测 值 y(17) = 1622.65 大 大 超过 
了 种 群 数 的 观测 值 656.6. 为 什么 二 次 模型 不 能 预测 出 更 为 精确 的 值 呢 ? 


时 间 ( 小 时 ) 观测 值 — GW í 、 
Á 
A Y y 2000 
0 9.6 16.4 
1 18.3 13.3 1800 二 — 个 
人 了 > 

92 B3 oo| 一 一 一 一 一 一 
4 71.1 77.0 1400 | | a | 
5 119.1 122.6 | À 
6 174.6 180.5 x 1200 am 
7 257.3 250.6 Tá 和 | 预测 值 m 

-2 1000 1 十 
8 350.7 332.8 => A 
9 441.0 427.3 = goo ] 1 - 
10 513.3 534.0 ¿À maman. 
ll 559.7 652.9 600 | u 
12 594.8 784.0 400 十 m — 
13 629.4 927.3 . : 
14 640.8 1082.9 200 十 一 - 直 
15 651.1 1250.6 [ f L >a 
16 655.9 1430.5 0 4.5 9 13.5 I8 
17 659.6 1622.7 时 间 { 小 时 ) 
18 661.8 1827.0 


图 67 Pearl 的 数据 中 其 余 的 数据 . 
问题 在 于 预测 的 能 及 范围 超出 了 用 来 建立 经 验 模型 的 数据 的 范围 . (创建 模型 的 数据 范围 
是 0 < x 7.) 当 所 选 的 模型 不 是 由 某 种 建议 这 种 形式 模型 的 根本 性 的 理由 所 支持 的 时 候 ,这 
种 外 推 特别 危险 . 在 我 们 的 酵母 例子 中 ,为 什么 我 们 要 预期 二 次 函数 作为 基本 的 种 群 增长 模型 
呢 ? 为 什么 不 是 指数 本 数 ? 面 对 这 个 问题 ,我 们 应 怎样 来 预测 将 来 的 值 呢 ? 微 积分 常常 能 帮助 我 


们 . _ | 
在 建 模 中 应 用 微 积 

CD-ROM 微 积分 的 应 用 包括 对 变化 的 研究 . 微 积分 的 起 源 就 在 于 我 们 对 

č WEBsite 运动 的 更 深入 的 了 解 的 好 奇 性 ,以 及 开展 对 运动 的 更 深入 的 了 解 的 

| 历史 补充 材料 研究 的 需要 . 导 找 支配 行星 运动 的 规律 . 摆 的 研究 及 其 在 制 钟 中 的 应 

— 用 以 及 文 配 炮弹 飞行 的 规律 就 是 激励 16 和 17 世纪 数学 家 和 科学 家 


的 深入 过 这 全 发 展 智慧 的 儿 交 间 题 . 在 许多 情况 里, 我 们 观察 变化 是 怎样 发 生 的 并 假定 
变量 之 间 的 关系 ,许多 方面 和 我 们 在 例 1 中 所 做 的 是 一 样 的 .在 第 6 
剖 ,我 们 要 用 微 积分 对 种 群 增长 门 是 建 模 . 在 酵母 培养 物 增长 的 情 
形 ,你 们 将 看 到 酵母 可 利用 的 食物 资源 制约 了 其 增长 . 即 ,环境 只 能 
支持 有 限 的 种 群 数 . 当 种 群 数量 达到 极限 值 ( 称 为 支持 容量 ) 时 ,增长 
就 慢 下 来 了 .支配 Pearl 的 数据 的 醇 母 培养 物 增长 的 模型 被 证 明 是 旭 
HW WR W 

_ 665 


P = — 一 一 一 一 -一 
1 + 73.867055! 


(2) 
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HEF Pearl 的 数据 的 散 点 图 上 方程 (2) 的 图 形 展示 在 图 68 上 .在 第 6 章 你 们 将 知道 方程 
(2) 是 怎样 得 到 的 . 


图 68 从 方程 (2) 得 到 的 逻辑 斯 
说 曲线 重合 到 图 67 中 Pearl 的 观察 


| | 1 l Ll l | | ，/ 
0123456789101112131415161718 数据 的 散 点 图 上 . 


时 间 (小 时 ) 
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pi 


. 比例 常数 。 试 确定 下 列 数据 是 否 支 持 所 说 的 比例 关系 假设 .如 果 假 设 看 来 是 合理 的 ,那么 估算 比例 常数 ， 


(a) y 5 x 成 比例 
y l 2 | 3 4 | 5 6 | 7 | 8 
x | 59 | 2.1 | 179 | 23.9 | 29.9 | 36.2 | 41.8 | 48.2 


(b) y 5x? 成 比例 
y 3.5 
x 3 


(c) y 与 3* 成 比例 


y 5 15 | 45 | 135 | 405 | 1215 | 3645 | 10,935 
x 0 I 2 3 4 5 6 | 7 


(d) y 与 inx 成 比例 


y 2 4.8 5.3 6.5 8.0 10.5 14.4 | 15.0 
x 2.0 5.0 6.0 9.0 14.0 | 35.0 120.0 | 150.0 
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构建 模型 

2. ERK ”为 设计 能 以 所 要 求 的 方式 对 道路 条 件 作 出 反应 的 诸如 油缸 车 .自动 卸货 卡车 供电 车 以 及 豪华 

ao 轿车 那样 的 车 辆 ,必须 对 各 种 荷载 下 弹簧 的 响应 进行 建 模 . 我 们 做 了 一 个 实验 来 测量 弹簧 的 伟 长 (以 

ç 英寸 计 ) 作为 置 于 弹 镇 上 单位 质量 的 数 且 x 的 函数 . 

!' 2 alaj 6|? s 9 | nm 
| | 


| | . 
0.895 1.221 2.641 5.58 4.391 s. 241 5. 120 6.992 
f | i : 


x( 单 位 质 二 的 数 日 ) | 


)( 伸 长 多 少 英 十 ) | 


H 


0 
0 7.869 8.741 


(a) 构建 一 个 弹簧 伸 长 和 单位 质量 数目 之 间 关 系 的 模型 . 
(b) 你 的 模型 拟 合 数据 有 多 好 ? 
(c) 预测 在 13 个 单位 质量 下 弹簧 的 伸 长 .你 对 这 个 预测 有 多 满意 ? 
3. JAER 。 当 刹 闸 后 汽车 还 走 了 多 少 距 离 ? 考 虑 以 下 数据 ,其 中 x 是 以 每 小 时 英里 数 计 的 速度 而 y 是 刹 闻 
到 汽车 停 下 来 所 需 柳 的 以 英尺 计 的 滑行 距离 . 
x(mph) | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 


y (ft) | 32 | 47 | 65 | 87 | 112 | 140 171 | 204 | 241 | 282 | 325 | 376 


EIEE FE N| A 8] EJ BE 85 FUA lz 8] 3: Z 89 88 31 
4. 安全 紧 随 距离 ” 利用 反应 距离 方程 (1) 和 你 在 题 PRIE A E| E R E E E A IF BE ES OLEE ES Jil 
ekon 。 刹 六 距离 ) 的 模型 .通常 对 安全 紧 随 距离 的 规则 就 是 在 你 的 汽车 和 你 前 面 的 汽车 之 问 允 许 有 2 秒 钟 
证 ”的 时 间 . 这 条 规则 和 你 的 完全 停止 距离 模型 是 否 一 致 ?如 果 不 一 致 , 试 建议 一条 更 好 的 规则 
5. 心脏 病 ”地 高 部 是 用 来 治疗 心脏 病 的 .医生 必须 开 出 处 方 用 药 量 使 之 能 保持 血液 中 地 高 辛 的 浓度 高 于 
有 效 水 平 而 不 超过 安全 用 药水 平 . 先 从 考虑 地 高 辛 在 血液 中 的 衰减 率 开始 .假定 在 血液 中 的 初始 剂量 为 0. 
5 mg( 毫 克 ) .下 表 中 ,x 表 东 用 了 初始 剂量 后 的 天 数 而 y 表示 对 某 个 特定 病人 血液 中 剩余 地 高 辛 的 含量 ， 


x | 0 ` 1 
y |0.5000 0.345 


2 | 3 4 
0.238 | 0.164 | 0.113 


5 | 6 | ? 8 
0.078 | 0.054 | 0.037 0.026 


(a) 构建 血液 中 地 高 辛 含 基 和 用 药 后 天 数 间 关 系 的 模型 ， 

(b) 你 的 模型 拟 合 数据 有 多 好 ? 

(c) 预测 12 天 后 血液 中 地 高 六 的 含量 
wko 6. 放射 性 为 强化 x - 射线 过 程 给 病人 静脉 注射 放射 性 染 剂 .在 几 分 钟 的 过 程 中 以 每 分 钟 的 计数 
C Qo 来 度量 放射 性 ,给 出 耳 下 列表 信 


x 时 间 ( 分 ) | 0 ， 1 | 2 3 | 4 | 5 


| 
l 
y 放射 性 (cpm)| 10,023 | 8174 | 6693 | 5500 | 4489 | 3683 


x 有 时间 ( 分 ) | 6 | 7 8 | 9 w 


| 


y 放射 性 (cpm)| 3061 | 2479 | 2045 | 1645 | 1326 


(a) 构建 放射 性 水 平和 所 经 历 的 时 间 之 间 关 系 的 数学 模型 . 
(b) 比较 观测 值 和 预测 值 . 
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(c) 用 你 的 模型 预测 何 时 放射 性 水 平 会 低 于 500 cpm. 
7. 药物 水 平 ” 随 着 时 间 的 过 去 ,对 实验 室 动物 所 用 药物 在 血液 中 的 浓度 在 递减 .用 每 百 万 个 中 占 多 少 个 
(ppm) 度量 的 浓度 列 在 下 表 . 
浓度 (ppm) | 853 | 587 | 390 | 274 | 189 | 130 | 97 | 67 | so | 4 
时 间 ( 天 ) | 0 | 1 | 2 |3 


(a) 构建 药物 浓度 水 平和 所 经 历 的 时 间 之 间 关 系 的 数学 模型 . 

(b) 比较 观测 值 和 预测 值 . 

(c) 用 你 的 模型 预测 何 时 浓度 水 平 会 低 于 10 ppm. 
wom 8. 美国 黄 松下 表 中 表示 在 齐 肩 宽 处 以 英寸 计 的 松树 周围 的 保护 距离 ;y 表示 最 终 得 到 的 木材 的 
有 板 英 扩 (bf) (译注 : 板 英 尺 是 木材 的 计量 单位 ,等 于 厚 1 英寸 面积 为 1 平方 英尺 的 木材 ). 


x | 17 | 19 | 20 32 | 38 | 39 
7( 板 英尺 )| 19 | 25 | 32 113 | 123 | 252 | 259 
形成 并 检验 以 下 两 个 模型 :可 利用 的 板 英 尺 比例 于 (a) 保护 距离 的 平方 , (b) 保护 距离 的 立方 .是 


否 其 中 一 个 模型 比 男 一 个 模型 能 提供 更 好 的 "解释 ”. 
uon 9. E$ — 下 列 数据 表示 以 英寸 计 的 各 种 长 度 的 纽约 黑 鲈鱼 的 以 寿司 计 的 重量 


ka 


41 
294 


| 17.25 | 17.75 


2 2 1 4 | 4 


ICEF) | 12.50 
w(i u] ) 17 


12.63 | 12.63 | 14.13 | 14.5 | 14.5 
6 | 17 | 23 


构建 并 检验 假定 重量 与 请 成 比例 的 模型 .该 模型 拟 合 数据 有 多 好 ? 
10. 哺乳 动物 的 心律 ”下面 的 数据 给 出 了 某 些 哺乳 动物 以 克 (g) 计 的 体重 对 以 每 分 钟 心跳 次 数 (bpm) 计 的 心 
CpiRoaM ， 律 间 的 关系 . 画 数据 的 散 点 图 .是 否 存在 一 种 趋势 ?如 果 存 在 的 话 , 求 能 反映 该 数据 趋势 的 函数 . ( 提 


WER 
g 示 , 试 试 形 为 y = x + 的 模型 ,其 中 n YERS.) 
哺乳 动物 体重 x(g) 脉搏 y (bpm) 
伏 惨 (一 种 很 小 的 蝙蝠 ) 4 660 
小 鼠 25 670 
B. 200 420 
荷兰 猪 300 300 
S 2 000 205 
小 狗 5 000 120 
大 狗 30 000 85 
羊 50 000 70 
人 70 000 72 
马 450 000 38 
牛 500 000 40 
象 3 000 000 48 


与 行为 有 关 的 图 形 
对 于 题 11 - 14, 选 择 能 最 好 地 找 述 其 定性 行为 的 图 形 (或 者 给 出 你 自己 建议 的 图 形 ). 解 释 你 的 选择 .可 能 的 答 
RA) 直线 (b) LARKO) 上 四 增长 (d) 下 四 递减 (e) 下 凸 递减 (f) 逻辑 斯 请 . 
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`= 
< 


> x > x 


(d) (e) (f) 
11. 血 流 中 处 方药 物 浓度 对 时 间 . 
12. 你 对 某 门 课程 的 熟练 程度 对 学 习 该 课程 所 花费 的 时 间 . 
13. 在 一 件 艺 术 品 中 残存 的 碳 - 14 的 含量 对 时 间 . 
14. 水 从 水 箱底 部 出 口 处 排出 . 
(a) 水 的 流出 速度 与 所 经 历 的 时 间 之 间 的 关系 . (b) 水 箱 中 水 深 和 所 经 历 的 时 间 之 间 的 关系 . 
15. 对 上 述 每 个 图 形 提 出 该 图 形 所 描述 的 定性 的 行为 . 
16. 塑料 着 色 涂 层 是 用 来 降低 光 强 的 . 试 建立 所 传输 的 光 强 和 着 色 涂 层 数目 之 间 的 关系 . 
在 题 17 - 20 中 , 画 定性 描述 每 种 行为 的 图 形 . 
17. 高 尔 夫 球 从 6 英尺 高 度 掉 到 混凝土 的 人 行道 上 .建立 球 的 高 度 和 所 经 历时 间 之 间 的 关系 . 
18. 一 块 大 理 石 掉 进 一 个 油 鲍 . 建 立 
(a) 大 理 石和 时 间 之 间 的 关系 . (b) 下 落 距 离 和 时 间 之 间 的 关系 . 
19. 跳 企 员 从 飞机 跳出 .大 约 4 秒 钟 的 自由 落体 后 ,打开 了 降落 伞 . 建 立 
(a) 跳伞 员 的 速度 和 时 间 之 间 的 关系 . (b) 下 落 距 离 和 时 间 之 间 的 关系 . 
20. 一 个 动物 保留 地 能 支持 容纳 500 头 鹿 的 容量 .建立 鹿 的 数目 和 时 间 之 间 的 关系 ,如 果 -- 开 始 已 经 存放 的 鹿 
的 数目 为 
(a)300 头 鹿 . (b)500 A. (c)600 K HE. 
21. 试 描述 由 下 列 图 形 定性 地 表示 行为 . 


(a) (b) 
y 
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22. 


识别 问题 ”从 下 面 模糊 地 述说 的 每 个 情景 ,识别 一 个 你 想 研究 的 问题 .哪些 变量 影响 到 你 所 识别 的 问题 

中 的 行为 ?哪个 变量 是 最 重要 的 ? 

(a) 单个 物种 的 种 群 增长 . 

(b) 从 极 高 处 掉 下 的 物体 . 何 时 击 到 地 面 , 击 到 地 面 时 有 多 利害 ? 

(e) 滑雪 者 从 山坡 滑 下 ,他 能 滑 到 多 快 ? 

(d) 一 位 物理 学 家 对 研究 光 的 性 质 有 兴趣 .她 想 知 道光 线 从 室 气 中 穿 人 光洁 的 湖面 的 路 径 ,特别 是 在 两 种 
不 同 的 介质 处 光线 的 路 径 . 

(e) 美国 食品 与 药物 管理 局 很 想 知道 某 种 新 药 对 控制 人 群 中 发 生 的 某 种 疾病 是 否 有 效 . 

(O 一 个 零售 商店 意图 造 一 个 新 的 停车 场 .停车 场 的 照明 应 怎么 解决 ? 
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mm 


Un Aa U N 


© œ 


10 


11. 
12. 
. 你 有 时 候 用 什么 样 的 方法 把 «的 函数 的 反 函 数 表 为 < 的 盖 数 ?怎样 在 计算 器 或 计算 机 上 参数 地 把 函数 y = 


1 


i 


14. 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


. 如 果 你 知道 直线 上 二 点 的 坐标 ,或 知道 直线 的 斜率 和 直线 上 一 点 的 坐标 ,或 知道 直线 的 斜率 和 y- RE, E 


样 写 出 该 直线 的 方程 ?给 出 例子 . 
. 垂直 于 坐标 轴 的 直线 的 标准 方程 是 什么 ? 
. 互相 垂直 的 直线 的 斜率 有 怎样 的 关系 ?互相 平行 的 直线 呢 ? 给 出 例子 . 
什么 是 函数 ?给 出 例子 .如 何 作出 定义 域 和 值 域 均 为 实数 的 实 值 函 数 的 图 形 ? 什 么 是 增 函 数 ? 减 函数 ? 
. 什么 是 偶 函 数 ? 奇 函数 ?这 类 函数 具有 怎样 的 对 称 性 ?我 们 可 以 利用 这 种 对 称 性 的 什么 优点 ?给 出 一 个 既 非 
偶 又 非 奇 的 函数 . 


. 什么 是 分 段 定 义 的 函数 ?给 出 例子 ,定义 绝对 值 函数 并 画 它 的 图 形 . 
- 在 什么 条 件 下 有 可 能 复合 一 个 函数 和 另 一 个 函数 ?给 出 复合 函数 的 例子 并 计算 它们 在 不 同 点 处 的 值 . 复合 


函数 的 次 序 重要 吗 ? 


. 怎样 改写 方程 y = f(x) 以 便 往 上 或 往 下 移 位 其 图 形 ? 往 左 或 往 右 呢 ? 给 出 例子 . 
. 什么 是 指数 浮 数 ?给 出 例子 .指数 函数 遵从 什么 指数 法 则 ?和 简单 的 短 函 数 /(x) = <" 有 什么 不 同 ?什么 样 


的 实际 现象 是 用 指数 函数 来 建 模 的 ? 


- 什么 是 数 e, 它 是 怎样 定义 的 ?什么 是 f(x) = e* 的 定义 域 和 值 域 ? 它 的 图 形 有 什么 特征 ?e* 的 值 和 x?, x? 等 


等 的 值 有 什么 关联 ? 
什么 样 的 函数 有 反 函 数 ? 你 怎么 知道 两 个 函数 f ft z 互 为 反 沙 数 ? 给 出 互 为 (不 也 为 ) 反 函 数 的 例子 . 
函数 及 其 反 函 数 的 定义 域 、 值 域 和 图 形 有 什么 样 的 关系 ?给 出 例子 . 


f(x) KEE 583 y = F(x) -一 起 画 出 来 ? 

什么 是 对 数 函 数 ? 它 满足 什么 性 质 ? 什 么 是 自然 对 数 函 数 ? 什 么 是 y = Inr 的 定义 域 和 值 域 ? 它 的 图 形 的 特 
征 是 什么 ? 

logas 的 图 形 和 lnx 的 图 形 有 怎样 的 关系 ?只 有 -- 个 指数 函数 和 一 个 对 数 的 说 法 有 什么 事实 根据 ? 

什么 是 绚 度 ?怎样 从 弧度 换算 成 度 ? 

画 6 个 基本 三 角 函 数 的 图 形 .图 形 有 什么 样 的 对 称 性 
你 有 时 候 怎么 能 从 三 角形 得 到 三 角 函 数 的 值 ? 给 出 例子 . 
什么 是 周期 消 数 ?给 出 例子 .6 个 基本 三 角 函 数 的 周期 是 什 么 ? 


S] 


一 般 正弦 函数 的 公式 凡 *) = 4sin( FG - C)) + 万 和 图 形 的 移 位 . 伟 长 .压缩 以 及 反射 有 什么 关联 ?给 
例子 . 画 一 般 正 弦 曲 线 的 图 形 并 识别 常数 4,8,C sü D. 
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恒等式 cosè + si = 1 和 cos(4 + B) 以 及 sinl A + B) 的 公式 出 发 ,说 明 可 以 怎样 导出 许多 其 他 的 三 


21. 从 
角 恒 等 式 
22. 反 三 角 函 数 是 怎样 定义 的 ?你 有 时 候 怎样 用 直角 := 角形 来 求 这 些 函 数 的 值 ?给 出 例子 . 


23. 怎样 用 计算 器 上 的 cos lx sin ix Ñ tantx 键 来 求 sec lx ese lx 和 ceotrlx 的 值 ? 
24. 什么 是 平面 上 的 参数 曲线 ?什么 是 该 曲线 的 起 点 ?终点 ?如 果 你 求 得 了 参数 表示 的 在 平面 上 运动 的 质点 的 
路 径 的 直角 坐标 方程 ,你 期 望 直 角 坐 标 方程 的 图 形 和 运动 路 径 会 有 怎样 的 匹配 ?给 出 例子 . 


25. 什么 是 加 周 x* + 2 = 的 标准 参数 化 ? 椭 因 三 + = = 1 的 标准 参数 化 ?函数 ;= x) 的 图 形 的 参数 化 ? 
BKR y = f(x) 的 反 函 数 的 参数 化 ? 


实践 习题 


直线 


在 题 1 - 12 中 , 写 出 指定 直线 的 方程 . 

.过 (1，- 6) 斜率 为 3. 2. 过 (- 1,2) 斜率 为 - 1⁄2. 

. 过 (0, - 3) WEHR. 4. 过 (-3,6) MO, - 2). 

. 过 (0,2) 的 水 平 线 . 6. 过 (3,3) 和 (- 2,5). 

. 斜率 为 -3 和 + - 截 距 为 3. 8. 过 (3,1) 平行 于 2x -y =- 2. 

. 过 (4, - 12) 平行 于 4x + 3y = 12. 10. 过 (- 2, - 3) 垂直 于 3x* - 5y = 1. 
n. 过 (- 1,2) 垂直 于 (1lX2)xr + (1/3)y = 1. 12.x - 截 距 为 3 而 y- 截 距 为 - 5. 
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函数 和 图 形 

13. 把 圆 面积 和 周 长 表 为 圆 半 径 的 函数 .然后 把 面积 表 为 周 长 的 函数 . 

14. 把 球 的 半径 表 为 球 的 表面 积 的 函数 .然后 把 表面 积 表 为 体积 的 函数 . 

15. 第 一 象限 的 点 P 位 于 抛物 线 ; = <° 上 .把 点 了 的 坐标 表 为 连接 点 P 和 原点 直线 的 倾角 的 函数 . 

16. 从 水 平 场地 向 上 升 起 的 热气 球 由 位 于 离 起 飞 点 500 英尺 的 一 架 测 距 仪 跟踪 .把 气球 的 高 度 表 为 测 距 仪 和 
气球 的 连 线 和 地 面 的 交角 的 函数 . 

在 题 17 - 20 中 ,确定 函数 的 图 形 是 否 关 于 y 轴 .原点 对 称 或 两 者 都 不 是 . 


17.y = YL， 18.y = xŠ, 

19.y = x? -2r 1. 20.y = e 

在 题 21 - 28 中 ,确定 函数 是 否 是 偶 . 奇 函数 或 两 者 都 不 是 . 

21.y= x +l. 22.y = x° xr. 23. y = l — cos x. 24. y = sec xtan x. 
4 . 

25.y = 二 二 一. 26.y = l- sin x, 27.y = x + cos x. 28.y = Vr-l. 

x" 2x 

在 题 29 - 38 中 , 求 (a) 定义 域 和 (b) 值 域 . 

29.y= |x|- 2. 30. =-2+vT x. 3l.y = /16- <, 32.y = 3 L 1. 

33.y = 2e — 3. 34. v = tan(2x — zw). 35.y = 2sin(3A + z) -1. 36.y = x”. 


37.y = ln(x - 3) + 1. 38.y = -1+V2 x, 


实践 习题 ” 87 ` 


在 题 39 和 40 中 , 求 (a) 定义 域 和 (b) 值 域 . 
-*-2, -2<x<-l 
Wa -4< x =<0 < 
39. y = 40.y = $x, -i<xgl 
vx O<x<4 -x+2，1< x<2 
在 题 41 和 42 中 , 写 出 函数 的 分 段 表 示 的 公式 . 
41. 42. 
L 2,5) 
X 
0 4 
函数 的 复合 
在 题 43 和 44 中 , 求 
(a)(f° g)(- 1) (b)(zg ° P)O) S e /) (x) (d)(zg ° g)(x) 


43. (<) = ,g(x) -= 44. f(x) = 2— x,g(x) = V x+1 


在 题 45 和 46 中 ,(a) SB f° z fg ° f 的 公式 并 求 每 个 复合 函数 的 (b) 定义 域 和 (c) R. 

45./(x) = 2- x=',g(x) = wxr+2. 46.f(x) = Vx,g(x) =v- x. 

2838 sa S ”在 题 47 - 52 中 ,把 fi 和 /的 图 形 画 在 一 起 .然后 说 明 在 作用 /之 前 取 绝 对 值 会 怎样 影 
响 图 形 . 


f(x) f(x) = fi(|x|) 
47. x | zl 
4. x | xz |° 
4. x? lz]? 
so, 十 — 
x |æ] 
S1. Vx / |x] 
52. sin x sinl x] 


和 绝对 值 函数 复合 ”在 题 53 - 56 中 ,把 z 和 g, 的 图 形 画 在 一 起 .然后 说 明 在 作用 z, 后 再 取 绝 对 值 会 怎样 影 
响 图 形 . 


g1( Xx) g(x) = |g) | 
53. ° |x] 
54. Vx [Va | 
55. 4- x l4- <| 


56. x + x [x ?+ x| 
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RAX 
57. (a) MAK fr) = V1- 2,0 < x < 1 RE. ZET H E EB) IT RTE? 
(b) 证 明 f e B C W 8. (ift WR < > 0V 2 = x.) 
58. (a) HHK f(x) = x 的 图 形 . 该 图 形 有 怎样 的 对 称 性 ? 
(b) 证 明了 是 它 自己 的 有 反 旺 数 . 
在 题 59 和 60 H, 
(a) 求 广 ,并 证 明 (P f ')( Y) = (fe f)(xz) = x. 
(b) 把 了 和 广 :的 图 画 在 :起 . 
59./(x) = 2 -3r. 60./(x) =(r+2)x > - 2. 
61. (a) WE f(x) = 和 g(x) = Jx HE RR. 
RW (b) c Rak Ca CB) E im z fü z 的 图 形 ,展示 两 个 图 形 相 交 于 (1,1) 和 (- 1. - 1). 务 必 展示 所 要 求 的 关 
于 直线 y = x 的 对 称 性 . 
62. (a) 证 明 A(x) = <2⁄4 HI k(x) = (x)! ? E W ERZ. 
m (b) # < R C BJ 2 aj FB h Mk B51S E ,展示 两 个 图 形 相 交 于 (2,2) 和 (- 2, - 2). 务 必 展 示 所 要 求 的 关 
于 直线 y = x 的 对 称 性 . 
63. (a) K f(x) = x+1 的 反 师 数 .把 /及 其 反 油 数 画 在 一 起 . 存 图 中 加 上 直线 y = x, 为 对 比 起 见 用 虚线 或 点 
线 来 画 v = x. 
b)3K f(x) = r+ b(b 为 常数 ) 的 反 函 数 . 广 :的 图 形 和 了 的 图 形 有 怎样 的 关系 ? 
(c) 当 函 数 的 图 形 是 平行 于 直线 y = x 的 直线 时 .关于 这 些 范 数 的 反 示 数 你 能 得 到 什么 结论 ? 
64. (a) 求 f(r) ==--x+1 的 及 了 国 数 .把 直线 ;=-x+1 和 ;=x 的 图 形 画 在 一 起 .两 直线 的 交角 为 多 少 ? 
(b) 求 fx) =- x+ blb 为 常数 ) RRRA AR y=- x + b fly = x 的 交角 为 多 少 ? 
c) 当 函 数 的 图 形 是 与 直线 y = x 相 垂 直 的 直线 时 ,关于 这 些 函 数 的 反 销 数 你 能 得 到 什么 结论 ? 
Ei 65.6 的 小 数 表示 在 你 的 计算 器 上 通过 解 方 程 m x = 1 来 求 所 能 求 得 的 < 的 最 多 的 小 数位 数 表示 . 
E c6. e 和 Inx 间 的 互 反 关系 “看 一 看 用 你 的 计算 器 计算 复合 函数 
e 和 In(e') 


时 有 多 好 . 


指数 和 对 数 函 数 的 代数 计算 
求 题 67 - 70 中 其 的 更 简单 的 表达 式 . 


67. (a)e™’? (b)e " š (eJen amo 
68. (aeto (b)e 00.3 (ejemsema 
69. (a)2lnVe (b)In(Ine°) (c)In(e ` O) 
70. (a)ln(e%“°”) (b)inte” ) (onle) 
三 角 函 数 

在 题 71 和 72 中 , 求 以 弧度 和 度 表示 的 角度 值 . 

71.sin '(0.6). 72.tan- t (2.3). 


73. R 0 = cos !( -Z ) 的 6 个 基本 三 角 函 数 的 值 . 给 出 确切 的 回答 


实践 习题 ` 89， 


74. 在 下 列 区 间 上 求解 方程 sin x =- 0.2 
(a)O < x < 2x (b) -— % < x < œ 


在 题 75 和 76 P, EHA E pG 8 RJE . 8 38 BS B| IB E Ir Z 2 


75.y = sin EE 76.y = cos T 
77. my = 2cos[ x- =) 的 图 形 . 78. Mi y = 1 + sin( = + HELL 
在 图 79 - 82 中 ,A48C 是 一 角 C 为 直角 的 直角 三 角形 . 角 4,B,C 的 对 边 分 别 为 a,b,c. 
79. (3) 车 c= 2,8 = OR a,b. (3⁄0) = 2,B = 3 Rac. 
80. (a) H A f C KKR a. (b) 用 4 和 6b 来 表示 4a. 
81. (a) 用 8 和 4 来 表示 4a. (b) HA fla EK R c. 
82. (a) 用 a 和 < 来 表示 sin A. (b) H b 和 和 c 来 表示 sin A. 
在 题 83 和 84 中 ,证明 f 是 周期 函数 并 求 其 周期 . 
83.y = sinx. 84.y = |tan x|. 
利用 和 角 定 理 推 导 题 85 和 86 中 的 恒等式 ， 
85.cos( x + Z) = - sin x. 86.sin( z - Z] = Ó cos x. 

: T x N . Tr x 2r > lix 
87. 用 sin( Z + Z] kitt sin >: 88. 用 cos( $ + T) 来 计算 cos T> - 
利用 参考 三 角形 求 题 89 - 92 中 的 角 . 
89. (a)si 'Í 地) (b)si"'| =) osin 3) 

1 Ll s[i 

90. (a)cos '[ 3 ) (b)cos (3) (c)cos '[ =43) 
91. (a)sec-!'V2 sec- ( =) (e}sec™!2 
92. (a)cot'I (eor!(- 3) (oeor! (万) 


计算 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 的 值 
求 题 93 - 96 中 的 函数 值 . 


93. sec( cos! +) . 94.cot( si 一 2) ) . 95.tan(sec 1) + sin(csc '(~ 2)). 96.sec(tan-!l + csc-!1). 


计算 三 角 函 数 表 达 式 
计算 题 97 - 100 中 的 表达 式 ， 


97.sec(tan-12x ). 98 . tan [ see"! z) . 99.tan(cos !x). 100. sin( tan"! AA) . 
题 101 - 104 中 的 哪些 表达 式 是 有 定义 的 ,哪些 没有 定义 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

101. (a)tan-!2 (b)cos- :2 102. (a)csc-! + (b)csc-!12 

103. (a)sec-'0 (b)sin-! V2 104. (acor! +) (b)cos-!(- 5) 


105. 杆 的 高 度 ”两 根 金属 线 从 垂直 的 杆 顶 了 伸展 到 地 面 点 C 和 点 D,C 离 杆 底 比 8 离 杆 底 要 短 10 米 .如 果 BT 
和 水 平面 的 夹 角 为 35° 而 CT 和 水 平面 的 夹 角 为 50°, 杆 有 多 高 ? 
106. 气象 气球 的 高 度 ”在 点 4 和 2 公里 外 的 点 p 的 观测 者 同时 测量 气象 气球 的 迎 角 分 别 为 40。 和 70* 如果 
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气球 位 于 点 A MA B 间 一 点 的 垂直 上 室 , 求 气球 的 高 度 . 
EM 107. (a) RR (z) = sin x + cos( Z) 的 图 形 ;， — (b) 从 图 形 看 函数 的 周期 是 什么 ? 
(e) 代数 地 确认 你 在 (b) 中 得 到 的 结论 ， 
E 108. (a) MAR A) = sin( 二 ) 的 图 形 ， (by 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ? 


x 


(c) 是 周期 函数 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


参数 化 


在 题 109 - 112 中 ,给 定 了 曲线 的 参数 化 . 
(a) 求 包含 参数 化 曲线 在 内 的 曲线 的 直角 坐标 方程 .直角 坐标 方程 的 图 形 的 哪些 部 分 正好 是 参数 曲线 所 走 
过 的 ? 
(b) 画 给 定 曲线 的 图 形 . 识 别 其 起 点 和 终点 ,如 果 有 的 话 .说 明 该 曲线 行进 的 方向 . 


109.x = Scos t,y = 2sin t,0 < t < 2r 110.x = 4cos t,y = 4sin BE < t< = 
lll.x = 2- t,vy = Il-2:, -2 < t < 4 lH2. = 1+,y= Gt- 12,: < 1 
在 题 113 - 116 中 , 试 给 出 曲线 的 参数 化 . 
113. 端点 为 (- 2,5) 和 (4,3) WERE. 114. 过 (- 3, - 2) 和 (4, - 1) WER. 
115. 起 点 为 (2,5) 的 过 (- 1,0) 的 射线 . 116.y = x(x -4),x<2 
附加 习题 :理论 .例子 .应 用 
1. f 的 图 形 如 附 图 所 示 . 画 以 下 每 个 函数 的 图 形 . 
(a)y = K- x) (b)y =- f(x) 
(c)y =-2/(x + 1) + 1 (d)y = 3f(x - 2) - 2 
y 
y I 
， (3.2) 
— x 
x 
一 1 li 
(1, -1) 
第 1 题 图 第 2 题 图 


2. 定义 在 [- 3,3] 上 函数 的 图 形 的 一 部 分 如 右上 图 所 示 . 试 画 完 该 函数 的 图 形 ,如 果 假 定 该 函数 是 
(a) fB p Ër (b) KX 
3. 贬值 Smith Hauling H] 10 万 美元 买 了 一 辆 大 卡车 .大 卡车 在 今后 10 年 里 以 每 年 降价 1 万 美元 的 不 变 跌价 率 
跌价 . 
(a) 写 出 x 年 后 卡车 价值 y 的 表达 式 . (b) 何 时 车 价 为 5.5 万 美元 ? 
4. 药物 的 吸收 ”静脉 注射 给 药 给 病人 . 函数 
ft) = 90 - 52In(1 + t), O< t! < 4 
给 出 了 上 小 时 后 留 在 体内 的 单位 药 量 数 . 


附加 习题 :理论 .例子 、 应 用 


(a) 用 药 开 始 时 单位 药 量 数 是 多 少 ? 
(b)2 小 时 后 还 剩 多 少 ? (c) 画 f 的 图 形 . 

5. 求 时 间 ”Juanita 在 退休 帐户 上 投资 1500 美 元 ,年 复 利 率 为 8% .要 多 长 时 间 , 单 次 支付 的 款项 能 增加 到 5000 
美元 ? 

6. 解释 下 面 的 余弦 定律 的 “没有 词语 的 证 明 ". (来 源 :Sidney H.Kung, “Proof without Words: The Law of 
Cosines， Mathematics Magazine , Vol.63 , No.5, Dec .1990, p.342. ). 


每 2a cos 0— b 


第 6 题 图 第 7 题 图 


7. 证 明 三 角形 ABC 的 面积 出 (+) absin C = (+) besin 4 = (+) casin 8B 给 出 . 
8. (a) 求 附 图 中 从 原点 到 三 角形 AB 边 中 点 P 的 直线 的 斜率 (a,5 > 0). 
(b) {TE} OP Æ H FAB? 
y 


A 


B(0, b) 


O A(a, 0) 


第 8 题 图 


9. 右上 图 展示 了 对 


tan"! 


1 al 

> + tan 3 = 4: 
的 一 个 非 正 式 证 明 . 论证 是 怎样 进行 的 ? (3k UE. Edward M. Harris, “Behold! Sums of Arctan,” College 
Mathematics Journal ,Vol.18 ,No.2,March 1987 ,Pp.141.) 

10. 为 学 而 写 对 于 什么 样 的 x > 0, = (x) 成 立 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


11. 复合 奇 函数 
(a) h = &。/, 其 中 &g 是 偶 函 数 . 总 是 偶 函 数 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
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(b) ih = gof AP g 是 奇 函 数 .总 是 奇 函数 吗 ? 如 果 /是 奇 沙 数 时 将 会 怎样 ?如 果 /是 偶 函 数 时 又 将 
怎样 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

12. 70 法 则 如 果 你 用 近似 值 In2 = 0,70( 代 替 0.69314…), 你 可 以 导出 - -个 实用 而 粗略 的 快速 算法 :“ 当 投资 

的 连续 复 利率 为 r% ,那么 为 估计 要 多 少年 能 使 投资 的 钱 数 翻 副 . 只 可 用 70 除 以 + 即 得 ,” 例如 ,要 使 以 利 


率 5% 的 投资 的 钱 数 翻 亚 需要 也 = 14 年 .如 果 你 想 在 10 年 里 就 使 之 翻番 ,那么 投资 利率 必须 为 1 = 79% . 
说 明 70 法 则 是 怎么 导出 的 .( 类 似 的 "72 法 则 ”是 用 72 替代 70, 因 为 72 有 更 多 的 整数 因子 .) 


函数 和 图 形 
B. 是 否 存 在 两 个 函数 /和 g 使 得 f。g = z ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
14. 是 否 存 在 具有 下 列 性 质 的 两 个 函数 /和 g?f 和 gg 的 图 形 不 是 直线 ,但 /。g 的 图 形 是 一 条 直线 .对 你 回答 给 
出 理由 . 
15. WR f(x) 是 奇 函 数 , 对 g(x) = f(x) -2 能 说 些 什么 ?如 果 /是 偶 函 数 又 将 如 何 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
16. 如 果 g(x) 是 定义 在 所 有 x 值 上 的 奇 函 数 , 对 g(0) 能 说 些 什 么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
17. 画 方程 |x|+ |y| = 1 + < 的 图 形 . 
18. EFE y+ |y| = x+ |x | 的 图 形 . 
19. 试 证 明 : 如 果 /既是 奇 函 数 又 是 偶 孙 数 ,那么 对 /定义 域 中 的 任何 x 有 f(x) = O. 
20. (a) F- 偶 分 解 ” 若 /是 一 个 函数 ,其 定义 域 关 于 原点 对 称 : 即 当 x 属于 定义 域 时 , - x 也 属于 定义 域 .证 
明 /是 一 个 偶 函 数 和 一 个 奇 函数 之 和 和: 
f(x) = E(x) + O(x), 
其 中 E 是 偶 函数 而 0 是 奇 函 数 .( 提 示 : 令 E(x) = f(x) + A- x)i/2. 证 明 E(- z) = Elx), IV E 
是 偶 函 数 .然后 证 明 0(x) = f(x) - E(x) 是 奇 函 数 .) 
(b) 唯一 性 证 明 只 有 一 种 方法 能 把 /写成 一 个 偶 函 数 和 一 个 奇 函数 之 和 .( 提 示 :(a) 中 已 给 出 的 方法 ， 
如 果 还 有 f(x) = Ele) + O(z), 其 中 心 是 偶 函 数 而 0 是 奇 函 数 ,证 明 E - E = O, - 0. 然后 用 
题 9 结论 证 明 E = EI 和 0 = 0.) 
21. 一 对 一 函数 。 如 果 /是 一 对 一 函数 , 试 证 明 g(x) = - f(x) 也 是 一 对 一 的 . 


22. 一 对 一 函数 。 如 果 /是 一 对 一 函数 而 且 /(x) 处 处 不 为 零 , 试 证 明 g(x) = —L 也 是 一 对 的 . 


fax) 
23. 定义 域 和 值 域 ”假定 a zx 0,5 > 1H b > 0. 试 确定 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 . 
(a)y = a(b *) + d (b)y = alog,(x ~ c) + d 
24. RER ik 
f(x) = S c0, ad- bc > 0. 


ex + d° 
(a) 为 学 而 写 ”给 出 一 个 令 人 信服 的 关于 了 是 一 对 一 的 论证 . 

(b) R / J R 8 8 BU Z K. 

(c) K /的 水 平 渐 近 线 和 垂直 渐 近 线 . 

(d) R 广 的 水 平 渐 近 线 和 垂直 渐 近 线 . 它 们 和 /的 渐 近 线 有 什么 关系 ? 


建 模 


25. 比例 常数 。 试 确定 下 列 数据 是 否 支持 所 说 的 比例 关系 假设 .如 果 假 设 看 似 合理 , 试 估计 比例 常数 . 
(a)y = x° 成 比例 


附加 习题 :理论 .例子 、 应 二 - 93 ， 


(b)y 与 4 成 比例 


7 | 0.6 | 2.4 | 9.6 正二 
x 


153.6 | 614.4 | 2457.6 | 
3 


4 | 5 6 7 


26. 细胞 计数 — 某 种 细菌 增长 的 研究 给 出 了 下 面 展示 的 细胞 计数 


0 2 4 6 | 8 |10 | 12 
597 | 893 | 1339 | 1995 | 2976 | 4433 | 6612 


(a) 构建 细胞 计数 和 时 间 之 间 关 系 的 数学 模型 . (b) 比较 观测 值 和 预测 值 . 


(c) 利用 你 的 模型 来 预测 何 时 细胞 计数 会 达到 50 000. 
27. ERAK ”对 给 定 在 钢 绳 上 的 压力 S 以 每 平方 英寸 磅 (lb/in,”) 来 度量 ,下 表 给 出 了 钢 绳 的 伸 长 已 按 每 英 


寸 伸 长 多 少 英寸 (in./in.) 计 . 通 过 画 数 据 散 点 图 来 检验 模型 。- ,5. 从 图 形 估计 c. 


x 时 间 (hr) 


14 | 16 | 18 | 20 
y 细胞 计数 9865 | 14 719 | 21 956 | 32 763 


100 
390 


so | 6 | 7% | so | 9 


5 
173 | 216 | 256 | 297 | 343 


0 


S x 10-3 


e x 105 


10 | 20 | 30 | 4 
19 | 57 | 94 | 134 


(a) 试 构建 弹簧 的 伸 长 和 荷载 的 质量 单位 的 数目 之 间 关 系 的 模型 (b) 你 的 模型 拟 合 数据 有 多 好 ? 
(c) 预测 压力 为 200 x 10-3lb/in.? 时 弹簧 的 伸 长 .你 对 这 个 预测 有 多 满意 ? 

28. AER ” 常 称 为 " 粗 抽 气 机 ”的 一 种 机 械 真 空 泵 被 用 来 抽空 容器 内 的 空气 . 一 个 压力 计 以 大 气压 力 
(Pa)( 帕 ) 来 度量 压力 .测量 数据 记录 如 下 . 


压力 (Pa)( 帕 )| 100 000 | 36 788 | 13 537 


4986 | 1837 | 671 
时 间 (min) | 0 1 2 | 


3 | 4 5 


| 


(译注 :Pa( 帕 ) 为 压强 单位 ,1 帕 = 1 牛顿 /m2)., 
(a) 试 构 建 容 器 内 的 压力 和 时 间 的 关系 的 模型 . (b) 你 的 模型 拟 合 数据 有 多 好 ? 
(c) 预测 何 时 容器 内 压力 会 达 200 Pa. 


回归 分 析 
贺 29. 博士 学 位 表 25 展示 了 西班牙 裔 学 生 在 给 定 学 年 获得 博士 学 位 的 人 数 . 设 x = 0 表示 1970 - 71 学年， 
x = 1 表示 1971 - 72 年 ,等 等 . 


表 25 西班牙 毅 美 国人 获 博 士 学 位 人 数 


学 年 
1976 - 77 
1980 - 81 
1984 - 85 


1988 - 89 
1990 - 91 
1991 — 92 
1992 — 93 


XW: U.S. Department of Education, as reported in the 
Chronicle of Higher Education , April 28,1995. 


(a) 求 该 数据 的 线性 回归 方程 并 把 它 的 图 形 重 释 到 数据 的 散 点 图 上 去 . 
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(b) 用 该 回归 方程 预测 2000 - 01 学 年 西班牙 商 美 国人 将 
获得 博士 学 位 的 人 数 . 表 26 纽约 州 人 口 
(c) 为 学 而 写 ” 求 回 归 直 线 的 斜率 .该 斜率 表示 什么 含义 ? 


人 口 数 ( 百 万 ) 
. 估计 人 口 增 长 “利用 表 26 中 关于 纽约 州 的 人 口 数据 . TT: 
设 * = 60 表示 1960,* = 70 表示 1970 年 ,等 等 . 17.56 
(a) 求 该 数据 的 指数 回归 方程 . 17.99 
(b) 用 该 指数 回归 方程 预测 何 时 人 口 将 达到 2500 万 . 米 源 : The Statesman’ s Yearbook ,129th ed. 
(c) 什么 样 的 年 增长 率 我 们 可 以 从 回 寻 方程 中 推出 ” (London: The Macmillan Press, Ltd. ,1992). 


- 正弦 函数 回归 & 27 给 出 了 准确 到 两 位 小 数 的 消 数 


f(x) = asin(bx+ c) + d 
的 值 . 
(a) 求 该 数据 的 正弦 回归 方程 . 
(b) 对 侈 人 到 最 靠近 的 整数 的 a,b,c 和 4d 重 写 方程 . 
表 27 BA 表 28 加 拿 大 石油 产 最 
( 百 万 ) 公吨 
27.48 


69.95 
92.24 


来 源 : The Statesman’ s Yearbook ,129th ed. 


(London: The Macmillan Press, Ltd. , 1992). 


. 石油 产量 


(a) 求 表 28 中 数据 的 自然 对 数 回 归 方 程 . 
(b) 估计 加 拿 大 1985 年 生产 石油 的 公吨 数 . 
(c) 预测 加 拿 大 石油 产量 何 时 达到 1.2 亿 公 吨 . 


. 表 29 给 出 了 有 关 能 源 消耗 的 假设 数据 . 


(a) 设 z = 0 表示 1900 年 ,x = 1 表示 1910 年 ,等 等 . 求 该 数据 的 形 为 0 = aet 的 指数 回归 方程 ,并 把 
该 方程 的 图 形 重合 到 该 数据 的 散 点 图 上 去 。， 


(b) 利用 该 指数 回归 方程 估计 1996 年 的 能 源 消耗 .20 世纪 能 源 消 耗 的 年 增长 率 是 多 少 ? 
表 29 能 源 消耗 


极限 和 连续 


概述 ”极限 的 概念 是 微 积分 有 别 于 代数 和 三 角 的 诸多 
概念 之 一 .本 章 中 ,我 们 要 说 明 怎 样 去 定义 和 计算 函数 值 的 
AR. 计算 法 则 是 简单 直接 的 ,而 且 我 们 需要 的 大 多 数 极限 
可 以 通过 替换 、 图 形 的 考察 数值 近似 、 代 数 方法 或 这 些 方法 
的 某 种 组 合 来 求 得 . 

当 某 些 函 数 的 输入 连续 变化 时 其 输出 也 连续 变化 一 一 
输入 的 变化 愈 小 ,输出 的 变化 也 人 鳄 小 .对 于 另 一 些 通 数 , 不 论 
我 们 怎样 小 心 去 控制 输入 ,它们 的 函数 值 可 能 会 有 跳跃 或 者 
非常 不 规则 .极限 的 概念 给 出 了 区 别 这 些 性 态 的 一 种 精确 的 
方法 .我 们 还 要 用 极限 来 定义 函数 图 形 的 切线 .这 个 几何 应 
用 立即 导致 函数 的 导数 这 一 重要 概念 .我 们 将 在 第 2 章 中 透 
彻 地 研究 导数 , 它 给 出 一 种 数值 地 度量 函数 值 的 瞬时 变化 率 
的 方法 . 


oL EE 


平均 和 瞬时 速度 。 WIBLCRMER  BHKEIRR 。 极限 的 非 正式 定义 。 极限 的 精 
确定 义 


(rs 本 节 中 我 们 将 引进 平均 和 肯 时 变化 率 .这 将 导致 本 节 的 主要 概念 — 极限 的 概念 


平均 和 瞬时 速度 
CD-ROM 运动 物体 在 一 段 时 间 区 间 上 的 平均 速度 是 通过 物体 走 过 的 距离 
WEBsite 除 以 所 用 的 时 间 来 求 得 的 .度量 单位 是 长 度 每 单位 时 间 : 公 里 每 小 


历史 传记 时 ,英尺 每 秒 ,或 就 手头 的 问题 来 说 合适 的 度量 单位 


' Zeno 例 1( 求 平均 速度 ) ”一 块 岩石 突然 松动 从 峭壁 项 上 挤 下 来 . 挤 
9) FRAK 2 秒 中 岩石 的 平均 速度 是 多 少 ? 
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解 “实验 表明 一 块 敏 密 的 固体 在 地 球 表面 附近 从 静止 状态 自由 洗 下 ,下 落 的 头 上 秒 中 下 
落 的 英尺 数 为 
y = 16r 
在 任何 给 定时 间 区 间 上 岩石 的 平均 速度 是 所 走 过 的 距离 Ay 除 以 时 间 区 间 的 长 度 Ait. 从 1 =0 
到 上 = 2 的 涉 2 秒 的 下 东平 均 速 度 为 


Ay _ 16(2)2 - 16(0) ,oh 
ME 5 = 32 英尺 / 秒 . _ | 


注 :自由 落体 

在 地 球 表面 附近 ,所 有 物体 以 同样 的 常 加 速度 下 落 .物体 在 从 静止 突然 下 落 走 过 的 距离 是 
下 落 时 间 平 方 的 常数 倍 .至少 ,物体 在 真空 中 下 落 是 这 样 的 ,真空 中 没有 空气 来 减 慢 其 下 
E .对 于 像 岩石 钢珠 和 钢 质 工具 那样 的 致密 重 物 在 空气 中 下 落 的 头 几 秒 里 ,在 速度 的 增 
加 还 没有 达到 空气 阻力 生效 之 前 ,这 个 时 间 平 方法 则 仍然 成 立 . 当 空气 阻力 不 存在 或 者 不 
重要 而 且 重 力 是 作用 在 物体 上 唯一 的 力 时 ,我 们 把 这 种 物体 下 落 的 方式 称 为 自由 落体 . 


例 2( 求 瞬时 速度 ) RAL 中 岩石 在 时 刻 上 = 2 的 速度 . 
数值 求解 
我 们 可 以 计算 从 上 = 2 到 任何 稍 后 一 点 的 时 间 上 = 2 + h.h > 0 的 区 间 上 的 平均 速度 
Ay _ 16(2 + A)2- 1602)? (1) 
At h 
我 们 不 能 用 该 公式 来 计算 在 确切 时 刻 : = 2 的 速度 ,因为 这 要 求 取 有 = 0, 而 0/0 是 不 确定 的 . 
但 是 我 们 可 以 通过 计算 公式 在 hh 接近 零 的 值 来 获得 有 关 : = 2 时 将 会 发 生 什 么 的 信息 ,这 是 一 


个 很 好 的 想法 . 当 我 们 这 样 做 了 的 时 候 , 我 们 看 到 了 一 个 清晰 的 模式 ( 表 1.1). 


表 1.1 从 上 =2 开 始 的 短 的 时 间 区 间 上 的 平均 速度 
Ay _ 16(2 + A) - 16(2)? 
Ar 一 h 
时 间 区 间 的 长 度 | 该 时 间 区 间 内 的 平均 速度 
h (#b) Ay/Ar( 英尺 /“ 秒 ) 
_ 元 
65.6 
64.16 
64.016 
64.0016 
64.00016 


1 
0.1 
0.01 
0.001 
0.0001 
0.00001 


当 趋 于 0 时 ,平均 速度 趋 于 极限 值 64 英尺 / 秒 . 

代数 地 确认 

如 果 我 们 展开 方程 (1) 的 分 子 并 简化 之 ,我 们 求 得 
Ay _16(2 + h)? - 16(2)2 16(4 + 4h + h?) - 64 
AL h = h 


64h + 16h? 
= h 


= 64 + 16h. 
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对 不 为 0 的 六 值 ,右边 和 左边 的 表达 式 是 等 价 的 且 平 均 速 度 为 64 + 16h 英尺 / 秒 .现在 我 们 就 
知道 为 什么 当 h 趋 于 0 时 平均 速度 有 极限 值 64 + 16(0) = 64 ÈR / E. _ 


平均 变化 率 和 制 线 
给 定 任 意 函 数 y = f(x), 我 们 用 以 下 方式 来 计算 y 关于 x 在 区 间 [xi,xz] 上 的 平均 变化 率 ， 
即 把 y 值 的 改变 量 Ay = fC) - f(x1) 除 以 函数 发 生变 化 的 区 间 的 长 度 Ax = xz -xi = h. 


定义 “平均 变化 率 
y = /xz) 关 于 yx 在 区 间 [x,,xz] 上 的 平均 变化 率 是 
Ay _ flx) - flx) _ f(x, + h) ~ f(x, ) 
— V = h > 


Ax 一 X>, — Xl 


h 0. 


注 : 儿 何 上 ,平均 变化 率 就 是 割 线 的 斜率 . 


注意 到 /在 [xi ,xz] 上 的 变化 率 就 是 通过 点 P(x ,f(x1)) 和 Q(x2,f(x2)) 的 直线 的 斜率 
(图 1.1). 儿 何 上 ,连接 曲线 上 两 点 的 直线 就 是 该 曲线 的 割 线 .因此 ,f 从 x 到 x, 的 平均 变化 率 
就 是 割 线 PQ 的 斜率 . 

工程 中 ,常常 要 知道 材料 中 温度 变化 的 变化 率 以 决定 裂纹 或 其 他 的 破裂 是 否 会 发 生 . 


> < 


y = fo) 


QG, f) 


Pa, f) 


N 


Ax=h ! 0.2 
1 I 
| | 
0| x; x —> x 0 
图 1.1 y = /Gx) 的 图 形 的 出线 .其 匀 率 为 了 图 1.2 ”在 进 人 地 球 大 气 层 后 不 久 , 挡 热 音 
数 / 在 区 间 [ x1,xs] 上 的 平均 变化 率 人 7. 的 浊 度 作为 单 面 下 深度 的 函数 ， 


例 3( 挡 热 单 的 温度 变化 ) ”机 械 工 程 师 正在 为 返回 式 宇宙 飞船 设计 厚 1 英 寸 的 挡 热 轩 . 她 
已 经 确定 在 挡 热 罩 每 个 深度 处 的 温度 应 该 为 多 少 ,如 图 1.2 所 示 ( 图 中 温度 已 经 归 一 化 为 位 于 
区 间 0 < u =< 1 中 ). 她 必须 确定 材料 能 承受 的 每 单位 长 度 最 大 的 温度 变化 . 

解 ”从 温度 函数 的 图 形 ( 图 1.2) ,工程 师 知道 在 深 为 0.5 英 寸 的 点 处 曲线 倾斜 最 陡 . 从 
深 为 0.1 英寸 的 点 0 到 深 为 0.5 英寸 的 点 P 的 温度 的 平均 变化 率 为 
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x. Àu 0.99-0.5 e- 
平均 变化 率 : Ax = 01 03 二 -1.23 度 /英寸 . 


这 个 平均 值 就 是 图 1.2 图 形 中 过 点 P 和 0 的 割 线 的 斜率 .但 这 个 平均 值 并 没有 告诉 我 们 在 点 
已 温度 变化 得 有 多 快 .为 此 我 们 需要 考察 在 不 断 缩短 的 在 深 x = 0.5 in 结束 (或 开始 ) 的 区 间 
上 的 平均 变化 率 .用 儿 何 语言 来 说 ,对 一 系列 的 沿 曲 线 趋 于 PP 的 点 0( 图 1.3) ,我 们 通过 求 从 P 
到 Q 的 割 线 的 斜率 来 求 这 些 变化 率 . 


la 
Q PQ 的 斜率 = Au/Ax 
1.2} 
penos) (0.1,0.99) 和 = - 1.23 
0.98 - 0.5 
(0.2,0.98) SP 07 =- 1.60 
0.92 - 0.5 
(0.3,0.92) o3 03 = - 2.10 
0.76 - 0.5 
(0.4,0.76) o4 o3 ~- 2.60 
图 1.3 在 挡 热 罩 温 度 图 形 上 过 点 PH 4 RRR 54% 
置 和 斜率 . 
Lx 


图 1.3 中 的 值 表明 当 点 Q 的 x 坐标 从 0.1 增 加 到 0.4 时 荐 线 的 斜率 从 - 1.23 8) — 2.6. JL 
何 上 ,基线 关于 点 已 顺 时 针 旋 转 趋 近 于 过 点 P 的 直线 ， 
其 斜率 和 该 曲线 在 点 P 的 陡 度 (和 斜率) 一样. 我 们 将 会 知 u 
道 这 条 直线 就 称 为 该 曲线 在 点 P 的 切线 (图 1.4). 因为 4L 
该 直线 看 来 通过 点 4(0.32,1) 和 B(0.68,0). 于 是 ,在 点 


已 的 斜率 为 1.2} 
1.0 " _ 
032 068 = - 2.78 E/R. 4(0.32, 1) 
点 尸 的 深度 为 0.5 英寸 ,温度 以 约 为 - 2.78 度 /英寸 的 
变化 率 变化 . | 


例 2 中 岩石 下 落 到 瞬时 ，- 2 的 变化 率 和 例 3 中 在 
深度 0.5 英寸 处 的 温度 变化 率 都 称 为 瞬时 变化 率 . 正如 
这 些 例 子 表明 的 ,我 们 把 瞬时 变化 率 作为 平均 变化 率 的 
极限 .在 例 3 中 ,我 们 还 画 出 在 深 0.5 处 温度 曲线 的 切线 
作为 割 线 的 极限 .瞬时 变化 率 和 与 之 密切 联系 着 的 切线 
也 出 现在 其 他 情形 中 .为 建设 性 地 讨论 这 两 者 并 进一步 | 
了 解 其 联系 ,我 们 需要 研究 确定 极限 值 ,或 者 我 们 很 快 ”图 1.4 点 己 处 的 切线 有 和 曲线 在 点 
就 会 把 它们 称 为 求 极限 的 过 程 . P AE RO BEE (RHR). 
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函数 的 极限 
在 给 出 定义 之 前 ,我 们 再 来 看 一 个 例子 . 


uw 例 4( 一 点 附近 函数 的 性 态 ) ”函数 
` x - 1 
Fax) = x -1 


ie 


在 x = 1 附近 的 性 态 是 怎样 的 ? 
解 ”给 定 公式 对 除 x = 1 外 的 所 有 x 定义 了 /( 分 母 不 能 为 0). 对 任何 x > 1, 我 们 可 以 通 

过 对 分 子 的 因 式 分 解 并 消去 公 因 子 来 简化 该 公式 : 
(z) = (x - 1)(x + 1) 


x-—1 
因此 /的 图 形 就 是 控 掉 点 (1,2) 的 直线 y = x + 1. 在 图 1.5 中 这 个 挖 掉 的 点 用 一 个 “ 洞 ”来 表示 . 


=xX+1, xz!l 


~ 


图 1.5 /的 图 形 除 x = 1 外 和 直线 y = x + 1 是 一 样 的 ,在 x = 1 处 /没有 定义 . 


即使 (1) 没有 定义 ,我 们 可 以 通过 选 充分 靠近 1 使 得 /(x*) 的 值 要 多 靠近 2 就 能 多 靠近 2 


(x` -1) 


表 1.2 AFA, f(x) = (x-1) 


MATA? 


小 于 和 大 于 * 的 什 Sl -vaxzl 


0.9 1.9 
1.1 2.1 
0.99 1.99 
1.01 2.01 


0.999 1.999 
1.001 2.001 
0.999 999 1.999 999 
1.000 001 2.000 001 
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J&I U x EF ESOO ERE 2: E f hD. x 88 P 1 PP Ca) ATR 2. 
们 把 这 个 过 程 记 作 


lim Fr)=2， 或 lim "T = 2. o] 
xi 


极限 的 非 正 式 定 义 


设 /xz) 除 了 可 能 在 点 ro 没有 定义 外 ,在 xo 的 一 个 开 区 间 上 均 有 定义 .如果 对 充分 靠近 xo 
的 *,Fx) 能 任意 靠近 工 ,那么 我 们 就 说 当 * E T xo ua 3 TARER ZL, Hi 
lim fox) = 


这 个 定义 是 " 非 正 式 的 ”, 因 为 像 任意 舍 近 和 充分 千 反 的 说 法 都 是 不 确切 的 ;它们 的 舍 义 有 疝 于 
不 同 的 情况 . 对 制造 活塞 的 机 械 师 来 说 ,靠近 可 能 意味 着 在 千 分 之 几 英寸 以 内 . 对 于 研究 时 远 


银河 系 的 天 文学 家 来 说 ,靠近 可 能 意味 着 在 几 千 光 年 以 内 .但 是 这 个 定义 是 足够 清楚 的 ,能 使 
我 们 识别 和 计算 许多 特定 函数 的 极限 ， 


(a) x)= ol 
-f 


(by g(r) = 4 


图 1.6 Clim fx) = lim g(x) = lim h(x) = 2. 


例 5( 极 限 值 不 依赖 于 在 < 处 函数 是 怎样 定义 的 ) ”图 1.6 中 的 函数 上当 * -> 1 时 有 极限 
2, 即 使 /在 x = 1 处 没有 定义 .函数 g 当 x 一 1 时 有 极限 2, 即 使 2 zx g(1). 函 数 有 是 仅 有 的 一 
Tia 1 时 其 极限 等 于 咀 数 在 x = 1 人 处 的 值 .对 外 ,我 们 有 lim h(x) = h(1). 极 限 等 于 函数 什 
的 这 个 等 式 是 特殊 的 .我 们 将 在 1.4 节 回 到 这 个 话题 . _ 1 


例 6( 在 每 点 都 有 极限 的 两 个 函数 ) 
(a) WR S EFAA) = x, 则 对 任何 值 xo( 图 1.7a) 
lim fix) = lim x = xo. 
(b) WR S 是 常数 函数 /(x) = MELT. k 的 图 数 ) , 则 对 任何 值 xo (El 1.7b) 
lim f(xo) = lim k = k. 
例如 ， f 
lim x= 3 和 lim (4) = lim(4) = 4. 


fr A Len 一 I 
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k y=k 
— OO, rTmA p. 

I 
I 
I 
| 
| > x 

0 Xo 

(a) 恒 等 国 数 (b) 常数 明 数 
图 1.7 例 6 中 的 函数 . _ | 


极限 不 存在 的 一 些 可 能 性 图 示 在 图 1.8 中 ,并 在 下 面 的 例子 中 描述 了 这 些 函 数 . 
例 7( 极 限 可 能 不 存在 ) “讨论 下 列 函数 当 x — 0 时 的 性 态 . 


0, x 工 x = Ü 0, *<0 
(UG) = Í” (z(a) = lx 1 (f(x) -1 1 
l, x > 0, x = 0 sin ~> x>0 
CD-ROM 解 (a) 函数 跳跃 :x — 0 时 单位 阶梯 函数 没有 极限 ,因为 函数 
4 WEBsite 值 在 x = OARA BEER. 对 任意 靠近 0 的 * 的 负 值 ,U(x) = 0; HERH 
fb, ` £ s 了 _ <7 —— H Rol yO 
历史 传记 近 0 的 x 的 正 值 , U(x) = 1. 不 存在 单 -- 的 值 二 ,使 得 当 x-~0 时 U(x) 
AT F L( 图 1.8a). 
G84BC 322BC) (b) 函数 无 限 增 大 :x 一 0 时 g(x) 没有 极限 ,因为 *_>0 时 函数 
的 绝对 值 任意 增 大 ,从 而 不 可 能 呆 在 任何 某 一 实数 的 近 傍 ( 图 1.8b). 
(e) 函数 无 限 振动 :x 一 0 时 f(x) 没有 极限 ,因为 在 包含 0 的 任何 开 
+ 0. x<0 
l x>0 
1 
— > x 
(a) 单位 阶梯 函数 UC) (b) g0) (c) fG) 


图 1.8 例 7 中 的 函数 . 
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BKE Pe KARÉ ~- 工 和 + 1 之 间 振 荡 .x — 0 时 国 数 值 不 可 能 呆 在 任何 一 个 数 的 近 傍 ( 图 1.8c)._ | 


极限 的 精确 定义 

为 说 明 x xo BF SC 的 极限 等 于 数 了 ,我 们 槛 证 明 : 如 果 阅 充分 接近 "xz ,那么 就 可 以 使 
SOO 和 工 间 的 差距 “要 有 多 小 就 有 多 小 ” ,如果 我 们 规定 7 了 f(x) 和 上 上 之 间 的 差距 ,我 们 来 看 看 
对 x 的 要 求 是 什么 . 


例 8( 控 制 线性 函数 ) ”为 确保 输出 y = 2x - 1 位 于 y。= 7 的 2 个 单位 的 范围 内 ,输入 x 
应 该 靠 xo = 4 多 近 ? 

解 REE: 对 什么 样 的 * 值 有 |y -7 < 2? 为 求 得 答案 ,我 们 首先 用 4 来 表示 
ly-7|: 


iy- 7| = [Q2 -1)-7!= |2x-8]. 
于 是 问题 变 成 :什么 样 的 * 值 满足 j2x - 8 < 2? 为 求 出 这 些 4 ,我 们 解 此 不 等 式 
|2x -8 <2 
-2<2x-8<2 
6<2x<10 
3<x<5 


-l <x-4<l. 


使 保持 在 和 x。= 4AE DAER BEE y 保持 在 和 ;。- 7 相距 2 个 单位 的 距离 内 


(区 1.9). | 
y 
Á 
v=2r-—1] 
ba =o. 
限制 
这 段 179 
距离 | 。 _ I. 
l 下 办 :=5 
| el > x 
345 
限制 这 


段 距 离 


图 1.9 把 * 保 持 在 距 xre = 4 ~ 个 单位 内 就 能 使 * ARTERE v = 7 两 个 单位 内 . 


在 例 8 中 ,我 们 确定 了 此 保持 变量 * 距 特定 值 ro 多 近 就 能 确保 输出 /(x) 位 于 极限 了 的 指 
定 区 间 内 .为 证 明 * — xo 时 f(x) 的 极限 正好 等 于 工 ,我 们 -- 定 能 证 明 只 要 保持 x 足够 接近 + ， 
就 能 使 /(x) 和 间 的 差距 小 于 任何 不 管 有 多 小 的 预先 指定 的 误差 

假设 我 们 正 注视 着 当 x 趋 于 xo( 但 不 取 xo 值 ) 时 函数 (x) 值 的 变化 .我 们 肯定 能 说 ,只 要 
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x 在 距 xo 的 某 个 6 距离 内 f(x) 就 能 果 在 距 工 十 分 之 一 单位 路 离 内 (图 1.10). 但 这 还 是 不 够 的 ， 


因为 在 * 趋 于 x 的 过 程 中 ,有 什么 能 阻止 (x) 在 区 间 L- EL 而 中 连续 地 振动 而 不 赵 
于 工 呢 ? 我 们 可 以 通过 如 下 方式 证 明 /(x) 趋 于 上 :不 管 我 们 怎样 缩小 f(x) 和 工 之 间 的 差距 范 
围 , 只 要 使 x 足够 接近 <o 就 能 使 f(x) 保持 在 了 的 容许 范围 内 .这 样 的 说 法 就 是 用 数学 的 方式 


定义 ”极限 的 正式 定义 
设 f(x) 定义 在 x 的 一 个 可 能 不 包括 xo 的 开 区 间 上 ,我 们 说 当 * 88 F so BF f(x) 趋 于 极限 
上 ,并 记 为 

lim f(x) = L, 


如 果 ,对 任何 数 e > 0, 存 在 相应 的 数 $ > 0 使 得 对 所 有 满足 0 < |x - zo| < 8 的 x, 有 
|x) - 工 | < e. 


在 图 1.11 中 极限 定义 用 图 形 加 以 了 说 明 . 


L+ i0 了 +8g 小 
fOe) 
JOX L SFOR 
L 个 范围 ETS 个 范围 
L -— +L 
1 
L- 10 `+ 
Xs RE xÆ xo Wjx#E 
这 个 范围 这 个 范围 
ô ô 6 6 
— _— y > X £ š > >x 
0 x" Š Yw “+ó 0 tr-0 Xy XO +ó 
图 1.10 极限 定义 发 展 中 的 初级 阶段 . 图 1.11 极限 定义 中 8 和 e 的 关系 


译注 :如 果 用 “VY 任意 的 " 和 " 习 存在 ",“E 属于 "的 量词 来 表示 “x -> ro 时 f(x) 有 极限 L” 的 
话 ,可 表达 如 下 


— —  —— V Ə?n@_ _ 


3L € RCR 表示 实数 集 ) 存在 实数 了 
Ve>0 对 任意 的 正 数 8 
Jô > 0 存在 正 数 ó 


rEfri0<lr-xol<3} 
[f(x) - L| < es 


3 x 满足 0 < |æ- xo| < Š 时 
REI- L| < s 成立 
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例 9( 检 验 定义 ) 证明:lim, (5x - 3) = 2. 
解 “a = 1,/(x) = Sx -3, 以 及 极限 定义 中 的 4 = 2. 对 任何 给 定 的 e > 0, 我 们 必须 
求 出 一 个 合适 的 6 > 0 以致 如 果 x < 1 而 且 x ERE xo = 1 的 6 距离 内 , 即 , 如 果 


O< ix-1|<6, 


Mi) f(x) fE L = 283 £ 距离 内 , 即 
Ifa) -2 <e. 
我 们 从 s - 不 等 式 往 回 求解 来 求 得 ó: 
|(Sx -3)-2|= lsr-5l <£ 
5 rr-l|l<e 


:x-1lic< 


因此 我 们 可 以 取 6 = 二 ( 图 1.12). 如 果 0 < < - |< ó = £ 


1($Sx -3) -2j = jsx -5| = 5lxz -1 < 5( £) = E, 
这 就 证 明了 lim, (5x - 3) = 2. 


图 11.2 如 果 f(x) = 5x - 3， 则 
0< |x-1! < Í RET | f(x) -2| < e. 
(B 9) 


值 9$ = 不 是 能 从 0 <|x-1|<6 推 出 15x - 5| <e 的 唯一 的 值 .任何 更 小 的 正 数 人 也 
能 做 到 这 点 , 定义 并 不 要 求 “ 最 佳 " ER 6, 而 只 是 要 求 能 确保 从 0 < |x - l| < 8 推出 
Sx) -2| < 的 某 一 个 6 就 可 以 了 . o 


在 例 9 中 使 |f(x) - Ll Fe 的 xo 的 区 间 关 于 xo 是 对 称 的 ,从 而 我 们 可 以 取 区 间 长 度 的 
一 半 . 当 没有 这 种 对 称 性 时 ,通常 我 们 取 6 为 从 xo 到 最 近 的 区 间 边 界 点 的 距离 .这样 的 s 的 选 
取 在 下 一 个 例子 中 加 以 了 说 明 . 

例 10( 从 给 定 的 。 代数 地 求 8) ”对 极限 im Vr- 1 = 2. 求 相应 于 e = 1 的 8 > 0. 即 ,未 
6 > 0 使 得 对 所 有 满足 0 < |x -5| < Kr AAT aI RY. 
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解 ”我 们 分 两 步 来 找 5. 首先 , 解 不 等 式 | Vx-1 -2| < 1, 求 包含 x = 5 的 一 个 区 间 
(a,b), 使 得 对 该 区 间 上 的 一 切 x = x6, 不等式 | Vx 一 1 -2| < 1 成 立 .然后 我 们 求 6 > 0 使 
得 区 间 5 -9 < x < 5+6( 中 心 在 xo = 5 的 对 称 区 间 ) 在 区 间 (a,5b) 的 内 部 . 

第 1 步 : 解 不 等 式 | Vix -1 -2| < 1 求 包含 mo = 5 的 一 个 区 间 使 得 在 该 区 间 上 的 一 切 x = 

[Va-i 一 2 < 1 
-I1</x-1-2<1 
1< Vx-—1 <3 
l<x-1<9 
2<x< ]0 
这 个 不 等 式 对 开 区 间 (2,10) 中 的 一 切 x 成 立 , 所 以 它 也 对 该 区 间 中 - 切 x = 5 RY. 

第 2 步 : 求 8 > 0 使 得 中 心 区 间 5 - 3 < x < 5 + Ó 在 区 间 (2,10) 的 内 部 .从 5 到 (2,10) 较 
近 的 端点 的 距离 为 3( 图 1.13). 如 果 我 们 取 6 = 3 或 更 小 的 正 整数 ,那么 不 等 式 0 < |x -5| < 
2 就 自然 会 使 x 在 2 和 10 之 间 , 从 而 使 | Vw 一 i -2| < 1 成 立 (图 1.14); 

0<|x>=-5|<3ə]/x-1-2| < 1. 


3 3 
—. L 1 g l 15 1 1 ,. _, 
2 B “8 10 ~ 不 按 比例 标记 
图 1.13 XF r = 5 半径 为 3 的 开 区 图 1.14 Bl 10 F 00 8636 802 H. 


间 位 于 开 区 间 (2,10) 的 内 部 . 


习题 1.1 


平均 变化 率 
在 题 1 - 4 中 , 求 给 定 区 间 上 阔 数 的 平均 变化 率 . 
Lf) = +1, — (a)[2,3] (b)[- 1.1] 


2.R(0) = /40 + 1, [0,2] 


| U 
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h(t) = cott, wE] [E3] 
.g(t) =2+cost, (a)[0,x] (b)[ - x,x] 


5. 福特 野马 眼镜 蛇 汽 车 的 速度 右 图 展示 了 1994 福特 野 


全 


7. 球 的 速度 。 附 表 的 数据 给 出 了 从 斜面 上 滚 下 的 球 的 距离 . 试 通过 找 速度 的 上 .下 界 并 求 其 平均 来 估算 + = 1 


马 眼 镜 蛇 型 号 汽车 从 静止 开始 加 速 后 的 时 间 对 距离 的 

图 形 . 

(a) 估算 割 线 PO, PQ;, PQ, , fl PQ, 的 斜率 , 按 次 序 把 它 
们 列 一 个 表 . 什 么 是 这 些 斜 率 的 合适 的 单位 ? 

(b) 估算 该 眼镜 蛇 型 号 汽车 在 : = 20 秒 时 的 速度 . 


-下落 板 钳 的 速度 ” 一 个 板 钳 从 月 球 的 通信 天 线 杆 的 顶 


部 向 80 米 下 的 通信 站 顶部 下 落 , 下 图 展示 了 下 落 距 离 对 

时 间 的 图 形 . 

(a) ARER PO, PO, PO 和 PO 的 斜率 , 按 次 序 把 它 
们 列 在 一 个 像 图 1.3 那样 的 表 中 . 

(b) 当 板 钳 击 到 站 顶 时 它 的 下 落 有 多 快 ? 


A i 


离 ( 米 } 


距 


下 落 距离 ( 米 ) 


时 的 瞬时 速度 . 即 , 求 a < v(1) = b 然后 估算 v(1) a 


所 用 时 间 {( 秒 ) 
第 5 题 图 
Q 
Q, 
Q, 
nA 
| > t 
5 10 
所 用 时 间 ( 秒 } 


时 间 (p) 走 过 的 距离 (英尺 ) 
0 0 

0.2 0.52 

0.4 2.10 

0.6 4.72 

0.8 8.39 

1.0 13.10 

1.2 18.87 

1.4 25.68 


— ~ 
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8. 火车 行进 的 距离 ”一 辆 火车 从 静止 加 速 到 的 最 大 缓慢 巡 行 速度 ,然后 以 某 个 常 速 度 行经 一 个 城镇 .经 过 该 
城镇 后 又 加 速 到 它 缓慢 巡 行 速度 .最 后 ,火车 平稳 地 减速 直到 到 达 目 的 地 时 停 下 来 . 试 画 一 个 火车 的 行进 
距离 作为 时 间 的 函数 的 可 能 的 图 形 . 


从 图 形 求 极限 | 
9. 对 左下 图 的 函数 g(x), 求 下 列 极限 ,或 解释 为 什么 没有 极限 . 
(a) lim g(x) (b) lim g(x) (c) lim g(x) 


第 9 题 图 
10. 对 右上 图 的 函数 (4) , 求 下 列 极限 ,或 解释 为 什么 没有 极限 . 
(a) lim fU) (b) lim JO) (c) lim f(t) 
11. 关于 左下 图 的 函数 y = f(x), FIA E p a E, E ERR? 
(a) lim /(x) FE. (b) lim f(x) = 0. (c) lim /(x) = 1. 
x—>0 x xÜ 
(d) lim f(x) = 1. (e) lim f(x) =0. (f) 在 (- 1,1) 中 每 一 点 xo 处 lim f(x) 存在 . 
y y 
y=fo) 1 =o 


第 11 题 图 第 12 ER EI 

12. 关于 右上 图 的 函数 y = Ax), 下 列 命题 中 哪些 是 对 的 ,哪些 是 不 对 的 ? 

(a) lim f(x) RFE. (b) lim f(x) = 2. (c) lim /(x) 不 存在 . 

(d) 在 (~ 1,1) 中 每 一 点 ro 处 lim SOFE. (e) 在 (1,3) 中 每 一 点 xo 处 lim f(x) 存在 . 

0 = "0 

极限 的 存在 性 
在 题 13 和 14 中 ,解释 为 什么 极限 不 存在 . 
13. ln TAT 4 


15. 为 学 而 写 ”假设 函数 /(x) 对 除 x = xo 外 的 所 有 实 值 x 有 定义 .关于 极限 lim f(x) 的 存在 性 可 以 说 些 什 
么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . n 

16. 为 学 而 写 ”假设 函数 六 xz 对 [- 1,1 的 所 有 > 有 定义 .关于 极限 lim f(x) 的 存在 性 可 以 说 些 什 么 ?对 你 的 
回答 给 出 理由 . 
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17. 为 学 而 写 如 果 lim f(x) = 5,f# x = 1 是 否 -- 定 有 定义 ?如 果 是 的 话 , 是 否 一 定 有 /(1) = 5? 对 ff 在 x = 1 
处 的 值 能 得 到 什么 结论 ? 试 解 释 之 . 
18. 为 学 而 写 ”如果 f(1) = S,lim f(x) 一 定 存在 蚂 ? 如 果 极 限 存在 一定 有 lim f( <) = 51692 Flim f( x) 能 得 
出 什么 结论 ?这 解释 之 . 
估算 极限 
RW 对 题 19 - 26 而 言 ,你 会 发 现 图 形 计算 器 是 很 有 用 的 . 
19. 设 /(x) = ==. 
(a) 对 点 x = - 3.1, - 3.01, -3.001 等 处 /的 值 列 表 , 只 要 你 的 计算 器 还 能 算 . 然 后 估算 lim f(x). MRAR 
之 以 /在 x =- 2.9, - 2.99, - 2.999, 的 值 ,你 得 到 的 估算 是 什么 ? 
(b) 用 在 xo =- 3 附近 画图 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 ,再 用 (计算 器 上 的 )Zoom( 推 近 , 拉 远 功能 键 ) 和 
Trace( 跟 踪 功 能 键 ) 来 估算 * 一 - 3 时 图 形 的 y 值 . 
(c) 代数 地 求 im f(x). 
20. 设 g(x) = i 
(a) 对 点 x = 1.4,1.41,1.414 以 及 V2 的 逐次 小 数 近似 值 处 函数 g 的 值 列 表 . 信 算 lim g(x). 
(b) 用 在 xo = V2 附近 画图 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 ,并 用 Zoom 和 Trace 来 估算 x — /2 时 图 形 的 y 值 . 
(c) 代数 地 求 im g(x). 
sn A x + 6 
21. 设 G (x) = G a 4 12` 
(a) 对 x = - 5.9, - 5.99, - 5.999 等 处 G 的 值 列表 . 然后 估算 lim G(x). 如 果 代 之 以 6G 在 x =- 6.1， 
- 6.01. - 6.001,… 的 值 ,你 得 到 的 估算 是 什么 ? 
(b) HE G 的 图 形 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 ,并 用 Zoom 和 Trace 来 估算 x 一 - 6 时 图 形 的 y 值 . 
(e) 代数 地 求 lim G(x). 
` x- 2x+-3 
22. 设 h(x) = Ar 
(a) 对 x = 2.9,2.99,2.999 3 ZF h 的 值 列 表 . 然 后 估算 lim h(x). 如 果 代 之 以 在 x = 3.1,3.01,3.001 ,… 
的 值 ,你 得 到 的 估算 是 什么 ? 
(b) HIE A TE xo = 3 附近 的 图 形 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 ,并 用 Zoom 和 Trace 来 估算 x 3 时 图 形 的 y 值 . 
(c) 代数 地 求 lim Alx). 
23. 设 (0) = È . 
(a) 对 从 0 = 0 上 方 和 下 方 趋 于 0 的 9 值 处 的 g 值 列表 .然后 估算 lim g(0). 
(b) Hi z 在 0。= 0 附近 的 图 形 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 . 
24. it CO) = gH, 
(a) 对 从 1。= 0 上 方 和 下 方 趋 于 0 的: 值 处 的 C 值 列表 ,然后 售 算 lim6(1). 
(b) HE G Et = 0 附近 的 图 形 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 . 
25. 设 fx) = x N, 


(a) 对 从 xo = 1 上方 和 下 方 趋 于 1 的 1 值 处 /的 值 列表 .x — 1 时 /看 似 有 极限 吗 ? 如 果 有 极限 ,极限 值 是 
什么 ?如 果 没 有 极限 ,为 什么 没有 ? 


NL 


frt 


习题 1.1 + 109 ， 


(b) HE f fE xo = 1 附近 的 图 形 支持 你 在 (a) 中 的 结论 . 


26. 设 f(x) = 二 


(a) 对 从 xo = 0 上 方 和 下 方 趋 于 0 的 * 值 处 的 / 值 列 表 .* 一 0 时 看 似 有 极限 吗 ? 如 果 有 极限 ,极限 值 是 
什么 ?如 果 没 有 极限 ,为 什么 没有 ? 
(b) HIH f 在 x。= 0 附近 的 图 形 来 支持 你 在 (a) 中 的 结论 . 
CD-ROM 


人 
从 图 形 求 $ 
在 题 27 - 30 中 ,利用 图 形 求 > 0, 使 得 所 有 满足 0 < |x- <| < 8 的 +, 有 


|f(x)-L|<e. 
27. 28 . 
y 

= 27 一 4 

= 5 

=6 

= 0.2 

> x 
不 按 比例 标记 
一 
一 3.1 一 2.9 
不 按 比例 标记 

29. 30. 


上 一 上 in 


个 
[ey 


不 按 比 例 标 记 


代数 地 求 ó 

题 31 - 36 中 的 每 道 题 给 出 了 函数 /以 及 数 ,ro 和 。 > 0. 对 每 道 题 求 z 的 一 个 开 区 间 , 在 该 区 间 上 不 等 式 
|a) - L| < < 成 立 ,然后 给 出 $ > 0 的 值 使 得 对 满足 0 < |z - rol < 6 的 所 有 ,不 等 式 | (0) L] < e RY. 
31.f(x)= x+ 1, L = 5,xo = 4,e = 0.01 32.f(x) = 2x -—2, L = -6,xo = - 2,e = 0.02 
3.f(x) = Varl, L= l,c = 0e = 0.1 34.f(x) = VI9- xz, L = 3,xo = 10,e = 1 
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35.F(xz) = +, RE + = 4,e = 0.05 36.f(x) = x’, L = 3,xo = 3,e = 0.1 


理论 和 例子 
37. 磨 光 发 动机 气缸 ”在 磨 光 发 动机 气缸 使 之 变 府 到 横 截 面积 为 9 平方 英寸 之 前 ,你 们 需要 知道 它 和 标准 的 
气缸 直径 x。= 3.385 英 寸 的 偏差 有 多 少 .容许 所 要 求 的 9 平方 英寸 面积 有 0.01 平 方 英寸 以 内 的 误差 .为 求 


容许 偏差 , 设 4 = (Z) 并 求 区 间 , 在 该 区 间 内 所 有 的 + 都 有 | 4 - 9| < 0.01. 你 找到 的 区 间 是 什么 ? 
38. 制造 电阻 ”如 附 图 所 示 的 电流 的 欧姆 定律 为 V = R1. 在 这 个 方程 中 ,是 常 电压 ,7 是 以 安培 计 的 电流 ,而 


及 是 以 欧姆 计 的 电阻 .你 们 的 公司 被 要 求 提 供 某 电 路 中 的 电阻 ,其 中 y = 120 伏 特 而 7 为 5+0.1 安 培 . 尺 应 
在 什么 区 间 能 使 电流 在 其 目标 值 mn = 5 的 0.1 安培 的 误差 范围 内 ? 


o> 


EI 39. 控制 输出 ” 设 /(x) - /3z 2. 
(a) 证 明 lim f) = 2 = fU), 
(b) 利用 图 形 来 估计 a 和 ,使 得 只 要 a < x < 6, 就 有 1.8 < f(x) < 2.2. 
(c) 利用 图 形 来 估计 a 和 1 ,使 得 只 要 a < x < 5, 就 有 1.99 < f(x) < 2.01. 
MEN. 控制 输出 Wk f(x) = sin x. 


(a) (2). 
(b) 利用 图 形 估计 关于 * = -6 的 区 间 (a,6), 使 得 只 要 a < < < 4, 就 有 0.3 < x < 0.7. 


(c) 利用 图 形 估 计 关 于 x = 5 的 区 间 (a,5), 使 得 只 要 a < x < 6, 就 有 0.49 < f(x) < 0.51. 


41. 自由 落体 ”一 个 水 气球 从 高 出 地 面 很 多 的 窗口 掉 下 ,* 秒 后 的 下 落 距 离 为 y = 4.922. 求 气球 的 
(a) 下 落 头 3 秒 的 平均 速度 . (b) 瞬间 : = 3 的 速度 . 
42. 在 空气 稀薄 的 小 行星 上 的 自由 落体 在 空气 稀薄 的 小 行星 上 的 一 块 岩 石 从 静止 突然 下 落 ,: 秒 后 的 下 落 
距离 为 y = g?g 是 一 常数 .假设 下 落 到 离 落 点 为 20 米 深 的 裂隙 的 底部 并 在 4 秒 后 击 到 底部 . 
(a) K g 的 值 . (b) 求 落体 的 平均 速度 . 
(e) 岩石 以 多 大 的 速度 击 到 底部 ? 
在 题 43 - 46 中 , 填 完 下 表 并 说 明 你 认为 im f(x) 等 于 什么 ? 


(a) 
x -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001 
f(x) 2 ? ? ? 


z | o1 001 0.001 0.0001 
f(x)| ? ? ? ? 


(b) 
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43.f(x) = xsin AA.f(z) = sin 二 45. f(x) = — 46. f(x) = zsin(In| x|) 
M a 
EEE 
极限 的 图 形 估 计 
在 题 47 - 50 中 ,利用 CAS 来 完成 以 下 各 步 : 
(a) 画 xo 附近 函数 的 图 形 . (b) 从 你 的 作 图 中 猜测 极限 值 . 
(c) 符号 地 计算 极限 值 .该 值 和 你 的 猜测 值 有 多 接近 ? 
47. ji x -16 48. li l — cos x 49. 1 s- x- 5x- 3 50. li x-9 
aaa x ` iao rein x Taa (x +1) ise x474 


从 图 形 求 ó 
在 题 51 ~ 54 中 ,你 将 进一步 探究 怎样 图 形 地 求 6. 利用 CAS 来 完成 以 下 各 步 : 


53. f(x) 


Ca) 画 x, MERR y = f(x) 的 图 形 . 
(b) 猜测 极限 值 L 并 符号 地 计算 该 极限 值 ,看 看 你 的 猜测 是 否 正 确 . 
(c) MHE e = 0.2, 把 边界 线 y| = L- e fly, = L +ë 以 及 xo 附近 函数 f 的 图 形 画 在 一 起 . 
(d) 从 (c) 的 图 估算 一 个 8 > 0 使 得 对 满足 0 < |x - xo| < ó 的 所 有 x, 有 |x) - L| < e. # f,y, fll y, 
在 区 间 0 < |x- xo| < 8 EEH R URR 8694538 .就 你 的 视窗 ,采用 
x0-206<x*x<xo+20 和 L-2e < y< L+2e. 
如 果 有 函数 值 位 于 [ 工 - e,L + e] 之 外 ,那么 你 选 的 $ 就 太 大 了 .用 小 一 点 的 8 估 值 再 试 一 遍 . 
(e) 逐次 对 。 = 0.1,0.05 和 0.001 重复 (c) 和 (q). 


“4-8] in 2 
S1./( x) = — x = 3 52. f(x) = w" = 0 
5x + 9x? CD-ROM x(1 — cos x) 
= D 一 V EBsite 二 ”一 -一 一 -一 一 = 
2 + 3x x = 0 人 到 84.02) = x siny t = 0 


1.2 求 极 限 和 单 侧 极限 


极限 性 质 。 代数 地 消去 零 分 母 。 ZAAR) 定理 。 单 侧 极限 。 与 (sin 0)/0 有 关 


的 极限 
CD-ROM 在 前 一 节 中 ,我 们 通过 考察 图 形 和 数值 模式 来 求 极限 .本 节 中 ,我 
ER 们 将 看 到 利用 算术 运算 和 一 些 基 本 法 则 可 以 代数 地 计算 许多 极限 . 
旬 极限 性 质 
I 极限 


下 一 个 定理 告诉 我 们 怎样 去 计算 已 知 极限 的 函数 的 算术 组 合 而 
成 的 函数 的 极限 ,这 些 法 则 将 在 附录 2 中 加 以 证 明 . 
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定理 1 极限 法 则 
如 果 工 , M,c 和 上 都 是 实数 , 且 
limf(z) =L 和 limg( x) = 上 及 ,那么 


1. 和 法 则 : lim(f(x) + g(x))= L + M 
两 个 函数 之 和 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 和 . 
2. 差 法 则 : lim(f(x) — g(x)) =L-M 
两 个 函数 之 差 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 差 . 
3. 积 法 则 ; lim(/(x) + g(x)) = L- M 
两 个 函数 之 积 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 积 . 
4. 乘 常数 法 则 : lim(k - f(z)) =k+-L 
常数 乘 一 个 函数 后 的 极限 等 于 该 常数 乘 该 函数 的 极限 . 

z : f(x) _ L 
5. 商法 则 : limo) = 地 Mz0 


两 个 函数 之 商 的 极限 等 于 它们 的 极限 之 商 , 如 果 分 母 的 极限 不 为 零 . 
6. REM: WR r Ms 都 是 整数 ,* z 0, 那 么 


r 
s 


lim(f(x))* = L 


REL 是 实数 . 
函数 的 有 理 短 的 极限 等 于 该 函数 极限 的 同样 的 短 , 如 果 后 者 是 实数 . 


以 下 是 怎样 用 定理 1 来 求 多 项 式 和 有 理 函 数 的 极限 的 一 些 例子 . 
例 1( 运 用 极限 法 则 ) FIH limk = k 和 lim x = c 以 及 极限 性 质 求 下 列 极 限 ， 


4 2 
(a) lim( x? + 4x° -3) (b) lim < (c) lim /4x2 -3 
x”. x— e x Xr-2 


+5 
解 
(a) lim( x? + 4x? — 3) =limx? + lim4x2 —lim3 M ŽEN 
= +4c -3 积 法 则 和 乘 常数 法 则 
2 lim( xf + x? - 1) 
4 “ -1 一 
b li X + x = x— - T -mi 
(b) lim — 3 lim( 75) 商法 则 


limx4 + limx? — limi 
xc 2. x". 


LZA 
limx” + lim5 R 281 
4 2 
= FERRAN 
c +5 


(c) lim V4x -3 = lim (4x” — 3) FEM, n= + 
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lim4x2 - lim3 和 、 差 法 则 
=V4(- 2) -3 积 法 则 和 乘 常 数 法 则 


=-v16-3 
= V 13 _] 


正如 例 1 所 表明 的 ,定理 1 中 的 公式 使 我 们 得 出 结论 :可 用 代入 法 来 求 多 项 式 函 数 的 极限 . 
对 于 有 理 函 数 也 可 以 这 样 求 极限 ,如 果 有 理 函 数 的 分 母 在 计算 极限 的 点 处 不 等 于 零 ， 


定理 2 可 用 代入 法 求 多 项 式 的 极限 
如 果 P(x) = a, + anaa) + o: + ao; 那 么 


limP(x) = P(c) = a,c' + an ic" + 二 ag. 
x 


定理 3 ”可 用 代入 法 求 有 理 函 数 的 极限 ,如 果 分 母 的 极限 不 等 于 零 
WMR P(x) 和 Q(x) 都 是 多 项 式 且 Q(c) = 0, 那 么 


im E _ P(e) 
= Q(x) ` Q(c)` 
例 2( 有 理 函 数 的 极限 ) 
lim +4 -3 (I +4(-12-3 0 -o 
xz- x? + 5 T (- 1) +5 6 一 
这 个 结果 类 似 于 例 1 中 的 第 二 个 极限 ,e = - 1 ,现在 是 一 步 完 成 . _ | 
代数 地 消去 零 分 母 


注 : 识 别 公 因 子 FAEH, 如 果 

仅 当 有 理 函 数 的 分 母 在 极限 点 c 处 不 为 零 时 才能 0(x) 是 一 个 多 项 式 且 0(c) = 0, 屠 
应 用 定理 3. 如 果 分 母 为 零 , 消去 分 子 和 分 母 的 公 因 子 Alx- ec) 是 0(x) 的 一 个 因子 .因此 ， 
可 能 会 把 公式 化 为 分 母 在 c 处 不 再 为 零 的 分 式 . 如 果 能 如 果 有 理 函 数 的 分 子 和 分 母 在 * = 。 
这 样 做 的 话 ,我 们 就 可 以 对 简化 后 的 分 式 用 代入 法 求 得 。 处 都 为 零 的 活 ,那么 它们 就 有 公 因子 
极限 . (x - e). 


例 3( 消 去 公 因 子 ) ”计算 
lim — = 
rl x° — x 
解 ”我 们 不 能 代入 x = 1, 因 为 这 时 分 母 为 零 .我 们 测试 -- 下 分 子 ,看 看 它 是 否 也 在 x = 1 
处 等 于 零 . 确 实 如 此 ,所 以 分 子 和 分 母 有 公 因 子 (x - 1) .消去 (x - 1) 后 给 出 了 = 1 时 和 原 分 
式 取 同样 值 的 更 为 简单 的 分 式 : 


x +x- (x -= 1)(x +2) x + 2 
xx = x(x - 1) = x ° WR rl. 


利用 这 个 更 简单 的 分 式 ,我 们 用 代 和 法 求 得 x — 1 时 的 极限 ; 
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参见 图 1.15. 


(a) 


(b) 
图 1.15 2 z = 1 外 ,(a) h Ga) = 5-2 2 的 图 形 和 (b) 中 g(x) = 二 二 2 的 图 形 是 一 样 的 .在 
x = 1 处 /没有 定义 . 当 * -~ 1 时 两 个 函数 有 同样 的 极限 . -| 
例 4( 创 建 并 消去 公 因子 ) ”计算 
im 2 + h -V2 
1. 
h—0 h 


解 我们 不 能 代 人 六 = 0, 而 且 分 子 和 分 母 又 没有 明显 可 见 的 公 因子 .但 我 们 可 对 分 子 和 
分 母 同 乘 以 ( V2 h - V2) 的 共 轿 表达 式 V2 + h + 2 来 创建 一 个 公 因子 : 


一 ww 人 


V2+h-y2  V2+ 天 -V2 V2+h+ 2 
h p h V2+h+v2 
_ 2+h-2 
 h( 2 h 4v2) 
h 
= 有 公 因 子 R 
h(V2+ h +v2) 
1 
V2 +h +42 
所 以 
li V 2 + _V2 1 
im = lim 
h +0 h a0 V2+ 太 +V2 
1 
=—— E h = 0 处 分 母 不 为 零 ,代入 
V2+0+V2 Ë 
_ S 
syz 
ias 2 + h -2 、 
注意 一 “是 曲线 y= Vx 上 过 点 P(22) 和 Q(2 h 2 + A) KIR 91 32 8538 ER. 
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图 1.16 展 示 了 h > 0 时 的 割 线 . 我 们 的 计算 表明 是 点 Q 沿 曲线 从 两 边 趋 于 点 P 时 制 线 斜 


率 的 极限 . | 
了 y 
Q(2+ h. J2+h ) 个 
~ h 
f 
L 
8 
ol G > Xx 
图 1.46 当 0 沿 曲线 趋 近 P 时 基线 Po 的 斜率 图 1.17 /的 图 形 夹 在 g Ra h 的 图 形 之 间 . 
a 的 极限 为 7 所 ( 例 有 


三 明治 ( 夹 逼 ) 定理 
如 果 我 们 不 能 直接 求 极 限 , 我 们 可 以 用 三 明治 ( 夹 盘 ) E 三 明治 (夹带 ) 定理 有 时 也 
理 间 接地 求 极 限 .该 定理 适用 于 函数 /的 值 夹 在 另外 两 个 函数 Ashwan has 
gih ZER x cje 和 h 有 相同 的 极限 ,那么 f 也 有 同 
样 的 极限 (图 1.17). 
定理 4 三 明治 ( 夹 通 ) 定理 


假设 在 包含 。 在 内 的 某 个 开 区 间 中 除 x = c 外 所 有 的 zx， 4 g(x) < f(x) < < (和 又 候诊 
limg(x) = limh (x) = : 


“那么 limf(x) = L. 
你 们 在 附录 2 可 找到 定理 4 的 证 明 . 
例 5S( 运 用 三 明治 { 夹 通 ) 定理 ) 给 定 
| < u(x) < 1 + Ž 对 所 有 x = O, 


求 lim u(x). 


2 2 
tim( 1-2) = 1 以 及 im( 1+ 5) =1, 
ZAE) ERARE 
lim u(x) = 1 (El 1.18). | 图 1.18 其 图 形 位 于 y = 1+ x2/2 和 y = 
1- 2⁄4 之 间 的 区 域 的 任何 函数 w(x) 当 
x— 0 时 有 极限 1. 
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例 6( 三 明治 ( 夹 通 ) 定理 的 另 一 个 应 用 ) (a)( 图 1.19a) 因为 


-ROM | 理 的 太一 个/ | 
À WEBsite -10| < sin 0 < 19| 对 一 切 9 成 立 ,而 lim( - |8|) = lim| 9| = 0,# 
. 历史 传记 们 有 
Euclid lim sin 0 = 0. 
(Ca 365B©) (b)( 图 1.19b) 因为 0 < 1- cos 0 < 10| 对 一 切 9 成 立 ,我 们 有 


lim(1 - cos 0) = 0, 或 
ü limeos 0 = 1. 

(c) 对 任何 函数 (T). lim f(x) | = 0, 则 limf( x) = 0. 论 证 : 
-AOD < f(x)< SOAR - |/(xz) fll (z) | 当 x 一 c。 时 有 极 


BR 0. 


图 1.19 三 明治 (夹带 ) 定理 确认 (a) lim sin 0 =-0 和 (b) lim(1 - cos 0) = 0. 


(Ç 单 侧 极限 
为 使 x 一 a 时 有 极限 过, 函数 /必须 在 wa 的 双 侧 有 定义 ,而 且 当 x% 从 a 的 双 侧 趋 于 ce 时 
函数 值 f(x) 必须 趋 于 L. 因 为 这 点 ,通常 的 极限 都 是 双 侧 极限 . 
如 果 在 a 双 侧 极限 不 存在 , 仍 有 可 能 存在 单 侧 极 限 , 即 只 是 从 单 侧 趋向 的 极限 . 如果 是 从 
右 侧 趋向 ,该 极限 就 是 右 侧 极 限 ; 如 果 是 从 左 侧 趋向 ,该 极限 就 是 左 侧 极 限 . 
函数 .ALx) = x/|x|( 图 1.20) 当 x 从 右边 趋 于 零 时 有 极限 1, 当 x 从 左 侧 趋 于 零 时 有 极限 _ 1. 


>e 


图 1.20 在 原点 不 同 的 右 侧 和 左 侧 极限 . 
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a 的 负 侧 ' a 的 正 侧 

x—a- | | x— at 
x 
| 
| | | 

ne mm —e 
x a a x 

注 : 关 于 +” 和“-” 在 单 侧 极限 中 正 负 号 的 含义 为 : 


x— a 意 即 xx 从 小 于 a 的 方向 , 即 从 a W A Mas Ta, 
x 下 a+ 意 即 x 从 大 于 a 的 方向 , 即 从 a 的 正 侧 趋 于 a. 


定义 ” 右 侧 极限 和 左 笛 极限 
设 f(x) EXEC, b) 上 ,a < b. WRK x EREC, b) KEF aAa) 任意 接近 地 趋 于 
区 , 闭 么 我 们 就 说 了 在 a。 有 右 侧 极 限 ,并 记 作 : 

lim f(x) = L. 


xa 


设 f(x) 定义 在 (ce,a) Ere < a. WEH x EREC, a) ARF a 时 f(x) 任意 接近 地 趋 于 
M ;那么 我 们 就 说 /在 a 有 左 侧 极 限 ,并 记 作 : 
lim f(x) = M. 


对 图 1.20 中 的 函数 /(x) = x/|x| ,我 们 有 
lim f(x) =1 以 及 lim f(x) = ~ 1. 


例 7( 半 圆 的 单 侧 极限 ) fx) =V4- 关 的 定义 域 是 [- 2,2]; 它 的 图 形 是 图 1.21 中 的 半 
圆 .我 们 有 


lim V4-x =0 以 及 lim V4- x° =0. 


该 函数 在 < = - 2 处 没有 左 侧 极限 或 在 ¿ = 2 处 没有 右 侧 极限 .该 函数 在 ， -28a = 2 处 
没有 通常 的 双 侧 极限 . 


>` 


图 1.21 lm V4- x =0 以 及 


a—2 


lim J4- è =0. 


_ | 


单 侧 极限 具有 定理 1 列 出 的 所 有 性 质 .两 个 函数 之 和 的 右 侧 极限 等 于 它们 的 右 侧 极 限 之 
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和 ,等 等 .多 项 式 和 有 理 函 数 的 极限 定理 对 单 侧 极限 成 立 ,三 明治 ( 夹 和 逼 ) 定理 对 单 侧 极限 同样 
是 成 立 的 . . 
单 侧 和 双 侧 极限 以 下 列 方式 相关 联 : 


定理 5 单 侧 极 限 和 双 侧 极限 之 间 的 关系 注 :符号 符号 所 念 作 

当 x — c 时 函数 /(x) 有 极限 当 且 仅 当 j 的 左 侧 极限 和 右 侧 极 Aaa RERS 

限 存在 且 相 等 ， 一 ( 蔓 涵 、 推 出 ) = (H. 
推出 ) 的 组 合 . 


rece Xe 


例 8 图 1.22 中 图 示 的 函数 的 极限 
在 x = O: lim f(x) = 1, M 


lim f(x) 和 lim fx) 不 存在 .函数 在 x =0 2} ° 
的 左 侧 没 有 定义 ， | OZN 
在 x = 1: lim f(x) = 0 尽管 1(1) = 1, ` ° 


lim f(x) 不 存在 , 因 左 、 右 侧 极限 不 相等 . 图 1.22 例 8 中 函数 的 图 形 . 
在 x = 2: lim f(x) = 1, lim f(x) = 1, 


lim /(x) = 1 尽管 /2) = 2, 
在 *=3 limfo) = lim f(x) = m f(a) = fG) = 2, 
£ x = 4: lim f(a) = 1 尽管 /(4) = 1, 
Tim f(x) 和 lim (2) KEHE BRE < = 4 的 右 全 没有 定义 


x-+á 


在 [0,4j 中 任何 其 他 点 a, f(x) 有 极限 f(a). _] 
迄今 为 止 考察 过 的 函数 在 感 兴趣 的 每 一 点 处 都 有 某 种 类 型 的 极限 .一 般 情 况 不 是 这 样 的 . 


例 9( 振 荡 太 厉害 的 函数 ) 证 明 y = sin (1/x) 当 % 无论 从 哪 一 侧 趋 于 零 时 都 没有 极限 
(图 1.23). 


1.23 当 * 一 0 时 函数 sin (1/x) 既 没有 
右 侧 极限 也 没有 左 侧 极 限 .( 例 9) 
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解 ” 当 xz 趋 于 零 时 ,其 倒数 1/x 无 限 增 大 而 sin (1⁄x) 的 值 在 ~-1 和 1 之 间 重 复 循环 取 值 . 
不 存在 数 工 ,使 得 x 趋 于 零 时 f(x) 越 来 越 接近 工 , 其 至 把 x 限制 为 正 值 或 负 值 时 情况 也 是 这 样 . 
函数 在 x = 0 处 既 没 有 右 侧 极限 也 没有 左 侧 极限 . | 


有 关 (sin 0)/0 的 极限 


有 关 (sin 9)/9 的 最 重要 的 事实 是 在 弧度 度量 下 当 x ->0 时 其 极限 为 1. 我 们 可 以 从 图 1.24 
看 出 这 个 事实 并 且 用 三 明治 ( 夹 到 ) 定理 代数 地 确认 这 一 结果 . 


不 按 比例 标记 


图 1.24 f(9) = (sin 0)/9 的 图 形 . 


定理 6 


= 1 (9 为 弧度 ) (1) 
证 明 ”证 明 的 方法 是 证 明 右 侧 极 限 和 左 侧 极限 都 为 1. 于 是 我 们 就 知道 双 侧 极限 也 是 1. 


为 证 右 侧 极限 为 1, 从 小 于 xz2 的 正 值 9 开始 (图 1.25) .注意 到 
AO4P 的 面积 < 扇形 OAP 的 面积 < AO47 的 面积 . 


tan 0 


图 1.25 定理 6 证 明 的 图 解 . 2 = 


= x 
A(1. 0 
(1,0) tan 0, {B OA = 1, 所 以 74 = tan 8. 


我 们 可 以 用 9 把 这 些 面积 表示 如 下 


AO4P 的 面积 = IR x ÉS = (D (sin 0) = sin 0 
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AO47 的 面积 = ñ 底 x 高 = 方 (1)tan 0 = tan 0. 人 OAP 的 面积 
因此 
> sin 0 < 58 < J tan 0. 


用 正 数 (1/2)sin 0 除 这 个 不 等 式 中 的 三 项 (译注 
l] < 一 
sin 

不 等 式 中 各 项 取 倒 数 : 
sin 


1 > 


因为 lim cos0=1, 由 三 


81 


lim 一 二 一 


9->0” 


回想 起 sin 0 和 0 都 是 奇 函 数 ( 预 
关于 y 轴 对 称 (图 1.24). 这 个 对 称 性 蕴涵 着 在 


:因为 6 一 0 可 使 0 < 0 < x/2), 不 等 式 仍 成 立 : 
I 
cos O° 


0 < 


0 


Tg > cos 0. 


明治 ( 夹 逼 ) 定理 给 出 


in 0 


0 


备 知识 章 第 3 节 ). 所 以 FA(8) = (sin 0)/0 是 偶 函 数 ,其 图 形 


x 


0 处 的 左 侧 极限 存在 且 和 右 侧 极限 相等 ; 


ip G sl. e 
所 以 由 定理 4 知 lim(sin 9)/9 = 1 
CD-ROM 
q= 例 10 运用 lim(sin 8/0) = 
证 明 :(a) lim cas = - = 0 以 及 (bp) lim ŽE = 地 
解 (a) 利用 平角 公克 cos h = 1 - 2sin? 0 2) A 
lim 920s h -1 -li 2sin2( h /2) 
rO h 一 ny h 
= - lim Ë sin ð $8 = h⁄2 
=- (1)(0) = 0. 
(b) 公式 (1) 不 能 直接 用 于 题 中 的 分 式 。 我 们 在 分 母 上 需 (2x) 而 不 是 (5x). 我们 同 乘 分 
f .分 母 以 2/5: 
lim sin 2x -ii (2/5) : sin 2x 
r= =o (2/5) -5x 
-2 lim = 2x 现在 对 9 = 2x 可 用 式 (1) 
x0 2x 
2 2 
=) = 5 | 
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习题 1.2 

从 图 形 估计 极限 

在 题 1 - 6 中 ,利用 图 形 来 估算 函数 的 极限 ,或 解释 为 什么 极限 不 存在 . 
1. 2. 


(a) lim f(x) (b) lim f(x) (e) lim f(x) (dD) (a) lim g(t) (b) lim g(t) (c) lim 8(t) (d)g(- 4) 


tes -4t 


E AH 
LAZI TTT 
LAEL TTT TTT 


(a) Jim JCh) (b) lim f(h) (c) lim /(h) (d)/(0) (a) lim a p(s) (b) lim p(s) (e) lim p(s) (d)p(- 2) 


h—0t s s—-2* 


[OTY 
TYI] 
HHH H 


x—2 


(a) lim F(x) (b) lim F(x) (c) lim F(x) (d) F(0) (a) lim G(x) (b) lim G(x) (c) limG(x) (d) G(2) 


运用 极限 法 则 
7. 假设 lim f(x) = 1 和 lim g(x) = - 5. 写 出 下 面 计算 中 步 又 (a) ,(b) 和 (e) 中 用 到 的 定理 1 中 法 则 的 名 称 . 
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@ 
fa) -ga _ SISI la) : 
lim a) +7)243 lim( f(x) + 77° 
lim2f(x) - lim g(x) 
= x— 0 xÜ 5 (b) 
( lime) +7) 
2 lim f(x) — lim g(x) 
= Lal x—0 = (c) 
(lim (a) + lia] 
í. (2D (5) _ 7 
(1+7)2 C 4 
8. Blim h (x) = 5,lim p(x) = 1 ,以 及 lim r(x) = -2. 写 出 下 面 计算 中 步骤 (a),(b) 和 (c) 中 用 到 的 定理 1 中 法 I 
则 的 名 称 . 
lim V 5h(x) 
lim V A S = (a) 
= p(z)(á4 - r(x)) lim( p(x)(4 ~ r(x))) 
/lim Sh( x) 
= x>] (b) 
[teo] (ieo) 
/5 lim h(x) 
= z=! (c) 
(5m pC) (ne = tin rC) 
GG 5 
(1)(4-2) ”2 
9. 假设 limf( x) = 5 以 及 limg( x) = - 2. 
(Dime) Dlg) bm) — D lim f 
10. 假设 lim f( x) = 0 以 及 lim g(x) =-3. 求 
(a) lim(g(#) +3) (b) lim x f(x) (e) lim( g(x)) Cd lim FS 
极限 计算 
求 题 11 - 14 中 的 极限 . 
N N . y + 2 
11. (a) lim (2x + 5) (b)lim8(r-5)(r-7) (e) lim F316 (d) im 7 
12. (a) lim (° -2r + 4r + 8) T (c) lim (5 - y)? (d) lim 2 5 = 
. Ë + 3t- 10 . -2x-4 . y-1 _ L. 了 1 
13.0 in (b lim 22 omg Omay- 2) 
/ .2 
14. (a) lim yetis (b) lim 与 一 1 £ = m (c) lim =i (d) lim s cos( T z °) 
ZAZA RE) 定理 š 
15. 为 学 而 写 (a) 可 以 证 明 不 等 式 Š 
x2 x sin x 4 
l-E < > Oc x Š 1 š 
对 所 有 接近 0 的 x 成立. 对 š 


li x sin x 
im — 
=O 2 — 2cos x 
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有 什么 可 说 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
回 心 对 -<， < 把 y，-1- Ey = t fiy = 1 的 图 形 画 在 一 起 .说 明 当 * — 0 时 各 个 图 形 的 


2 — 2cos x 


16. 为 学 而 写 a) 不 等 式 
I x. l — cos x ] 
2 24 ap 2 
对 接近 零 的 * 值 成 立 . 对 
lim 一 二 So 
-0 x 


有 什么 可 说 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


REO) < <2 把 y = 方 -车 ,7 = 一 名 和 ;= 二 的 图 形 画 在 一 起 .说 明 当 * -> 0 时 各 图 形 的 


平均 变化 率 的 极限 
HAARR .切线 以 及 瞬时 变化 率 的 密切 联系 , 形 为 
lim fs h) xo) 


AO 


的 极限 经 常 出 现在 微 积分 中 .在 题 17 - 20 中 对 给 定 的 < 和 函数 计算 极限 . 


17.f(x) = x, xo = 1 18.f(x) = 3 — 4, xo = 2 
19./(x) = L, xo =-2 20.f(x) = Vx, xo = 7 
从 图 形 求 极 限 


21. 对 如 下 图 示 的 函数 ,下 列 陈述 中 哪些 是 对 的 哪些 是 不 对 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


(a) lim, f(x) = (b) lim f(x) = 0, (c) lim f(x) = 1. 
(d) Tim f(x) = lim f(x). (e) lim f(x) FE. (£) im f) = =0. 
(g) lim f(a) = = 1. (h) lim f(x) = 1. (i) lim f(x) = 0. 
(j) lim f(x) = 2. (k) lim fax) 不 存在 . Q) lim f(x) = 0. 
3- x, x < 2 y 
22. 设 /(x) = | x 如 右 图 所 示 . I! 
2 +1, x>2, 


(a) R lim /(. v) F lim f(x). 


(b) lim f(a ) 存在 中? 如果 存在 ， 极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存在 ,为 什么 ? 
(c) É lim f(x) 和 lim Jx). 
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(d) lim f(x) 存在 吗 ? 如 果 人 存在 ,极限 值 等 上 什么 ?如 果 不 存在 ,为 什么 ? 


0， x < Ü 
23. 设 f(x) = .1 
sin -Ts x > 0. 


(a) lim Sa) 存在 吗 ? 如 果 存 在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存在 ,为 什么 ? 
(b) im f(x) 存在 吗 ? 如 果 存 在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存 在 ,为 什么 


1 


(e) lim f(x) 在 在 吗 ?如 果 人 存在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存 在 .为 什么 


个 y= sin L 
| 
= 0 2 
š = 
= 
Š 
s 
Ë 
£ 
3 
= 
= 
m -1 
= 
第 23 题 图 第 24 题 图 


24. 设 g(x) = Vx sin (二). 
(a) lim g( x) 存在 吗 ? 如 果 存 在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 仓 在 ,为 什么 ? 
(b) Tim g(x*) 存在 吗 ? 如 果 存 在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存在 ,为 什么 ? 


(c) im g(a) 存在 吗 ? 如 果 存 在 ,极限 值 等 于 什么 ?如 果 不 存在 ,为 什么 ? 
图 示 题 25 和 26 中 郑 数 的 图 形 .然后 回答 以 下 问题 . 


(a) 什么 是 了 的 定义 域 和 值 域 ? (b) 在 哪 点 “， limf( r) 存在 ?如 果 存 在 这 样 的 点 的 话 . 
(c) 在 什么 点 只 存在 左 极限 ? (d) 在 什么 点 只 存在 右 极限 ? 
Vl- #0<x<1 1 #—-l1<x<030< x <1 
25./(x) = (1 # 1 < x <2 26.fx) = 41 + x =O 
2 # x = 2 0 #x<-lik < >l 
代数 地 求 单 侧 极限 


求 题 27 - 32 中 的 极限 . 


27. lim J= 28. lim ( t ) [ 全 十 > 
seos Y t + 1 ¿at x +] x + x! 
¿Zh +4h +5- VS 


Leri? a; 
29. lim w 30. lim v6 一 v Sh + llh + 6 
! - i 


h pt h +O 
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(+ 2 x+2| 
31. (a) lim (x + 3) He o) lim, (x +3) Lez 
CD-ROM _ 2 _ 1 
a YED 32. a) lim m D L) (b) 1 lim a ua 


理论 和 例子 
33. 为 学 而 写 ”车 对 [- 1,1] EB x ff t < f(x) < = Ma- 1 fl x > 1ÉJ x ff 2 < f(x) < x ,哪些 
点 <。 你 不 加 思索 地 就 知道 limf( x) 存在 ?关于 在 这 些 点 处 的 极限 值 你 能 说 些 什么 ? 
34. 为 学 而 写 ”假设 对 一 切 <,x 2 g(x) < f(x) < hix), LRE 
lim g(x) = limh(x) =- 
关于 f,g ü h £ x = 2 处 的 值 能 得 到 什么 结论 ? f2) = 0 可 能 吗 ? lim fü) = 0 可 能 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


35. 推断 极限 值 。 如 果 lim ÉP = 1, 求 


(a) lim fC) (b) 1m A 
36. 推断 极限 值 
(a) mia LAS = 3, 求 lim f(x). (b) 如 果 lim EHS -= = 4, 求 lim f(x). 


37. 为 学 而 写 一 旦 你 知道 在 f 的 定义 域 的 内 点 a 处 有 lim f(x) 和 lim f( <) ,你 能 知道 limf(*) 吗 ? 对 你 的 回 
答 给 出 理由 . 

38. 为 学 而 写 如 果 你 知道 limf(z) 存在 ,你 能 从 计算 | lim fx) KER Rima) 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

39. 求 8 给 定 s > 0, 求 区 间 1 = (5,5+ 6),6 > 0, 使 得 如 果 ENP, 就 有 wx -5 < e. 正 在 验证 的 是 什么 
极限 ,以 及 极限 值 是 什么 ? 


40. 求 6 给 定 s > 0, 求 区 间 7 = (4- 9,4),9 > 0, 使 得 如 果 * 在 7 中 ,就 有 w4- x < 。. 正 在 验证 的 是 什么 
极限 ,以 及 极限 值 是 什么 ? 


偶 函 数 和 奇 函 数 

回忆 一 下 ,在 定义 域 D 上 关于 康 点 对 称 的 函数 y = f(x), 如 果 对 DD 中 -- 切 x* 有 f(- x) = Sx) f ERE R A; 

如 果 对 D 中 一 切 x* 有 f/(~- x) = - f(x), f RER RR. 

4. 为 学 而 写 ”假设 /是 x 的 奇 浮 数 ,知道 了 lim f(x) = 3, 关 于 lim f(x) 能 告诉 你 什么 呢 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

42. 为 学 而 写 ”假设 /是 x 的 偶 函 数 , 知 道 T tim m fla) = =7, 关于 1 lim n fx ) 或 lim, n (z) 能 告诉 你 什么 呢 ?对 
你 的 回答 给 出 理由 . 


二 计算 机 探究 


43. (a) Ei g(x) = x sin(1/x) 的 图 形 来 估算 lim g(x*), 必 要 时 放大 在 原点 附近 的 图 形 . 


(b) 为 学 而 写 WEM k(x) = sin(1/x) 的 图 形 .在 原点 附近 比较 z 和 的 性 态 , 什 么 是 相同 的 ?什么 是 不 
同 的 ? 
44. (a) E h(x) = x?cos(1/x<x) 的 图 形 来 估算 lim h(x) ,必要 时 放大 在 原点 附近 的 图 形 . 


(b) 为 学 而 写 MEM k(x) = cos(1/x) 的 图 形 .在 原点 附近 比较 和 上 的 性 态 ,什么 是 相同 的 ?什么 是 不 
同 的 ? 


与 无 穷 有 关 的 极限 


x+ oo 时 的 有 限 极限 。* — + % 时 有 理疗 数 的 极限 。 水 平和 垂直 渐 近 线 : 无 穷 极限 。 
再 论 三 明治 ( 夹 到 ) 定理 。 无 穷 极限 的 精确 定义 。 终 极 性 仿 模 型 和 冬 渐 近 线 


我 们 如 分 析 x 一 + % 时 有 理 疯 数 (多 项 式 的 商 ) 
以 及 此 有 有 趣 的 极限 性 态 的 晴 数 的 图 形 .我 们 采用 
的 工 其 是 水 平 渐 近 线 和 垂直 渐 近 线 . 


x 一 上 + 上 % 时 的 有 限 极 限 
ERCE) 的 记号 并 不 表示 它 是 一 个 实数 .我 们 
用 % 来 撒 述 贞 数 的 性 态 : 当 函数 定义 域 中 的 值 或 值 | | |] 
域 中 的 值 会 超过 所 有 有 限 的 界限 .例如 ,质数 /(x) = 
1/x 是 对 一 切 x 0 有 定义 的 (图 1.26). 当 > AEE 


L. 
变 得 愈 来 您 大 时 ,1Zx 就 变 得 人 请 米 合 小 ; 当 x ARH u 
它 的 量 值 (绝对 值 ) 变 得 愈 来 愈 大 时 ,1/x 也 变 得 愈 来 a 


傅 小 .我 们 用 说 *->+ 上 om 时 FAx) = 1/x 的 极限 为 0 来 


总 结 我 们 的 这 些 观察， 
者 我 们 的 这 些 观 图 1.26 y = Us 的 图 形 . 


EX xs wm 时 的 极限 
1. 我们 说 x 趋 于 无 穷 时 f(x) 有 极限 L 并 记 作 
lim f(x) = 


如 果 当 x 沿 正 向 离开 原点 愈 来 愈 远 时 ,f(x) 任意 接近 工 . 
2. 我 们 说 x 趋 于 负 无 穷 时 f(x) 有 极限 L 并 记 作 
lim f(x) = 
WRH x 沿 负 向 离开 原点 愈 来 您 远 时 ,A(x) 任意 接近 L. 


计算 x->+ % 时 函数 极限 的 策略 和 1.2 节 中 计算 有 限 极限 的 策略 是 一 样 的 .1.2 节 中 我 们 
Aa y= kly =x 的 极限 .然后 通过 应 用 了 一 个 有 关 代 数组 合 函 数 的 
极限 的 定理 推广 了 这 些 结果 .这 里 我 们 做 的 是 同样 的 事情 ,但 是 要 用 y = k ly = 1/x 来 代替 
y= 上 和 7= x EA EA Dni 

x> o 时 要 验证 的 基本 事实 在 下 面 的 例子 中 给 出 ， 


CD-ROM 
WEBsite 


例 1(x ->+ % 时 1/x 和 大 的 极限 ) 证明 注 :无 穷 符 号 (ww) 始终 如 一 地 ,符号 o 
(a) linl/x = liml/x = 0 并 个 表示 到 一 个 实数 ,从 而 我 们 不 能 以 通 


常 的 方法 呈 它 束 敌 算术 运算 .还 有 , 答 号 o 


2 .这 两 个 记号 可 以 蔡 换 使 用 


(b) lim k = lim £ = k. 
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(a) 从 图 1.26 我 们 看 到 , 当 x 无 论 从 正 向 或 负 向 离开 原点 愈 来 愈 远 时 y = 1⁄x ARAA O. 
(b) 无 论 x 离 原点 有 多 远 ,常数 隙 数 y = k KWETE k. _ 


在 盛 穷 二 处 的 极限 具有 和 有 限 极限 类 似 的 性 质 . 


定理 7 x 一 + o 时 的 极限 法 则 
如 果 工 ,M 和 上 都 是 实数 , 且 
lim ffl) = L 和 dim glx) = 1 ,那么 


1. 和 法 则 : Jim (f(x) + g(x)) =L+M 
2. 差 法 则 : Jim (f(x) - g(x)) =L - M 
3. REN.: Jim (/(z) ECx)) = 了 工 . M 
4. 常 乘 数 法 则 : Jim (k: f(x)) =k- L 

5. 商法 则 : Jim g(x) = M Mz0 


6. 次 法 则 :如 果 和 :都 是 整数 ,s zx 0, 则 
Jim (f(x))" 一 L's 


只 要 ps 是 实数 . 
这 些 性 质 和 1.2 节 定 理 1 所 述 的 性 质 一 模 一 样 ,而 且 我 们 也 将 以 同样 的 方式 来 用 它们 . 


例 2 运用 定理 7 


(a) lim (5 + 二 | = lim 5 + lim + 和 法 则 
=5+0=5 已 知 极限 
(b) lim Ay3 = jlim rxvV3 . 工 . 工 
rr” g? Kes = x x 
= lim z V3 . lim " . lim 一 积 法 则 
= rv3.0.:.0=0 已 知 极限 o] 
x "+ ° 时 有 理沙 数 的 极限 PE: 多项式 ax" + angl + 
为 x 一 + wm 时 确定 有 理 函 数 的 极限 ,分 子 和 分 母 可 以 同 除 e+ ax + apa, 尖 0 的 次 就 
以 分 母 中 x 的 最 高 血 次 .结果 如 何 取决 于 有 关 和 多 项 式 的 次 . 是 其 最 大 的 指数 n. 
例 3 辐 次 的 分 子 和 分 母 
. Sx ”+8xX—3 
lim 
== 3x +2 


5 + (8/x) — (3⁄x2) 
m 


= 子 和 分 母 同 除 以 <° 
lim 3 + OAD 分 子 和 分 母 同 除 以 x 
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— 不 按 比 例 标记 


图 1.27 例 3 中 的 函数 . 


例 4 分 子 的 次 小 于 分 母 的 次 


lly+2 oin (1l1⁄/x?) + (2/x2) 


分 子 和 分 母 同 除 以 x 


a 2 sess 2- (1⁄x2) 
.0+0_ 参见 图 1.28 
=> 0=0 参见 图 1.2 


图 1.28 例 4 中 函数 的 图 形 . 当 | | 
加 时 ,该 图 形 通 近 x 轴 . 


例 5 分 子 的 次 大 于 分 母 的 次 


(a) lim 2 = 3 = lim 2x - (3⁄x) 
xex Tx + 4 re 7 + (4/x) 


= 一 名 


图 1.29 fj 5(a) 中 的 函数 . 


分 二 和 分母 同 除 以 x 


TEEF - = ,而 分 母 趋 填 7, 所 以 比值 趋 于 - =. 
参见 图 1.29. 
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-4x + 7x . ~ 4x + (7/x) = IRA DI .2 
m AI 76 ,分子 和 分 母 同 除 以 x 
(b) Jim 2x7 — 3x - 10 im 2 - (3⁄x) - (10/x°) 
-œ 分 子 一 x ,分母 eE e. _] 


水 平和 垂直 渐 近 线 :无 穷 极 限 

看 -一 下 /(x) = 1/x( 图 1.30) ,我 们 观察 到 以 下 事实 : 

(a)x > œ 时 ,(1/x) -> 0, 我 们 记 作 lim(1/x) = 0. 

(bx 一 - % 时 ,(1/x) 王 0, 我 们 记 作 tim (1/x) = 0. 
我 们 说 直线 y = 0 是 图 形 /的 水 平 浙 近 线 . 

如 果 当 图 形 愈 来 愈 远 离 原点 地 移动 时 函数 的 图 形 和 某 条 固定 直线 间 的 距离 趋 于 零 时 ,我 
们 就 说 该 图 形 渐 近 地 趋 于 该 直线 ,该 直线 就 是 该 图 形 的 一 条 渐 近 线 ， 


7 + 
取 < 充 分 接近 0 
R 你 就 能 要 想 多 高 
R 就 多 高 .不 管 8 
站 有 多 高 ， 图 形 会 
TAE h 
水 平 渐 近 线 | s. 
?| l KER, =x 
° y=0 XO x 
1 不 管 -B 有 多 低 
- 图 形 会 往 下 更 低 
Š | 
R 取 x 充 分 接近 0 【1-8 
m 你 就 能 要 想 多 低 
H 就 有 多 低 . 
图 1.30 坐标 轴 是 双 曲 线 两 个 分 支 的 渐 近 线 . 图 1.31 单 侧 无 穷 极 限 : 
im =- œ, lim + =- æ. 
x 


ato 1—07 


我 们 更 近 地 看 一 下 图 1.31 中 的 函数 f(x) = 1/x. 当 x ->0:* 时 了 的 值 无 限 增长 ,最 终 达 到 并 
超过 所 有 可 能 的 正 实数 , 即 给 定 任 何 正 实数 界 ,不 管 它 有 多 大 ,f 的 值 仍 然 会 变 得 更 大 (图 1.31). 
因此 ,x 一 0 时 /没有 极限 .用 x 一 0* 时 f(x) 趋 于 无 穷 大 的 说 法 来 描述 f 的 性 态 还 是 方便 的 .我 
们 记 作 

. . 1 
lim (z) = lim =” 

xx 一 0 时 ,f(x) = 1/x 的 值 变 得 任意 地 大 而 且 是 负 的 .给 定 任何 负 实 数 - B,f 的 值 最 终 能 

位 于 - B 之 下 (参见 图 1.31) .我们 记 作 
lim f(x) = lim 一 二 一 名. 


a0 


注意 在 x = 0 处 分 母 为 零 ,因而 函数 在 x = 0 处 是 没有 定义 的 
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定义 ”水平 渐 近 线 和 垂直 渐 近 线 
直线 y = b 是 函数 y = f(x) 图 形 的 水 平 渐 近 线 ,如 果 有 
lim f(x) =b 或 Jim f(x) = b. 
直线 x = a 是 该 图 形 的 垂直 渐 近 线 , 如 果 有 
lim f(x) =+% 或 lim f(x)=+%. 


例 6( 求 渐 近 线 ) ” 求 曲线 


的 渐 近 线 . 

解 我 们 对 x 一 + o 和 x 一 -2(x =-2 时 分 母 为 霉 ) 的 性 态 感 兴趣 . 

如 果 我 们 通过 (x +2) 除 (x+3) 把 一 个 有 理 函 数 重 写 为 一 个 多 项 式 加 上 余 项 ,那么 渐 近 线 
很 快 就 显现 出 来 了 . 


1 
v +2)r +3 
x 二 2 
I 
结果 是 可 把 ， 重 写 为 ; 
2 = 1+ Tr 


现在 我 们 就 知道 该 曲线 是 由 + = 1/x 的 图 形 往 上 移 置 1 单位 并 向 左 移 置 2 单位 得 到 的 (图 1.32). 
现在 的 渐 近 线 不 是 坐标 轴 而 是 直线 y = 1 和 * =-2. 


ABR, 


v=— 2 


水 平 渐 近 线 ， 


y=1 


图 1.32 WE , = I #l x = - 2 E i 2 


(x+3) Bar? 
v = SEV 的 浙 近 线 .( 例 6) 


例 7( 渐 近 线 不 必 都 是 双 侧 的 ) RR 


" -一 ° 
fex) 4 


图 形 的 渐 近 线 . 
解 ”我 们 对 x 一 + % 以 及 x 一 +2(x =+2 分 母 为 零 ) 时 的 性 态 感 兴趣 .注意 到 /是 偶 函 
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数 ,所 以 图 形 关 于 y 轴 对 称 . 

xx 一 上 @% 时 的 性 态 . 因为 lim f(x) = 0, 所 以 直线 
y = 0 是 图 形 位 于 右边 的 渐 近 线 . 由 对 称 性 ,图形 也 有 一 
条 位 于 左边 的 渐 近 线 ( 图 1.33). 

x 一 上 2 时 的 性 态 . 因 为 

lim A(z) =- © 以 及 lim /(z) = am， 
从 右 侧 或 从 左 侧 直线 x = 2 都 是 垂直 渐 近 线 .由 对 称 性 ， 
对 直线 x = - 2 也 是 同样 的 . 

因为 在 所 有 其 他 点 处 都 有 有 限 的 极限 ,所 以 没有 


其 他 的 渐 近 线 . | 
例 8( 具 有 无 穷 多 条 渐 近 线 的 曲线 ) ”曲线 
y=- serco 和 y = tanx = SID 3 图 1.33 y = T 2 BE tE g li 
在 =/2 的 奇 整数 倍数 处 (在 那里 cos x = 0) 都 有 垂直 渐 DEA x 的 一 侧 趋 于 x 轴 , 渐 近 线 不 必 
近 线 (图 1.34). 都 是 双 侧 的 .( 例 7) 
K y=secx 


NN F 


图 1.34 sec x 和 tan x 的 图 形 .( 例 8) 


1 Cos x 
- 和 y= cotx = —— 
sin x sin x 


的 图 形 在 x 的 整数 倍数 处 (在 那里 sin x = 0) 有 垂直 渐 近 线 ( 图 1.35). 


y = csc x = 


> 


y=cscx M y = cot x 


图 1.35 cse x 和 cot x 的 图 形 .( 例 8) _ | 
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例 9(y = e 的 水 平 渐 近 线 ) 出线 
y = e° 


以 直线 y = Olx #H) fE 为 其 水 平 渐 近 线 .我 们 从 图 1.36 中 的 图 形 和 所 附 函 数值 的 表 看 出 这 点 . 
我 们 记 作 


lim e* = 0. o] 
EAK et 的 值 趋 于 0 相当 地 快 . 
x ex 
. _— Y 

0 1.00000 
一 上 0.36788 
-2 0.13534 
-3 0.04979 
-5 0.00674 图 1.36 直线 y=0 

8 0.00034 是 图 形 y = ex 的 水 平 

| x HER. 

- 10 0.00005 


我 们 可 以 通过 研究 * — OBP y = /(1/x) 的 极限 来 研究 * 一 + o BF y = f(x) 的 性 态 . 


例 10( 替换 新 变量 ) 求 lim sin(1/x). 
E ”我 们 引入 新 变量 1 = 1/x. 从 图 1.30 我们 知道 x 一 ww 时:->0+. 所 以 


lim sin + = lim sin 1 = 0. _ 


类 似 地 ,我 们 可 以 通过 研究 x 一 + % 时 的 y = f(x) 来 研究 x 一 0 时 y=/ (1/x) 的 性 态 . 


例 11( 运 用 替换 ) OR lime“. 


解 Jul 1 = 二 .从 图 1.31 L x — 07 BF; — — e .所 以 
lim ež = lime' = 0 例 9 (图 1.37). | 


图 1.37 3 + < OBP y - ez 的 图 形 
表明 lim ex = 0.( 例 11) 
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Ait AARE) 定理 
对 x 一 + œ 时 极限 的 三 明治 ( 夹 通 ) 定理 也 是 成 立 的 . 


例 12( 求 * 趋 于 0 或 + o 时 的 极限 ) ”运用 三 明治 ( 炎 逼 ) 定理 求 曲线 


y= 2+ 


x 
的 渐 近 线 ， y 
8 ”我 们 对 x 一 + o 和 x 一 0( 分 母 为 零 ) 时 
函数 的 性 态 感 兴趣 . ` ` x 
* 之 0 时 的 性 态 . 我 们 知道 limtsin x)/x = 1, 2 

所 以 在 原点 没有 渐 近 线 . 


sin x 
x 


-3n -2n -n 0 x 2T 3r 


< < 
x 
以 及 lim |1/x| = 0, 由 三 明治 (夹带 ) 定理 我 们 有 图 1.38 ”曲线 可 以 跨 过 它 的 一 条 渐 近 线 无 穷 


lim (sin x)/x = 0. 因 此 多 次 .( 例 12) 


r— + 加 


lim [2,24] 2.0 = 2, 


而 直线 y = 2 从 左 侧 和 右 侧 都 是 该 曲线 的 渐 近 线 (图 1.38)、 
这 个 例子 说 明 曲线 可 以 跨 过 它 的 一 条 渐 近 线 , 也 许 是 跨 过 许多 次 ， _ | 
无 穷 极限 的 精确 定义 


无 穷 极 限 的 定义 要 求 对 所 有 充分 接近 xo 的 x, 不 是 要 求 f(x) 任意 接近 有 限 数 了 ,而 是 要 
求 f(x) 位 于 离 原 点 (y = 0) 任意 远 的 地 方 . 除 了 这 个 改变 外 ,所 用 的 语言 和 以 前 用 的 语言 是 一 
样 的 ,图 1.39 和 1.40 补 充 说 明了 这 些 定义 . 


y 


二 


t 
M 
l 
I 
I 
I 
一 一 一 一 一 一 一 一 | 


1.39 lim f(x) = œ. 图 1.40 lim f(x)=- æ. 
em a 
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定义 ”无 穷 极限 
1. 我 们 说 x 趋 于 xo 时 f(x) 趋 于 无 穷 ,并 记 作 
lim) = >, 
如 果 对 任何 正 实数 B 存在 相应 的 $ > 0, 使 得 对 一 切 满 足 0 < |x- xo) < hx, A 


f(x) > B. 
2. 我 们 说 x BF x BÍ f(x) 趋 于 负 无 穷 ,并 记 作 
lim f(x) =- %, 


如 果 对 任何 负 实数 - B 存在 相应 的 9 > 0, 使 得 对 一 切 满足 0 < |x - xo| < 6 的 x, 有 
f(x) <- B. 


TE xo 的 单 侧 无 穷 极 限 的 精确 定义 是 类 似 的 . 
E 终极 性 态 模型 和 斜 渐 近 线 

对 于 数值 很 大 的 x, 我们 有 时 候 可 以 对 复杂 函数 的 性 态 用 一 个 实际 上 以 同样 方式 起 作用 
的 较为 简单 的 函数 作为 该 复杂 函数 的 模型 . 


例 13( 对 于 |*| 很 大 时 的 函数 建 模 ) Aa) = 3x*-2x +3x*-5x+6 以 及 g(x) = 3x2, 
试 说 明 尽 管 对 数值 很 小 的 x,f 和 g 是 十 分 不 同 的 ,但 对 于 很 大 的 | x|,f 和 g 实际 上 是 一 样 的 . 

# ”图 形 地 求解 

SA g 的 图 形 ( 图 1.41a) 在 原点 附近 是 十 分 不 同 的 ,但 在 很 大 的 尺度 标记 下 ,f 和 gg 实际 上 
是 一 样 的 (网 1.415). 


Y=3 w 3 r+6 


图 1.41 /( E IE B BH 
线 ) 和 g 的 图 形 ， 
(a) | xi 小 时 两 者 是 不 
同 的 , 而 (b)ix| 大 时 


L- 
£ B = 
[-2. 2] x [-5, 20] {-20. 20] x [-100.000, 500.000} 两 者 是 相同 的 . 
(ËJ 13). 
(a) ib) 
代数 地 确认 


我 们 可 以 通过 考察 x 一 + % 时 两 个 函数 的 比 来 检验 断言 :对 很 大 数值 的 *,g 可 以 作为 /的 
模型 .我们 求 得 


lim f(x) im 3x* - 2x4 3 - 5x + 6 
rere (X) i 3x 
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这 就 是 当 |x |! 很 大 时 /和 表现 一 样 的 令 人 信服 的 证 明 . _ 1 


定义 ”终极 性 态 模 型 
KA g 是 
(a)f 的 右 侧 终极 性 态 模型 > H V 4 


. (x) 
lim g(r) T l 
(b)f 的 左 侧 终 极 性 态 模型 , 当 且 仅 当 
lim fO) = 1. 
=-= g(x) 


函数 的 右 侧 . 左 侧 终极 性 态 模型 不 必 是 同一 个 函数 . 


例 14( 求 终极 性 态 模型 ) 设 /(x) = xe WEH glx) = x 是 f 的 右 侧 终极 模型 而 
h(x) = e 是 /的 左 侧 终极 模型 . 
解 在 右边 ， 


lim LE = lim St = limi 4 È) = 1, AX lim Š — = 0. 
xx g(x) x x 


r— = x x— = x x 


lim E -lim 2+7 im ( +1) = 1, 因为 lim © = 0. 
xx Ve x 


xX h(x) T ve- ee =x 


€ 
(参见 题 51) .图 1.42 中 也 的 图 形 支持 这 些 终 级 性 态 模型 


X 


fo)= x +e 


图 1.42 f(x) = x + e HIREM y 81 BU # ¿B 
看 起 来 像 g(x) = x 的 图 形 而 从 y 轴 的 左边 看 
0 I 2 3 4 ¥ 起 来 像 h(x) = e-* 的 图 形 .( 例 14) 
{ 由 Mathematica 生 成 ) | 


在 有 些 情形 ,我们 可 以 求 得 有 理 函数 的 终极 性 态 模型 .如 果 分 子 的 次 比分 母 的 次 大 1, 那 
么 有 理 函 数 f(x) 的 图 形 就 有 一 条 像 图 1.29 中 那样 的 斜 渐 近 线 . 我 们 通过 分 子 除 以 分 母 把 F E 
为 一 个 线性 聘 数 再 加 上 一 项 当 x 一 + % 时 趋 于 0 的 余 项 来 求 得 渐 近 线 的 方程 .下 面 就 是 一 个 
例子 . 

例 1S( 求 一 条 斜 渐 近 线 ) RKE 1.29 中 


/( x) = 


2x7 -3 
Tx + á 


的 图 形 的 斜 渐 近 线 . 
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解 由 长 除法 ,我 们 求 得 


, 2x? 43 
fO) = Tt 
(2: 3 -05 
- 77 49) t 49(7<* + 4) 
RIOR Yg PI 
当 x 一 + % 时 ,给 出 广 和 g 的 图 形 间 的 垂直 距离 的 余 项 趋 于 零 ,就 使 得 (倾斜 的 ) 直线 


2 8 
g(x) = 7 49 


成 为 /的 图 形 的 渐 近 线 (图 1.29). RRE g 是 / 的 右 侧 终极 模型 也 是 /的 左 侧 终 极 模型 . _ 


习题 1 .3 


计算 x 一 + > 时 的 极限 


在 题 1 -4 中 . 求 每 个 隐 数 (a)x o 和 (b)x =- = 时 的 极限 .( 你 可 能 要 用 绘图 器 来 形象 化 地 看 到 你 的 结果 .) 
2 1 


A 20) = yi (iO) 
-5+ (7/x) 3- (2⁄x) 
3.h(xr) = T> - dhear) -= 一 一- 
ra) = a (1/x7) kuk Pm (2⁄2) 
求 题 5 和 6 中 的 极限 . 
5, lim Sm 6. lim 2— + Sint 
i rm an t + cos t 
有 理 函 数 的 极限 
在 题 7 -lH REDRAR a) — o 和 (b)x 一 - x 时 的 极限 . 
、 21 +3 x+! 1- 2x? 
7. A = 一 . ñ = + ñ ñ = 
Je) Sr+7 BAU) x + 3 9.A(x) 4x2 + 12 
s. E x _ 352 -6x 2x5 + 3 
WAGO s asas e s 4-8 BAD s a, 
.3 4 
13. h(x) = 二 3 2+3 14.h(x) = = 


3x + 3x — 5x X47x + Te + 9 


FL aE BE 93 sk Pa SE zX ES 28 HI 48 BR 
我 们 用 以 确定 有 理 函 数 极限 的 过 程 对 于 包含 * 的 非 整数 或 负 宕 次 函数 的 比 式 用 起 来 也 很 有 效 : 分 子 和 分 母 同 
除 以 分 母 中 x 的 最 高 宕 次 项 并 由 此 继续 求 极限 的 过 程 . 求 题 15 - 20 中 的 极限 . 


2 x | -1 ñ 3⁄ _ 5 
15. lim 2 r 16. lim 2 + Vz 17. lim y y£ 
H - i MRA 
5 1 
-i ot yu 3 
18. lim DE 19. lim T 20. lim Yec5r+3 
: f ` aS 43x aa ` U 2xr + x3 - 4 


从 函数 值 及 其 极限 来 创建 该 函数 的 图 形 
在 题 21 和 22 中 勾画 满足 给 定 条 件 的 函数 y = /(x) 的 图 形 . 不 要 求 公式 表示 ;只 要 标 出 坐标 轴 并 勾画 适当 的 
图 形 . (答案 不 证 唯一 的 ,所 以 你 的 图 可 能 并 不 正好 和 书 末 的 答案 一 样 .) 
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21./(0) = 0,/(1) = 2,/(- 1) = ~ 2, lim f(x) =- 1, A lim f(x) = 1 

22. /(0) = 0, lim f(x) = 0, lim f(x) = lim fix) = æ% , lim f(x) =- % , K lim f(x) =- om 

创建 函数 

在 题 23 和 24 中 , 求 满足 给 定 条 件 的 函数 并 勾画 其 图 形 . (答案 不 是 唯 - 的 .任何 满足 这 些 条 件 的 函数 都 是 可 以 
接受 的 .如 果 你 觉得 有 帮助 的 话 尽 可 以 用 分 段 形式 定义 函数 .) 

23. lim f(x) = 0, lim f(x) = @ ,以 及 lim f( z) = œ% 


24. lim h(x) =- l,lim k(x) = 1, lim k(x) =- 1, lim h(x)= 1 


0 >n 


画 有 理 函 数 的 图 形 
ED 画 题 25 - 34 中 有 理 函 数 的 图 形 . 包 括 渐 近 线 的 图 形 和 方程 . 
1 xX+3 22 + x - 1 _ xl 

25.y = —1 26.7 = — 27.y = 1 28.y = 7 

x +l x - 4 S Ñ m+] 
29.y = 二 30.y = — 31.7 = 二 二 二 32.y = = 
33.y = —Š (Agnesi RER) 34.y = -AMEE R) 

x + 4 x + 4 
终极 性 态 模 型 
在 题 35 - 38 中 ,把 函数 及 其 终极 性 态 模型 的 图 形 进行 配对 . 

2x3 -3r 4l x tit x+] 
35.y = x +3 36.y = 2x + x — 3 

2x- + rl r 36 L 2-1 
37. y = 2 x 38. y = — Jo G 

(a) (b) 


(c) (d) 
在 题 39 - 42 中 ,对 所 述 函 数 求 (a) 一 个 简单 的 基本 函数 作为 其 右 侧 终极 性 态 模 型 和 (b) 一 个 简单 的 基本 函数 
作为 其 左 侧 终极 性 态 模 型 . 


39.y = e -2x 40.y = < + e"* 41.7 = x+ln|x| 42.y = x2 + sin x 
理论 和 例子 
加 43. (a) 通过 画 函 数 /(x) = V ly rtl x 的 图 形 来 估算 lim( Yx} x+ l- x) 的 值 . 

(b) 从 /(<) 的 值 的 一 个 列表 来 猜测 (a) 中 的 极限 值 .然后 证 明 你 的 猜测 是 正确 的 . 


Ei. 从 图 形 求 lim ( x + x — x? 一 x) ,并 代数 地 确证 之 . 
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45. 为 学 而 写 ”给 定 的 有 理 函 数 的 图 形 可 以 有 多 少 条 水 平 渐 近 线 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
46. 为 学 而 写 ”给 定 的 有 理 函 数 的 图 形 可 以 有 多 少 条 垂直 渐 近 线 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


f umma 


比较 图 形 和 公式 
画 题 47 - 50 中 的 曲线 的 图 形 .解释 曲线 的 公式 和 你 看 到 的 曲线 图 形 之 间 的 关系 . 
47.7 = — 48.y = — 1 
7 V4 -x V4- < 
49.y = lh -3 S0.y = sin( 25) 
代 换 1⁄x 
在 题 51 - 54 中 .利用 y = f (1/x) 的 图 形 求 lim f(x) 和 lim f(x). 
51. f(x) = x e 52. f(x) = x'e 53. fx) = nja] 
1 
. | . cos(1/x) . l G 
54.f(x) =x sin — 55. im 14 G71) 56. lm Í n ) 
57. lim (3+ Z) (cos +) 58. lim( 5 - eos E) (1 + sin +) 
画 题 59 - 62 中 函数 的 图 形 .这些 图 形 有 什么 样 的 渐 近 线 ? 为 什么 渐 近 线 位 于 那个 位 置 ? 
x` - 4 x - x +1 
59.y =- x 1 67= — 
61.y= + 62.y = 2sin x + È 


画 题 63 和 64 中 函数 的 图 形 . 然 后 回答 下 列 问题 . 
(a) 当 x 一 0* 时 函数 图 形 的 性 态 如 何 ? 
(b) ` x —+ œ 时 函数 图 形 的 性 态 如 何 ? 
(c) 在 x=1 和 xzxr=-1 处 函数 图 形 的 性 态 如 何 ? 
对 你 的 回答 给 出 理由 . 


6.y = Afa L) ° 64. y = [= ) 


在 一 点 的 连续 性 。 连 续 浮 数 + 代数 组合 。 复合 函数 + EESbEEEYDQCD IB IB Ege 


N. 当 我 们 标 绘 由 实验 室 生成 或 现场 收集 的 函数 值 时 ,我 们 常常 把 标 绘 出 来 的 点 用 不 
断 开 的 曲线 把 它们 连续 起 来 以 表明 在 我 们 没有 测量 的 时 刻 函 数值 大 概 是 这 个 样子 的 


1 ME TW A Eb r er a 


1.4 连续 性 ”139 + 


(图 1.43). 这 样 做 的 时 候 , 我 们 实际 上 假定 了 我 们 处 
理 的 是 连续 函数 ,其 输出 随 输 入 连续 地 变化 , 且 函 数 取 20 
值 不 可 能 从 一 个 值 跑 三 到 另 一 个 值 而 取 不 到 这 两 个 值 19 
之 间 的 值 . 

任何 函数 y = fC), 如 果 它 的 图 形 可 以 用 铅笔 
(在 其 定义 域 上 ) 在 纸 上 连 续 运动 而 且 铅笔 始终 不 离 
纸张 画 出 来 的 话 , 这 种 函数 就 是 连续 函数 的 一 个 例子 . 
本 节 中 我 们 将 学 习 连 续 性 的 概念 


心 捕 率 (心跳 次 数 /分 ) 
= 


在 一 点 的 连续 性 l A 

连续 函数 是 我 们 用 来 求 得 行星 运动 轨道 中 最 靠近 80 
太阳 的 点 或 者 血浆 中 抗体 浓度 的 峰值 的 那些 函数 . 连 £ L L 
续 函 数 也 是 我 们 用 以 描述 物体 在 空间 中 的 运动 或 者 化 IB JL 


学 反应 速度 怎样 随时 间 变 化 的 那些 函数 ,事实 上 ,那么 
多 的 物理 过 程 都 是 连续 进行 的 行为 ,致使 在 整个 18 世 ”图 1.43 ”在 奔跑 后 心 搏 率 怎样 回复 到 正 
纪 和 19 世纪 几乎 没有 人 会 去 寻找 任何 其 他 类 型 的 行 ” 常 的 心 搏 率 . 
为 . 当 1920 年 代 的 物理 学 家 发 现 光 进 入 粒子 而 且 受 热 的 原子 以 离散 的 频率 发 射 光线 时 (图 1. 
44) 人 们 大 为 惊讶 .由 于 这 些 发 现 和 其 他 发 现 以 及 由 于 在 计算 机 科学 、 统 计 学 和 数学 建 模 中 大 
量 应 用 间断 函数 ,连续 性 的 问题 就 成 为 在 实践 中 和 理论 上 有 重大 意义 的 问题 之 一 . 

为 理解 连续 性 ,我 们 要 考虑 如 图 1.45 中 那样 的 函数 ,我 们 在 1.2 节 例 8 中 研究 了 它 的 极限 . 


图 1.44 激光 是 由 于 人 们 对 原子 性 质 理解 而 图 1.45 除 在 x = l,x = 2 #l x = 
研制 出 来 的 . 4 外 ,函数 在 [0,4] 上 连续 .( 例 1) 


例 划 (研究 连续 性 ) RE 1.45 中 函数 的 连续 点 和 间断 点 . 

解 除 x =1,x =2 和 % =4 外 ,在 定义 域 [0,4] 上 的 每 一 点 函数 上 都 是 连续 的 .在 * = 
1,2,4 处 图 形 都 是 断 开 的 .注意 在 函数 定义 域 上 每 一 点 处 了 的 极限 和 /的 函数 值 的 关系 . 

了 连续 的 点 : 

在 x = 0, lim f(x) = f(0). 
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在 x = 3, lim f(x) = JG). 

在 0< c < 4e > 1.2, limf x) = fle). " Ae e 左 侧 连 续 性 
/间断 的 点 : | a 
在 x = 1, im f/x) 不 在 在: | | 

在 x = 2， limf) = 二 但 1 关 A2) 一 i Loa 
# x = 4， lim f(x) = 1, 但 1 > f(4). 


在 c < 0.e > 4， 这 些 点 不 属于 /的 定义 域 ， | EUS ER at Reme. 
CD-ROM 为 定义 函数 在 其 定义 域 中 一 点 处 的 连续 性 ,我 们 需要 定义 在 
Ñ WEBsite 内 点 处 的 连续 性 (与 双 侧 极限 有 关 ) 以 及 在 端点 处 的 连续 性 (与 音 
f 访 史 传记 — 侧 极限 有 关 )( 图 1.46)， 


Johann van Waveren 
Hudde 定义 ”在 一 点 的 连续 性 
(1628 — 1704) 内 点 :函数 a) 在 其 定义 域 的 内 点 c 处 是 连续 的 ,如 果 
limf(x) = f(e). 
端点 :函数 f(x) 在 其 定义 域 的 左 端点 a 或 右 端 点 4 是 连续 


的 ,如果 分 别 有 
lim f(x) = fla) 或 lim f(x) = f(b). 


RRR S 在 点 。 处 不 是 连续 的 ,我 们 就 说 了 在 间断 ,而 。 是 /的 一 个 间断 点 .注意 £ 
必 在 /的 定义 域 中 . 

函数 /在 其 定义 域 的 点 + = c 是 右 连续 (从 右 侧 连续 ) 的 ,如 果 lim (z) = (e). UR Lim 
f(x) = /(c), 则 /在 。 是 左 连续 (从 左 侧 连续 ) 的 .因此 ,函数 在 其 定义 域 的 左 端 点 a 连续 ,如 果 
它 在 a 右 连 续 ;而 函数 在 其 定义 域 的 右 端 点 b 连续 ,如 果 它 在 b 左 连续 .函数 在 其 定义 域 的 内 
点 。 连 续 当 且 仅 当 它 在 。 既是 右 连续 又 是 左 连 续 的 (图 1.46). 


例 2( 在 整个 定义 域 上 都 连续 的 函数 ) KAS) = V4 - x 在 其 定义 域 [- 2,2] 上 的 每 
一 点 连续 (图 1.47) ,包括 在 x = - 2 处 /是 右 连续 的 而 在 * = 2 处 f 是 左 连续 的 . i 


图 1.48 在 原点 的 
右 连 续 . 


图 1.47 EZAR 
每 点 连续 的 函数 . 


例 3( 具 有 跳跃 间断 的 函数 ) EE 1.48 B ELF Bs f Er ië R RTE x = 0 是 右 连续 的 ,但 在 
x = 0 它 既 木 左 连续 也 不 连续 . 它 在 * = 0 有 一 个 跳跃 . | 


4631603472 h 
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我 们 把 在 一 点 的 连续 性 以 检验 的 形式 总 结 如 下 . 


连续 性 检验 
函数 f(x) 在 x = c 连续 , 当 且 仅 当 它 满足 以 下 条 件 : 
1.f(c) 存在 (c 在 f 的 定义 域 中 ) 


2. limf(x) 存在 CH x — c 时 f 有 极限 ) 
3. limf) = f(c) (极限 等 于 函数 值 ) 


就 单 侧 连续 性 和 端点 处 的 连续 性 而 言 ,检验 中 的 第 2 和 3 部 分 应 该 代 之 以 适当 的 单 侧 极 限 . 
例 4( 求 连续 点 和 间断 点 ) ” 求 最 大 整数 函数 y = int x( 图 1.49) 的 连续 点 和 间断 点 . 


— 


4 aw. 
y= int x 

3} e— 

2 e 


图 1.49 AA int x 在 每 个 非 整数 上 是 连 
续 的 .在 每 个 整数 点 处 它 是 右 连续 的 但 不 
是 左 连续 的 .( 例 4) 


解 ”为 使 函数 在 x =“ 连 续 ,* — ce 时 的 极限 必须 存在 而 且 等 于 yx = c 时 的 函数 值 .最 大 

整数 函数 在 每 个 整数 点 处 是 间断 的 .例如 
lim int x = 2 而 lim int x = 3, 
所 以 x -> 3 时 极限 不 存在 . 一般 说 ,如 果 ”是 一 整数 
limitx=n-1 而 lim int x = n, 

所 以 x — n 时 极限 不 存在 .因为 int n = n, 所 以 最 大 整数 函数 在 每 个 整数 n 处 是 右 连续 的 (但 
不 是 左 连续 的 ). 

最 大 整数 函数 在 每 个 非 整数 的 实数 处 是 连续 的 .例如 


limint x = 1 = int 1.5. 
x—l.5 


一 般 地 ,如 果 n -1<c< n,n 是 一 整数 ,那么 
limint x = n —- 1 = int c. | 


图 1.50 是 间断 类 型 的 分 类 目录 .图 1.50a 中 的 函数 在 x = 0 连续 .图 1.50b 中 的 函数 可 能 
是 连续 的 ,如 果 有 (0) = 1. 图 1.50e 中 的 函数 可 能 是 连续 的 ,如 果 /(0) 是 1 而 不 是 2 图 | 50b 
和 1.50c 中 的 间断 是 可 去 的 .每 个 函数 当 * — 0 时 都 有 极限 ， 我 们 可 以 令 f(0) 等 于 这 个 极限 来 
消 掉 这 种 间断 . 
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图 1.50 (a) 中 的 函数 在 x = 0 连续 ;(b) - (f) 中 的 负数 在 x = 0 是 不 连续 的 . 


图 1.50d ~ {中 的 图 形 的 间断 更 为 严重 :iimf(x) 不 存在 ,而 且 无 法 通过 改变 A(0) 的 值 来 改善 
处 境 . 图 1.504 中 的 阶梯 函数 共有 跳跃 间断 : 单 侧 极限 存在 但 极限 值 不 同 . 图 1.50e 中 的 函数 f( x) 
= 1⁄x° 具有 无 穷 间断 .图 !.50f 中 的 函数 具有 振荡 间断 : 当 * 一 0 时 无 限 振 荡 致 使 没有 极限 . 


函数 在 一 个 区 间 上 连续 当 且 仪 当 它 在 该 区 间 的 每 一 点 连续 .连续 函数 是 在 其 定义 域 中 每 
一 点 连续 的 函数 .连续 函数 不 一 定 在 所 有 可 能 的 区 间 上 连续 .例如 ,y = 1/x 在 [-1,1] 上 不 是 
连续 函数 (图 1.51). 


例 $( 识 别 连续 函数 ) ”函数 y = 1/x( 图 1.51) 是 连续 函数 因为 它 在 其 定义 域 中 的 任 一 点 
处 连续 .但 是 , 它 在 * = 0 处 有 一 个 间断 点 ,因为 它 在 * = 0 没有 定义 . 


图 1.51 函数， = 上 在 除 x = 0 以 外 的 
任何 * 处 连续 . 它 在 * = 0 处 有 一 间断 点 . 


( 例 5) | 
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下 列 函 数 在 其 定义 域 的 每 一 点 都 连续 : 


。 多 项 式 ° 有理 函数 
。 根 号 函数 (y = wn 是 大 于 1 的 正 整数 ) 。 三 角 函 数 
. RARR ”指数 函数 。 对 数 函 数 


多 项 式 困 数 在 每 个 数 c 处 是 连续 的 ,因为 lim/(x) = Ac). 有 理 函 数 在 其 定义 域 中 的 每 个 
点 处 是 连续 的 .有 理 函 数 在 其 分 母 为 零 的 点 处 有 间断 点 .从 正弦 和 余弦 函数 的 图 形 看 ,我 们 不 
会 对 它们 的 连续 性 感到 惊讶 . 

任何 连续 函数 的 反 精 数 是 连续 的 .我 们 知道 这 点 是 因为 连续 函数 /的 图 形 没有 断 开 的 地 
方 ,而 /的 图 形 是 把 /的 图 形 关于 y = x 反射 得 到 的 (所 以 广 ! 的 图 形 也 没有 断 开 的 地 方 ). 

指数 函数 y = a” 的 定义 就 蕴涵 连续 性 ,所 以 它 的 反 耳 数 y = loga 在 其 定义 域 上 也 是 连续 
的 . 

函数 A(x) = |x| 在 每 个 x 值 处 连续 (图 1.52). 如 果 x > 0, 我 们 有 /(x) = x, 是 一 多 项 式 . 
ME x < 0, 我 们 有 f(x) =- x ,是 男 一 个 多 项 式 .最 后 ,在 原点 lim| x | =0= |10|. 


1 y= 


图 1.52 尖 角 并 不 妨碍 函数 
> x 在 原点 的 连续 性 . 


代数 组 合 
你 们 可 能 已 经 猜 到 ,连续 函数 的 代数 组 合 , 当 它们 有 定义 的 时 候 , 是 连续 的 ， 


定理 8 连续 函数 的 性 质 
如 果 函 数 / 和 g 在 x = 。 连续 ,那么 下 列 f 和 g 的 组 合 在 x = c 都 是 连续 的 . 


1. 和 : f+g 
2. 差 : f-g 
3. 积 fg 
4. RER k o f IAEE k 
s. H: L ME e) = 0 


定理 8 中 的 大 多 数 结果 容易 用 定理 1 中 的 极限 法 则 加 以 证 明 . 
复合 函数 
连续 函数 的 复合 函数 是 连续 函数 .因此 像 


Y = sin(x?) 和 y = | cos x] 


AB PE RO 22 Pr PR RTE PEAT RE X I ADAR E ER. BEE f(x) 在 x = c 连续 而 g(x) 在 
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x = A(O ERMA z ° f Ex = c 连续 (图 1.53). 这 时 x 一 cc 时 g。f 的 极限 为 g(f(c)). 
定理 9 连续 函数 的 复合 函数 
如 果 /在 c 连续 而 g 在 ./(c) 连续 ,那么 复合 函数 z ° f 在 c 连续 . 


_ 8 -f 
一 在 < “~ 


Ro ge) 


图 1.53 ERRE G A k E E SE K A. 


直观 上 看 定理 9 是 合理 的 ,因为 如 果 x 接近 c, 那 么 f(x) REES), X NN g fEf(c) A 
连续 ,由 此 得 出 g(f(x)) 接近 g(f(c)). 


例 6( 运 用 定理 9) 说明 
É sin x | 
Y5 a42, 
E y= | Cx sin x)Z( x? + 2) | 的 图 形 (图 1.54) 揭示 该 峭 数 在 每 个 x 值 处 连续 . 令 
g(x) = |x| 和 fa) = < 


X +2 
我 们 知道 y 是 复合 函数 g。/. 


Y 


图 1.54 ÉES y = rena 是 
。 ”连续 的 .( 例 6) 
x 2 i 
(由 Mathematica 生 成 ) 
我 们 知道 绝对 值 函 数 g 是 连续 的 .由 定理 8 知 函 数 /是 连续 的 .由 定理 9 知 该 复合 函数 是 
连续 的 . _ | 


连续 函数 的 中 间 值 定理 
EK 上 连续 的 函数 具有 使 之 在 数学 和 应 用 中 特别 有 用 的 性 质 . 其 中 之 一 就 是 中 间 值 性 
质 . 说 一 个 函数 具有 中 间 值 性 质 ， 如 果 该 函数 取 到 两 个 值 的 话 ,该 函数 一 定 能 取 到 这 两 个 值 之 


1.4 和 连续 性 ` 145 ， 


间 的 一 切 值 . 


定理 10 连续 函数 的 中 间 值 定理 
在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 的 函数 一 定 取 到 f(a) i /( b) 之 间 的 每 一 个 值 .换言之 ,如 果 yo 是 


f(a) SCD) 之 间 的 任何 值 ,那么 yo = f(c) Hla, b] PHRA c 成立 . 


几何 上 ,中间 值 定理 是 说 ,在 数 .Fa) 和 Ab) 之 间 与 y 轴 相交 的 任何 水 平 直线 y = y, 与 区 
jJla,b] 上 的 曲线 y = f(x) 至 少 相交 一 次 . 

/在 区 间 上 的 连续 性 对 定理 10 来 说 是 本 质 性 的 如果/ 即使 在 区 间 中 的 菜 一 点 间断 ,该 定 
理 的 结论 就 可 能 不 成 立 , 就 像 图 1.55 中 图 示 的 函数 那样 . 


3 广 ee 一 一 一 一 一 
2 
2x-2, l< x <2 
iL Æ 1.55 REO = 人 Poraa 
并 不 取 到 f(1) = 0 和 4) = 3 之 间 的 一 切 值 ;在 
于 一 上 一 一 一 一 一 一 * 2 和 3 之 间 的 值 它 都 取 不 到 . 


关于 图 形 的 推论 :连通 性 ”定理 10 就 是 区 间 /上 连续 函数 的 图 形 在 该 区 间 上 不 会 有 任何 
断 开 的 理由 , 像 sin x 的 图 形 一 样 ,连续 函数 的 图 形 是 一 条 连通 的 .单一 而 不 断 开 的 曲线 . 它 不 
会 像 最 大 整数 函数 int x 的 图 形 有 跳跃 也 不 会 像 1/x 的 图 形 那样 有 分 离 的 分 支 . 

关于 求 根 的 推论 ”我 们 把 方程 f(x) = 0 的 解 称 为 该 方程 的 根 或 者 函数 /的 零点 .中 间 值 
定理 告诉 我 们 :如 果 / 是 连续 的 ,任何 使 / 取 值 变 号 的 区 间 中 一 定 包含 该 函数 的 一 个 零点 . 

用 实用 的 话 来 讲 , 当 我 们 在 计算 机 屏幕 上 看 到 连续 函数 的 图 形 穿 过 水 平 轴 时 ,我 们 知道 这 
不 是 一 个 台阶 式 的 跨越 .确实 存在 一 点 ,在 该 点 处 函数 值 为 零 . 这 个 推论 导致 对 任何 我 们 可 以 
画 出 其 图 形 的 函数 的 零点 的 一 种 估算 方法 : 

1. 在 稍 大 点 的 区 间 上 图 示 函 数 ,粗略 地 看 看 零点 在 什么 地 方 . 


2. 在 每 个 零点 附近 放大 图 形 来 估计 零点 的 x 坐标 值 . 注 : 求 根 的 图 解法 ， 
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你 可 以 用 习题 中 的 某 些 题 在 你 的 图 形 计算 器 或 计算 机 上 来 实践 这 种 方法 . 
不 可 靠 的 图 形 ”绘图 器 (计算 器 或 计 
”使 用 技术 算 机 代数 系统 ) 画图 几乎 和 你 用 手 面 
= 图 一 样 :用 坐标 标 绘 点 ,或 象 素 , 然后 
依次 把 点 连接 起 来 . 当 图 形 中 间断 点 . 
的 相对 的 点 被 不 正确 地 连接 时 ,那么 ”+ 站 G, 
得 到 的 图 形 可 能 会 误导 .为 避免 误导 , 某 些 系统 允许 你 采用 


(a) 
“点 模式 ”, 即 只 标 绘 出 点 .但 是 ,点 模式 也 许 不 能 揭示 足够 B 
的 信息 来 描绘 图 形 的 真正 的 性 态 . 在 你 的 绘图 设备 上 试 画 ` x” 
下 列 4 个 函数 .如 果 你 能 做 的 话 , 以 “连通 的 " 和 “点 " 模式 的 ` x 
方式 把 它们 的 图 形 画 出 来 . . ~ -一 : 
yi = xintx 在 x = 2 BEREK — — 
yam sind Ez = 0 RMM 中 
y = — 5 在 x = 2 无 穷 间 断 (a) 被 不 正确 地 以 连通 模式 画 出 的 
x 一 yí = x x int x 图 形 .(b) 以 点 模式 正 
2 
= 2282 在 x = 2 可 去 间断 确 地 画 出 的 yi = x x im < 的 图 形 . 
x -V2 


例 7( 运 用 中 间 值 定理 ) ”是 否 存在 某 一 实数 正好 比 其 立方 数 小 1 吗 ? 

解 ”我 们 通过 以 下 方式 应 用 中 间 值 定理 来 回答 本 问题 .任何 这 样 的 数 一 定 满足 方程 + = 
x) 一 1, 或 等 价 地 ,x? -x -1 = 0. 因 此 ,我 们 要 找 连续 函数 /(x) = x? -x -1 的 零点 (图 1.56). 
f(x) 在 1 和 2 之 间 改 变 符号 ,所 以 在 1 和 2 之 间 一 定 有 一 点 < 使 f(c) = 0. 


图 1.56 (xz) = xz - x - 1855 
(由 Mathematica 生 成 } 形 .( 例 7) _ 


习题 1.4 


从 图 形 看 连续 性 
在 题 1 - 4 中 ,说 明 在 | - 1,3] 上 图 未 的 函数 是 否 是 连续 的 .如 果 不 是 , 何 处 不 连续 以 及 为 什么 ? 


习题 1.4 -147 ` 


1 2. 
y 
A 
y = fü) 
24 
1- 
— | L 1 >r 
-1 0 1 2 3 
3. 4 


y 
A 


y = k(x) 
2} 
1 
x 
-1 0 1 2 3 
题 5 - 10 是 有 关 在 图 1.57 中 图 示 的 函数 的 ， 
x - 1, - 1 =< x <0 X 
2x, 0<x<1 y = fo) 
f(x) = 41， x = 1 
-2x+4, l< x <2 
0, 2 < x < 3 
5. (a)/(- 1) 是 否 存 在 ? (b) lim f(x) 是 否 存在 ? 
(e) 是 否 lim f(x) = /(-1)?  ”(d)/ 是 否 在 x = -1 处 连续 ? Y=- -1 
6. (a)/(1) 是 否 存 在 ? (b) lim /(x) 是否 存 在 ? 图 a PRAAK 
kas 图 1.57 5 - 10 Z. 
(e) 是 否 lim fae) = /(1)? (d)f 是 否 在 x = 1 处 连续 ? 


7. a) Ex = 2 有 定义 吗 ?( 察 看 /的 图 形 .) 
(b)f 在 x = 2 连续 吗 ? 
8. 在 什么 点 处 /是 连续 的 ? 
9. 什么 值 应 指定 给 /(2) 才能 使 得 延 拓 后 的 函数 在 x = 2 连续 ? 
10. /(1) 取 什么 新 值 就 能 消去 间断 ? 


运用 连续 性 检验 法 则 


题 11 和 12 中 在 哪些 点 处 函数 不 连续 ?在 哪些 点 其 间断 是 可 去 的 ?是 不 可 去 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
11.1.1 节 题 11. 12.1.1 节 题 12. 
题 13 - 20 中 的 函数 在 什么 样 的 区 间 上 连续 ? 


13.y = -3x 14.y = 


1 —1 4 i+l _ 
x-2 (x + 2)° i -4+3 
1 上 cos 0 no 
16.4 = ———  - — 17.r = — .y= = 
6. u IE 2 r P 18. y tan 7 
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19.s = Vr > 3 20.y = J3x- | 
复合 函数 


求 题 21 - 24 中 的 极限 .在 极限 中 要 趋向 的 点 处 呆 数 连续 吗 ? 


21. lim sin(x — sin x) 22. lim sin[ J cos(tan oD) 
n t=O 


总 


L 
23. limsec( y sey — tany = 1) 24. lim tan( 于 ceos(sin 02 )) 
yel =Q 


理论 和 例子 
25. 为 学 而 写 ”已 知 :0,1] LÆRDA y= a), Er- 0 为 负 上 且 存 x = 1 为 正 . 关 于 方程 Kx*) = 0 有 什 
么 可 说 的 ? 画 -草图 来 说 明 . 
26. 为 学 而 写 为 什么 方程 cos x = x 至 少 有 一 个 解 ? 
27. 为 学 而 写 ” 试 解 释 为 什么 下 列 5 个 陈述 要 求 的 是 同样 的 信息 . 
(aR Aa) = — 3. — 1 的 零点 . (b) 求 曲线 v = 和 直线 + = 3x + 1 的 交点 的 x 坐标 . 
(c) 求 所 有 使 ww -3x = 1 的 x 的 值 . (d) 求 三 次 曲线 ;= vw - 3x 和 直线 y = 1 的 交点 的 x 坐标 . 
(e) 解 方 程 x* -3x-1=0. 
28. 解 方 程 ” 如果 f(x) = x= -8x + 10, 证 明 至 少 有 一 个 c 值 ,使 得 f(c) 等 于 
(a)x (b) - /3 (c)5 000 000. 
29. 可 去 间断 试 给 出 一 个 除 + = 2 外 在 一 切 x 值 连续 的 函数 f(x) 的 例子 ,该 函数 在 x = 2 处 有 一 个 可 去 间 
断 . 试 解释 你 怎么 知道 /在 x = 2 有 间断 以 及 你 怎么 知道 这 个 间断 是 可 去 的 . 
30. 非 可 去 间断 。” 试 给 出 一 个 除 x = - 1 外 在 一 切 < 值 连续 的 范 数 g(x) 的 例子 ,该 函数 在 x = - 1 处 有 一 个 
非 可 去 间断 . 试 解释 你 怎么 知道 在 x = - 1 z 有 间断 以 及 你 怎么 知道 这 个 间断 是 非 可 去 的 . 
31. 多 项 式 的 因子 分 解 ” 求 因 式 分 解 中 的 7 到 7;, 舍 人 到 小 数 点 后 二 位 
x Sr = (x - ri)(x r(x — r)a - rs). 
器 32. 多 项 式 的 因子 分 解 ”你 要 把 多 项 式 r - 3x - 1 重 写 为 形式 (x - rqa) EP qa) 是 一 个 二 次 多 项 
式 .使 人 到 三 位 小 数 ,你 选 的 + 是 什么 ? 
33. 每 点 都 不 连续 的 函数 
(a) 利用 每 个 非 空 实数 区 间 都 既 包 含有 理 数 也 包含 无 理 数 这 一 事实 ,证 明子 数 
Ko- f 如 果 x 是 有 理 数 
0 如果 * 是 无 理 数 
在 每 - -点 都 是 不 连续 的 . 
(b)f 是 否 在 任何 点 右 连续 或 左 连续 ? 
34. 为 学 而 写 《如果 函数 Fr) 和 g(r) 在 0 二 xx 近 1 上 连续 ,Axz)vegtzr) 在 0,1] 上 的 某 一 点 可 能 间断 吗 ? 对 
你 的 回答 说 明理 由 . 
35. 为 学 而 写 ”在 某 -- 区 间 上 永 不 为 零 的 连续 函数 在 该 区 间 上 绝 不 会 变 号 ,这 个 结论 是 正确 的 吗 ? 对 你 的 回 
答 给 出 理由 . 
36. 拉 伸 一 条 橡皮 带 如果 你 拉 伸 一 条 橡皮 带 使 一 个 端点 往 右 运动 而 另 一 个 端点 往 左 运动 ,那么 带 中 某 些 点 
最 终 停 在 它 原先 的 位 置 上 ,这 个 结论 对 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
37. 不 动 点 定理 。 假设 函数 /在 闭 区 间 '0,1] 上 连续 并 且 对 [0,1j 上 任 一 点 有 0 < f(x) < 1. 试 证 明 [0,1] 中 
一 定 存在 :点 “使 得 Fec) = c(c 称 为 1 的 不 动 点 ). 
38. 连续 函数 的 保持 符号 的 性 质 ik /定义 在 区 间 (a,5) 上 又 假设 在 某 点 c,f 连续 且 有 f(c) = 0. 试 证 明 存 
在 关于 c 的 区 间 (c - 86,c + 6),f 在 该 区 间 上 有 和 和 fc) 同样 的 符号 .注意 这 个 结论 是 多 么 的 不 平凡 .尽管 f 


1.5 切线 * 149 > 


在 整个 (a,5) 上 有 定义 ,但 并 不 要 求 除 c A PE 0 IE p RAE R ROE E. RRE e 点 连续 以 及 条 件 A/(c) = O R 
以 使 函数 在 整个 (小 ) 区 间 上 异 于 零 (或 为 正 或 为 负 ). 
E 39. 工资 谈判 ”一 位 焊工 的 合同 承诺 4 年 里 每 年 涨 工资 3.5% ,而 Luisa 的 起 始 工资 是 36 500 美元 
(a) 说 明 Luisa 的 工资 由 = 36 500(1.035)™' 给 出 ,其 中 4 表示 自从 Luisa 签署 合同 后 以 年 计 的 时 间 . 
(b) 图 示 Luisa 的 工资 函数 .在 + 的 那些 值 该 孙 数 是 连续 的 ? 
RW 40. 机 场 停车 场 ”Valuepark 停车 场 每 小 时 或 不 到 一 小 时 的 收费 为 1.10 美元 .一 天 最 高 的 收费 为 7.25 美元 . 
(a) 对 x 小 时 ,0 < r < 24, 停 车 的 收费 写 出 公式 . (提示 :参见 题 39.) 


~ 一 一 


(b) 画 (a) 中 函数 的 图 形 .在 < 的 那些 值 该 函数 是 连续 的 ? 


w 


连续 延 拓 到 一 点 

我 们 在 1.2 节 就 知道 有 理 函 数 即使 在 其 分 母 为 零 的 点 处 也 可 能 是 连续 的 . 如果 Ac) 没有 定义 ,但 limf(x) = 
Z ,我 们 可 以 如 下 地 定义 一 个 新 函数 F(x) 

Sx) ”如果 x 在 f 的 定义 域 中 

L 如 果 x = ec 

函数 F(x) 在 x = c 连续 .这 称 为 把 f(x) 连续 延 拓 到 x = c. 对 有 理应 数 而 言 连续 延 拓 通 常 是 通过 消去 分 子 、 
分 母 的 公 因 子 来 求 得 的 . 

在 题 41 - 44 中 画 函 数 了 的 图 形 ,看 看 是 否 显示 出 可 以 连续 延 拓 到 原点 . 如 果 可 以 的 话 ,利用 计算 器 上 的 Trace 
和 Zoom 键 求 得 x = 0 处 的 一 个 候选 延 拓 后 的 函数 值 . 如 果 看 来 没有 可 能 连续 延 拓 ,能 否 从 左 或 从 右 延 拓 到 原 
点 使 之 成 为 在 原点 左 连续 或 右 连续 .如 果 可 以 的 话 ,你 认为 延 拓 后 的 函数 值 应 为 多 少 ? 


F(x) = l 


x |x! 
41. f(x) = 一 42.F(z) = — 
43./(x) = TT 44. fix) = (1 + 20)!" 
从 图 形 解 方 程 
利用 图 形 计算 器 或 计算 机 绘图 软件 求解 题 45 - 52 中 的 方程 .把 每 个 解 含 人 到 小 数 点 后 四 位 小 数 . 
45.x? -3x-1=0 46.2x° -2x -2x+l=0 
47.x(x -1)?=1 (1 个 根 ) 48.x* = 2 
49.Vx+VIrr=4 50. x -15x+1 = 0(3 +Í) 


Sl.cos x = x(1 个 根 ). 确 认 你 用 的 是 弧度 模式 .52.2sin x = x(3 个 根 ) .确认 你 用 的 是 弧度 模式 . 


EEN o. 


什么 是 曲线 的 切线 ?。 求 函 数 图 形 的 切线 。 变化 至 :在 一 点 处 的 导数 


本 节 继 续 1.1 节 开 始 的 割 线 和 切线 的 讨论 .我 们 计算 割 线 的 斜率 的 极限 来 求 曲 线 的 切线 ， 
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什么 是 曲线 的 切线 ? 

对 圆 来 说 , 相 切 的 概念 是 很 直接 的 .直线 L 是 圆周 上 一 -点 PP 的 切 
线 , 如 果 了 上 过 点 已 且 垂 直 于 点 已 的 半径 (图 1.58). 这 样 一 条 直线 刚好 
触 到 圆周 .但 是 说 直线 了 上 是 另 一 条 曲线 C PAPA ENA 
呢 ?从 加 的 儿 何 概括 想象 ,我 们 可 以 说 这 意味 着 以 下 儿 条 中 的 - 


L.L 过 点 已 月 垂直 于 从 点 已 到 时 线 C 中 心 的 连 线 . 图 1.58 工 是 圆周 上 点 P 
只 过 C 上 的 一 点 ,有 即 点 已. 的 切线 ,如果 工 过 点 已 且 
3. 了 过 点 已 且 只 位 于 曲线 C 的 一 侧 . 垂直 于 半径 OP. 


尽管 当 曲 线 C E MT a 22 述 都 是 对 的 ,但 对 于 更 一 般 的 曲线 来 说 ,三 条 中 没有 一 条 能 
相 容 地 表达 切线 的 含义 .大 多 数 曲 线 没有 中 心 ,我 们 想 称 之 为 切线 的 直线 可 能 与 曲线 C 相交 
于 其 他 的 点 或 者 在 切 点 穿 过 曲线 (位 于 曲线 的 两 侧 )( 图 1.59). 


(V 


上 与 C 只 交 于 一 点 LF C #: P 点 的 切线 LECE PARIR 
但 不 是 切线 . 但 交 C 于 几 个 点 但 位 于 C 的 两 侧 ， 在 
P 点 穿 过 CC. 


图 1.59 探究 有 关切 线 的 误解 . 


图 1.60 动态 地 趋 
向 切 点 .曲线 在 点 P 
的 切线 是 过 P 的 直 
线 其 斜率 是 当 曲 线 
上 的 点 8 沿 曲线 从 
点 PP 的 两 侧 趋 于 点 P 
时 割 线 OP 的 斜率 
的 极限 . 


定义 与 一 般 + N S, MÆ 动态 $: , 
CD-ROM 为 定义 与 一 般 曲线 相 切 的 概念 ,我 们 需要 一 种 动态 处 理 的 广 


j WEBsite 法 ,这 种 方法 考虑 了 过 点 P 和 附近 点 0 "4 Q 沿 曲线 (图 1.60) 向 点 
b biga P 移动 时 过 PQ 的 制 线 的 性 态 . AN EN X St BE kn F : 
— 1. 从 我 们 能 计算 的 东西 开始 . 即 制 线 Po 的 斜率 . 
Oo ea 2. 研究 当 点 Q 沿 曲线 趋 于 点 时 基线 的 极限 . 
3. 如 果 极 限 存在 ,就 把 它 取 作曲 线 在 点 P 的 斜率 ,并 把 过 点 


P 具有 这 个 斜率 的 直线 定义 为 曲线 在 点 已 的 切线 . 
这 种 方法 正 是 我 们 在 1.1 节 的 岩石 下 落 及 挡 热 量 例 子 中 所 做 
过 的 . 


1.5 切线 ， 151 ° 


注 : 你 们 怎样 求 曲 线 的 切线 ? 

这 个 问题 是 17 世纪 早期 首要 的 数学 问题 ,说 那个 时 代 的 科学 家 非常 想 知道 这 个 问题 的 答 
案 是 不 为 过 的 .在 光学 中 ,切线 决定 着 光线 射 入 弯曲 的 镜头 的 角度 .在 力学 中 物体 沿 其 运动 路 
径 每 一 点 的 运动 的 方向 .在 几何 学 中 在 相交 点 处 的 两 条 曲线 的 切线 决定 在 该 点 相交 的 曲线 的 
交角 .René Descartes( H + JL) 说 求 曲线 的 切线 问题 “不 但 是 AREAREN 般 的 问题 ， 
而 且 , 甚 至 可 以 说 ,是 我 仅仅 想 在 儿 何 里 知道 的 问题 ."( 译 注 : 见 Morris Kline, Mathematical 
Thought from Ancient to Modern Times, Oxford University Press,1972,p.345. 中 译本 ,上 美 ] 莫 里 
斯 . Y 38 E] # ,古今 数学 思想 ,第 二 册 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ,2002,p.53. ) 


例 1( 抛 物 线 的 切线 ) ” 求 抛物 线 y = x 点 P(2,4) 处 的 切线 . 写 出 抛物 线 在 该 点 的 切线 的 
方程 . 
E ”我 们 从 过 点 P(2,4) 和 邻近 点 0(2 + h,(2 + h)2) 的 割 线 开始 .再 写 出 割 线 PO 斜率 
的 表达 式 并 研究 当 点 0 沿 抛物 线 趋 于 点 P 时 斜率 会 有 什么 变化 发 生 ， 
割 线 斜率 Ay 一 (2 + AX 一 xr - h? + tht 4-4 


kR? 
h + 4h 
= h = h + 4. 


WR h > 0, 那 么 0 位 于 P 的 右上 方 ,如 图 1.61 所 示 ; 如 果 h < 0. 那 么 0 位 于 尸 的 左下 方 ( 图 1.61 
中 没有 标 出 ). 两 种 情形 中 , 当 点 Q 沿 曲线 趋 于 P 时 ,h 都 趋 于 零 而 且 割 线 斜率 趋 于 4: 

lim(h + 4) = 4. 
我 们 就 取 4 作为 该 抛物 线 在 点 P 的 斜率 . 


y 


个 y= x? 


maa LTA ahta, 


Ax=h 


L >x 
2+h 


0 2 
不 按 比 例 标记 


1.61 求 抛 物 线 y = x? 在 点 (2,4) 的 斜率 的 图 解 .( 例 1) 
过 点 P 的 抛物 线 的 切线 就 是 过 点 P 斜率 为 4 的 直线 : 
y =4+4(x - 2) 点- 斜 式 方程 
y =4x -4 _ | 
求 函 数 图 形 的 切线 
为 求 任意 曲线 y = f(x) 在 点 P(xo,f(x0)) 的 切线 ,我 们 采用 同样 的 动态 方法 .我 们 计算 
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A POC vo + h, axo+A)) 的 割 线 的 斜率 .然后 研究 当 A ->0 时 该 斜率 的 极限 (图 1.62). 
如 果 该 极限 人 在 在 ,我们 就 称 它 为 曲线 在 点 P 的 斜率 并 把 曲线 在 点 P 的 切线 定义 为 过 点 P HA 


切线 斜率 为 斜率 的 直线 . 


定义 “斜率 和 切线 

曲线 y = f(x) 在 点 P(xo,F(xo)) 的 斜率 是 数 

f xo + h) - f( xo) 
h 


m = lim 
h—0 


曲线 在 点 P 的 切线 是 过 点 P HU m 为 斜率 的 直线 . 


mw。 每 当 我 们 作 一 个 新 的 定义 时 , 试 着 把 新 定义 
Ç 用 在 我 们 熟悉 的 事物 ,确认 它 给 出 我 们 要 的 熟悉 
的 结果 ,这 总 是 很 好 的 想法 . 例 2 表明 斜率 的 新 定义 和 我 
们 用 于 非 亚 丰 直 线 的 老 定 义 是 一 致 的 . 


例 2( 检 验 定义 ) ERER y = mx + 是 它 自己 在 
(xos mxo + b) 的 切线 . 
E f(x) = mx+5, 并 用 三 步 来 证 明 上 述 结论 . 
第 1 步 : 求 f(x0) 和 f(xo + h). 
fr) = mao + b 
J(xo + h) =m(xo + h) + b 
= mx. + mh + b 


第 2 步 : REPE xo + h) - /(zo))/h. 


— — n nan ann anan nann nn ann nan nn an ann 


(倘若 这 个 极限 存在 ). 


一 


Q(xo+ h. JG + hy) 


Jfexo+ h) — fGa) 


Pixy fix) 


0 


图 162 DRAF Eim OH fue). 


. (mxo + mh + b) — (mxo+ b) 
m - 二 一 


-> 人 


. mh 
=lim — = m 
h e0 


h 


生 什 么 样 的 变化 ? 


B3: 用 点 - 斜 式 方程 求 切线 .在 点 (xo, mxo + b) 的 切线 为 
y = ( mxo + b) + m(x 一 xo) 
y = mxo + b+ mx - mxo 


y = mx + b. 


例 3 y = 1/x 的 斜率 和 切线 

(a) 求 曲线 y= 1/x 在 x = a 的 斜率 ， 
(b) 在 何 处 斜率 等 于 - 1/4? 线 
(c) 在 点 (a.,1/a) 处 曲线 的 切线 当 a 变化 时 会 发 


2. 计算 斜率 m = lim 
h 


3. 如 时 极限 存在 ,所 求 切线 为 


Y = Yo 十 m(x 一 xo). 


1. 计算 f( xo) 和 f(xo + h). 
f(xo+h 
0 


— 


注 : 怎 样 求 曲线 y = f(x) # (xo, yo) 的 切 


) = f(xo) 


1.5 切线 - 153 ` 


解 (a) 这 里 y = 1/x. 在 (a,1/a) 的 斜率 为 
1 ] 


Fa + h) - f(a) ath a ) la-(as+h) 
lim p slim A = lm ata +h) 


. 一 h lim — Z _ l 
= 已 (az h) = ala + h) ` a 
注意 为 什么 直到 我 们 可 以 直接 代入 六 = 0 来 计算 极限 之 前 一 定 要 在 分 式 前 写 上 “lim”. 
(b) Æla, a) HR y = 1/x 的 斜率 是 - 1/a?. 倘 车 
i ] 


a 4 
那么 斜率 就 是 - 1[4. 这 个 方程 等 价 于 a = 4, 所 以 a = 2 或 a = - 2. 曲线 在 两 点 (2,1/2) 和 
(—- 2, -1/2) 处 的 斜率 均 为 - 1/4( 图 1.63). 


图 1.63 yy = 1/x 有 两 条 切线 ,其 斜率 均 为 - 1⁄4. 图 1.64 在 原点 附近 很 陡 的 切线 斜率 ， 
当 切 点 移 开 时 变 得 较为 平坦 . 


(c) 注意 到 斜率 - 1/a? 总 是 负 的 . 当 a — O° 时 斜率 趋 于 - > UREE ARABE 
(图 1.64). 我 们 看 到 a 一 0- 时 的 情形 是 一 样 的 . 当 a 从 原点 往 两 个 方向 移出 时 ,斜率 趋 于 O 
从 而 切线 变 得 平坦 了 . ú 


CD-ROM 变化 率 : 在 一 点 处 的 导数 
WEBsite 表达 式 


Y 历史 传记 f(x0 + h) -aa) 
René François de h 
162 gs 称 为 /在 x。 处 增 量 为 h 的 差 商 .如 果 及 一 0 时 差 商 有 极限 ,那么 这 


个 极限 就 称 为 了 在 xo 的 导数 .如 果 我 们 把 差 商 解释 为 割 线 的 斜率 ， 
那么 导数 就 给 出 了 在 x = xo 点 处 曲线 的 斜率 和 切线 的 斜率 ,如果 
我 们 把 差 商 解释 为 1.1 节 中 曾 论述 过 的 平均 变化 率 , 那 么 导数 就 
给 出 了 函数 在 x = xo 处 关于 * 的 变化 率 .导数 是 微 积 分 所 考虑 的 
两 个 最 重要 的 对 象 之 一 .我 们 在 第 2 章 中 开始 对 导数 的 全 面 的 学 
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习 . 另 一 个 重要 对 象 是 积分 ,我 们 将 从 第 4 章 开 始 学 习 积 分 . 


例 4 瞬时 速度 (1.1 节 例 1 和 例 2 的 继续 ) 

在 1.1 节 的 例 1 和 例 2 中 ,我 们 研究 了 在 地 球 表面 附近 岩 
石 从 静止 自由 下 落 的 速度 . 我 们 知道 岩石 在 头 1 秒 下 落 
y = 16 弓 英尺, 而且 我 们 还 用 愈 来 愈 短 的 区 间 上 的 一 串 平均 变 
化 率 来 估算 在 瞬间 : = 2 时 岩石 的 速度 .精确 地 说 岩石 在 该 时 
刻 的 速度 是 多 少 ? 

解 ” 令 f(x) =1652. 在 ! =2 和 ! = 2+h 的 时 间 里 岩石 
的 平均 速度 为 

L2 + h) — f Q) _16(2+ h) — 16(2)2 
h = h 


_ 16(h2 + 4h) 
= h 


= 16(h +4). 


在 瞬间 : = 2, 岩 石 的 速度 为 
lim 16(h +4) = 16(0 + 4) = 6RR / $b. 


我 们 原先 的 估算 64 英尺 / 秒 是 正确 的 . 


习题 1 .5 


斜率 和 切线 


注 : 下 列 所 有 的 陈述 指 的 是 同 

一 件 事情 

1. y = f(x) 在 x = xo Ë W #L 
率 

. 曲线 y = f(x) # x = xo 的 
切线 的 斜率 

3. f(x) 在 x = xo 关 于 x 的 变 
化 率 

4. f 在 x = x 的 导数 

5. lim 0 + H- t) 


h=0 


w 


在 题 1 - 4 中 ,利用 格 点 和 直 边 对 曲线 在 点 P 和 点 P, 的 斜率 (以 y 单 位 /x 单位 计 ) 作 粗略 的 估计 .在 印刷 机 
开机 印刷 的 过 程 中 图 形 可 能 会 有 移动 ,所 以 你 的 估计 和 书 末 的 答案 会 有 些许 不 同 . 


1. 2. 
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在 题 5 - 8 中 , 求 曲 线 在 给 定点 切线 的 方程 .把 曲线 和 切线 一 起 画 出 来 . 


5.y = 4- 22, (-1,3) 6.y - 2/x, (1,2) 

7.y = x°, (-2,-8) 8.y = 5, (-2, - 1⁄8) 

在 题 9 - 12 中 , 求 函 数 图 形 在 给 定点 的 斜率 .然后 求 该 图 形 在 给 定点 的 切线 的 方程 . 
9.f(x) = x -2<2, (1, -1) 10.h(1) = 3+3t, (1,4) 

M.z(u) = 25, (3,3) 12.f(x) = Vx + 1, (8,3) 

在 题 13 和 14 中, 求 指明 x 处 的 曲线 的 斜率 . 

I.y= =, x= 3 14.7 = #4, x= 0 

具有 指定 斜率 的 切线 

在 题 15 和 16 的 函数 图 形 的 那些 点 处 有 水 平 切线 ? 

15.f(x) = x? +4x -1 16.g(x) = x? -3x 


17. RAR y = 1⁄(x - 1) 的 斜率 为 - 1 的 所 有 切线 的 方程 . 
18. RHR y = Vx 的 斜率 为 1⁄4 的 切线 的 方程 . 


变化 率 

19. 从 塔楼 扔 下 的 物体 ”一 物体 从 100 m 高 的 塔楼 被 扔 下 来 .在 : 秒 时 它 离 地 面 的 高 度 为 100 - 4.91? m. T TF 
2 秒 后 它 的 速度 有 多 快 ? 

20. 火箭 的 速度 。 火箭 发 射 ! 秒 后 ,火箭 的 高 度 为 
IPER. 火箭 发 射 后 第 10 秒 时 息 高 的 速度 有 Dee ss 
多 快 ? Sasa 


21. 变 半径 的 圆 面积 “” 当 半径 > = 3 时 , 圆 面积 
(A = xz) 关于 半径 的 变化 率 为 多 少 ? 

22. 变 半径 的 球体 积 “” 当 半径 > = 2 时 , 球 的 体积 
( V = (4/3) n) 关于 半径 的 变化 率 等 于 多 少 ? 

23. 火 黑 上 的 自由 落体 ”火星 表面 ( 见 右 图 ) 自由 
落体 的 方程 是 s = 1.862 36. í: 以 秒 计 .假设 一 
块 岩石 从 200 米 高 的 上 县 岩 顶 上 掉 下 来 . 求 岩 石 
在 1 = 1 秒 时 的 速度 . 

24. 木星 上 的 自由 落体 “木星 表面 自由 落体 的 方 


` 156 ` 第 1 章 3⁄8 EE 


程 是 y， = 11.4452 米 ,以 秒 计 .假设 - 块 岩石 从 500 36 8 Bak BE JM Eje F K. RADHE r = 2 秒 时 的 速度 . 


切线 的 检验 
25. 为 学 而 写 
a2sin(1/x), x0 
fx) = | 
H RJE ñ: EL A UJ 2 9 ARAS E| 38 2 Hi PB IH. 
26. 为 学 而 写 
xsin(l/x), x = Ü 
f(x) = | 
的 图 形 在 原点 有 雪线 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


垂直 切线 


. : h)— f( < 
我 们 说 曲线 ç = /(x) 在 点 (x0,/( xo)) AR REEDE MRi H So 或- e. 
如 果 fx) = x ,在 点 (0,0) 处 有 垂直 切线 ， 
` 1 3 
lim £S + i) - £0) _ lim h = = ms = = 
y 
y = fa) = 
y 
A 
>x yago 
0 
在 原点 有 垂直 切线 在 原点 没有 季 直 切线 


四 


如 果 g(x) = xs .在 (0,0) 处 没有 垂直 切线 : 
g(0+ A) ~ g(0) = lim Ë". =0 - im 
n = = 


h ~v 1 r0 hi 


lim 
h0 


不 存在 ,因为 当 从 右边 趋 于 零 时 极限 为 ;而 当 记 从 左边 趋 于 零 时 极限 为 - oo. 
27. 为 学 而 写 
-1, x<0 
f(x) = | 0, x=0 
l, x >O 
的 图 形 在 原点 有 垂直 切线 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
28. 为 学 而 写 


习题 1.5 ”157 > 


的 图 形 在 点 (0,1) 处 有 没有 垂直 切线 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


计算 机 探究 


在 题 29 - 32 中 ,利用 计算 器 或 计算 机 求 每 个 区 间 . 上 函数 的 平均 变化 率 . 


29. f(x) = e 30. f(x) = Dh x 
(a)[- 2,0; (b)[1,3] (a)[1,4] (b)[100,103] 
31. f(t) = cott 32. f(t) = 2 + cos t 
(a)[x/4,3xz/4] (b)[z/6,z/2] (a)[0.x] (b)[- rz] 


3. 美国 移民 归 化 局 的 拨款 。” 表 1.3 给 出 了 若干 年 中 美国 移民 归 化 局 的 联邦 拨款 数额 . 
表 1.3 联邦 移民 归 化 局 的 拨款 


拨款 ( 百 万 美元 ) 
1.5 


1.6 XÆ iM : Immigration and Naturalization Service as 
2.1 reported by Bob Laird in USA Today ,February 


2.6 18 , 1997. 
3.1 


(a) 求 从 1993 到 1995 ERE SK B) E EJ p k E. 
(b) 求 从 1995 到 1997 年 拨款 的 平均 变化 率 . 
(e) 设 x = 0 表示 1990,x = 1 表示 1991, 等 等 . 求 该 数据 的 二 次 回归 方程 并 把 它 的 图 形 和 数据 的 散 点 图 重 亚 
在 一 起 .( 参 见 第 1 章 第 1 节 末 有 关 利用 计算 器 来 做 回归 分 析 的 介绍 .) 
(d) 利用 回归 方程 计算 (a) 和 (b) 中 的 平均 变化 率 . 
(e) 利用 回归 方程 求 1997 年 的 拨款 增长 有 多 快 . 
34. 国会 的 学 术 研 究 拨款 ” 表 1.4 给 出 了 美国 国会 在 若干 年 中 专门 拨 给 大 学 学 术 研 究 课 题 的 款项 . 
表 1.4 美国 国会 的 学 术 研究 拨款 
拨款 ( 百 万 美元 ) 


来 源 : The Chronicle of Higher 
Educaion , March 28,1997. 


(a) 设 x = 0 表示 1980,x = 1 表示 1981, 等 等 . 画 出 数据 的 散 点 图 . 
(b) 设 P 表示 与 1997 相应 的 点 而 Q 表示 任何 先 于 1997 年 的 点 .对 可 能 的 割 线 PQ 的 斜率 列表 . 
(c) 为 学 而 写 在 计算 的 基础 上 ,解释 为 什么 有 些 人 对 预测 1997 年 国会 拨款 的 变化 率 很 犹豫 ? 


- 158 ` 第 1 章 ”极限 和 连续 


图 形 研 究 :垂直 切线 
(a) 画 题 35 - 44 中 的 曲线 的 图 形 ,该 图 形 在 什么 地 方 看 来 有 垂直 切线 ? 
(b) 计算 极限 来 确认 你 在 (a) 中 的 结论 .但 是 在 你 这 样 做 之 前 , 读 … 下 题 27 和 28 的 引言 ， 


2 4 1 
35.y = xŠ 36.Y = xf 37.y = xŠ 
3 2 3 2 
38.y = x5 39. y = 4x5 -2x 40. y = x? - 5r? 
2 ) 1 十 
41.y = x3 — (x - 1)3 42.y = x3 + (x — 1)2 
一 rj x< 0 — 
o, - | vis š 44.y = /J4- +] 
Vx, x > Ü 
画 割 线 和 切线 


利用 CAS 对 题 45 - 48 中 的 函数 完成 以 下 各 步 . 
(a) 在 区 间 xo- 1⁄2 < x = xo + 3 Fil y = /(x) 的 图 形 . 
(b) 固定 *o, 在 ro 的 差 商 


gon) = At tao) 


就 变 成 步 长 h 的 函数 .把 这 个 函数 录入 你 装 有 CAS 的 计算 机 . 
(c) 求 kh 一 0 时 g 的 极限 ， 
(d) 对 有 =3,2 和 1 定义 割 线 y = f(x0o) + gx(x -so). 在 (a) 的 区 间 上 把 它们 和 了 以 及 切线 画 在 一 起 . 


45.f(4)= x` +2x, xo = OÜ 46.f/(x) = x + 三 ， xo = l 


x 


47.f(x) = x + sin(2x), xo = zw/2 48./(x) = cos x + 4sin(2r), xo = w 


指导 你 们 复习 的 问题 


1. 什么 是 从 上 = a 到 + = b 的 区 间 上 的 沙 数 g(1) 的 平均 变化 率 ? 它 和 割 线 有 什么 关系 ? 
2. 为 求 函 数 g(1) fer = 4 的 变化 率 , 必 须 算 什么 极限 ? 
3. 什么 是 极限 lim f(x) = 了 的 非 正 式 定 义 ? 为 什么 这 个 定义 是 非 正 式 的 ?给 出 例子 . lim f(x) = 工 确切 地 意味 


着 什么 ? 
4. 当 x* 趋 于 *o 时 函数 Ar*) 的 极限 的 存在 性 和 极限 值 总 是 取决 于 函数 在 * = xo 的 情况 吗 ? 斌 说明 并 给 出 例子 . 
5. 极限 可 能 不 存在 时 ,函数 会 出 现 什么 样 的 性 态 ?给 出 例子 . 
6. 什么 定理 可 用 来 计算 极限 ?给 出 怎 料 应 用 这 些 定理 的 例子 . 
7. 单 侧 极限 和 极限 有 什么 样 的 关系 ?有 时 候 这 种 关系 是 怎样 用 来 计算 极限 或 证 明 极限 不 存在 ?给 出 例子 . 
8 
9 


. lim( (sin 0)⁄0) 的 值 是 什么 ?9 用 度 或 弧度 来 度量 是 无 所 谓 的 吗 ? 试 解释 之 . 
- lim f(x) = L 和 lim 及 x) = 上 的 意思 是 什么 ?给 出 例子 . 
10. 什么 是 lim k(k 常数 ) 和 lim ( 1⁄x) ?你 怎样 把 这 些 结果 推广 到 其 他 的 函数 ?给 出 例子 . 
11. 你 怎样 求 < 一 上 o 时 有 理 函 数 的 极限 ?给 出 例子 ， 
12. 什么 是 水 平 .垂直 和 斜 的 渐 近 线 ? 给 出 例子 . 
13. 如 果 范 数 要 在 其 定义 域 的 内 点 处 连续 必须 满足 哪些 条 件 ? 在 端点 的 情形 呢 ? 
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14. H Hl K RK R E E Z 2 A BJ T E US fs PK g E fn] 2k E 22 9? 
15. 函数 在 一 点 右 连续 的 意思 是 什么 ? 左 连 续 呢 ?连续 和 单 侧 连 续 之 间 有 什么 关系 ? 
16. 关于 多 项 式 的 连续 性 可 以 说 些 什 么 ?有 理 孙 数 ?三 角 虽 数 ?指数 范 数 ?对 数 冰 数 ? 有 理 才 函数 和 函数 的 代数 
组 合 ? 复 台中 数 ?函数 的 绝对 值 ? 诅 数 的 反 函 数 ? 
17. 函数 在 区 间 上 连续 是 什么 意思 ? , 
18. 函数 连续 是 什么 意思 ?给 出 例子 来 说 明 函 数 在 其 整个 定义 域 上 是 不 连续 的 但 在 其 定义 域 中 有 选择 的 某 些 
区 间 上 仍然 可 以 是 连续 的 . 
19. 什么 是 间断 (性 ) 的 基本 类 型 ?对 每 种 类 型 给 出 一 个 例子 .什么 是 可 去 间断 ?给 一 个 例子 ， 
20. 函数 具有 中 间 值 性 质 是 什么 意思 ?什么 条 件 能 保证 函数 在 区 间 上 有 这 个 性 质 ? 什 么 是 图 示 和 求解 方程 
f(x) = 0 的 推论 ? 
21. 常常 说 ,如 果 你 在 纸 上 用 铅笔 画 函 数 的 图 形 时 只 要 铭 笔 不 离 纸 那么 该 函数 就 是 连续 的 .为 什么 这 么 说 ? 
22. 直线 与 曲线 C 相 急 于 点 了 的 意思 是 什么 ? 
23. 公式 lim 人 + 如一 作品 的 意义 是 什么 ? 试 从 几何 和 物理 上 来 解释 该 公式 ， 
24. 你 怎么 求 曲线 y = fe) 在 其 上 一 点 (xoyyo) 处 的 切线 ? 
25. 曲线 y = f(x) 在 x = xzo 的 斜率 和 该 函数 在 > = xo 关 于 x 的 变化 率 的 关系 是 什么 ?和 在 xo 的 导数 的 关 
REHA? 
实践 习题 
极限 和 连续 性 
l, *<-1 
-— x, -1<x<0 
1. MRA f(x) = l, x=0 的 图 形 .然后 详细 讨论 /在 x* = - 1;,0 和 1 处 的 极限 . 单 侧 极 限 . 连 
— x, Ü< x >*1 
1, x > 1. 


= 


续 ( 性 ) 和 单 侧 连续 (性 ). 有 没有 间断 是 可 去 的 ? 试 解释 之 . 


0, x“=<-1 


1 
.对 1x) = rz 0<1*|<1 按 题 ] 的 要 求 再 做 _ 遍 

0, x = Í 

l, x > 1 


- 假设 f(t) 和 ga) 对 一 切 t 有 定义 而 且 lim JG) =- 了 以 及 im g(t) = 0. 求 上 -> 加 时 下 列 函 数 的 极限 . 


(a)3f(1) (b)(/(:))2 Cfa) ° g(t) 

OPORE Ce)eostg(1)) (DIAO) 

Sa) + g(t) (h)1⁄//(:) 
. 假设 f(x) 和 g(x) 对 一 切 x 有 定义 而 且 lim f(x) = 1 人 2 以 及 tim g(x) = 间 . 求 x 一 0 时 下 列 函数 的 极限 . 
(a) - g(x) (b)g(x)* f(x) (c)flz) + glx) 

(9) ZO (e)x + f(x) (cosa 


在 题 5 和 6 中 ,如 果 题 目 所 述 的 极限 存在 的 话 , 求 lim g(x) 的 值 . 
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5. lim( t2) =] 6. lim(xling(x)) = 2 
v0 Y atad AU 
7. 下 列 沿 数 在 什么 区 间 上 连续 ? 
l 3 _ 2 上 
af) = x (b)g(x) = xt (c)h(x) = x ` (d)k(x) = x $ 
8. FIle 878 (F Z < i] E & 2⁄2 
(a)f(x) = tan x (b)g(x*x) = ese x (c)h(x*) = et (d)k(x) = = 
求 极 限 
在 题 9 - 16 中 , 求 极 限 或 说 明 为 什么 极限 不 存在 . 
. - 4x + 4 N x + À 
9. lim = 5 14x 10. lim s a 
(a) 4 x — 0 (b) "qx — 2 (a) `í x — 0 (b) 4x—- 1 
11. lim = 12. lim E 13. lim (< + A 
ze 一 区 x—a xt 一 at hu h 
1 1 
~- T2 3 _ 
14. lim (< + Ah) 15. lim 二 二 全 16. lim 2 t) 8 
x. 0 h vU x x 0 x 
求 题 17 - 28 中 的 极限 . 
. 2x+3 . 2x7 +3 . Xx -4++8 
17. lim Sx 7 18. dim sy 19. Jim > 
; L m 7 NNE + x` 
20. lim z 21. dim SF] 22. lm + 128 
23. lim S (如 果 你 有 绘图 器 , 试 着 在 -5 < x < 5 EERE. ) 
24. lim — (如 果 你 有 绘图 器 , 试 着 画 (<) = x(cos(1/<) - 1) 在 原点 附近 的 图 形 来 “看 看 " CEES 
远 处 的 极限 .) 
i 23 -1 ; 
25. lim tsint +2Ve 26. lim 二 27. lime * 28. lime!“ 
x "x x + sin x xex X“ + COS X x = — 


E 2 e) e-a. 
(a) 证 明 /在 -1 和 2 之 间 有 一 零点 . 
(b) 图 形 地 求解 方程 fO x) = 0 使 误差 至 多 为 10-8 的 量 级 . 
Ce) 可 以 证 明 (b) 中 方程 的 解 的 精确 值 为 
CEE EEN 
计算 这 个 精确 答案 并 与 你 在 (b) 中 类 得 的 值 进行 比较 . 
加 30. 设 Mo) -= 0- 2042. 
(a) EH /在 -2 和 0 之 间 有 一 零点 . 
(b) 图 形 地 求解 方程 /(( 0) = 0 使 误差 至 多 为 10-4 的 量 级 . 
(c) 可 以 证 明 (b) 中 方程 的 解 的 精确 值 为 
W3- - (51) 
计算 这 个 精确 答案 并 与 你 在 (b) 中 求 得 的 值 进行 比较 . 
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附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


B.. 


给 0" 指定 值 ”指数 法 则 告诉 我 们 如 果 a 是 不 等 于 零 的 数 ,那么 a? = 1. 指 数 法 则 还 告诉 我 们 ,如 果 n 是 

正 数 ,那么 0" = 0. 

如 果 我 们 试图 把 这 些 法 则 推广 到 包括 0° 的 情形 ,那么 我 们 会 得 到 互相 矛盾 的 结果 .第 一 个 法 则 会 得 出 

09 = 1, 而 第 二 个 法 则 会 得 出 0" >< 0. 

这 蛙 我 们 不 是 要 讨论 问题 的 对 错 .也 不 是 要 讨论 按 法 则 原样 地 应 用 ,所 以 就 不 会 有 政 盾 .事实 上 ,我 们 

可 以 把 0 定义 为 我 们 想 要 的 任何 值 ,只 要 你 能 说 服 别 人 同意 . 

你 想 要 0? 取 什 么 值 ? 下 面 是 一 个 也 许 能 帮 你 作出 决定 的 例子 .( 后 面 的 题 2 是 另 一 个 例子 .) 

(a) 对 x = 0.1,0.01,0.001, 等 等 ,计算 x*, 只 要 你 的 计算 器 能 算 下 去 . 记 下 你 得 到 的 值 .什么 样 的 模式 你 
能 够 看 出 来 ? 

(b) 在 0 < x < 1 上 夯 函 数 y = x* 的 图 形 .即使 函数 对 x < 0 没有 定义 ,图 形 也 会 从 右边 趋 于 y 轴 . 看 
似 趋 于 什么 y 值 吗 ? 放 大 图 形 以 支持 你 的 想法 . 


. 你 可 能 想 要 六 等 于 不 为 0 或 1 的 某 个 值 的 理由 x > 0 增长 时 , 数 1/x 和 1/(ln x) 都 趋 于 零 . 当 % 增 


加 时 , 数 
1l/(In x) 
ro = (+) 
会 等 于 什么 ?以 下 是 两 种 求法 . 


(a) 对 x = 10,100,1000 等 等 计算 f, 只 要 你 的 计算 器 能 算 下 去 .什么 样 的 模式 你 能 看 出 来 ? 
(b) 在 包含 原点 在 内 的 不 同 的 视窗 画 / 了 的 图 形 .你 看 到 了 什么 ? 沿 图 形 追 踪 y 值 .你 发 现 了 什么 ? 


3. 洛 伦 兹 (Lorentz) 88 。 在 相对 论 中 ,对 观察 者 来 说 ,物体 ,例如 说 火 第 的 长 度 看 来 似乎 是 依赖 于 物体 对 于 
观察 者 的 行进 速度 .如 果 观 察 者 量度 静止 时 火箭 的 长 度 为 Lo, 那么 速度 为 v 时 的 长 度 将 是 


L = laai- Z. 


E 


这 个 方程 就 是 洛 伦 兹 短 缩 方程 .其 中 ec 是 光 在 真空 中 的 速度 ,大约 为 3 x 108 米 / 秒 . 当 "增加 时 会 发 生 什 么 
结果 ? 求 lim 了 .为 什么 要 求 左 极 限 ? 


. 控制 水 钢 的 排水 量 FEE H E (Torricelli) 定律 说 如 果 你 
从 附 图 所 示 的 镀 排 水 ,那么 水 的 流出 率 y 等 于 一 个 常数 乘 
以 水 深 x 的 平方 根 .常数 依赖 于 流出 管 的 大 小 和 形状 . 

假设 对 某 种 水 饶 ,y = Vx/2. 你 试图 不 断 地 通过 软 管 往 纺 
中 加 水 以 保持 相当 稳定 的 流出 率 . 如 果 你 想 保 持 流出 率 在 
(a)yo = 1 英尺 3/ 分 ,误差 不 超过 0.2 英尺 3/ 分 的 范围 内 
(b) yo = 1 XR 分 ,误差 不 超过 0.1 英尺 3/ 分 的 范围 内 

的 话 , 水 深 必 须 保持 在 什么 高 度 ? 

. 精密 仪器 中 的 热 涨 ”我 们 知道 大 多 数 金属 受热 时 会 脱 
涨 冷却 时 会 收缩 .有 时 候 一 件 实验 室 仪 器 的 尺寸 是 如 此 
的 至 关 重 要 ,以 致 于 车 间 必 须 在 和 实验 室 中 使 用 该 仪器 的 


温度 一 样 的 温度 条 件 下 来 制造 该 仪器 .70'F 的 宽 为 10 厘米 典型 的 铝 棱 在 该 温度 附近 的 宽度 为 


流出 率 : y 英尺 ?/ 分 


第 4 题 图 


y = 10+ (z: - 70) x 10-* 厘米 


假设 你 在 重力 波 探测 仪 中 正 使 用 一 种 类 似 的 棒 , 棒 宽 必 须 保 持 理想 的 以 10 厘米 为 中 心 ,误差 不 超过 0.0005 
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厘米 的 宽度 范围 内 .温度 必须 在 靠近 70°F 的 什么 范围 内 才能 确保 不 超过 这 个 容 差 . 
6. 为 学 而 写 : 对 映 点 “有 任何 理由 使 人 相信 地 球 赤道 上 总 存在 -对 对 映 ( 直 径 上 相对 的 ) 点 ,在 这 两 处 温度 是 
相同 的 ? 试 解释 之 . 
D7 几乎 是 线性 的 二 次 方程 的 根 ”方程 ar* + 2x -1 = 0, 其 中 4 是 -- 常 数 , 有 两 个 根 ,如 果 a > - 1 并且 
a 关 0, 一 为 正 , 男 - 一 为 负 : 


-1+w1+a r (a) Hl +a 


r, (a) = a a 


(a) a 一 0 时 ,r, (a) 会 发 生 什 么 情况 ? 当 a 一 - 1° 呢 ? 

(b) 当 a 一 0 时 ,r.(a) 会 发 生 什 么 情况 ? 当 a — - 1° 呢 ? 

(c) 通过 画 r. (a) Mr Ca) 作为 a 的 图 形 来 支持 你 的 结论 .你 看 到 了 什么 . 

(d) 为 增加 支持 力度 ,同时 对 a = 1.05.0.2,0.1 #l 0.005 Mi f(x) = ax? + 2x -1 的 图 形 . 
8. 单 侧 极 限 如 果 lim f(x) = A M lim f(x) = B R 


(a) lim (x - x) (b) lim fè- x) (c) lim fla? - x4) (d) lim fè — x$) 


9. 极限 和 连续 “下列 陈述 中 那些 是 对 的 ;那些 是 错 的 ?如 果 是 对 的 ,说 明 为 什么 对 ;如 果 是 错 的 ,给 出 一 个 反 
例 ( 即 ,确认 结论 是 错 的 例子 )， 
(a) WMR limf x) 存在 但 lim g(x*) 不 存在 ,那么 lim(/(x*) + g(x)) 不 存在 . 
(b) 如 果 limf( x) 和 lim g(x) 都 不 存在 ,那么 lim(/( z) + g(x)) 不 存在 . 
(c) 如 果 了 在 x 连续 ,那么 | f| 也 在 x 连续 . (q) 如 果 | /| 在 a 连续 ,那么 f 也 在 a 连续 . 
10. 方程 的 根 ” 证 明 方 程 x + 2cos x = 0 至 少 有 一 个 解 . 


极限 的 正式 定义 


在 题 11 - 14 中 ,运用 函数 的 正式 定义 ,证 明 题 中 函数 在 < 处 连续 . 
1 l 


2x "E 4 
13.h(x) = V2x -3, xo = 2 14.F(x) = V9-x, xo = 5 
x 如 果 * 是 有 理 数 


0 如果 < 是 无 理 数 


11.f(x)= x2 — 7, xo = 1 12.g(x) 


15. 只 在 一 点 连续 的 函数 设 f(x) = l 
(a) 证 明 /在 x = 0 连续 . 
(b) 利用 每 个 实数 的 非 空 开 区 间 中 既 包 含有 理 数 又 包含 无 理 数 这 一 事实 ,证明 在 非 零 的 * 值 处 都 是 不 连续 的 . 

16. IEM (Dirichlet) 直 尺 函数 。” 如 果 % 是 一 有 理 数 ,那么 x 可 以 唯一 地 表示 为 整数 的 高 中 ,其 中 n > 0 而 
E mAn 没有 大 于 1 的 公 因子 .( 我 们 说 这 种 分 式 处 于 最 低 项 .例如 ,6/4 用 最 低 项 来 写 就 是 3/2.) 设 f(x) 
对 [0,1] 中 一 切 x, 由 

广 ” 如 果 x = 取 , 以 最 低 项 表示 的 有 理 数 

0 ”如 果 x 是 无 理 数 

来 定义. 例如 ,0) = TD = TV (地) = (+). (2)-42(+). (2). Tas. 

(a) 证 明 f 在 i0,1] 中 每 个 有 理 数 处 间断 . 

(b) 证 明 /在 .0,1] 中 每 个 无 理 数 处 连续 . (提示 :如 果 e 是 给 定 的 正 数 ,证 明 在 [0,1] 中 只 有 有 限 个 有 理 数 
r 能 使 f(r) > <.) 

(c) 画 /的 图 形 . 你 认为 为 什么 要 把 f 称 为 * 直 尺 函 数 ”? 


f(x) = | 


ernn Nt 1 


概述 第 1 章 中 ,我 们 定义 曲线 在 一 点 的 斜率 为 制 线 斜 
率 的 极限 . 称 为 导数 的 这 个 极限 度量 了 函数 在 该 点 的 变化 
率 , 而 且 是 微 积分 最 重要 的 概念 之 一 .导数 广泛 应 用 于 工程 、 
科学 经济、 医学 和 计算 机 科学 ,用 以 计算 速度 和 加 速度 , 解 
释 机 械 的 性 态 , 当 水 从 水 炙 中 吸出 时 估计 水 继 中 水 位 的 下 
降 , 以 及 预测 由 于 测量 误差 造成 的 后 困 . 用 计算 极限 的 方法 
来 求 导数 可 能 是 元 长 而 且 困 难 的 .本章 中 ,我 们 要 发 展 各 种 
方法 使 得 求 导 数 更 容易 些 . 


作为 函数 的 导数 


导数 的 定义 。 记号 。 常数 六 数 、 慢 六 数 、 国 数 乘 以 常数 以 及 国 数 之 和 的 导数 。 KBE 
可 微 廊 数 ; 单 侧 导 数 。 从 估算 值 图 .六 的 图 形 。 可 微 冰 数 是 连续 阴 数 。 导数 的 中 间 值 性 质 。 
一 阶 和 高 阶 导数 


第 1 章 末 ,我 们 定义 了 曲线 y = f(x) 在 点 x = xo 处 的 斜率 为 


CD-ROM 
WEBsite im 6 + h) ~ f(zo) 
) lim n . 
Ta 历史 短文 


如 果 这 个 极限 存在 ,我 们 就 称 之 为 了 在 zo 的 导数 . 现在 ,我 们 研究 通 
过 考虑 在 /定义 域 中 每 个 点 处 这 样 的 极限 来 导出 的 作为 函数 的 导 
数 . 


The Derivative 


导数 的 定义 
CD-ROM 


函数 /(x) 关于 变量 x 的 导数 是 函数 广 , 它 在 x 处 的 值 为 
; . f(x + h) - f(x) 
f'(x) = lim 1 ， 


0 


如 果 该 极限 存在 的 话 . 
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注 :从 导数 的 定义 计算 S la) 
第 1 步 ; 写 出 f(x) 和 /f(x + h) 的 表达 式 . 
第 2 步 : 展开 并 简化 差 商 人 + 如 一 Ca) 


第 3 步 : 利用 简化 后 的 商 式 ,通过 计算 极限 1，(%) = lim E f) kRAS a). 


/的 定义 域 是 的 定义 域 中 使 上 述 极限 存在 的 点 的 集合 .了 /的 定义 域 可 能 和 /的 定义 域 一 
样 ,也 可 能 比 /的 定义 域 要 小 .如 果 在 一 特定 点 x 处 f' 存在 ,我 们 就 说 了 在 x 是 可 微 的 (有 导 
数 ) .如果 在 /的 定义 域 的 所 有 点 处 1' 都 存在 ,我 们 就 说 了 是 可 微 的 . 


例 1 运用 定义 

(a) 求 y = Vx,x > 0 的 导数 . 

(b) 求 曲 线 y = Vx 在 x = 4 处 的 切线 . 

E (a) 第 1 步 : f(x) = Vx W| f(x + h) = Vx + h 


. Ja + h) f(x) _ Vx + h - Vx 
第 2 步 : n - n 
_ — (at h)- x g FV x+ h + x 
 h( Vx +h + Vx) Vx + h + Vx 
1 — — 
 Vx+ h + Vx 
1 ] 


y3 zF: f'(x) = lin = 
PIPSO 23 
参见 图 2.1. 


CD-ROM 


C EBsite 


(a) (b) 
图 2.1 (a)y = Vx 和 和 (b)y = 1/(2Vx) 的 图 形 . 函 数 本 身 在 x = 0 有 定义 ,但 它 的 
FRE x = 0 处 没有 定义 .( 例 1) 


(b) 曲线 在 x = 4 处 的 斜率 为 


1 1 
'(4) = — = —. 
F 2⁄4 4 
切线 就 是 过 点 (4,2) 且 斜 率 为 1⁄4 的 直线 (图 2.2). 
y =2+ T(z- 4) 


PY NAV NEA IAZ = 
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入 : T 输出 : 
BR- ZE RR- x 
dx 
图 2.2 HR y = vxz 及 其 在 点 (4,2) 处 的 图 2.3 KKF x 的 导数 的 运算 的 流程 图 . 
场 线 .切线 斜率 是 通过 计算 在 x = 4 揣 的 
y 求 得 的 .( 例 1) 
记号 
有 许多 方式 来 记 孙 数 y = f(x) 的 导数 .除了 /'(x) 外 ,最 
常用 的 记号 有 : 注 :“ 撤 ”记号 来 自 Newton 的 
y BRE“ y W 很 好 且 简 洁 的 表示 ,但 没有 说 出 自 著作 ,而 记号 dde 则 来 自 
变量 是 什么 Leibniz 的 著作 . 
念 作 “d 说 出 了 自 变量 并 用 d 来 表示 导数 


dy 

dx 

时 念 作 "df“dax” 强调 了 函数 的 名 称 

TO) AME dde" SOO" 强调 了 微 商 是 作用 在 /上 的 一 种 运算 的 概念 (图 2.3) 
RIRI 念 作 "y 关于 的 导数 " 而 把 时 和 二 J(x) 仿 作 “f/ 关 于 的 导数 

y = 7 在 * = 4 处 关于 + 的 导数 的 值 /'(a) = hm dl e + h) (a) ,也 可 以 记 作 


3 dr] zo d 
rsa 或 dx|,. 或 gI 


BS, 称 为 赋 信 记号, 它 告 诉 我 们 要 计算 符号 左边 表达 式 在 * = a Mi. 


计算 导数 的 过 程 称 为 微分 . 例 1 说 明了 求 函 数 y = /x 的 导数 的 过 程 . 现在 我 们 来 说 明 怎 
样 不 用 每 次 都 从 定义 出 发 来 求 函 数 的 导数 . 


y 


ze 


LELER TEREE EDE EDEEE TA ETS 
第 一 条 法 则 是 ,每 个 常数 函数 的 导数 是 零 函 数 . 


法 则 1 常数 函数 的 导数 
如 果 / 到 常数 值 Kx) = c, 则 


例 2( 运 用 法 则 1) 如果/ 取 带 数值 /(x) = 8.) 


df d 
dx ` RE = 0. 


类 似 地 ， 


法 则 1 的 证 明 ”我 们 把 导数 的 定义 用 到 /(x) = “, 得 出 为 常数 值 e 的 函数 (图 2.4). 在 每 
个 x 值 处 ,我 们 求 得 


f'(x) = lim 


f(x + tarfa = lim = = lim0 = 0. 


h =Ü h—0 


( (x. C) (x +h. c) 
Vv = C 
| | 
图 2.4 法则 人 (ce) = 0 的 另 一 种 说 法 是 ,党 
| a 。 数 函 数 的 值 永远 不 变 以 及 水 平 线 在 每 点 的 斜 
0 x x+h ”i 率 都 为 0. 


第 2 条 法 则 是 说 ,如 果 n 是 正 整数 ,怎样 求 <" 的 导数 . 


法 则 2 ERRE AN 
如 果 n 是正 整数 , 则 


应 用 法 则 2, 我 们 从 原来 的 窒 指 数 (n) 减 去 1 再 乘 以 n. 
例 3( 解 释 法 则 2) 


f | x | 2 | P | | 
f” 1 | 2 Ge a = _ | 
CD-ROM 
党 WEBsite 法 则 2 的 证 明 WMR) = x , 则 f(x + h) = (x + h)", 
历史 传记 因为 n 是 正 整数 ,我 们 可 以 利用 以 下 事实 
Richard Courant at — b" = (a = b)(a"” l + anb + s + abu"? + b!) 


(1888 — 1972) 来 简化 了 的 差 商 . 取 * h = a 和 a b RNE a-b h Bk 
f(x+h)- flx) _ (K + h)" — x" 
h T h 


(A) (x + h)" + (x+ h) Px tte (xt h)a"? x] 
T h 


= (x+ h) +(x h) x+ + (x+ rhe +a! 


n 项 ,h->0 时 每 项 的 极限 为 x 
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因此 
4 = lim ft + h) = fO) = na"-!, " y = 3⁄2 
dx 用 -0 h 
第 3 条 法 则 是 说 ,如 果 可 微 函 数 乘 以 常数 , 则 它 的 导 
数 就 是 该 丽 数 的 导数 乘 以 同样 的 常数 . PHE = 30 
=6(1) =6 
法 则 3 FFROEN ， 
如 果 u 是 x 的 可 微 函数 ,而 c 是 一 常数 , 则 y5 
d; ) - du 
dz = C dx 
斜率 2x 
BJ 4( 运 用 法 则 3) (a) EG) = 3+ 2x = 6x 二 2 => 
解释 :通过 对 每 个 y 坐标 乘 以 3 来 调整 y = x? 的 图 | 
JÉ ,就 使 在 点 x 处 的 斜率 增加 到 原 斜 率 的 三 倍 ( 图 2.5). | 
(b) 一 种 有 用 的 特殊 情形 :可 微 函 数 取 负 号 后 的 导数 0 1 2 


等 于 该 函数 的 导数 取 负 号 .c = - 1 时 的 法 则 3 给 出 


d d d 图 2.5 y = <? My = 3x? 的 图 形 .三 
aÍ D gO) = -1 qz) Z y 坐标 三 倍 和 斜率 .( 例 4) 


du 
- -9 E 


法 则 3 的 证 明 
d. = lim culx + h) — cu(x) f(x) = cu(x) 的 导数 的 定义 


dx h =0 h 
= c lim u(x + t zula) 极限 性质 
-0 
du , 
=c qx u 是 可 微 的 L] 


下 一 条 法 则 是 说 ,两 个 可 微 函 数 和 的 导数 等 于 它们 的 导数 之 和 . 


法 则 4 导数 和 法 则 
如 果 u 和 w 都 是 x 的 可 微 函 数 , 则 和 u + o TE u 和 w 都 是 可 微 的 每 点 也 是 可 微 的 .在 这 种 点 
处 ,有 


4 
dx 


Capo) = Su dv 


dx + dx 


注 : 用 uM 表示 函数 。 当 我 们 需要 一 个 微 商 公式 时 ,我 们 很 可 能 是 用 /和 gg 那样 的 字母 
表示 正在 处 理 的 公式 中 的 函数 . 当 我 们 应 用 该 公式 时 不 希望 以 某 种 其 他 的 方式 使 用 同样 
的 字母 .为 防止 出 现 这 样 的 问题 ,我 们 用 早先 不 大 可 能 用 过 的 像 u 和 w 那样 的 字母 来 记 微 
商法 则 中 的 函数 . 


”168 : Ë x 
例 5 和 的 导数 
y = rÍ + 12x 
dy o dp, A a 
+ = 4 + 12. _ 
法 则 4 的 证 明 ”我 们 对 f(x) = u(x) + v(x) 用 导数 的 定义 : 
Alula) + s(x)] =lim [u(x + h) + p( x + aa -[u(x) + v(x)] 
X k =O 
-ii [2 +h)- u(x) v(x sh) = r(z)] 
=o h t h 
u(x + h) — u(x) 1 v(x+h)- v(x) du dv 一 
=o h tao h =Z dx dr 一 
CD-ROM EA RAE UREE ROE I| yk 26 t 2 (t 09 28 A, BJJ BT fk eK 
WEBsite Aa ASUS 5 4 1 
j D 、 d _ d q _ du dv u dr 
历史 传记 a (u) = glut O Del = gtl l) 37 = qx dx 
Colin Mac aurn 也 可 把 和 法 则 推广 到 多 于 两 个 函数 的 和 的 情形 ,只 要 和 式 中 只 
COE— IMO HARPER uuu, 在 x 可 微 ,那么 +++ 二 
也 在 x 可 微 , 且 
a oo yodu, du, du 
q t + u> + tu,) = (ç t qz t U + qx 
例 6 多 项 式 的 导数 
y -Set 
dx Tdr” t l 3 * )- dx (52) + daD 


53t 26 5+0= 36, Èros, o] 
注意 到 , RAAMES ARZIR, 就 像 我 们 对 法, 所 有 多 项 式 孝 是 可 能 的 
例 6 中 的 多 项 式 求 导 那样 . 


例 7( 求 水 平 切线 ) ”曲线 y = x* - 2x* +2 有 水 平 切 线 吗 ? 如 果 有 的 话 , 在 何 处 ? 


解 如 果 有 水 平 切线 的 话 ,一 定 在 使 斜率 此 为 零 的 地 方 . 按 以 下 步骤 米 求 这 样 的 点 . 
dx 


1 计算 9 
x 
dr = da -2x7 +2) = 4x - 4x. 
2. 对 x fe 8 qx = 0: 
x 
4x -4x = 0 
4x(x2 — 1) = 0 
x =0,1. =- 1. 
曲线 y = x* - 2x` + 2 fE x = 0,1 和 -1 处 有 水 平 切 线 .曲线 上 相应 的 点 为 (0,2),(1,1) 和 
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(- 1,1). 参见 图 2.6. _ 


WPP 


斜率 = h—0` 
lim fa + h) -fa 
h>0* h 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

l 

| 
-上 > x 
b 


l l 
-1 0 l a a+h b +h 
h> 0 h <0 
图 2.6 曲线 y = x* -2x?+2 及 其 水 图 2.7 端点 的 导数 是 单 侧 极 限 . 


平 切线 .( 例 7) 


区 间 上 的 可 微 函 数 ; 单 侧 导 数 
函数 y = f(x) 在 一 (有 限 或 无 限 ) 区 间 上 可 微 ,如 果 函 数 企 区 间 的 每 点 处 可 微 . 函数 在 闭 
区 交 [a,5] 上 可 微 ,如 果 函 数 在 区 间 内 部 区 间 (a,5) 上 可 微 而 且 在 端点 处 极限 


lim KeA AA 点 处 的 右 侧 导 数 


h—0* 


lim ABEM) — (b) 5 点 处 的 左 侧 导 数 


0 


存在 (图 2.7). 

在 函数 定义 域 的 任何 点 处 都 可 以 定义 右 侦 和 左 侧 导数 .对 这 两 个 导数 通常 的 单 侧 和 双 侧 
极限 间 的 关系 是 成 立 的 .由 1.2 节 的 定理 5, 函数 在 一 点 有 导数 当 且 仅 当 该 函数 有 左 侧 导数 和 
右 侧 导 数 而 且 两 者 相等 . 


例 8 y= |x| 在 原点 不 可 微 
CD-ROM ， WARR y= |x| 在 (- ,0) 和 (0, xm) 上 是 可 
微 的 ,但 在 x = 0 处 没有 导数 . 
E ”在 原点 的 右 侧 v 


d d d 
gD ag = goo 


oN 
=1. BIL (ma + b) = rn 》 没 有 定义 : 
右 侧 导数 = 左 侧 导数 
在 原点 的 左 侧 
(|a= EO = Aia 1 图 2.8 Rž y= |x| 在 原点 不 可 
x x dx 微 , 原 点 处 的 图 形 有 一 个 “ 角 ”. 
(图 2.8). 在 原点 没有 导数 ,因为 两 个 单 侧 导数 不 相等 : 


[zj 在 * = 0 的 右 侧 导数 = lim ALOL - tn lAl 


h—0* h-=0* 


= lim- hl = hh > 0. 
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h07 


| =- h 4 < 0. 


= lHm- l =- 1. _ 


h0 


| 
Ë 
! 


JBE i RE 800186 A — “fa ” ,那么 在 该 点 没有 切线 从 而 函数 在 该 点 不 可 微 .因此 可 
微 性 是 一 种 "光滑 性 "条件. 


从 估算 值 画 /' 的 图 形 

当 我 们 在 实验 室 或 现场 度量 函数 y = f(x) 的 值 时 (例如 说 压力 对 温度 ,或 人 口 对 时 间 )， 
我 们 常常 把 数据 点 和 那些 画 出 f 的 图 象 的 直线 或 曲线 联系 起 来 .我 们 常常 可 以 通过 估计 该 图 
形 上 的 斜率 来 画 出 /' 的 合理 的 图 形 . 

下 面 的 例子 说 明 这 是 怎样 进行 的 以 及 从 这 个 过 程 中 可 以 学 到 什么 . 


人 例 9( 画 导 函 数 的 图 形 ) üm? 2.9a 中 国 数 y = f(x) 的 导数 的 图 形 . 
解 ”我 们 画 一 对 坐标 轴 , 用 x 单位 标记 水 平 轴 而 以 y' 单位 标记 纵 轴 ( 图 2.9b). 并 在 许 


斜率 0 ysfa) 
| l 
BPR == 2 y 单位 /x 单 位 
C =8 8 x 单位 | 
与 十 T 十 
x4r š 
可 3 10 K ] >a 
(a) 
x 
斜率 
! 图 2.9 我们 通过 描 
| Ala) 中 y = fla) 图 
形 的 斜率 值 作出 (b) 
| Py = (x) 的 图 形 . 
B' BJ À M PR A fE za, B 
的 斜率 , 等 等 . 下 移 
十 > t y = f'(x) 的 图 形 是 
° e /的 斜率 怎样 随 x 的 变 
-2 IRR -i 化 而 变化 的 形象 化 记 
一 R. 
(b) 
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多 区 间 上 粗略 地 画 出 /图形 的 切线 并 用 这 些 切线 的 斜率 来 估算 在 这 些 点 处 y = f'a) 的 值 . 
标 出 相应 的 点 (*,y ) 并 用 光滑 曲线 把 它们 连接 起 来 

从 = f'(x) 的 图 形 ,我 们 一 眼 就 能 看 出 

1. 何 处 /的 变化 率 是 正 . 负 或 零 

2. 在 某 一 x 处 增长 率 的 粗略 大 小 及 其 与 /(x) 大 小 的 关系 

3. 何 处 变化 率 本 身 是 增长 或 递减 的 . _ | 


你 们 可 以 在 题 15 - 20 中 进一步 用 这 些 思想 来 做 实验 . 


可 微 函 数 是 连续 函数 
在 函数 的 导数 存在 的 每 一 点 处 函数 都 是 连续 的 . 


定理 1 TREANA 警告 :定理 1 的 逆 定 理 不 成 立 , 在 函 
、 数 连续 的 点 处 导数 不 一 定 存在 ,如 
如 果 /在 x = c 有 导数 ,那么 /在 x = c 连续， 同 我 们 在 例 8 中 所 见 到 的 
证 明 已 知 /'(c) 存在 .我 们 必须 证 明 lim/(*) = A(c) ,或 等 价 地 证 明 lim f( c + h) = 
f(c).# h > 0, 则 
f(e + h) = f(c) + (f(c + h) -Ac)) 
-Fo + BEHA AO, h, 


现在 令 h 一 0 取 极 限 .由 1.2 节 的 定理 1, 有 
lim f(c + h) =lim fle) + lime + =A) imp 


h—0 


=f(c)+f’'(c).0 
=f(c) + 0 
=/(c). J 


对 于 类 似 的 单 侧 极 限 的 论证 表明 ,如 果 /在 * = c。 有 ( 右 或 左 ) 侧 导 数 , 则 /在 x eE 
或 左 ) 侧 连续 的 . 

定理 1 给 出 了 为 什么 一 个 函数 可 能 没有 导数 的 另 一 种 理由 .如 果 函 数 在 一 点 间断 (例如 , 跳 
路 间断 ) ,那么 它 在 该 点 不 可 微 . 最 大 整数 函数 y = int x 在 每 个 整数 x = n 处 不 可 微 (1.4 节 例 4). 


导数 的 中 间 值 性 质 
根据 下 述 定理 我 们 将 会 知道 ,并非 每 个 函数 都 可 成 为 某 个 函数 的 导数 的 . 


定理 2 导数 的 中 间 值 性 质 
如 果 a 和 6 是 /在 其 上 可 微 的 区 间 中 的 两 个 点 ,那么 F 一 定 取 到 f'(a) 和 f' (b) 中 间 的 
每 一 个 值 . 


定理 2( 我 们 将 不 予 证 明 ) 是 说 ,一 个 函数 不 可 能 是 一 个 区 间 上 的 导 函 数 除非 该 导 函 数 具 


，172 ` 第 2 章 导 数 


有 中 间 值 性 质 (图 2.10). 何 时 函数 是 导 函 数 的 问题 是 整个 徽 积分 的 中 心 问题 之 一 ,而 Newton 
和 Leibniz 对 这 个 问题 的 回答 使 数学 界 发 生 了 革命 性 的 变革 .我们 将 在 第 4 章 看 到 他 们 的 回答 . 


y = UG) 
l 
图 2.10 A f BPE 8 BEA FP l 8 PE BR , MA 

— px 而 不 可 能 是 实 轴 上 某 个 函数 的 导数 ， 
二 阶 和 高 阶 导数 

导数 y = dy/dx 是 y 关 于 x 的 一 阶 导数 .该 导数 本 身 就 可 
能 是 x 的 可 微 函 数 ;如 果 是 这 样 的 话 , 它 的 导数 注意 : E(P) 并 不 是 指 相 

r X n a(d). S #. 它 的 意思 是 “导数 的 导 
Y = dk dx dr) = dx? 数 ” 


称 为 y 关于 x 的 二 阶 导数 


如 果 y" 是 可 微 的 , 它 的 导数 ,)” = E o 4 二 就 是 了 关于 x 的 三 阶 导数 .如 你 们 想象 的 一 
样 ,命名 可 以 继续 下 去 


(a) _ d ini) 
y = dx 


表示 y 关于 x 的 4( 任 何 正 整数 n) 阶 导数 . 

我 们 可 以 把 二 阶 导数 解释 为 曲线 y = f(x) 在 每 一 点 的 切线 斜率 的 变化 率 .在 下 一 章 中 你 
们 将 会 看 到 二 阶 导数 揭示 了 , 当 我 们 从 切 点 离开 时 曲线 是 否 是 从 切线 向 上 或 向 下 弯曲 的 .下 一 
节 我 们 从 沿 直线 的 运动 的 角度 来 解释 二 阶 和 三 阶 导数 . 


例 10 求 高 阶 导 数 


， ， m" 注 : 怎 样 念 导 数 的 记号 
y = x -3x +2 的 前 四 个 导数 是 


A y: “y f” 
一 阶 导 数 : y = 3x“° - 6x y": “y ER” 
二 阶 导 数 ， "= 6x- 6 > 
三 阶 导数 rae qE AFA y'i 平方 
ANER: y = 0. y: “y = #” 
该 函数 有 任何 阶 数 的 导数 ,第 五 阶 以 及 以 后 的 导数 各 V: “y Ëf n W 9 g 
KE. _ | S, “dn 次 方 y'dx'n Ky" 


EEA W E S HT k 
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习题 2.1 
CD-ROM ` 
(s 求 导数 并 计算 导数 的 什 
在 题 1 - 6 中 ,利用 导数 的 定义 求 所 列 函 数 的 导数 .然后 在 指定 点 处 求 导 数 的 值 . 
1.f(z) = 4 - <2,f'(- 3),f£'(0) 2. ZG) = sg (~ Dag (2) 3. $š E 如 果 s = r - 
9 dr 2 
4.f(x) = <+ t=-3 S.p(0) = V30,0 = 0.25 6.32 ， 如 果 = 9 
导数 计算 
在 题 7 - 10 中 , 求 一 阶 和 二 阶 导 数 . 
Ty = x2+ x +Š8 8.s = 58 -3r 9. tia 10.y + 7 
求 题 11 和 12 中 所 列 函 数 的 各 阶 导 数 . 
H.y= r 3 12.y = ZO 
斜率 和 切线 
13. (a) RHR y = x? - 4x + 1 在 点 (2,1) 处 的 切线 方程 . 
(b) 曲线 斜率 的 值 域 是 什么 ? 
(c) 求 曲线 斜率 为 8 的 点 处 的 切线 方程 . 
14. (a) 求 曲线 y = x - 3Vx 的 水 平 切线 的 方程 . (b) 曲线 斜率 的 值 域 是 什么 ? 
图 形 
把 题 15 - 18 中 图 示 的 函数 和 图 2.11 中 图 示 的 导数 配对 . 
15. 16. 
y 
1 
了 
y = f,@) 
y = fo) >x 
O 
— x 
O 
17. 18. 
y 
y=f,@) 
— x 
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y y 
O X 
>x 
O 
(a) (b) 
y y 
0 > x O > X 


(c) (d) 


图 2.11 题 15 -18 中 导数 的 图 形 . 


19. 为 学 而 写 
(a) Æ 2.12 中 的 图 形 是 通过 点 和 点 之 间 用 直线 段 连接 构成 的 .区 间 [ - 4,6] 中 哪些 点 f' 没有 定义 ?对 你 的 
回答 给 出 理由 . 
(b) Ë 了 的 导数 的 图 形 .把 垂直 坐标 称 为 y' 轴 . 该 图 形 应 该 展示 一 个 阶梯 函数 . 


y 
0,2 ， (6, 2) 不 
>> y= fo y'=f'G) 
I == 
x — l| l -ll | L | | rr 
一 2 0 1 3 5 
|02 (4, -2) — -2 
Æ 2.12 题 19 的 图 形 . 图 2.13 En 20 的 导数 的 图 形 . 
从 项 数 的 导数 恢复 函数 


20. (a) 利用 下 列 信 息 画 出 闭 区 间 [- 2,51 上 函数 f 的 图 形 . 
i.f 的 图 形 是 通过 点 和 点 之 间 用 直线 段 连 接 构成 的 . 
这 .图 形 从 点 (- 2,3) 开始 . 
iii. f 的 导数 是 如 图 2.13 所 示 的 阶梯 函数 . 
(b) 假定 图 形 是 从 (- 2,0) 而 不 是 从 (- 2,3) 开始 的 , 重 做 (a). 


单 侧 导数 
比较 右 侧 导数 和 左 侧 导 数 以 证 明 题 21 和 22 中 的 函数 在 点 P 处 不 是 可 微 的 . 
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21. 22. 


>` 


什么 情况 下 函数 在 一 点 没有 导数 ? 

函数 f(x) 在 x = xo 有 导数 ,如 果 过 点 P(x0,f(xo)) 和 函数 图 形 上 附近 点 Q 的 割 线 的 斜率 当 @ BF P 时 有 极 
限 . 当 @ 趋 于 P 时 割 线 没有 单一 的 极限 位 置 或 极限 位 置 是 垂直 的 ,那么 导数 就 不 存在 .其 图 形 不 是 光滑 的 函数 
在 具有 下 列 特 征 的 点 处 没有 导数 . 

1. 角 点 , 角 点 处 单 侧 导 数 不 相 等 .如 图 (i). 


(i) (ü) Gii) 


2. RA, PQ 的 斜率 从 一 边 趋 于 o 而 从 另 一 边 趋 于 - = .如 上 中 国 (i) ， 
3. 垂直 切线 ,PO 的 斜率 从 两 边 都 趋 于 w 或 从 两 边 都 趋 于 - o (图 示 的 是 - o 的 情形 ). 如 上 右 图 (者). 
4. 间断 .如 下 面 两 个 图 所 示 . 
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题 23 - 26 中 的 每 个 图 形 展示 了 函数 在 闭 区 间 D 上 的 图 形 .在 定义 域 的 哪些 点 上 浮 数 看 来 是 
(a) 可 微 的 ? (b) 连续 但 不 可 微 ? (c) 既 不 连续 也 不 可 微 ? 

对 你 的 回答 给 出 理由 . 

23. 24. 


y=f(x) 


D: -2< x< 3 


25. 26. 


yzf% 
D: -1< x < 2 


解释 导数 


在 题 27 - 30 中 ， 
(a) 求 给 定 函 数 y = f(x) 的 导数 y = f'(x). 
(b) 用 分 开 的 坐标 轴 标 度 相 同 地 画 y = f( <) 和 y = f'(x) 两 个 图 形 ,并 回答 下 面 的 问题 . 
(e) 对 哪些 < 值 y 为 正 ?为 零 ? 为 负 ? 
(d) Æ x 值 的 哪些 区 间 上 当 x 增加 时 函数 y = f(x) 递增 ? 当 x 减少 时 y = f(x) 递减 ?这 和 你 在 (ce) 中 发 现 
的 结果 有 什么 关系 ?( 我 们 将 在 第 3 章 讲 更 多 的 这 种 关系 .) 


3 4 
27.y = - 2 28.y -= =! 29.y = 二 30.y = = 


x 


31. 为 学 而 写 曲线 y = x? 有 负 的 斜率 吗 ? 如 果 有 ,在 哪些 x 处 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
32. 为 学 而 写 ”曲线 y = 2Vx 有 水 平 切线 吗 ? 如 果 有 ,在 哪些 < 处 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


理论 和 例子 

33. 抛物 线 的 切线 MAR y = 2x? - 13x + 5 有 和 斜率 为 - 1 的 切线 吗 ? 如 果 有 , 求 切 点 和 切线 的 方程 .如 果 没 
有 ,为 什么 没有 ? 

34. y = Vx 的 切线 ”曲线 y = Vx 有 在 x = -1 处 穿 过 * 轴 的 切线 吗 ? 如 果 有 , 求 切 点 和 切线 的 方程 . 如果 没 
有 ,为 什么 没有 ? 

35. x 的 最 大 整数 函数 ARAC % ,wm ) 上 的 可 微 函 数 以 x 的 最 大 整数 函数 (参见 图 1.49)y = int x 为 其 导 
数 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


36.y = |4| 的 导数 ” 画 /(x) = | xz| 的 导数 的 图 形 .然后 画 ， = lelo. -| 的 图 形 . 你 能 得 出 什么 结论 ? 


37. - /的 导数 ”函数 f(x) fE x = xo 可 微 是 否 也 告诉 你 - 了 在 * = xo 的 可 微 性 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
38. 画 数 乘 常数 的 导数 ”函数 g(1) 在 上 = 7 可 微 是 否 也 告诉 你 函数 3g(1) 在 + = 7 的 可 微 性 ?对 你 的 回答 给 
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出 理由 . 

39. 商 的 极限 ”假设 g(:) 和 h(i1) 对 一 切 上 有 定义 而 且 &(0) = h(0) = 0.lim( g(t)/h(t)) 可 能 存在 吗 ? 如 果 
确实 存在 ,极限 必定 为 零 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

40. (a) 设 函 数 AKx) 在 -1 大 xs1 上 满足 |FKxz)|s x*, 证 明 f 存 x = 0 可 微 并 求 f'(0). 


2sin 上 
(b) 证 明 /(<) = [> a AO Ea 0 是 可 微 的 并 求 O). 
0, x =Ü 
Ej 41. 为 学 而 写 。 在 包括 0 < x < 2 在 内 的 视窗 画 y = 1/2/77) 的 图 形 . 然 后 ,在 同一 屏幕 上 对 h = 1, 
0.5,0.1 画 
_ Vx+ h - Vx 
7 二 h 


的 图 形 . 再 对 六 = - 1, -0.5, -0.1 画图 . 试 说 明 有 什么 发 现 . 
Eš. 为 学 而 写 《在 包括 -2 < x <2,0 < y< 3EAN O > = 3<2 的 图 形 . 然 后 在 同一 屏幕 上 对 = 
2,1,0.2 画 


_ (x + h) —- x 
T h 


的 图 形 .再 对 = - 2, - 1, - 0.2 画图 . 试 说 明 有 什么 发 现 
J 43. 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 处 处 不 可 微 的 连续 函数 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 sx) = > (Z) cos(nx) 


n=0 


的 前 8 项 之 和 为 
g(x) = cos(rx) + (2) cos(nx) + ( 2) cos(82xa) 
+ (2) ostona) + 二 (2) eosG). 
画 g(x) 的 图 形 . 放 大 图 形 若干 次 .这 个 图 形 是 怎样 地 起 伏 和 高 低 不 平 ? 指 定 一 个 视窗 能 使 图 形 的 展示 
部 分 是 光滑 的 . 


加 44. 为 学 而 写 。 利用 图 形 计算 器 在 同一 矩形 视窗 里 画 两 个 函数 /(x) = 14 (xz + 1) 和 g(x)= |x]+1 
的 图 形 . 利 用 Zoom 和 Trace 功能 来 分 析 在 点 (0,1) 附近 的 图 形 . 你 观察 到 了 什么 ?在 该 点 哪个 函数 看 来 
是 可 微 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


a EB a 
g 计算 机 探究 
利用 CAS 对 题 45 - 50 中 的 函数 完成 以 下 各 步 . 
(a) E y = f(x) 的 图 形 以 观察 函数 的 整体 性 态 . 
(b) 在 点 x MPKA ELEN q. 
(c) 取 天 一 0 时 的 极限 .给 出 的 公式 是 什么 ? 
(dd) 代入 z = xo 并 把 函数 y = f(x) 及 其 在 x = xo 的 切线 的 图 形 画 在 一 起 
(e) 把 大 于 和 小 于 xo 的 x 值 代 人 (e) 中 得 到 的 公式 .这 些 数 对 你 的 图 形 有 意义 吗 ? 


(f) AFMS E) 中 公式 的 图 形 . 当 它 取 负 值 时 意味 着 什么 ? 取 零 值 呢 ? 取 正 值 呢 ?对 你 在 (a) 中 画 的 图 
形 而 言 这 是 否 有 意义 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


1 2 
45. f(x) = x3 + x2 _ x, xo = 1 46. f(x) = x? + x3, X0 = 1 47. f( x) = =, xo = 2 
. x° + 
-1 
48. f(x) = TET xo =- 1 49.f(x) = sin 2x,xo = > S0.f(x) = wicos x, xo = 4 
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作为 变化 率 的 导数 


瞬时 变化 率 。 沿 直线 的 运动 :位 移 、 速 度 、 速 率 、 加 速度 和 急 推 。 对 变化 的 敏感 性 。 经 济 
学 中 的 导数 


在 1.1 和 中 ,我 们 开始 学 习 平均 和 瞬时 变化 率 . 在 本 节 中 ,我 们 继续 进行 应 用 研究 ,在 这 些 
应 用 中 导数 被 用 来 对 我 们 周围 世界 中 事物 的 变化 率 进行 建 模 . 我 们 再 次 研究 沿 直线 的 运动 并 
研究 其 他 的 应 用 . 

把 变化 看 作 是 随时 间 的 变化 是 自然 的 ,但 是 其 他 的 变量 也 可 以 用 同样 的 方式 来 处 理 . 例 
如 ,医师 想 要 知道 药 的 剂量 的 变化 怎样 影响 到 人 体 对 药物 的 响应 .经 济 学 家 想 研 究 生 产 钢 的 成 
本 怎样 随 所 生产 钢 的 吨 数 而 变化 . 


瞬时 变化 率 
如 果 我 们 把 差 商 (f(x + h) - f(x))/h 解 释 为 f 在 从 x 到 x + 上 的 区 间 上 的 平均 变化 率 , 那 
么 我 们 就 可 以 把 hh 一 0 时差 商 的 极限 解释 为 了 在 点 x 的 瞬时 变化 率 . 


定义 瞬时 变化 率 


f 35% T. x 在 xo 的 瞬时 变化 率 就 是 导数 注 : 明 时 变化 率 是 平均 变化 率 
f' (xo) = lim f £ h) J), 的 极限 . 
倘若 该 极限 存在 . 
习惯 上 都 采用 * 肯 时 "这 一 词语 ,即使 对 * 并 不 表示 时 间 的 情形 也 用 “瞬时 "但 常常 略 去 


“Bai” 两 字 当 说 变化 这 的 时 候 ,我 们 的 意思 就 是 归 时 本 化 刘 
例 1( 圆 面积 怎样 随 直径 变化 ) ” 圆 面积 4 和 直径 的 关系 由 方程 


+ 
表示 . 当 直 径 为 10 米 时 面积 关于 直径 的 变化 有 多 大 ? 
解 面积 关于 直径 的 变化 率 为 


d4 K zD 
aD = 4 2D = 7 
34 D =< 10 = Sr m/m. _] 


沿 直 线 的 运动 :位 移 、 速 度 、 速 率 、 加 速度 和 急 推 
假设 物体 正 沿 坐标 轴线 (例如 说 * 轴 ) 运动 ,所 以 我 们 知道 物体 在 直线 上 的 位 置 s 是 时 间 # 
的 站 数 : 
3 = fa. 
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时 刻 : 的 位 置 .… 时 刻 AG 的 位 置 
| 


一 ”图 2.14 物体 滑 坐标 线 运动 ,在 时 刻 ! 和 稍 
后 的 时 刻 * + At 的 位 置 ， 
物体 从 i 到: + At 时 间 间 隔 内 的 位 移 (图 2.14) 为 
As = f(t + At) - ft), 


而 在 该 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 为 


位 移 As _ /G + At) -Ab 
“平均 ”时 间 间 隔 = Ar = At : 
为 求 物 体 在 精确 瞬间 + 的 速度 ,我 们 取 从 上 到 上 + Ar 时 间 间 隔 上 的 平均 速度 当 At 收缩 为 
0 时 的 极限 .该 极限 是 了 关于 + 的 导数 . 


CD-ROM 


和 各。 定义 (WaR | 
速度 (瞬时 速度 ) 是 位 置 关 于 时 间 的 导数 .如 果 物 体 在 时 刻 1 的 位 置 为 s = f(t), 那 
么 物体 在 时 刻 上 的 速度 为 
v(t) = Ë = lim (t+A) = (O 


Ar 一 0 At 


例 2( 求 赛车 的 速度 ) ”图 2.15 展示 了 1996 Riley & Scott Mk II - Olds WSC 赛车 的 时 间 对 
EAR. ER PQ 的 斜率 是 从 : = 2 到 : = 5 秒 这 个 3 秒 区 间 的 平均 速度 ;大 约 为 100 英尺 / 秒 
或 68 英里 /时 . 


2 
地 
kz 
m; 
图 2.15 例 2 的 时 间 对 距离 图 ， 
经 过 的 时 间 { 秒 ) 
te 切线 在 点 的 斜率 是 速度 计 在 : = 2 秒 时 的 读数 , 约 为 57 英尺 / 秒 


历史 传记 或 39 英里 /时 .这 段 时 间 内 显示 的 加 速度 几乎 是 常 值 28.5 英尺 / 和 ， 
` Galileo Galilei 在 每 一 秒 内 , 约 为 0.89g ,这 里 g 是 重力 加 速度 .赛车 的 最 高 速度 估计 可 
(1564 — 1642) 达 190 英里 / 时 . (来 源 : Road and Track ,1997 年 3 月 .) _ | 
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速度 除了 告诉 人 们 物体 运动 有 多 快 ,还 告诉 我 们 运动 的 方向 . 当 物 体 向 前 运动 时 (s Ya 
加 ) ,速度 为 正 ; 当 物体 向 后 运动 时 (* 递减 ) ,速度 为 负 . 

如 果 我 们 以 30 英里 /时 的 速度 开车 到 朋友 家 去 ,回来 也 是 这 个 速度 .速度 计 在 去 的 路 上 
显示 30, 但 在 回 家 的 路 上 并 不 显示 - 30, 即 使 我 们 离 家 的 趾 离 在 递减 .速度 计 永远 显示 速率 , 它 
是 速度 的 绝对 值 . 速率 度量 了 前 进 的 速度 值 而 不 考虑 方向 . 


定义 ”速率 
速率 是 速度 的 绝对 值 
速率 = |v(z)|= 


例 3( 水 平 运动 ) 图 2.16 展 示 了 质点 在 坐标 线 上 运动 的 速度 v = f'(1). 前 3 秒 质 点 向 前 
运动 ,接着 的 2 秒 里 往 回 运动 , 停 了 1 秒 , 再 接着 向 前 运动 .质点 在 往 回 运动 期 间 在 : = 4 秒 达 到 
其 最 大 速率 . 


向 前 运动 机 向 前 
(v>0) | | = | 
l | @>0) | 
! | ! v = f'(D ! i 
— 加速 =i- ag je sha — m 加 速 一 
| o = 常数 )| | ! | 
| ' | 
| |“ 停 下 来 | ! 
! 0=0 | | 
l I | 
I ; " y> 1 (89) 
| 
I 
l 
l 
i 


向 后 运动 
(v <0) 
图 2.16 例 3 的 速度 图 . | 
CD-ROM 物体 速度 的 变化 率 就 是 物体 的 加 速度 .加 速度 度量 物体 加 速 
WEBsite 和 减速 有 多 快 ， 
历史 传记 加 速度 的 突然 改变 称 为 “ 急 推 ". 当 人 们 搭乘 汽车 或 公共 汽车 的 


— 情景 就 是 急 推 ,这 并 不 是 指 有 关 的 加 速度 必须 有 多 大 而 是 加 速度 的 
(81184 ”变化 是 突然 的 . 急 推导 致 我 们 一 不 小 心 把 自己 的 饮料 滩 了 出 来 
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定义 MER AH 
加 速度 是 速度 关于 时 间 的 导数 .如 果 物 体 在 时 刻 上 的 位 置 为 * = f(1), 那 么 物体 在 i; 时 刻 


的 加 速度 为 


dv d3 
alt) = d: = de 
急 推 是 加 速度 关于 时 间 的 导数 : 
K) = da _ ds 
J = dt ` q` 


在 地 球 表面 附近 所 有 的 物体 都 以 常 加 速度 下 落 .伽利略 (Galileo) 关于 自由 落体 的 实验 揭 
示 了 物体 从 静止 落下 上 秒 下 落 的 距离 和 下 落 时 间 的 平方 成 比例 .今天 ,我 们 用 
s = (1/2) gi’, 
来 表示 这 一 结果 ,其 中 s BEAM g 是 由 于 地 球 重力 引起 的 加 速度 .在 真空 中 这 个 方程 是 成 立 
的 ,真空 中 没有 空气 阻力 ,而 且 这 个 方程 可 以 近似 地 作为 诸如 岩石 或 钢 制 工具 那样 的 致密 重 物 
下 落 前 几 秒 的 模型 ,这 时 空气 阻力 还 尚未 起 作用 开始 减缓 其 速度 . 
重力 常 加 速度 (g = 32 英尺 / 秒 *) 的 急 推 为 零 : 


od, 
j= 3 (8) = 0. 


物体 在 自由 落体 期 间 没有 急 推 . 
方程 = (1⁄2) gt* 中 的 g 依 赖 于 用 来 度量 :和 s 的 单位 . 当 上 以 秒 计 (常用 的 单位 ) 的 情形 ， 
我 们 有 下 面 的 值 : 


自由 落体 方程 (地 球 ) O s. OD 
英制 单位 g = 32 英尺 ,。- L62 = 16Ë(s 以 英尺 计 ) =o @ ro 
秒 2 t=1 “` 5 
公制 单位 z = 9.8 Bass = (9.8) = 4.9(s 以 米 计 ) m 
E t=2 “3 20 
注 :度量 单位 的 缩写 。 ft/secz“ 每 平方 秒 英尺 "或 “每 秒 每 秒 英尺 "， | ys 
m/sec?“ 每 平方 秒 米 " 或 “每 秒 每 秒 米 ” = 
3 
例 4( 建 立 自由 落体 的 模型 ) 图 2.17 展示 了 重 球 在 ，- OPP B IE 3 D 
然 松动 的 自由 下 落 . ,3 o La 

(a) 在 前 2 秒 球 下 落 了 多 少 米 ? 1 

(b) 那 时 的 速度 .速率 和 加 速度 为 多 少 ? 

解 (a) 公制 自由 落体 方程 为 = 4.912 WÜ 2 秒 球 下 落 图 2.17 突然 从 静 


s(2) = 4.9(2)2 = 19.6 米 . 止 落下 的 球 ,( 例 4) 


(b) 在 任何 时 刻 上 ,速度 是 位 置 的 导数 : 


vlt} = s'(1) = A (4.9) = 9.8. . 
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E t = 2 时 ,速度 为 
v(2) = 19.6 Æ / $ 
方向 向 下 (s 增加 的 方向 ). 1 = 2 时 的 速率 为 
速率 = 1v(2)| = 1.96 米 / 秒 
任何 时 刻 :的 加 速度 为 
alt) = v(t) = s'(t) = 9.8 X / #b°. 
在 1 = 2 时 ,加 速度 为 9.8 米 / 秒 :， _ | 


Co 例 5( 建 立 垂 直 运 动 的 模型 ) 氨 爆 炸药 的 爆炸 把 沉重 的 岩石 以 发 射 速度 160 
Ç 英尺 / 秒 ( 大 约 109 英里 / 时) 垂直 射 向 空中 (图 2.18a).t 秒 后 岩石 达到 的 高 度 为 
s = 160: - 16023 N. 


s =160r - 16r? 


160 


5 i 
l - 
s= 0 b -160 v= $a 160-321 


(a) (b) 


图 2.18 (a) 例 5 中 的 岩石.(bs。 和 w 作为 时 间 的 函数 的 图 形 ; 当 ， = S = 0 时 * 最 大 .s 的 图 并 不 是 岩石 
走 过 路 径 的 轨迹 : 它 只 是 时 间 对 高 度 的 图 形 .该 图 形 的 斜率 是 岩石 速度 的 图 形 , 图 示 在 这 里 的 是 一 条 直线 ， 


(a) 岩石 能 上 升 到 多 高 ? 

(b) 岩石 离 地面 256 英尺 高 度 时 ,岩石 上 升 和 下 落 的 速度 和 速率 是 多 少 ? 

(c) 岩石 (在 爆炸 后 ) 的 飞行 中 任何 时 刻 的 加 速度 是 多 少 ? 

(d) 何 时 岩石 再 次 击 到 地 面 ? 

R (a) 在 我 们 选 的 坐标 系 中 ,s 度量 从 地 面 上 升 的 高 度 ,所 以 上 升 时 速度 为 正 ,下 洲 时 
速度 为 负 . 肉 石 达 到 最 高 点 的 瞬间 就 是 飞行 中 速度 为 零 的 时 刻 . 为 求 最 高 的 高 度 ,我 们 需要 做 
的 一 切 就 是 求 何 时 ”= 0 并 计算 该 时 刻 的 s. 

任何 时 刻 : 的 速度 为 


v=- — = AL (160: - 162) = 160 - 32, 英尺 / $b. 


160 -32: =0 或 :=5 秒 
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时 速度 为 零 . 
岩石 在 上 = 5 秒 时 的 高 度 为 
Smas = s(5) = 160(5) - 16(5) = 800 - 400 = 400 ÈR. 
参见 图 2. 18b. 
(b) 为 求 岩石 在 上 升 和 下 落 到 256 英尺 高 度 时 的 速度 ,我 们 对 
s(t) = 160: - 16 = 256 
求 ; 的 两 个 值 . 
为 解 这 个 方程 ,我 们 有 
16:? - 160: + 256 = 0 
16( - 10 + 16) = 0 
(1 -2)(1:- 8) =O 
t =2 秒 ,: = 8 b. 
爆炸 后 2 秘 和 8 秒 时 岩石 离 地 面 高 度 为 256 英尺 .在 这 两 个 时 刻 岩 石 的 速度 为 
v(2) = 160 - 32(2) = 160 - 64 = 96 英尺 / 秒 
v(8) = 160 - 32(8) = 160 - 256 = - 96 英尺 / 秒 . 


两 个 时 刻 岩 石 的 速率 都 是 96 英尺 / #b. 
(c) 爆炸 后 ,飞行 中 每 个 时 刻 岩 石 的 加 速度 为 常数 


dv_d _ 黄 2 
a = q, = 4 (160 - 32:) = - 32 £ K / 82. 


加 速度 总 是 向 下 的 . 当 岩 石 向 上 运动 时 ,加 速度 使 岩石 的 运动 慢 下 来 ; 当 岩 石 下 落 时 ,加 速度 使 
岩石 加 速 . 

(d) 岩石 在 某 个 使 * = 0 的 上 > 0 时 击 到 地 面 .方程 160: - 162 = 0 的 因子 分 解 给 出 161(10 
- t) = 0, 所 以 有 解 : = 0 和 4 = 10.: = 0 时 爆炸 发 生 , 岩 石 被 上 抛 .10 秒 后 岩石 回 到 地 面 ， _ | 


r 在 垂直 线 上 运动 的 模拟 
外 一 一 xlt) = c, y(t) = f(t) 
能 图 示 沿 垂直 线 x = “的 (电视 图 象 的 ) 象 素 .如 果 SO) 表示 运动 物 


体 + 时刻 的 高 度 , 画 (x(1),y(1)) = Ce fU 将 模拟 真实 的 运动 . 比 
如 说 ,对 e(t) = 2 及 y(t1) = 160: - 电 以 上 的 步 长 = 0.1 的 点 模式 试 着 模拟 例 5 中 岩石 的 运 
动 .为 什么 点 的 间隔 距离 会 变化 ?为 什么 绘图 器 看 来 在 物体 达到 顶点 时 画 点 就 会 停止 ?( 试 着 对 
O0<:=<5#l5 < =< 10 分 别 画 出 图 来 ). 
第 二 个 实验 ,把 参数 方程 


x(t)=2 
bo = 160: - 16r? 


x(t) =t 
bo = 160: — 16:2 
在 点 模式 下 
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xlt) = t, y(t) = 160: - 160 
和 运动 重 直 线 的 模拟 一 起 画 出 来 , 仍 用 点 模式 .利用 你 从 例 5 的 计算 中 得 知 的 岩石 运动 的 性 态 
选择 视窗 的 尺寸 使 之 能 展示 所 有 感 兴趣 的 性 态 . 


对 变化 的 敏感 性 
4 x 的 小 的 变化 会 引起 函数 值 f(x) 的 大 的 变化 时 ,我 们 就 说 该 函数 对 x 的 变化 是 相对 敏 
感 的 .导数 /'(x) 是 这 种 敏感 性 的 度量 . 


例 6( 基 因数 据 以 及 对 变化 的 敏感 性 ) 奥地利 修道 十 G - J KE 1 Z ( Gregor Johann 
Mender, 1822—1884) (FE tE :奥地利 遗传 学 家 、 备 德尔 党派 创 造 人 , 原 为 天 主教 神父 , 发现 遗传 
基因 原理 (1865) ,总 结 出 分 岗 定 律 和 独立 分 配 定律 ,提供 了 遗传 学 的 数学 基础 . ) 在 花园 里 种 植 
怠 豆 和 其 他 植物 时 对 杂交 提供 了 第 一 个 科学 的 阐明 .他 的 仔细 小 心 的 记录 表明 ,如 果 p(0 和 1 
之 间 的 一 个 数 ) 是 豌豆 的 使 其 表皮 光滑 基因 (优势 基因 ) 的 频率 而 (1 — p) 是 豌豆 的 使 其 表皮 起 
皱 基因 的 频率 ,那么 表皮 光滑 豌豆 在 下 一 代 中 占 的 比例 为 

y = 2p(1 — p) + p° = 2p - p°. 
图 2.19a 中 y 对 p 的 图 形 提示 , 当 p 小 时 ,y 值 对 p 的 变化 的 响应 比 y 大 时 更 为 敏感 .确实 ,图 2.19b 


的 导数 图 形 证 实 了 这 一 事实 ,该 图 形 表明 当 忆 在 0 附近 时 和 “接近 2, 而 当 在 1 附近 时 92 接近 于 0 


dy/dp 
t 


2 


y=2p-p? 


(a) (b) 
图 2.19 (a) OE £ OE ZED y = 2p - p 的 图 形 .(b) T WAK. 
遗传 学 中 的 含意 为 :在 高 度 隐 性 的 群体 (表皮 起 皱 玖 豆 的 频率 大 的 群体 ) 中 引进 稍 多 一 点 


优势 基因 比 之 于 在 高 度 优势 的 群体 中 引进 稍 多 一 点 优势 基因 对 下 一 代 优势 基因 的 增加 有 更 注 
目的 影响 . _ 


经 济 学 中 的 导数 

工程 师 用 术语 :速度 和 加 速度 指称 所 找 述 运动 的 函数 的 导数 .经 济 学 家 也 有 其 指称 变化 率 
和 导数 的 特殊 的 词汇 .他 们 称 其 为 边际 . 

在 工业 的 经 营 管理 中 ,产品 成 本 c (x) 是 所 生产 单位 产品 的 数量 x 的 函数 .生产 的 边际 成 
杰 是 成 本 关于 生产 水 平 的 变化 率 ,所 以 是 de/dx. 

假设 (x) 表示 每 周 生 产 z 吨 钢 所 需要 的 美元 .每 周 生 产 z h 吨 成 本 就 要 高 一 点 ,成 本 的 
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差价 除 以 h 就 是 生产 附加 的 吨 钢 的 平均 成 本 . 
eCe A) oela) _ 生产 附加 的 大 吨 钢 的 每 吨 钢 的 平均 成 本 . 


h 一 0 时 的 极限 就 是 在 当前 每 周 生 产 x 吨 的 情形 下 每 周 生 产 更 多 吨 钢 的 边际 成 本 
(图 2.20). 


TE -= lim etr h etr) 生产 的 边际 成 本 . 


l 
| 
| 
l 
| 图 2.20 ” 周 钢 产 量 ;ce(x) 是 每 周 生 产 x 吨 钢 
| 的 成 本 ,生产 附加 的 太 吨 钢 的 成 本 为 <(x + h) 
+h — c(x). 


有 时 候 把 生产 的 边际 成 本 不 太 精确 地 定义 为 多 生产 一 个 单位 产品 的 超 值 成 本 ; 

Ac _ c(x + 1) -— clx) 

Ax ` 1 i 
它 由 de/dx 在 x 的 值 所 近似 .如 果 ¿ 的 图 形 的 斜率 在 x 附近 不 是 变化 得 很 快 的 话 ,这 种 近似 是 
可 以 接受 的 .于 是 差 商 接近 它 的 极限 devdx ,如 果 Ax = 1,dc/dx 就 是 切线 所 表示 的 成 本 增长 
(图 2.21). 对 大 的 x 值 近似 得 最 好 . 


注 : 选 择 函 数 来 阐明 经 济 学 
如 果 你 想 知道 经 济 学 家 为 什么 要 用 低 次 的 多 
项 式 来 说 明 像 成 本 和 收入 这 样 复杂 网 现象， 
下 面 的 陈述 就 是 理由 :尽管 在 任何 给 定 的 情 
| 况 下 很 少 有 表示 实际 现象 的 公式 可 以 利用 ， 
但 是 经 济 学 理论 仍然 可 以 提供 有 价值 的 指 
| 导 . 三 次 多 项 式 就 提供 了 在 处 理 方便 和 复杂 
| 到 足以 抓 住 经 济 行为 特征 之 间 的 一 种 很 好 的 
— L sx 均衡 . 


图 2.21 边际 成 本 9 近似 地 为 多 生产 Ax = 1 
个 单位 产品 的 超 值 成 本 Ac. 
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例 7( 边 际 成 本 和 边际 收入 ) ”假设 在 生产 8 到 30 台 散热 器 的 情况 下 ,生产 x 台 散热 器 的 成 
本 为 
clx) = x? = 6x? +15x 美元 
而 售 出 x 台 散 热 器 的 收入 为 
r(x) = x -3x +12x 美元 
你 们 的 工厂 县 前 每 天 生产 10 台 散热 器 .每 天 多 生产 1 台 散 热 器 的 超 值 成 本 为 多 少 ,你 们 合计 一 
下 每 天 售 出 11 台 散 热 器 的 收入 为 多 少 ? 
解 在 每 天 生产 10 台 散 热 器 的 情况 下 每 天 多 生产 一 台 的 成 本 大 约 为 c'(10): 
c (x) E -6x + 15x) = 3x" 12x + 15 


c (10) =3(100) - 12(10) + 15 = 195 
附加 成 本 约 为 195 美元 .边际 收入 为 


r (x) = £ O -3x + 12x) = 3x? — 6x + 12 


边际 收入 估计 了 多 卖 出 一 台 散 热 器 的 收入 的 增加 .如 果 目 前 是 每 天 售 出 10 台 的 话 ,那么 如 果 
每 天 销售 增加 到 11 台 时 ,你 们 可 以 期 望 的 收入 增加 约 为 
r'(10) = 3(100) - 6(10) + 12 = 252 美元 _ | 


例 8( 边 际 税率 ) 为 得 到 边际 率 这 种 语言 的 某 种 感受 ,考虑 边际 税率 ,如 果 你 的 边际 收入 
税率 为 28% ,而 你 的 收入 增加 为 1000 美 元 ,你 可 以 预期 要 付 超 值 税 280 美 元 .这 只 是 说 ,在 你 当 
前 的 收入 水 平 1, 税 款 7 了 关于 收入 的 增长 率 是 d7/d1 = 0.28. 你 将 为 你 多 挣 的 每 一 美元 付 0.28 
美元 的 税 .当然 ,如果 你 挣 得 更 多 ,那么 你 可 能 属于 更 高 的 纳税 档次 ,因而 你 的 边际 税率 就 得 


提高 . | 
习题 2.2 
沿 坐 标 轴线 的 运动 


人 题 1 -4 给 出 了 沿 坐 标 轴线 运动 的 物体 的 位 置 * = AC), 以 米 计 ,t 以 秒 计 . 


(a) 求 给 定时 间 区 闻 上 物体 的 位 移 和 平均 速度 . 
(b) 求 物 体 在 区 间 端 点 的 速率 和 加 速度 . 
(c) 在 该 时 间 区 间 内 运动 是 否 会 改变 方向 ,如 果 是 的 话 , 何 时 改变 ? 
l.s = 2 31 +2, 0=<t=<2 2.s=6t-t, Ogigó 
3.5 =- O +38r - 3, O< r <3 4.s = (1/4)- + 2, O< <3 
5. 质点 运动 W s 轴 运 动 的 物体 在 上 时 刻 的 位 置 为 ; = P- 6 + 9t 米 . 
(a) 求 速度 为 零 的 每 个 时 刻 的 加 速度 . (b) 求 加 速度 为 0 时 的 速率 . 
(c) KAA t = 0 到 + = 2 物体 走 过 的 总 距离 . 
6. 质点 运动 ” 沿 * 轴 运动 的 物体 在 : > 0 时 的 速度 为 = C -4t+3. 
(a) 求 速度 为 零 的 每 个 时 刻 的 加 速度 . 
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(b) 何 时 物体 向 前 运动 ?向 后 运动 ? 
(c) 何 时 物体 的 速度 增加 ?减少 ? 


自由 落体 应 用 

7. 火星 和 木星 上 的 自由 落体 ”在 火星 表面 附近 自由 落体 的 方程 为 = 1.86 刀 ,在 木星 表面 附近 的 自由 落体 方 
FH s = 11.442(s 以 米 计 ,以 秒 计 ) .在 每 个 星球 上 岩石 从 静止 落下 达到 速度 27.8 米 / 秒 ( 约 100 公里 /时 ) 
需要 多 长 时 间 ? 

. 月 球 上 的 抛射 体 运动 ” 一块 岩石 在 月 球 表 面 以 24 米 / 秒 ( 约 86 公里 /时 ) 的 速度 垂直 上 抛 ,+ 秒 时 达到 的 

高 度 为 = 24: - 0.812. 

(a) 求 岩 石 在 上 时刻 的 速度 和 加 速度 . (本题 情形 中 的 加 速度 就 是 月 球 上 的 重力 加 速度 .) 
(b) 要 用 多 少时 间 使 岩石 达到 其 最 高 点 ? 

(c) 最 高 高 度 为 多 少 ? 

(d) 岩石 达到 最 高 高 度 的 一 半 , 要 用 多 少时 间 ? 

(e) 岩石 在 空中 的 时 间 有 多 长 ? 

9. 求 空气 阻力 很 小 的 行星 上 的 重力 加 速度 “在 一 个 阻力 很 小 的 行星 上 的 探险 者 用 弹簧 枪 以 15 米 / 秒 的 发 射 
速度 从 星球 表面 把 一 个 球 垂直 向 上 发 射 .因为 在 该 行星 表面 的 重力 加 速度 为 g, / 秒 ? ,探险 者 预期 , 秒 后 
球 可 达到 高 度 s = 15: - (1⁄2) g? 米 .发 射 20 秒 后 球 达 到 其 最 高 点 .g, 的 值 等 于 多 少 ? 

aoM 10. 发 射 子弹 ”0.45 英 十 口径 的 子弹 在 月 球 表 面向 上 射出 : 秒 后 达到 的 高 度 为 = 8321-26 ER. 
在 地 球 上 ,在 空气 稀薄 的 情况 下 ,: 秒 后 其 高 度 可 达 。= 832: - 160 英 尺 . 在 两 个 星球 上 子弹 在 空 

中 的 时 间 有 多 长 ?达到 的 最 大 高 度 为 多 少 ? 
wko 11. 比萨 斜 塔 上 的 自由 落体 ”伽利略 曾 在 离 地 面 高 79 英尺 的 比萨 斜 塔 上 扔 下 一 颗 雹 弹 ,: 秒 后 下 小 
o 的 炮弹 高 出 地 面 的 高 度 为 。= 179 - 162. 

(a): 时 刻 炮 弹 的 速度 .速率 和 加 速度 为 多 少 ? 

(b) 炮弹 击 到 地 面 所 需 时 间 为 多 少 ? 

(c) 击 到 地 面 时 炮弹 的 速度 为 多 少 ? 

12. 伽利略 自由 落体 公式 ”伽利略 用 以 下 办 法 研究 并 得 到 自 由 落体 速度 的 公式 , 即 在 不 断 增 陡 斜面 上 让 球 从 
静止 滚 下 来 ,并 寻找 能 够 预测 板 垂直 从 而 球 自 由 地 落下 时 球 的 性 态 的 极限 公式 ;参见 附 图 (a) .他 发 现 ,对 
任何 给 定 板 的 角度 ,运动 ; 秒 时 的 速度 为 常数 乘 上 1. 即 速度 是 由 形 为 5 = kt 的 公式 给 出 的 .常数 值 取 决 于 
板 的 倾斜 . 

用 现代 的 记号 一 附 图 (b) 一 距离 以 米 计 ,时 间 以 秒 计 ,伽利略 通过 实验 确定 的 结果 是 ,对 任何 给 定 角 
BE 0, 滚动 上 秒 时 球 的 速度 为 


a 


v = 9.8(sin 0)t X / #b. 
(a) 什么 是 自由 落体 时 球 的 速度 的 方程 ? 
(b) 基于 你 在 (a) 中 得 到 的 结果 ,说 明 在 地 球 表面 附近 自由 落体 的 常 加 速度 为 多 少 ? 


自由 落体 
的 方位 


SS V 


b) 


从 图 形 看 有 关 运 动 的 结论 v( 米 / 秘 ) 
13. 右 图 展示 了 沿 坐 标 线 运动 的 物体 的 速度 = ds/dt = ANOK R). 
(a) 何 时 物体 转换 运动 的 方向 ” (b) 何 时 (近似 地 ) 物体 以 常 速率 运动 ? 
(c) 夯 0 三 :<10 上 物体 速率 的 图 形 ，(g) 在 有 定义 的 地 方面 加 速度 的 图 形 . 
14. 左下 图 (a) 所 示 质 点 已 在 数 直线 上 运动 . 附 图 (b) 展示 了 作为 时 间 1 的 质点 
的 位 置 . 


Ca) 何 时 P 向 左 运 动 ?向 右 运动 ? 停 住 不 动 ? (b) 通 ( 有 定义 的 地 方 的 ) 质点 的 速度 和 速率 的 图 形 . 
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15. 发 射 火箭 当 发 射 模型 火箭 时 ,为 加 速 火箭 向 上 升 起 ,火箭 代 料 要 燃烧 几 秒 钟 发 动 火箭 发 动机 .火箭 发 动 
waso， 机 职 火 后 火箭 就 开始 向 上 惯性 滑翔 -- 会 儿 , 然 后 就 开始 下 游 ,就 在 火箭 开始 下 落 不 久 -一 个 小 小 的 爆 
” 炸 充 压 爆 开 了 降落 全 .降落 伞 碱 慢 了 火箭 的 下 落 以 免 当 它 着 地 时 断裂 . 
右上 图 展示 了 从 模型 火箭 飞行 中 得 到 的 速度 数据 . 利用 该 数据 回答 下 列 问题 
(a) 当 发 动机 停止 后 火 科 的 候 升 有 多 快 ? 
(b) 发 动机 燃烧 了 几 秒 钟 ? 
(c) 火箭 何 时 达到 其 最 高 点 ? 那 时 火箭 的 速度 为 多 少 ? ü 
(d) 降落 伞 何 时 爆 开 ?之 后 火箭 下 落 有 多 快 500 
(e) 降落 任 打 开 之 前 它 下 落 了 多 少时 间 ? 
(f) 火箭 的 加 速度 何 时 最 大 ? 
(g) 什么 时 候 加 速度 不 变 ? 那 时 加 速度 的 值 为 多 少 ? 
(计算 到 最 靠近 的 整数 .) 
16. 行驶 着 的 大 卡车 ” 附 右 图 展示 了 行进 在 高 速 公路 上 200 
的 一 辆 大 卡车 的 位 置 .大 卡车 在 1 = 0 出 发 15 小 时 
后 , 即 在 + = 15 时 回来 . _] 
(a) 利用 2.1 节 例 9 中 所 述 的 方法 在 0 < : < 15 EE 和 | | LT LT 
出 大 卡车 速度 "= ds/dt 的 图 形 .然后 对 速度 的 图 所 用 的 时 间 OM) 
形 ,重复 上 述 方法 通 大 卡车 的 加 速度 a = dv/dt h 
图 形 . 第 16 题 图 


位 置 s (公里 ) 
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17. 


18. 


19. 


(b) fg Ë s = 150 - É. BL ds/dt 和 ds/dt? 的 图 形 , 并 和 你 在 (a) 中 画 的 图 形 进 行 比较 . 

两 个 下 落 的 球 “” 附 图 用 多 个 闪光 灯 拍 摄 的 照片 展示 了 从 静止 下 落 的 两 个 球 . 垂 直 标 斥 的 刻度 是 厘米 . 利 
用 方程 = 4901*(s 以 厘米 计 ,t 以 秒 计 的 自由 落体 方程 ) 来 回答 下 列 问题 . 

(a) 下 落 的 前 160 厘米 要 花 多 少时 间 ? 这 段 时 间 的 平均 速度 为 多 少 ? 

(b) 当 到 达标 度 为 160 厘米 处 时 它们 下 落 有 多 快 ? 那 时 它们 的 加 速度 为 多 少 ? 

(c) 光 闪 (每 秒 的 闪光 次 数 ) 大 约 有 多 快 ? 
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第 17 题 图 图 2.23 题 19 的 图 形 . 


为 学 而 写 ”图 2.22 展示 了 沿 坐 标 轴线 运动 物体 的 位 置 ; ,速度 + = ds/dr 和 加 速度 a = ds/dt? 作 为 1 的 


函数 的 图 形 . 哪 个 图 形 分 别 是 位 置 .速度 和 加 速度 的 图 形 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
为 学 而 写 ”图 2.23 展示 了 沿 坐标 轴线 运动 物体 的 位 置 ; ,速度 o = ds/dt 和 加 速度 a = s/d 作为 了 的 
函数 的 图 形 .哪个 图 形 分 别 是 位 置 .速度 和 加 速度 的 图 形 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


经 济 学 


20. 


边际 成 本 ”假设 生产 x 台 洗衣 机 的 成 本 为 c(x) = 2000 + 100x - 0.1x? 美元 . 

(a) 求生 产 前 100 台 洗 衣 机 的 平均 成 本 . 

(b) 求 当 100 台 洗 衣 机 生产 出 来 时 的 边际 成 本 . 

(e) 证 明 当 100 台 洗 衣 机 生产 出 来 时 的 边际 成 本 近似 等 于 在 100 台 之 后 多 生产 一 台 洗 衣 机 的 成 本 ,通过 直 
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接 计 算 来 求 得 生产 第 101 台 洗衣 机 的 成 本 . 
21. 边际 收入 假设 售 出 < 台 洗衣 机 获得 的 收入 为 
r(x) = 20 000[ 1 一 +) 美元 . 


(a) 求生 产 出 100 台 洗 农机 的 边际 收入 . 
(b) HER $ r(x) 来 估算 从 每 周 生 产 100 台 洗 衣 机 到 每 周 生 产 101 台 洗 胡 机 的 收入 的 增长 . 
(c) 求 YY 一 2 时 mxz) 的 极限 .你 将 怎样 解释 这 个 数 的 含义 ? 


附加 应 用 题 

22. 细菌 群体 。 当 在 细菌 正在 增长 的 营养 液 培养 剂 中 注入 杀菌 浏 时 .细菌 群体 还 会 继续 增长 一 会 儿 , 但 之 后 
就 停止 增长 商 且 细菌 数 开始 减少 .1 时刻 ( 以 小 时 计 ) 细菌 种 群 的 大 小 为 。= 10 + 10% - 100. 求 在 时 刻 
(a): = 0 小 时 (b): = 5 小 时 (c)í = 10 小 时 
的 增长 率 . 

23. 从 水 箱 放 水 。” 从 水 箱 开 始 放水 1 分 钟 后 ,水 箱 中 有 多 少 加 仑 的 水 由 Q(:) = 200(30 - 1)? 表示.10 分 钟 刚 
过 时 水 流出 有 多 快 ?在 头 10 分 钟 里 水 流出 的 平均 流出 率 为 多 少 ? 

24. 从 水 箱 放水 ”从 打开 水 箱底 部 的 阀门 开始 放水 ,要 用 12 小 时 才能 放 干 水 箱 中 贮存 的 水 .阀门 打开 1 小 

时 后 水 箱 中 水 深 y 由 公式 


给 出 . 

(a) 求 在 时 间 上 小 时 处 ,正在 放水 的 水 箱 的 水 深 下 降 率 dy/di( 米 /时 ). 

(b) 何 时 水 箱 中 的 水 位 下 降 最 快 ? 最 慢 ? 在 这 两 个 时 刻 dy/di 的 值 为 多 少 ? 

(c) 把 A dydi 的 图 形 画 在 一 起 ,并 讨论 * 的 性 态 和 dy/di 的 符号 以 及 值 的 大 小 有 什么 关系 . 

25. 给 气球 充气 “球形 气球 的 体积 1 = (4/3)xr? 随 半径 而 变化 . 

(a) H r = 2 英尺 时 体积 以 什么 样 的 关于 半径 的 变化 率 ( 英 尺 3/ ER) 变化 着 ? 
(b) 当 半 径 从 2 英尺 增加 到 2.2 英尺 时 ,近似 计算 体积 的 增长 有 多 少 ? 

26. 飞机 的 起 飞 ”假设 飞机 在 起 飞 前 沿 跑道 滑行 的 距离 由 有 = (100) ?给 出 ,其 中 DD 是 从 起 点 算 起 的 以 米 
计 的 中 离 ,而 1 是 从 刹 阐 放 开 算 起 的 以 秘 计 的 时 间 . 当 飞机 的 速率 达到 200 公里 /时 时 飞机 就 处 于 起 飞升 
空 状态 .要 使 飞机 处 于 起 飞升 空 状态 要 多 少时 间 .在 这 段 时 间 里 飞机 滑行 了 多 长 距离 ? 

27. 火山 的 熔岩 喷发 。 尽管 1959 年 11 月 夏威夷 岛 的 Kilauea Iki 火山 的 喷发 开始 时 是 从 沿 火 山口 壁 的 -- 排 喷 
泉 似 的 喷发 .火山 喷发 活动 后 来 就 局 限于 火山 口 底部 的 单 喷发 Fl .在 某 一 点 把 熔岩 直射 到 空中 高 达 
1900 英尺 ( 志 界 记 录 ) . 侯 岩 以 每 秒 英尺 计 喷 出 速度 为 多 少 ?以 每 小 时 英里 计 呢 ?( 提 示 :如 果 ro 是 熔岩 质点 
的 喷 出 速度 ,那么 1 秒 后 它 的 高 度 为 4 = rot- 16 英尺 . 先 求 使 ds/dt = 0 的 时 刻 ,忽略 空气 阻力 .) 

图 题 28 -31 给 出 了 沿 ; 轴 运动 的 物体 的 位 置 函数 。= S)HE SAGRE AR o) = ds/dt = f(t) 以 及 加 


速度 函数 alr) = = 六 (0 的 图 形 画 在 一 起 .评注 物体 运动 的 性 态 和 + 与 " 的 符 导 和 歌 值 大 小 的 关系 .你 的 


评注 要 包括 以 下 的 问题 


(a) 何 时 物体 处 于 停止 状态 ? (b) 何 时 运动 向 左 (向 下 ) 或 向 右 (向 上 )? 
(c) 何 时 运动 改变 方向 ? (d) 何 时 加 快 . 何 时 减 慢 ? 


(e) 何 时 运动 最 快 (最 高 速率 )? 何 时 最 慢 ? (f) 何 时 离开 原点 最 远 ? 
28.s = 2001 - I6, O < < 12.5( 以 速度 200 英尺 7/ 秒 从 地 球 表面 向 上 射出 重 物 .) 
29.s = 0-3+2，0 
30.s = -6r +7, 
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31.s =4-7r+6r-rř, O<! <4 
32. 良种 马 比 赛 ”一 匹 赛马 正在 跑 一 个 10 浪 的 比赛 .(1 浪 等 于 220 公 = 660 英尺 ,但 在 本 题 中 我 们 用 浪 和 秒 
作为 单位 .) 当 马 跑 过 每 个 浪 标 记 ( 下 ) 时 服务 员 就 记 下 自 比赛 开始 算 起 所 用 的 时 间 (1), 如 下 表 所 示 : 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
0 20 33 46 59 73 86 100 112 124 135 


r| 
r 


(a) 这 下 赛马 跑 完 全 程 要 花 多 少时 间 ? 

(b) KERSEN 5 浪 里 的 平均 速度 是 多 少 ? 

(e) 当 它 通过 第 三 个 浪 标 记 时 这 匹 赛马 的 近似 速率 为 多 少 ? 
(d) 在 哪 段 时 间 里 这 匹 赛马 跑 得 最 快 ? 

(e) 在 哪 段 时 间 里 这 匹 赛马 加 速 最 快 ? 


积 . 商 以 及 负 早 的 导数 


VX ° F ° x AARAA 


本 节 继 续 讨 论 怎 样 不 必 每 次 都 用 定义 来 求 函 数 的 导数 . 


尽管 两 个 函数 之 和 的 导数 是 其 导数 之 和 ,但 是 两 个 函数 之 积 的 导数 却 不 是 它们 的 导数 之 
Easa) = E) =2x， 而 Ea) AGa) -1.1-1 
两 个 函数 之 积 的 导数 是 两 个 积 之 和 ,我 们 现在 就 来 说 明 这 点 . 


法 则 5 导数 的 积 法 则 
如 果 u 和 wv 在 x 都 可 微 ,那么 它们 的 积 w 也 在 x 可 微 ,而 且 


FR uv 的 导数 是 Ro 的 导数 加 上 w 乘 4 的 导数 .用 撤 记 号 ,(uo)' = w + w. 


例 1( 运 用 积 法 则 ) OR y = = (x + T+) 95038. 
解 R u = lx 和 ww= x2 + (1Ax) 用 积 法 则 : 


tjg L)] =+ 点 ) (e 1 1 q dv du 
alale p) hH- 5) 24 (=) Ja) = 


法 则 5 的 证 明 

d . u(x + h)v(x + h) -u4 (x)u( x) 

-=( ur) = lim- 

dx h "0 h 
为 把 这 个 分 式 变 为 包括 u Ao 09 SP kk BJ 8 py a 2 ENTR, R EA TE l JJH 
u(x + h)ela): 


u(x + h)s(x + h)- u(x + h)r(x) + u(x + h)o(x) — u(x)v(x) 
h 


v(x + h)- r(x) ( yata a h) — )] 
À + U. x h 


d . 
dx (uu) = lim 


= lim| u(x + h) 
k =0 


=limu(x + h) + lim olx h) vla) +víx). lim 
h =Ü h =O h h 0 


u(w + h) — u(x) 
n . 


当 h ETOR, AA u Æx 可 微 ,所 以 在 x 连续 ,从 市 u(x + 站 ) 趋 于 wz). 两 个 分 式 分 别 趋 于 
S” 在 x 的 值 和 9* 在 * 的 值 . 简 言 之 ， 
x d 


x 


d dz du 
gzl) =u tu: m 


注 : 图 示 积 法 则 如 果 u(x) 和 w(x) EER, N H 3 x duh M n. AE h > 0, 则 在 
图 中 的 整个 阴影 区 域 是 | 


Tt 十 门人 | 
~ -一 一 

Av | u(x) Av Au Avi 
C 1 
VCD | | 
I I 
UX} v(x) vO) Au 
! I 
I 1 

of 六 AAA 一 


ua) uath 


u(x + h)v(x + h) — u(x)v(x) = u(x + h)Av + v(x + h)Au -AAA 
两 廊 除 以 五 ,给 


; h h) - AE ) 
ulr + h)r(a D udela) - xt) 和 +A 
ž h0 Au 和 一 0 和 = 0, 留 下 的 就 是 
dy dd 
dx ~“! dr dx 


下 列 的 例子 中 我 们 只 算出 数值 . 
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例 2( 求 导数 的 值 ) By = w ERK u Woe WER. R y (2), 如果 
u(2) = 3,u'(2) =- 4,x(2) = 1, H. v’ (2) = 2. 
解 ”由 积 法 则 


y' = (w) = w + wu’ 
我 们 有 
7 (2) =u(2)u'(2) + v(2)u' (2) 
=(3)(2) + (1)(- 4) =6-4=2. | 
商 


恰 如 两 个 可 微 函 数 之 积 的 导数 不 是 其 导数 之 积 一 样 ,两 个 函数 之 商 的 导数 不 是 其 导数 之 
商 . 其 结果 就 是 商法 则 . 


法 则 6 导数 的 商法 则 

如 果 u 和 w 在 x 可 微 , 又 如 果 v(x) = 0, 那么 商 wo 在 x 可 微 , 且 有 
du dv 

d (z). “d "dx 


dx\v v? 


例 3( 运 用 商法 则 ) Ry -= E 1 的 导数 ， 


t 十 


解 ”我 们 对 w= 如 -1 和 w= t+ 1 用 商法 则 : 
dy (+ 2- (6-1): 2 | “) - v(du/dt) - u( dv/dt) 
dt (Ú +1) d. v? 
2P 4+2t-2 42 
p CES 1)° 
-— 4 
(£ + 1)2' — 


法 则 6 的 证 明 


u(x+h) w(x) 
a(z) = lim vlx + h) v(x) 
dx\v/)/™ 


h +0 h 
-pm Uula + h) — w(x)o(x + h) 
= ao hu(x + h)o( x) 


为 把 上 述 分 式 变 为 包括 u 和 o 的 相应 的 差 商 的 等 价 分 式 ,我 们 在 分 子 上 减 和 加 u(x)v(x), 得 到 
a2) = lim v(x)ulx + h) — v(z)u(x) + p(xw)u(x) — u(x)o(x + h) 
dx T 


v 人 -0 hv(x + h)v(x) 
v(a) u(x + 名 —u(a) u (x) v(x + D - v(x) 
= lim v(x + h)o( x) 


取 分 子 分 母 中 的 极限 就 给 出 商法 则 O 
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法 则 7 负 整 数 次 军法 则 
如 果 n 是 负 整 数 , 且 x = 0, 那么 


Ea") = nx"! 
例 4 运用 法 则 7 
CD-ROM La q 
“à, WEBsite wE) EaD O Dea 
Ea " g xÁ x dx x? 
历 史 传 记 d 4 d 3 4 12 
b (全) = z. x ` = 4 _ 7 = 一 — 
René Descartes (b) x À zŠ dat” ) (~ 3)x xt — 


(1596 — 1650) 
法 则 7 的 证 明 ”证 明 巧 妙 地 利用 了 商法 则 ,如 果 n Ee 


BI n =- m,m 是 一 个 正 整数 .由 此 x = xm = JAT 


= Ly dx. 对 w= 1 fü r = x” MAREN 
x 
m-l 
= 0= mx 因为 m > 0, drm) = m="! 
x” dx 
= mx ™7! 
= nx", EHA m = n E 


例 5( 曲 线 的 切线 ) RMR y = x + Š 在 点 (1,3) A DERKI E 2.24). 


图 2.24 曲线 y = x + (2/x) 在 (1,3) 的 
切线 . 曲线 在 第 三 象限 的 部 分 没有 画 出 
i y=- X +4 来 .我 们 将 在 第 3 章 中 知道 怎样 去 画像 这 
样 的 曲线 的 图 形 . 


解 ”曲线 的 斜率 是 


aer A NSA NL +h 
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在 x = 1 处 的 斜率 为 
dy 
dx | 2i 
过 点 (1,3) 且 和 斜率 m = - 1 的 直线 为 
y—- 3 =(- 1)(x - 1) 点 - 斜 式 方程 
y=-x+l+3 
y=- X+ 4 _ j 
在 解 求 导数 问题 时 ,选用 不 同 的 法 则 会 影响 到 不 同 的 计算 工作 量 .下 面 就 是 一 个 例子 . 


= [i - 5] -1_-2-_1 


x=l 


例 6( 法 则 的 选用 ) ”不 用 商法 则 求 
_ (x -— 1)(x°- 2x) 


4 
x 


的 导数 , 先 展开 分 子 并 除 以 x°: 


《一 1)(x _ 2x) _ x) — 3x2° + 2x _1 


4 = x"! — 3x ?+ 2am, 
再 用 和 法 则 及 守法 则 : 
B rP- Da a Dat b $ $. ú 


例 7( 人 体 对 药物 的 反应 ) 人体 对 一 定 剂量 药物 的 反应 有 时 可 用 形 为 


_ f 学] 
R = [7 - 3 


的 方程 来 表示 ,其 中 C 是 一 正常 数 而 M 是 血液 中 吸收 的 一 定量 的 药物 .如 果 反 应 是 血压 的 变化 ， 
那么 R 是 用 毫米 水 银 柱 高 来 度量 的 ;如 果 反 应 是 温度 的 变化 ,那么 R 是 用 度 来 度量 的 ;等 等 . 
R dR/dM. 作 为 M 的 函数 的 这 个 导数 称 为 人 体 对 药物 的 敏感 性 . 


解 
dR _ C M 2f 1 ， ; 
i -2m5 - <) + 0 人- +] R AURRE 8k b Ml 
= MC- M _ | 

习题 2.3 
导数 计算 
在 题 1 - 4 中 , 求 一 阶 和 二 阶 导数 . 
L.y = 6x? ~ 10x - 5x 2 2.w = 32 3 -二 3.r= 证- 去 drs path 


在 题 5 和 6 中 , 求 y',(a) 用 积 法 则 ,(b) 用 乘 上 因子 得 到 比较 简单 的 和 式 再 求 导 ， 
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1 1 
S.y = B= xz')(z) -x+1l) 6.y = (r+)(r- +1) 
求 题 7 - 14 中 函数 的 导数 ， 
2 2 1 _ 
7. y = pes 8. g(x) = = 9./(t) = = ; _ 2 10. = (1 - DIG! + t) 1 


+ 1 1 1 _ G + D(x+2) 
11.f(s) t 12.r = 2 [| + 6) 13. y = 7 14. y = (x - 1)(x - 2) 


求 题 15 - 18 P RRRA E. 


_ (0 - 1)(0' + 0 + 1) 


— 


15.s = 16.r P 
] + 3z +3 | 
m. = (H) G- 2) 8p (2 l š ) 
利用 数值 求 导 数值 
19. 假设 和 "是 在 xz = 0 可 微 的 函数 ,而且 
u(0) = 5, u' (0) = 
2(0) 三 一 1, v’ (0) = 2. 
求 下 列 导 数 在 x = 0 处 的 值 . 
d dí u dí x do, 
(a) az ue) cb) 六 (二 (e) (2) (d) gaT - 2u) 
20. 假 设 u 和 w 是 x 的 可 微 函 数 , 而 且 
u(1) = 2, u' (1) = 0 


v(1) = 5, vl) =- 1. 
求 下 列 导 数 在 x = 1 处 的 值 . 
d q u d v d 
(a) gp o (b) z (2) (e) 二 (二 (d) Cv ~ 2u) 


r 


斜率 和 切线 
21. 求 Newton 蛇 形 线 (图 示 如 下 ) 在 原点 和 点 (1,2) 的 切线 . 


第 21 题 图 


22. R Agnesi AERO EE) 在 点 (2,1) 的 切线 . 
23. 曲线 y = ax? + bx + c 过 点 (1,2) 并 与 直线 y = x 相 切 于 原点 R a,b,c. 
24. 曲线 y = x+ ax + b fly = cx -x 在 点 (1,0) 有 公共 切线 . 求 a,b,e. 


理论 和 例子 
25. 为 学 而 写 ”假设 积 法 则 中 的 函数 "具有 常数 值 .那么 积 法 则 的 结论 是 什么 ?就 乘 常数 法 则 而 言 这 说 明了 什么 ? 


-PAAR tA enre à 
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27. 


29. 


- 最 佳 订货 量 ”库存 管理 的 计算 订货 .付费 以 及 货物 贮存 的 周平 均 成 本 的 公式 之 一 是 


. 倒数 法 则 


(a) 倒数 法 则 是 说 ,在 函数 可 微 且 不 等 于 零 的 任何 点 处 
"i 1 ) _ l dr 


dx T v? dx ` 


证 明 倒数 法 则 是 商法 则 的 特殊 情形 . 
(b) 证 明 倒 数 法 则 和 积 法 则 一 起 就 能 推出 商法 则 . 
推广 积 法 则 积 法 则 对 x 的 两 个 可 微 沙 数 的 积 uw 的 导数 ,给 出 公式 
dew) = u de +u. 
dx dx 
(a)x 的 三 个 可 微 函数 的 积 uvw 的 导数 的 类 似 的 公式 是 什么 ? 


(b)x 的 四 个 可 微 销 数 的 积 ui uzus us 的 导数 的 公式 是 什么 ? 
《e)x 的 有 限 数 目 n 个 可 微 函 数 的 积 w ww3… u, 的 导数 的 公式 是 什么 ? 


. RAF 


(a) 把 x*? 写成 x: 12 并 用 积 法 则 求全 ( x* ) .把 你 的 结果 表 为 有 理 数 乘 x 的 有 理 震 .用 类 似 的 方法 做 
(b) 和 (ec). 


DRE., CESSE 
x dx 


(d) 你 从 (a),(b) 和 (c) 的 答案 中 看 到 了 什么 样 的 模式 ?在 2.6 节 中 将 研究 有 理 短 . 
柱 体 中 气体 的 压力 ”如 果 柱 体 中 的 气体 保持 在 常温 ,压力 已 和 体积 了 的 关系 由 形 
如 (如 右 图 所 示 ) 


nRT an? 
V- nb py 


的 式 子 给 出 ,其 中 ae,5,n fü R EE ak R ap/av. 


hq 
2 3 


其 中 q 是 缺 货 时 你 的 订货 量 ( 鞋 收音 机 、 扫 明 ,或 不 论 什 么 可 能 的 缺 货 ) ;kk 是 订 一 

次 货 的 成 本 (不 论 你 过 多 长 时 间 订 一 次 货 成 本 都 是 一 样 的 );e 是 一 种 货物 的 成 本 

(常数 );m 是 每 周 售 出 货物 的 数量 (常数 );h 是 每 件 货物 每 周 的 贮存 成 本 (考虑 到 诸如 空间 .设施 、 保 险 和 和 
安全 等 因素 的 一 个 常数 ). 求 44/dg 和 下 47dg2. 


AD = C, om + 
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三 角 困 数 的 导数 


正弦 痕 数 的 导数 。 余弦 函数 的 导数 。 简 谐 运动 。 其 他 基本 三 角 函 数 的 导数 。 三 角 函 


数 的 连续 性 


人 吃惊 且 优 美的 定理 说 我 们 可 能 应 用 于 数学 建 模 的 任何 周期 本 数 都 可 以 用 正弦 和 余弦 函数 表 


我 们 想 要 的 许多 现象 的 信息 都 是 周期 的 (电磁 场 .心律 潮汐 天气). 高 等 微 积分 的 一 个 令 


不 出 来 .因此 在 描述 周期 性 的 变化 时 正弦 函数 和 余弦 函数 的 导数 起 着 关键 的 作用 .本 节 将 说 明 
怎样 求 六 个 基本 三 角 函 数 的 导数 . 
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正弦 函数 的 导数 
为 求 y = sin x 的 导数 ,我 们 要 把 1.2 节 中 的 例 10(a) 中 的 极限 和 定理 6 以 及 和 角 恒 等 式 
sin(x + h) = sin x cos h + cos x sin À. (1) 
结合 起 来 应 用 . 
dy = lim Sin(z + A) sin x 导数 定义 
dx h0 h 


注 : 微 积 分 中 的 弧度 万 
lim ksin x cos h + cos x sin h) — sin x 方程 (1) 一 你 起 知道 在 其 他 地 方才 


an h | 用 度 的 情况 下 为 什么 在 全、 
= lim sin es + cos x sin h 积分 中 要 用 弧度 ,回答 就 
h— 0 
h] nh 在 正弦 函数 的 导数 是 余弦 
= lim[sin æ + S1) + lim( cos x . 24) 函数 的 论证 之 中 . 仅 当 x 用 
hx0 h k-=0 h 
. 弧度 度量 时 sin x 的 导数 才 
_ 1 cos h - 1 ñ x- lim P’ i 
= sin x rata h + cos k= h 是 cos x, E $ lim A = 1 
1.2 节 中 的 


AX A h 2 9K AE BP 2 R r. 


= sin x * 0 + cos x + 1 


例 10(a) 和 定理 6 


= COS x. 


正弦 函数 的 导数 是 余弦 函数 


d,. 
qz Sin x) = cos x. 


例 1 与 正弦 函数 有 关 的 函数 的 导数 


(a)y = x sin x: 


dy , d 


qx q sin x) 差 法 则 
=2x ~ cos x. 
sin x 
(b)y = _ : 
d... . 
dy xz (sinx)— sin zx: 1 
qx = < 商法 则 
x cos x = sin : 
s _ 
CD-ROM 
ç= 
余弦 函数 的 导数 
借助 于 和 和 角 公 式 
cos(x + h) = cos x cos h — sin x sin h, (2) 


我 们 有 
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E (eos x) = lim cos(x + a — 695 % 导数 定义 
_ lim (cos x cos h — sin x sin h) — cos x 方程 (2) 
太一 0 h 
— Jim eo x(cos h - 1) — sin xsin h 
= 0 h 
-li . eos h - 1 lim sin x Ü Sin h 
= lim cos x + — J, - lim sin n 
. Cos h - 1 . . sinh 
= cos x * lim ——— - sin x ° lim 
h0 h h>0 
= cos x ° Ü — sin x ° 1 1.2 节 的 例 10(a) 和 定理 6 
= — sin x. 
余弦 函数 的 导数 是 正弦 函数 取 负 号 
E (cos x) = ~ sin x. 


图 2.25 展示 了 男 一 种 方法 来 形象 化 表示 这 一 结果 . 


y'=-—sin x 


[ 
l 
l 
! | 
| i 
1 1 
1 
i 


n Ñ 


— t 图 2.25 曲线 y = -sinx 作 为 曲线 
y = cos x 的 切线 的 斜率 的 图 形 . 


例 2 再 论 求 导 法 则 


(a)y = sin xcos x: 


s, = sin x (eos x) + cos x -+ (sin x) 积 法 则 
= sin x( — sin x) + cos x(cos x) 
= cos2x — sinx. 
cos x 
(b)y = 1 — sin x` 
. d d . 
(1 ~ sin x) —(cos x) - cos x —(1 -~ sin x) 
dy dx dx 
= - 3 商法 则 
dx (1 — sin x) 


(l — sin z)(-— sin x) — cos x(0 — cos x) 
(1 — sin x)° 


] — sin x 


= 7 sinx + cosx = 1 
(1 — sin x) 
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本 _ 


简 谐 运动 
在 弹簧 或 蹦 级 绳索 端点 的 物体 的 上 下 自由 摆动 就 是 简 谐 运动 的 一 个 例子 .下 面 的 例子 撒 
述 了 没有 诸如 摩擦 或 浮力 这 样 的 反 力 来 减缓 物体 向 下 运动 的 情形 ， 


ges #J3(38 38322) 挂 在 弹簧 上 的 一 重 物 ( 见 图 2.26) 从 静止 位 置 往 下 拉 长 5 个 单位 
并 在 1: = 0 时 刻 松 开 让 其 上 下 摆动 .之 后 任何 时 刻 上 ,物体 的 位 署 为 


s = Scos t. 
时 刻 e 的 速度 和 加 速度 是 什么 ? 
$ < . 
< < S, 1 
£ < ! 
$ ° 上 -5 v=<5sin: s=5 cost 
$g $ 
a 
S FO 静止 位 置 
> 一 > t 
< 0 Sx 
A ' 
5 t=0 时 的 位 置 
M 
图 2.26 例 3 中 的 物体 . 图 2.27 例 3 中 重 物 的 位 置 和 速度 的 图 形 . 
解 我们 有 
位 置 : s = 5cos t 
速度 : v = $ = 号 (5cos t) =- sin Li 


加 速度 : a = Ẹ = EC Sine) = — cos t. 

注意 我 们 从 这 些 等 式 学 到 多 少 东 西 : 

1. 当时 间 推 移 时 , 重 物 沿 s 轴 在 * = - 5 和 s = 5 之 间 运 动 的 幅度 是 5. 运动 的 周期 是 2x. 

2. 如 图 2.27 所 示 , 当 cos: = 0 时 ,速度 vw =- 5sin t 达到 其 最 大 量 值 5. 因 此 , 当 cos t = 
0 时 , 即 当 = 0( 静 止 位 置 ) 时 , 重 物 的 速率 |4| = 5lsin 1| 达 到 最 大 . 当 sin £ = 0 时 重 物 的 速 
KHE. s = 5cos t =+ 上 5 时 在 运动 区 间 的 端点 速度 为 零 . 

3. 加 速度 的 值 总 是 和 位 置 值 反 号 . 当 重 物 在 静止 位 置 上 方 时 ,重力 要 拖 它 往 下 ; 当 重 物 在 
静止 位 置 的 下 方 时 ,弹簧 拉 它 向 上 . 

4. 加 速度 a = - 5cos t 仅 当 重 物 处 于 静止 位 置 时 才 为 零 ,静止 位 置 处 cos 1 = 0 而 且 重 力 
和 弹 纂 力 互相 抵消 . 当 重 物 在 其 他 位 置 时 ,这 两 个 力 不 相 等 从 而 加 速度 不 为 零 . 加 速度 的 量 值 
在 离 静 引 位 置 最 远 的 地 方 ,在 那里 cosi = + 1, 达 到 最 大 . -| 


2.4 三 角 函 数 的 导数 ，201 ， 


例 4( 急 推 ) 例 3 中 简 谐 运 动 的 急 推 为 


da d . 
j= Jg = a C Seos t) = Ssin t. 
当 sin t =+ 上 1 时 它 达 到 其 最 大 量 值 ,不 是 在 位 置 的 最 大 量 值 处 而 是 在 静止 位 置 处 达到 ,在 静止 
位 置 处 加 速度 改变 方向 和 符号 ， _ 
其 他 基本 三 角 函 数 的 导数 
因为 sin x 和 cos x 都 是 x 的 可 微 函 数 ,所 以 有 关 的 函数 
tan x = Sin x cot x = W 
cos x sin x 
1 1 
sec x = cse x = — 
cos x sin x 


在 它们 有 定义 的 每 个 x 值 处 都 是 可 微 的 . 利用 商法 则 计算 得 到 的 它们 的 导数 ,由 下 面 的 公式 
给 出 . 


dL (tan x) =sec?x (3) 

x 

d 

az (sec x) =sec x tan x (4) 
x 

L leot z) = ~ osca 注 :注意 余 函 数 导数 公式 中 的 负 号 ， (5) 
d 

—(cscx) = — cse x cot x (6) 
dx 


为 说 明 有 代表 性 的 计算 ,我 们 来 推导 (3). 其 他 导数 的 计算 留 作 习题 中 的 题 44. 


例 5( 正 切 函 数 的 导数 ) RLD, 
解 


d (sin z cos x -Š (sin x) - sin z $ (cos x) 


P = ; 商法 则 


cos” x 
cos xcos x — sin x(- sin x) 


cos’ x 


d 
— (tan x) = 
dx cos x 


2 . 2 
cos“ x + sin °x 1 2 
= 2 = 2 = Sec x. 

cos“ x cos" x 


例 6( 三 角 函 数 的 二 阶 导数 ) WE y = sec x 求 y". 


解 
y =sec x 
y! = sec xtan x 等 式 (4) 
” d 
Y = Ja (see xtan- x) 


= sec x qL (tan x) + tan x d (oe x) 积 法 则 
x dx 
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= sec x(sec x) + tan x(sec xtan x) 等 式 (3) 和 (4) (译注 ) 


3 2 
= sec x + sec xtan x. 


三 角 函 数 的 连续 性 

因为 六 个 基本 三 角 函 数 在 其 定义 域 上 都 是 可 微 的 ,所 以 由 1.2 节 的 定理 1 它们 在 其 定义 域 
上 都 是 连续 的 .由 此 ,sin x 和 cos x 对 一 切 x 都 是 连续 的 ,这 证 实 了 我 们 在 1.4 节 中 的 观察 结果 . 
还 有 , 除 x+ 是 x/2 的 非 零 整数 倍 外 sec x 和 tan x 都 是 连续 的 , 除 x 是 x 的 整数 倍 外 csc x 和 cot x 
都 是 连续 的 .对 每 个 函数 , 当 /(c。) 有 定义 时 有 liny(x) = /(<). 因 此 ,我 们 可 以 用 直接 代入 法 来 
计算 三 角 函 数 的 许多 代数 组 合 和 复合 函数 的 极限 . 


例 7 求 三 角 函 数 的 极限 
V 2 + sec x V2 + sec 0 Vv2+1 B __ 3 o] 


lim cos(x — tan x) ` cos(r — tan 0) ` cos(r -0) ` -17 


习题 2.4 


导数 
在 题 1 - 12 中 求 dy/dx. 


3 : 
l.y = - lOr + 3cos x 2.y = — + sinx 3.y = csc x - 4/x + 7 
x 
2 1 ; 
4.y = x "cot x - — S.y = (sec x + tan x)(sec x ~ tan z) 6.y = (sin x + cos x)sec x 
x 
Cot x I cos x 4 1 
T.y = :一 一 一 一 8.y = — 9.y = 
M l + cot < 5 l + sin x 7 cos x T lan x 
tos x x 2. . ' 
10.y = _ Os ç ll.y = xsin x + 2xcos x — 2sin x 12.y = xicos x ~ 2xsin x ~ 2cos x 
cos : 


在 题 13 - 16 PR ds/dt. 


13.s = tant- t l4.s = í -sect+l 15.s = L+ csc : 16.s = > 
1 — esce t 1 — cos t 
在 题 17 - 20 中 求 dr/d6. 
17.r=4- 0°sin 0 18.r.= Osin 0 + cos 0 19.r = sec Oese 0 20.r = (1 + sec 0)sin 0 
在 题 21 - 24 中 求 dp/dg. l 
si 3 t 
21.p = 5 + -L 22.p = (l + cse q)cos q 23.p = = 41554 24.p = — 4 
cot q cos q 1 + tan q 
25. 如 果 
(a)y = ese x (b)y = sec x 
求 y”. 
26. 如 果 
(a)y = ~ 2sin x (b)y = 9cos x 
j 
R yO = dy 


dx? 


习题 2.4 - 203 + 


切线 


在 题 27 - 30 中 ,把 给 定 区 间 上 的 曲线 的 图 形 和 它们 在 给 定 x 值 处 的 切线 画 在 一 起 .用 每 条 曲线 和 切线 的 方程 
分 别 标记 它们 . 


27.y = sin x, -于 < srr =- 0, 28.y = tan x, -5 <<< z =-= 300, 
29.y = sec x, -< 30.y = l + cos x, -Z c< rs 1, 3E 
RW 231 - 34 中 函数 的 图 形 在 区 间 0 < x < 2x 中 有 水 平 切线 吗 ? 如 果 有 ,在 何 处 ?如 果 没 有 ,为 什么 ?用 绘图 器 


通 冰 数 的 图 形 来 形象 化 你 的 发 现 . 
31.y = x + sin x 32.y = 2x + sin x 


33.y = x~ cot x 34.y = x + 2cos x 


35. 求 曲线 y = tan x, - > < x < > 所 有 的 点 ,其 切线 与 直线 y = 2x 平行 .把 曲线 和 切线 的 图 形 一 起 画 出 
来 并 用 它们 的 方程 来 标记 . 

36. 求 曲线 y = cot x,0 < x < r 所 有 的 点 ,其 切线 与 直线 y = -x 平行 .把 曲线 和 切线 的 图 形 一 起 画 出 来 并 用 
它们 的 方程 来 标记 . 

在 题 37 和 38 中 ,(a) 求 曲 线 在 点 P 的 切线 的 方程 ,(b) 求 曲线 在 点 0 水 平 切线 的 方程 . 

37. 38. 


Y=4+cotx -2cscr 


(由 Mathematica 生 成 ) 


| 
l 2 3 


+a — 


y=1+ 2 cCsc x+ cot x 


(由 Mathematica 生 成 ) 


简 谐 运动 
coron 题 39 和 40 中 的 方程 给 出 了 物体 沿 坐标 轴线 运动 的 位 置 * = 所 0)(s 以 米 计 ,以 秒 计 ). 求 物体 在 时 刻 
CU... 种 处 的 速度 速率 .加 速度 和 急 推 


39.s =2- 2sin 上 40.s = sin # + cos t 


理论 和 例子 
41. 为 学 而 写 “是 否 存 在 -- 个 值 ,使 


在 x = 0 连续 ?对 你 的 问答 给 出 理由 . 
42. 为 学 而 写 是 否 存在 … 个 值 b ,使 
x+)b, ri<0 


f(x) - Í 


TE x =0 连 续 ?在 * = 0 可 微 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


cos x. x > Ü 


d” 
43. Kas (cos x). 
44. 求 

(a)sec x (b)csc x (c)cot x 

AF r 的 导数 的 公式 . 
E 45. mi y = cos r, -zxr<x*<s2r 的 图 形 .在 同一 屏幕 上 对 /= 1,0.5,0.3 和 0.1 M 


sin(x + h) — sin x 


y = h 
的 图 形 . 然 后 ,在 一 个 新 的 视窗 对 六 = 1. - 0.5 fi - 0.3 BRL h — ot 时 情况 如 何 ? 当 六 ->0- 呢 ? 
这 说 明了 什么 现象 ? 
Eš. M y =- sin x, -rs<sxrs2r 的 图 形 .在 同一 屏幕 上 对 六 = 1,0.5.0.3 #l0.1 m 


_ cos(x 十 h) — cos x 


”二 h 
的 图 形 . 然 后 ,在 一 个 新 视窗 对 关 = - 1, - 0.5 #fl - 0.3 BI. 4 h — 0* BBS 0 hd 234 h — 0- 呢 ? 这 
说 明了 什么 现象 ? 
RD tott ”中 心 差 商 


f(x+h)- f(x - h) 
2h 


在 数值 计算 中 用 来 近似 计算 "(x) ,因为 (1) 当 fC) 存在 时 ,h 一 0 时 其 极限 等 于 /'(x),(2) 它 通常 
给 出 对 给 定 h RIS (e) 的 比 费 马 (Fermat) 差 商 + 如一 全 更 好 的 近似 . 见 下 图 ， 


` 


斜率 = 三 
c > 斜率 = 人 t 
4 N 
下 斜率 = ft h) 
y= f(x) 
| 
可 x_h i x : x+h >x 


fr</ Yin IK nte + 
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(a) 为 看 出 f(x) = sin x 的 中 心 差 商 收敛 到 f(x) = cos x 有 多 人 快 ,把 y = cosa 和 


_ sin(x + h) - sin(x — h) 
T 2h 


ÉE K. -x,2x], 对 有 = 1,0.5 10.30986 mE E. AE 45 P g ERO h 18 9. 9) 5525 RAER. 
(b) 为 看 出 f(x) = cos x APLAASIA C) = - sin x HEIR, y =- sin x H 


_ cos(x + h) - cos(x - h) 
T 2h 


在 区 加, - r,2rj ,对 = 1,0.5 和 0.3 的 图 形 画 在 一 起 .和 题 46 中 对 同样 的 六 值得 到 的 结果 相 比较 . 
48. 并 愤 使 用 中 心 差 商 ( 题 47 的 延伸 ) 当 j/ 在 * 没有 导数 时 , 商 
f(x+h)- f(x —- h) 
2h 


当天 一 0 时 也 可 能 有 极限 .作为 例子 , 取 f(x) = | x | 并 计算 
li lO+hl- |0- h| 
a 2h 


如 同 你 们 看 到 的 ,即使 fx) = |x | 在 x = 0 没有 导数 但 中 心 差 商 的 极限 存在 .格言 :在 采用 中 心 差 商 前 ,要 
确认 导数 作 在 . 
RE 49. 为 学 而 写 : 正 切 函 数 图 形 的 斜率 ”把 y = tan + 及 其 导数 在 ( - x/2,x/2) 上 的 图 形 画 在 一 起 .正切 函数 
的 图 形 看 似 有 一 个 最 小 的 斜率 ?最 大 的 斜率 ?斜率 总 是 负 的 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
MW 50. 为 学 而 写 : 余 切 函 数 图 形 的 斜率 {Ey = cor 及 其 导数 在 0 < x < x 上 的 图 形 画 在 一 起 . 余 切 函数 的 
图 形 看 似 有 一 个 最 小 的 斜率 ?最 大 的 斜率 ?斜率 总 是 正 的 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
RE 51. 为 学 而 写 :探究 (sin fx)/x 把 y= (sin x)/x,y = (sin2r)/x My = (sin4z)/x # - 2 < x < 2 EM 
图 形 画 在 一 起 .每 个 图 形 在 何 处 看 似 要 穿 过 y 轴 ? 该 图 形 真 的 穿 过 y 轴 吗 ?你 认为 x 一 0 时 y = (sin 
5x)/x 和 = (sin(~ 3x))/x 的 图 形 会 怎样 ?对 其 他 上 值 ,y = (sin kx)/x 的 图 形 会 是 怎样 的 ?对 你 的 回 
答 给 出 理由 . 
Eg. 弧度 对 度 : 度 模 式 的 导数 ”如果 * 不 用 弧度 而 用 度 来 度量 ,那么 sin x A cos x 的 导数 将 会 是 怎样 的 ?为 
解决 这 个 问题 ,采取 以 下 的 步骤 ， 
(a) 把 你 的 图 形 计算 器 或 计算 机 图 形 软件 置 于 度 模式 , 画 f(h) = sinh 的 图 形 并 估算 lim fA). 55 Bl 
x/180 作出 的 估计 相 比 较 . 有 理由 相信 该 极限 应 该 是 x/180 吗 ? 
(b) 仍然 把 你 的 计算 机 软件 置 于 度 模式 , 信 算 lim cos 1, 
(c) 现在 回 色 课文 中 sin + 的 导数 公式 的 推导 并 利用 度 模 式 执行 求 导 的 各 步 .你 得 到 的 导数 公式 是 什么 ? 
(d) 利用 度 模 式 计算 cos < 的 导数 公式 的 求 导 全 过 程 .你 得 到 的 导数 公式 是 什么 ? 
(e) 当 求 高 阶 导数 时 度 模 式 公式 的 缺点 就 更 为 明显 . 试 试看 .什么 是 sin x 和 cos x 的 二 阶 和 三 阶 度 模式 
导数 ? 


链 式 法 则 


复合 函数 的 导数 。 外面 - 里 面 " 法 则 。 累 次 应 用 链 式 法 则 + 参数 曲线 的 笠 率 RA 
式 法 则 。 融化 立方 体 冰 块 


我 们 将 在 第 3 和 4 章 中 看 到 微 积分 的 许多 工程 应 用 涉及 求 函数 使 它 等 于 给 定 导数 .有 时 候 
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我 们 可 以 马上 识别 这 样 的 函数 ,例如 ,2x 是 x? 的 导数 ,以 及 和 式 cos x+2x 是 sin x + x 的 导数 . 
但 是 如 果 我 们 要 求 函 数 使 其 导数 等 于 两 函数 的 积 而 不 是 和 时 ,结果 会 怎样 呢 ? 我 们 知道 这 种 消 
数 不 会 是 可 微 函 数 的 积 .因为 它们 的 积 的 导数 不 是 它们 的 导数 的 积 . 

所 以 ,什么 函数 的 导数 会 是 导数 的 积 的 形式 呢 ? 答 案 就 在 称 为 链 式 法 则 的 求 复合 函数 导数 
的 法 则 之 中 .本 节 讲 述 链 式 法 则 以 及 如 何 应 用 链 式 法 则 . 


复合 函数 的 导数 
我 们 从 例子 开始 . 


例 1( 相 对 导数 ) ”函数 y = 6x -10 = 2(3x - 5) 是 函数 y = 2w Mu = 3x - 5 的 复合 函 
数 .这 些 函 数 的 导数 之 间 有 什么 关系 呢 ? 


解 RIE 
dy _ dy _ du _ 
dx = 0， di 及 | =s 
因此 6 = 2. 3, 我 们 知道 
dy _ dy du 
dx du dx 


这 是 偶然 的 吗 ? 

如 果 我 们 把 导数 设想 为 变化 率 ,我 们 的 直观 告诉 我 们 这 种 关系 是 合理 的 .如 果 y = f(u) 
的 变化 是 u 的 变化 的 2 倍 那 样 快 ,而 u = g(x) 是 x 的 变化 的 3 倍 那样 快 ,那么 我 们 预期 y 变 
化 是 x 变化 的 6 倍 那 样 快 .这 种 效果 有 点 像 多 个 齿轮 的 齿轮 链 ( 图 2.28). 


图 2.28 当 人 齿轮 A 转 过 x 图 ,B 转 过 4 圈 而 C 转 


过 y 圈 .通过 计算 周 长 或 数 齿 数 ,我 们 知道 y = 
= Yy 35 dy _ 1 du _ 
2 u =3%, 所 以 ,y= 2 :因此 地 = 2da = 3， 
C: y 图 B: u [Bj A: x 图 而 人 = 3 z (s) (s). | 


例 2( 相 对 导数 ) ”函数 
y = 9x + 6x2 + 1 = (32 + 1) 
是 y= ww flu = 3x?+1 的 复合 函数 .计算 导数 ,我 们 知道 


dy du _,,. 
du de = Z o: 


=2(3x2 + 1) .6x u = 3x? + 1 
=36x3 + 12x 
以 及 


d 
二 = Lor + 6x + 1) = 36%? + 12x. 


2.5 链 式 法 则 - 207 ` 


HKE 
dy du _ dy 
Z. _ 


复合 函数 f(g(x)) 在 x 的 导数 为 /在 g(x) 的 导数 乘 上 g 在 x 的 导数 .这 个 观察 结果 称 为 
链 式 法 则 (图 2.29). 
复合 函数 广 8 
在 * 的 变化 率 为 


f (8X)) + er). — 
f 


在 g(x) 的 变化 率 为 A 图 2.29 变化 率 相 乘 :/。& 
Fe > 在 x 的 导数 是 f 在 点 g(x) 的 
x u = g(x) y = f(u) = gax) 导数 乘 上 g 在 点 x 的 导数 


定理 3 链 式 法 则 
WMR Sf) ER u = g(x) 可 微 而 g(x) 在 x 可 微 ,那么 复合 函数 (f。g)(x) = f(g(x)) 在 


x 可 微 ,而 且 


(f° g) (x) = f'(g(x)) e g'(x). (1) 

用 Leibniz 的 记号 ,如 果 y = fu) M u = g(x), 那 么 
dy _ dy . du (2) 

dx du dr’ 


其 中 入 是 在 w = g(x) 处 取 值 . 
我 们 很 想 通过 写成 


Ay _ Ay , ôu 
Ax Au Ax 


的 样子 ,并 取 Ax 一 0 时 的 极限 来 试图 证 明 链 式 法 则 .如 果 我 们 知道 u 的 改变 Au 是 非 零 的 , 那 
么 这 种 试图 是 可 行 的 ,但 是 我 们 并 不 知道 Au < 0.x 的 小 的 改变 可 以 想象 地 导致 w 没有 改变 . 
证 明 需 要 利用 3.6 节 中 的 思想 的 不 同 的 方法 . (参见 附录 3.) 


例 3( 应 用 链 式 法 则 ) ”一 物体 沿 x 轴 运 动 使 其 在 任何 时 刻 : > 0 的 位 置 由 x(1) = 
cos( 2 + 1) 给 出 . 求 作为 1 的 函数 的 物体 的 速度 . 


i 我 们 知道 速度 是 党 ,本题 中 ,x 是 复合 函数 :x = costu) Mu = Ú + 1 我 们 有 


dž = — sin( u) x = cos( u) 

q =2t u = £ +1 
由 链 式 法 则 

dx -= dz du = — sin(u) ° 2t 
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=—sin(£ + 1) : 2 


=- 2ł sin( + 1). _ 


“外 面 - 里 面 ”法 则 
用 以 下 方式 来 想 链 式 法 则 有 时 是 会 有 助 益 的 :如 果 y = J(g(x)), 那 么 
= Se) Z (x). (3) 


用 文字 表述 就 是 对 “外 面 ”的 函数 了 求 导 并 单独 在 “ 电 面 ”的 商 数 g(x) 处 取 值 ;然后 乘 上 “里 
面 ” 函 数 的 导数 . 


例 4( 从 外 到 里 求 导 数 ) OR sine + x) 关于 的 导数 . 


解 
d . 2 2 
dsin (x + x) = cos (x` +) (2r+1) 
I 里 面 单独 的 H i p 8 
EETA 的 导数 
累 次 应 用 链 式 法 则 
为 求 导 数 我 们 有 时 候 要 应 几 链 式 法 则 二 次 或 多 次 .下面 是 一 
CD-ROM 个 例子 
WEBsite | ` 
历史 传记 例 5( 三 节 “ 链 ”") R g(1) = tan(5 - sin 24) 的 导数 . 
Johann Bernoulli 解 这 里 要 注意 正切 是 S - sin 2 的 函数 ,而 正弦 是 21 BJ ER 


(1667 — 1748) 数 ,21 本 身 又 是 1 的 函数 .所 以 由 链 式 法 则 


, d P si 
g(t) = q C tan(5 — sin 21)) 
= se (5 — sin 2t) ° (5 — sin 21) tan u 关于 ww = 5 — sin 21 的 导数 


= sec? (5 ~ sin 21) + (0 -cos 24 全 (21)) 5 -sinu 关 于 w = 21 的 导数 
= sec2(5 — sin 2t) + (- cos 21) :2 
= = 2(cos 2t)sec2(5 - sin 21) _] 
参数 化 曲线 的 斜率 
参数 化 曲线 (x(1),y(1)) 在 1 可 微 ,如 果 x 和 ;在 1 都 可 微 .在 可 微 的 参数 化 曲线 上 一 点 处 
y 也 是 x 的 可 微 函数 ,导数 驻 , 人 党 和 党 是 由 链 式 法 则 把 它们 联系 起 来 的 : 


dx di 
dy _ dy , dx 
dt dx dt’ 


如 果 dx/dt = 0, 我 们 可 以 在 这 个 方程 两 边 除 以 dx/qdi 来 解 出 dy/dx. 
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dy/dx 的 参数 公式 
如 果 三 个 导数 都 存在 , 且 dx/dt > 0, 那 么 


dy _ dy/di 
dx dx/dt ' (4) 


一 


例 6( 求 参数 化 曲线 的 导数 ) 求 参 数 地 定义 的 X 
抛物 线 右 端 分 支 "ë 
x x 

x = sect, y= tant, ` 2 <! <> 
在 1 = 才 的 点 (V2,1) 处 的 切线 (图 2.30). 小 
解 方程 (4) 中 的 三 个 导数 都 存在 ,而 且 在 所 指 

明 的 点 处 dx/dt = sec t tan t < 0. 所 以 可 以 用 方程 


(4) ,从 而 0 
dy dy/dt sec2t 


dx ~ dx/dt sec t tan t 


> x 


X =S€C I, y = tan t, 


sec -5<1<5 
= = csc t 
tan £ 
S t = Xx/4, 给 出 
图 2.30 ” 例 6 中 抛物 线 的 分 支 .方程 (4) 可 
dy = ese [| Z) = V2 . N 
dx, 4) Y: 用 于 图 中 除 (1,0) 外 的 一 切 点 处 . 
切线 的 方程 为 
y- 1 =vV2( x _ /2) 
y =v2x -2+1 
y =V2x - l. o 


如 果 参 数 方程 定义 y 作为 x 的 二 次 可 微 函 数 , 那 么 我 们 可 对 函数 dy/dx = y 应 用 方程 (4) 
来 计算 作为 t 的 函数 的 dy/dx?: 


2 
dy di dydt ; 
dz = L) = dz/ 在 方程 (4) 中 用 y 替换 y 


中 y/dx? 的 参数 公式 
如 果 方 程 x = fGt),y = g(1) 定义 y 作 为 x 的 二 次 可 微 函数 ,那么 在 dx/dt < 0 的 地 方 


dy _ dy /dt 
dx?  dx/dt ' 


例 7( 求 参数 化 曲线 的 dy/dx’) 如果 x = 上- (2 .y = t- P, REH 的 函数 的 dy/dx?. 
B 第 1 步 :把 yY = dy/dx RRA t 的 函数 . 
; dy dy/dt 1 - 32 


Y Tqxr™ dd "` 1-2 


` 210 ° 


# 21. K XT: 的 导数 . 


dy da(|! = 3 2 6t + 6: 、 
== T 二 ` sj k i 
d?  dt\l-2t (1 -2873 商法 则 
第 3 步 :dy'/dt 除 以 dx/di. 
dy _ dy /dt (2-61t+60)/(1 - 2600 2-61+6¢ | 
dx? dx/2d ` l -2t  (I-243 ` 


注 : 求 用 : 表示 的 dy/dx? 

第 1 步 :把 y' = dy/dx 表示 为 上 的 函数 ， 
第 2 步 : 求 dy' /dt. 

第 3 步 ;dy’/dt RU dxdt. 


F HEA MI 
如 果 fÆ u BARR, AE u 是 x WARR IAE y = f(w) 代入 链 式 法 则 公式 
dy _ dy , du 
dx du dx 
就 导致 公式 


d ; du 
gD = f'(u) Ie 
下 面 就 是 怎样 用 这 个 公式 的 一 个 例子 :如 果 守 是 一 整数 而 Fu) = u, EGAN 2 和 7) 告诉 
RIS u) = nu UR 是 x 的 可 微 函数 ,那么 我 们 可 用 链 式 法 则 把 它 推广 为 者 链 式 法 则 : 


Tun = nu"! s. Eu") = nu""! (5) 
例 8 求 切线 的 斜率 
(a) 求 曲 线 y = sinx 在 x = x/3 的 点 处 的 切线 的 斜率 . 注 :sin" Æ (sin rY 的 缩写 ， 
(b) 证 明 与 曲线 y = 1⁄(1 - 2x)* 相 切 的 每 条 直线 的 斜率 ”nz#-1. 
都 是 正 的 . 
解 
(a) s, = Ssintx， sin x XF u = sin x,n = 5 MRHAR U 
= Ssin'x cos x 
切线 的 斜 滨 为 


(b) E = Ea- 2) 
dx dx 


=- 3(1-2r)*. (1 -~ 2x) 对 w= (1-2r),n = - 3 HR =ë 2 BJ 


=- 3(1 - 2x) 3. 
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在 曲线 上 任何 点 (zx,y),x zz 方 ,切线 的 斜率 为 
d 6 _ 
dx (1-2xz) 
NE 82 W. | 


例 9( 弧 度 对 度 ) ” 记 住 以 下 事实 是 重要 的 :sin x M cos x 的 导数 公式 都 是 在 假设 x 以 弧度 
计 ( 不 是 以 度 计 ) 的 前 提 下 得 到 的 . 链 式 法 则 给 我 们 有 关 弧 度 和 度 的 差别 的 新 的 洞察 .因为 180。 
= n WME, x? = xx/180 弧度 ,其 中 <° 的 含义 是 指 角 * MEXER. 

由 链 式 法 则 


d. ° d . (za) x 元 > 
grs) = 二 sl 16) = 180 jeos( i) = 180 °C*"). 
参见 图 2.31. 类似 地 ,cos(x°) 的 导数 是 - (x/180) sin( x°). 


y = sin(x° in Z 
X )= SI) — 
1 


[NIN EC 由 
JII III] III: 


i . 180 
y=sinx 


图 2.31 sin( +°) 的 摆动 次 数 只 是 sin x 摆动 次 数 的 180 š. 其 最 大 斜率 为 180 〈 例 9) 


在 一 阶 导数 中 令 人 讨厌 的 因子 x/180 随 着 球 次 求 导 还 会 结合 在 导数 中 .我 们 二 下子 就 看 
到 不 得 不 使 用 弧度 来 度量 的 原因 . Si 


融化 立方 体 冰 块 

美国 加 利 福 尼 亚 州 有 严重 的 于 旱 问 题 , 因 此 总 是 在 考虑 新 的 水 资源 .建议 之 一 就 是 把 冰山 
从 极地 水 域 拖 到 靠近 南 加 州 的 近 岩 水域 ,融化 的 冰 块 就 能 提供 淡水 .作为 分 析 这 个 建议 的 第 一 
步 近似 ,我们 可 以 把 冰山 设想 为 巨大 的 立方 体 (或 诸如 长 方 体 或 棱锥 体 那样 的 其 他 规则 形状 的 
固体 ). 


例 10( 融 化 立方 体 冰 块 ) ”融化 立方 体 冰 块 要 花 多 少时 间 ? 

解 ”我 们 从 创建 数学 模型 开始 .我 们 假定 在 融化 过 程 中 立方 体 的 形状 不 变 .我 们 称 立 方 
体 的 边 长 为 s HERA V = s 而 表面 积 为 637. 我 们 假定 V ls 都 是 1 的 可 微 函数 .我 们 还 假 
定 体积 的 衰减 率 和 曲面 面积 成 比例 . 当 我 们 考虑 到 融化 发 生 在 表面 时 :改变 表面 的 大 小 也 要 改 
变 融 化 的 冰 的 量 , 后 者 这 个 假定 看 起 来 是 相当 合理 的 .用 数学 语言 来 表述 , 即 

d 

号 表明 体积 是 不 断 缩小 的 .我 们 假定 比例 因子 是 常数 .这 依赖 于 诸如 周转 空气 的 相对 湿 


= — k(6s2), £ > O. 
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度 .空气 温度 以 及 有 没有 阳光 等 许多 因素 ,这 里 只 列 出 儿 个 因素 . 

最 后 ,我 们 至 少 需要 另 一 个 信息 :要 融化 特定 百分比 的 冰 要 花 多 少时 间 ? 我 们 没有 任何 指 
导 意 见 ,除非 我 们 做 一 个 或 多 个 观察 ,不 过 我 们 还 是 假定 一 组 条 件 ,在 这 组 条 件 下 ,在 前 一 小 时 
里 冰 被 融化 掉 1M4 的 体积 (我 们 也 可 以 用 字母 n% 代替 特定 的 值 ,例如 说 7 小 时 融化 掉 n% IK 
积 的 冰 . 于 是 答案 将 由 n 和 7 表 出 .) 数学 上 ,我 们 现在 就 有 下 询问 题 . 


给 定 : 
V = s? 和 SE =k) 
V = Vo 当 í = 0 
V = (3⁄4) Vo 当 ¿£ = 1 小 时 
求 使 V=0 的 £ 值 . 
我 们 用 链 式 法 则 来 求 了 = 时 关于 上 的 导数 : 
dV >。 ds 
dd 
我 们 令 这 个 导数 等 于 给 定 的 训 减 率 - 上 (6 ) ,得 到 
2 ds _ 2 
3s dr =T 6 ks 
ds 
qr =T 2k. 


边 长 以 每 小 时 2k 个 单位 这 样 的 常 速率 减少 .因此 ,如果 立 方 体 边 长 s 的 初始 长 度 为 s ,一 小 时 
后 边 长 的 长 度 为 s = so - 2A. 这 个 方程 告诉 我 们 
2k = sọ- si. 
冰 全 部 融化 掉 的 时 间 为 使 2k = s 的 上 值 .( 译 注 : 冰 全 部 融化 掉 所 需 时 间 为 上 ,这 时 边 长 
就 为 零 , 即 2kt = So — SI, S = 0.) 由 此 


So So ] 


t = = = 
融化 2k So 一 $1 I- (81/s0) 
但 是 
3 1⁄3 
sı P o) 31" 
“= yya = (3) ~ 0.91 
所 以 


ta = — = ll INEF. 
如 果 在 1 小 时 里 融化 掉 二 的 立方 体 ,那么 要 融化 掉 其 余部 分 所 需 的 时 间 为 10 个 小 时 多 一 些 ，_ | 


当然 我 们 最 终 要 回答 各 种 类 型 的 问题 是 ,有 和 多少 冰 在 运输 过 程 中 丢失 掉 了 ?要 多 长 时 间 才 
能 把 冰 转 化 成 可 用 的 水 ?如 果 我 们 要 进一步 继续 进行 研究 ,下 一 步 就 要 通过 实验 来 检验 模型 并 
在 此 基 侧 上 改进 模型 


习题 2.5 


导数 计算 


在 题 1-6 中 ,给 定 y = fu) flu = g(x), 求 dy/dx = f'(g(x))g'(x). 


l.y = 6u — 9,u = (1⁄2)x% 2.y = 2u.u = 8x - 1 3.y = snu,u = 3x+1 
4.y = cos u,u = sin x 5.y = tan u,u = l0x -5 6.y =- sec u,u = x + 7x 
在 题 7 - 12 中 ,把 函数 写成 形式 y= f(u) fq u = g(x). 然 后 求 dy/dx 作为 x 的 函数 . 

-7 2 4 

. 9 - ES , [= -L 
7.y = (4- 3x) s = (1-2) 9.y = [£ + L) 
10. y = sec(tan x) ll.y = eat x 一 二 ) 12.y = sin°x 
求 题 13 - 26 中 函数 的 导数 . 
13.q = V2r-r 14.s = sin( 35!) + cos( 38!) 15.r = (ese 0 + cot 0)-! 
16.r = — (sec 0 + tan 0) `! 17.y = x sin?x + xcos"2< 18.y = 一 sin-5x — F eoa 
1a 
19. y = 让 3x -2) + (4- 25) 20.y = (4x + 3)(x + 1) "2 21.h(x) = xtan(2Vx)+7 
2 l sin 0 2 /2 

22.k(x) = x sec( Ç ) 23./(0) = (= Too 3) 24.r = sin(0“)cos(20) 

t 
25.r = sec V9tan( 2 ) 26.q = sin( ) 

0 t+! 
在 题 27 - 32 H REE. 
27.y = sið’ (nt - 2) 28.y = (1 + cos 2)" 29.y = (1 + cot(t/2)) ~? 
3 

30. y = sin(cos(2/ - 5)) 31.y = (1 + tn (十 )) 32.y = V1+ cos( 2) 


参数 化 曲线 的 切线 


在 题 33 - 40 中 , 求 曲线 在 由 给 定 ! 值 确定 的 点 处 切线 的 方程 .还 要 求 该 点 处 的 和 


33.x = 2cos t,y = 2sin t,t = + 34.x = cos t,y = V3cos t,t = = 

35.x = t,y = t,t = 1⁄4 36.x =- Vi + l1,y = Vt = 3 
37.x = 2 43,y = t,t=-1 38.x = t —sint,y = l — cos t,t = 7⁄3 
39. x = cos ¿,y = l + sin t,t = nx/2 40. x = set -ly = tan t,t =- x/4 


二 阶 导数 
在 题 41 - 44 pR y”. 


I 3 
41.y = (1+) 42. = (Vi) 
1 
43.y = g etlr _ 1) 44.y = 9an Z=) 


求 导数 值 
在 题 45 - 50 中 , 求 在 给 定 * 值 处 (f。g)' 的 值 . 


45./(u) = u + lu = ga = Vx,x = 1 


I l 
46.Au) = 1 — = g(x) = w l 
47.f(u) = cot Toon = g(x) = Svx.x = 1 
1 
48./ (u) = uú + L -u = gix) = rrvr = 1 
Cos u 
. 2u ñ 
49.f(1) = ~; j= g(r) = Or + r+l,x=0 
u + 
aul: I 
sofa) = (让 ‘= g(x) = = 1 


51. PEKAK S Ml e 及 其 关于 x 的 导数 在 x = 2 和 4 = 3 处 有 如 下 的 取 值 . 


求 下 列 组 合 关于 x 的 导数 在 给 定 x 值 处 的 取 值 . 


(a)2/(x*).x = 2 (b)fltx) + g(x),x = 3 (c)/l(x)  g(z),x = 3 
(d)/(xz)/g(x),x = 2 tofer). = 2 (f) V f(r),x = 2 
Igla) = 3 (h) VFI) + g(r),r = 2 


52. 假定 函数 /和 g 及 其 关于 x 的 导数 在 x = 0 和 x = 1 处 有 如 下 的 取 值 . 


0 | 1 | 1 | 5 1⁄3 
1 | 3 | -4 | -1⁄3 - 8⁄3 
求 下 列 组 合 关于 x 的 导数 在 给 定 * 值 处 的 取 值 . 
(a)S/(x)— gir) = 1 (b)/(x)e`(x).x = Ü (c) EPa = l 
(d)/(g(xz)).x = O (ejgU/(x)).x = O (f(x L Ar)) ,x = 1 


(g)f(x + z(x)),x = Ü 
53. W s = cos 0 而 dbvdy = 5. 求 当 0 = 31/2 时 的 下 


54. WMR y = v +7x-5 而 dx/dt = 1/3, 求 当 x = 1 时 的 dvzvdy 


复合 方式 的 选择 

如 果 你 能 把 耳 数 福成 以 不 同方 式 复合 的 函数 ,结果 会 人 怎样? 是否 每 次 你 都 得 到 同样 的 导数 ? 链 式 法 则 说 你 应 该 
得 到 同样 的 结果 .用 题 55 和 56 中 的 函数 来 试 - - 试 . 

55. WR y = x4, 利用 链 式 法 则 对 以 如 下 方式 复合 的 消 数 求 dy/dx. 


(a)y = (wu/5)+7 而 w= 5x - 35 (by = 1+ (1/u) W ú = 1/(x -1) 
56. 如 果 y = x ,利用 链 式 法 则 对 以 如 下 方式 复合 的 函数 求 dyzdx. 

(a)y = = /x (by = Vu Mu = x° 
切线 和 斜率 


57. (a) RINER y = 2tan(xx/4) fE x = 1 处 的 切线 ， 


习题 2.5 ` 215 ` 


(b) 为 学 而 写 :正切 曲线 的 斜率 ”在 区 间 - 2 < x < 2 上 该 曲线 能 取 到 的 斜率 的 最 小 值 是 什么 ?对 你 的 回 

答 给 出 理由 . 
58. 为 学 而 写 :正弦 曲线 的 斜率 

(a) 求 曲 线 y = sin 2x My = - sin(x/2) 在 原点 的 切线 的 方程 .这 两 条 切线 之 间 有 怎样 的 特殊 关系 ?对 你 的 
回答 给 出 理由 . 

(b) 关于 曲线 y = sin mx My =- sin(x/m) 在 原点 的 切线 能 说 些 什么 (m 是 不 等 于 零 的 常数 )? 对 你 的 回 
答 给 出 理由 . 

(c) 对 给 定 的 m, 曲 线 y = sin mx My = - sin(x/m) 能 取 到 的 斜率 的 最 大 值 是 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

(à) 在 区 间 [0,2x] 上 函数 y = sin x 完成 了 一 个 周期 ,函数 y = sin 2x 完成 了 两 个 周期 ,函数 y = sin(%/2) 
完成 了 半 个 周期 ,等 等 .在 [0,2x] 上 y = sin mx 完成 的 周期 数 和 曲线 y = sin mx 在 原点 的 斜率 之 间 有 
任何 关系 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


理论 .例子 和 应 用 


59. 运转 机 器 太 快 了 ”假设 活塞 上 下 运动 ,活塞 在 时 刻 上 秒 的 
位 置 为 
s = A cos(2rbt), 
其 中 4 和 46 为 正 数 .4 的 值 就 是 运动 的 幅度 ,而 5 是 频率 
(每 秘 活塞 上 下 运动 的 次 数 ) .频率 加 倍 对 活塞 的 速度 加 
速度 和 急 推 会 有 什么 影响 ?( 一 旦 你 求 得 ,你 就 会 知道 当 你 
运转 机 器 太 快 的 时 刻 为 什么 机 器 会 损坏 ) .参见 图 2.32. 
60. 阿拉 斯 加 (Alaska) 费 尔 班 克 斯 (Fairbanks) 的 温度 
图 2.33 展示 了 在 一 个 典型 的 以 365 天 计 的 一 年 里 阿拉 斯 
加 费 尔 班 克 斯 的 平均 华氏 温度 .近似 表示 第 x 天 的 温度 的 
方程 为 


W232 当 速度 太 大 时 发 动机 的 内 力 变 大 ， 
| 对 (> - 10D] + 25. 致使 发 动机 被 弄 坏 ， 

(a) 哪 天 温度 上 升 得 最 快 ? | 

(b) 当 温度 上 升 得 最 快 时 ,每 天 大 约 要 上 升 几 度 ? 


y = 37sin 


A 


oH Ht | 
-Tiwi Ts TT 
„noH 所 HT 
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PEA AA 


图 2.33 由 数据 点 以 及 近似 的 正弦 函数 
< 画 出 的 阿拉 斯 加 费 尔 班 克 斯 的 正常 平均 
气温 .( 题 60) 


人 s F s 55. 


61. 质点 运动 ” 沿 坐标 轴线 运动 的 质点 的 位 置 为 * = Zl + 4 和 ,5 以 米 计 而 :以 秒 计 . 求 质点 在 ， = 6 秒 时 的 速 
度 和 加 速度 . 

62. 常 加 速度 ”假设 落体 下 落 到 离 起 点 距离 为 ; 米 的 瞬间 的 速度 为 。 = kj; 米 / 秒 (为 常数 ). 试 证 明 物 体 的 
加 速度 为 常数 . 

63. EE RRB IRE ”比重 大 的 陨 星 进入 大 气 层 时 , 当 它 离 地 心 为 公里 时 的 速度 反比 于 上 . 试 证 明 陨 星 的 加 
速度 与 *? 成 反比 . 
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64. 质点 的 加 速度 ”质点 沿 x 轴 以 速度 dxxdr = fx) S J. ED ITEE AN SOS a). 
65. 温度 和 摆 的 周期 ”对 于 小 幅 振 荡 ( 小 的 摆动 ), 我 们 可 以 有 把 握 地 用 方程 


来 对 单 控 的 周期 了 和 长 度 L 之 间 的 关系 建立 模型 ,其 中 是 单 摆 所 在 地 的 重力 加 速度 常数 .如 果 我 们 以 每 
平方 秒 座 米 来 度量 &, 都 么 二 以 厘米 计 而 了 以 秒 计 .如 果 单 摆 是 金属 制 成 的 ,那么 它 的 长 度 会 随 温度 的 变 
化 而 变化 .以 大 约 与 卫 成 比例 的 变化 率 拉 长 或 缩短 .用 符号 表示 ,uw 是 温度 而 不 是 比例 常数 , 则 有 


dL 
du 


假定 现在 的 情况 就 是 这 样 , 试 证 明 周 期 关于 温度 的 变化 率 为 £7/2. 
66. 为 学 而 写 : 链 式 法 则 Ba) = CUR ga) = al. BALARAM 
(fo g(x) = [<x|2= < 而 eeN = lels 
= 0 都 是 可 微 的 ,即使 g 本 身 在 x = 0 不 可 微 .这 和 链 式 法 则 矛盾 吗 ? 试 解释 之 . 
67. Sans, W 假设 w= g(x) 在 x = 上 可 微 而 y = fu) Eu g(1) 可 微 .如 果 y = f(g(x)) 在 x = 1 
有 一 条 水 平 切 线 , 那 么 关于 z 的 图 形 在 * = 1 的 切线 或 者 /的 图 形 在 uw = g(1) 的 切线 能 得 出 什么 结论 ?对 
你 的 回答 给 出 理由 . 
68. 为 学 而 写 ”假设 = g(x) 在 x =-5 订 微 ,y = Au) fE uú = gl- 5) 可 微 ,以 及 (f。g)(-5) 是 负 的 
关于 g'(-5) 和 f'(g(-5)) 的 值 能 说 些 什么 
Ro :in 2x 的 导数 在 -2<*<3.5 上 夯 函 数 ，- 2cos2x 的 图 形 ,然后 在 同一 屏幕 上 对 h = 1.0,0.5 和 
0.2 E] 


= AL. 


_ sin 2(x + h) — sin 2+ 
"u h 


的 图 形 . 对 包括 负 值 在 内 的 其 他 > 值 做 实验 . 当 p-> 0 时 你 看 到 发 生 了 什么 ? 试 解释 这 种 性 态 . 
E v. cosl x°) 的 导数 ”在 -2<x<3.5 上 夯 BS y =- 2x sin(x*) 的 图 形 . 然后 在 同一 屏幕 上 对 h = 
1.0,0.7 和 0.3 I| 


cos( {x + h)`) ~ cos(x?) 
_ h 


的 图 形 . 对 其 他 的 六 值 做 实验 . h 一 0 时 你 看 到 J 发 生 了 什么 ? 试 解释 这 种 性 态 . 

EW ii 7 和 ?72 中 的 曲线 称 H BMH AF M R (Bowditch curves)( 译 注 :Bowditeh ,Nathaniel,1773 ,3,26 一 1838,3 ,16 , 美 
国 自 学 成 才 的 航海 家 ,数学 家 和 天 文学 家 , 著 有 《新 美国 实用 航海 术 》. 并 译 著 拉 普 拉 斯 的 (天 体力 学 》 前 4 
卷 .发 现在 天 文学 和 物理 学 上 有 重要 用 途 的 鲍 迪 奇 曲 线 . ) 或 利 萨 如 图 形 (Lissajous figures( 译 注 ;Lissajous， 
Jules - Antione ,1822 一 1880 ,法 国 物理 学 家 ,研究 声学 ,振动 和 光学 . 按 N.Bowditch 所 创 曲 线 绘 制 的 图 形 . ) oR 
第 一 象限 内 曲线 的 水 平 切线 .并 求 两 条 在 原点 的 切线 的 方程 ， 


71. 72. 
y y . 

À . 2 
个 Y=smnr 一 个 Sn 

y =sin2⁄ š ] y = sin 3⁄ 3 
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三 角 多 项 式 

73. 如 图 2.34 所 示 ,三 角 “ 多 项 式 ” 

s = f(t) = 0.78540 - 0.63662 cos 2t - 0.07074 cos 6t - 0.02546 cos 10: - 0.01299 cos 141 
给 出 区 间 [ - x,r] 上 锯齿 函数 = g(1) KIRE RNE WM. E dg/di 有 定义 的 地 方 f 的 导数 近似 g 的 导数 有 多 
好 ?为 求 得 解答 ,执行 以 下 步骤 . 

(a) Æl- n,n] 图 示 dg/di( 在 它 有 定义 的 地 方 ). (b) 求 J/Zd¿:. 

(c) 图 示 df/dt. 什 么 地 方 用 ddr 来 近似 dg/di 似乎 是 最 好 的 ?至 少 是 好 的 ?在 热 和 振动 理论 中 用 三 角 多 
项 式 来 近似 是 重要 的 ,但 是 正如 我 们 将 在 下 一 题 中 将 会 看 到 的 ,不 能 期 望 过 高 . 
图 2.34 用 三 角 “ 多 项 式 " 来 近似 锯齿 范 图 2.35 用 三 角 “ 多 项 式 ” 近 似 阶 梯 函 
数 .( 题 73) 数 .( 题 74) 

74. ( 题 73 的 延续 ) ”在 题 73 中 ,在 :- x,x] 上 近似 锯齿 函数 g(1) 的 三 角 多 项 式 f(1) 具有 导数 , 它 近 似 锯齿 函 
数 的 导数 ,但 是 ,也 可 能 有 一 个 三 角 多 项 式 以 过 得 去 的 方式 近似 一 个 函数 但 该 三 角 多 项 式 的 导数 完全 不 
能 很 好 地 近似 该 函数 .作为 一 个 合适 的 例子 ,图 示 在 图 2.35 中 的 "多项式 ” 

s = h(t) = 1.2732 sin 2t + 0.4244 sin 6t + 0.25465 sin 101 + 0.18189 sin 14 + 0.14147 sin 18: 
近似 该 图 中 的 阶梯 函数 。 = k(1). 但 是 有 的 导数 函数 一 点 不 像 £ 的 导数 . 
(a) Æl- x,x] 上 图 示 dh/dt( 在 它 有 定义 的 地 方 ). (b) 求 dh/dt. 
(ce) 图 示 dh di 以 看 出 其 图 形 拟 合 dk/di 的 图 形 有 多 差 .对 你 所 看 到 的 作出 评注 . 
参数 化 曲线 
利用 CAS 来 完成 关于 题 75 - 80 中 参数 化 曲线 的 各 步 . 
(a) 在 给 定 ! 值 的 区 间 上 画 曲 线 的 图 形 . (b) RA to 处 的 dy/dx 和 dy/dx?. 
(c) 求 由 给 定 值 io 确定 的 点 处 曲线 的 切线 的 方程 . 

75.x = Ley = T< tgl, = + 

6.x = 2P -16 +25t+5,y = Ë k 1-3 3,0 < t < 6,t0 = 3⁄2 

77.x =e'- .y= t+e!,—-1=<t=<2,t = 1 

T8.x = t-—cost,y = 1 + sin, - m < t < m,to = 1 

Tx = e' + sin2/,y = e! + cos( 2), -Vn < t < x/4,t0 =- 7/4 

80.x = e'cos ty = e'sin 1,0 < t < m,to = n/2 


隐 函 数 微分 法 


隐 式 定义 的 水 数 | ANSA 。 可 微 少 数 的 有 理 客 


在 描述 光线 进入 透镜 时 如 何 改 变 其 方向 的 定律 中 ,重要 的 角度 是 光线 和 入 射 点 处 与 透镜 
表面 垂 瑟 的 直线 之 间 的 角度 (图 2.36 中 的 角 4 和 8B). 这 条 直线 称 为 人 射 点 处 曲面 的 法 线 . 像 图 
2.36 中 的 透镜 那样 的 轮廓 线 来 赔 ,法 线 是 垂直 于 人 射 点 处 轮廓 线 的 切线 的 直线 . 


图 2.36 ”透镜 的 轮廓 ,展示 了 光线 通过 透 
镜 表面 时 的 弯曲 (折射 ). 


透镜 的 轮廓 线 常 常 由 形 为 Fy) = 0 的 方程 来 描述 ,为 求 轮廓 线 上 一 点 处 的 法 线 , 我 们 
首先 需要 通过 计算 dy/dx 以 求 得 切线 的 斜率 .但 是 如 果 我 们 不 能 把 该 方程 写成 y = f(x) 的 形 
式 来 求 导数 那 又 将 如 何 呢 ? 在 这 种 情形 ,我 们 仍 可 通过 称 为 隐 函 数 微分 法 的 过 程 求 得 dy/dx. 
本 节 讲 述 这 种 方法 以 及 利用 这 种 方法 来 推广 包括 有 理 指数 在 内 的 求 导 数 的 宕 法 则 ， 


方程 x + y — 9xy = 0 的 图 形 (图 2.37) 在 几乎 每 一 点 都 有 明确 定义 的 斜率 ,因为 它 是 除 
原点 和 点 4 外 前 可 微 的 隐 数 y = fi(x).y = 所 (x),y = f(x) 的 联合 .但 当 我 们 不 能 很 方便 地 


x+y 9y =0 


图 2.37 曲线 x + >` - 9xy = 0 不 是 x 的 一 
个 函数 的 图 形 . 但 是 该 曲线 可 以 分 割 成 几 条 
IER, 每 条 弧 线 都 是 < 的 函数 的 图 形 . 称 为 
叶 形 线 的 这 条 特别 的 曲线 确定 为 1638 #= iH Ë 
卡 几 所 作 . 


ra laer— nter .t. 
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解 出 这 些 函 数 时 我 们 该 怎样 求 斜 率 呢 ?回答 在 于 把 y 作为 x 的 可 微薄 数 来 处 理 并 且 利 用 和 和、 
积 、 商 的 求 导 法 则 以 及 链 式 法 则 对 该 方程 的 两 边关 于 x 求 导 , 然 后 经 由 x 和 y 一 起 解 出 dy/dx 
以 得 到 由 x 和 y 的 值 确定 的 图 形 上 任 一 点 (x,y) 处 的 斜率 的 计算 公式 .这 种 求 dy/dx 的 过 程 称 
为 隐 函 数 微 分 法 ,这样 命名 是 因为 和 +y -9xy =0 隐 式 地 ( 即 ,隐藏 在 方程 中 ) 定 义 了 函数 户 ， 
户 和 户 , 而 不 需要 给 出 我 们 要 求 导 的 函数 的 显 式 的 公式 . 

注 : 由 F(x,y) = 0 定义 的 函数 什么 情况 下 是 可 微 的 ? 为 证 明 隐 函数 微分 法 的 正确 性 ， 
我 们 必须 知道 我 们 要 求 的 导数 确实 存在 . 邑 , 我 们 要 知道 什么 情况 下 我 们 能 指望 由 表达 式 
F(x,y) = 0 定义 的 函数 是 可 微 的 .高 等 微 积 分 的 一 个 定理 保证 在 对 函数 FA- RAT, E 
F(x,y) = 0 定义 的 函数 是 可 微 的 .本 节 中 你 将 碰 到 的 所 有 函数 都 满足 这 些 条 件 . 


例 1( 隐 式 地 求 导数 ) WR y? = x, 求 dy/dx. 
解 ”方程 2 = x 定义 了 两 个 实际 上 可 以 求 出 的 x MARR, B y = Vx 和 y, = - Vx 
(图 2.38). 对 x > 0 我 们 知道 怎样 求 其 导数 ; 


dy, = 1 和 dy; _ 1 
d ox dx aSk 


>x 

2.38 JE y - x = 0 或 通常 写作 y 
= x 在 区 间 x > 0 上 定义 了 两 个 可 微 函 
y=- 。。 数 . 例 1 说 明了 怎样 不 用 对 y 解 方程 > = 
PESTI x 来 求 这 两 个 函数 的 导数 . 


但 假设 我 们 只 知道 方程 2 = x 对 x > 0 定义 了 x 的 一 个 或 多 个 可 微 函 数 y, 而 不 必 确 切 知 
道 这 些 函 数 是 什么 .我 们 还 能 求 dy/dx 吗 ? 

回答 是 肯定 的 .为 求 dy/dx ,我 们 只 要 对 方程 y = x 两 边 求 关于 x 的 导数 ,而 把 y = f(x) 
当 作 x 的 可 微 函 数 来 处 理 : 


y? = x 
d d 2 d - `3 . 

2y ṢE = 1 #stukm Lo = EOP = Aa) = 2y B. 
dy _ 1 
dx 2y 

这 个 单一 的 公式 给 出 了 我 们 对 显 式 函 数 y，= Vx My = - Vx 所 计算 的 导数 : 

dy, l 1 dyz 1 1 1 
= = 以 及 = = u = 一 . 

dx 2y, 2. x dx 2y 2(- /x) 2 x — 


ARRE 18 aE LH KREA RIRH 1 的 过 程 做 .我 们 把 > 4E 的 可 微 隐 函 数 来 
处 理 并 用 求 导 法 则 对 所 定义 的 方程 的 两 边 求 导 
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注 : 隐 函数 求 导 的 四 个 步骤 

第 1 步 : 把 yY 作 为 x 的 可 微 函 数 处 理 , 方 程 两 边 对 * 求 导 数 . 
第 2 步 : 对 dy/dx 并 项 到 等 式 的 一 边 . 

第 3 步 : 提出 因子 dy/dx. 

第 4 步 ; 解 出 dy/dx. 


例 2{ 隐 式 地 求 导数 ) WME y = x? + sin xy, 求 dy/dx( 图 2.39). 


解 
y? = x°? + sin xy 
d d d... 
KOD = qz) + Ja SiP xy) 两 边 对 x 求 导 
dy _ d 把 y 44E x 的 函数 来 
a aa 处 理 并 应 用 链 式 法 则 
2y $ =2x + (cos apy + z dx) 
2 SE Ceos ay)( x SZ) =2x (cos xy) y gi 并 项 
Fax y Ja) = + (cos xy) y a, 并 项 
(2y 一 xcos xy) $, =2x + ycos xy gum rs 
dy _2x + ycos zy HPR Ik 88 ih 31 
dx 2y = xeos xy dx 


gas, 的 公式 对 隐 式 定义 的 曲线 上 有 和 斜率 的 一 切 点 处 都 适用 .还 要 注意 导数 的 公式 中 包含 变 
量 x 和 yy, 而 不 只 是 自 变量 x. | 


y z 


>. 


i 2 ñ 
y = <° + sin xy 


4 


P? — Dry=0 


图 2.39 例 2 中 和 = x?) + sin xy 的 图 形 . 本 图 2.40 例 3 说 明 怎样 求 该 曲线 在 点 
例 说 明了 怎样 求 隐 式 定义 的 曲线 的 斜率 . (2,4) 的 切线 和 法 线 的 方程 . 


例 3( 笛 卡 儿 叶 形 线 的 切线 和 法 线 ) ”证 明 点 (2,4) FAR x? 4 y 9xy = 0 上 .然后 求 
曲线 在 点 (2,4) 的 切线 和 法 线 (图 2.40). 
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@ 点 (2,4) 位 于 曲线 上 ,因为 它 的 坐标 满足 曲线 的 方程 :2 + 4 — 9(2)(4) = 8 +64- 
72 = 0. 
为 求 曲线 在 (2,4) 的 斜率 ,我 们 首先 用 隐 范 数 微分 法 求 dy/dx 的 公式 : 


x` +y -9xy =0 


E) a EO?) = ZL Oy) = AL(0) 两 边 对 x 求 导数 
2 2 dy dy dx 对 xy 作 积 处 理 , 而 
3x + 3y -o(a Er E) =o y 作为 x 的 函数 . 
Gr - 9x) $Z +3x -9y =0 
3O- 31) $ =9y - 3x2 并 项 
dy _3y— 2 dy 
dx Ty 3y ADT 


然后 计算 在 (*,y) = (2,4) 处 的 导数 : 
dy _ 3y - x 3⁄44-2 8 4 


dx 一 = 


(2,4) y -3x (2,4) ` 42 3(2) 10 5° 
点 (2,4) 处 的 切线 是 过 点 (2,4) 斜率 为 4/5 的 直线 : 


注 :法 线 {normal) 这 个 词 Y 


y =4+ (x-2) 解析 几何 在 17 世纪 得 到 发 展 
5 时 ,欧洲 的 科学 家 用 拉丁 文 来 
ysr, 写 出 他 们 的 研究 工作 和 思想 ， 
, = 拉丁 文 是 所 有 受过 教育 的 欧 
曲线 在 (2,4) 处 的 法 线 是 过 该 点 县 垂直 于 切线 的 直线 , 即 。 洲 人 部 能 阅读 和 理解 的 语言 
过 (2 ,4) 斜率 为 - 5/4 的 直线 ， 词 normalis 是 学 者 们 用 以 表示 
y = 4- 2 (z - 2) “垂直 "的 拉丁 文 , 当 他 们 用 英 
4 语 讨论 几何 学 的 时 候 就 变 成 
y=- Š, + n _ j 了 normal. 
离 阶 导数 
隐 函 数 微分 法 也 可 用 来 求 高 阶 导数 ,下 面 是 一 个 例子 . 
例 4( 隐 式 地 求 二 阶 导 数 ) ”如 果 2x? -372 = 8, 求 由 y/dx?. 
解 ”为 求 y = dy/dx, 从 对 方程 两 边 求 关于 x 的 导数 开始 . 
d d 
La - 32) = g8) 
6x° - 6yy' =0 
x? -yy =0 
2 
y = 过 ` y s O B$ 
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现在 我 们 用 商法 则 求 y”, 


” d (=) 2xy - x y' 2x x ， 
y = —I1 —|= y a —— Vy 
` dx\ y y? y y 


最 后 ,我 们 代入 y = C anys 用 x 和 y 表示 出 来 ， 


2x x" Í x° 2x xt 
”一 一 71- 二 一 3 > ; Hr 
y y A =) y 4 y = 0 BJ _ | 
RJ f A R AI A E 
我 们 知道 当 n 是 整数 时 ,法 则 
d n n-] 
d = nx 


R. AA ER RRA ARATE L HEB "4 n 是 任何 有 理 数 时 该 法 则 也 成 立 . 


定理 4 ”有理 项 的 项 法 则 
如 果 n 是 一 有 理 数 ,那么 在 x"! 的 定义 域 的 每 个 内 点 处 x" 是 可 微 的 ,而 且 


例 5 ERAR AN 


d da 12 1 
(a) r (Vx) = g )= 本 = 


注意 Vx 在 x = 0 有 定义 ,而 一 在 x = 0 没有 定义 . 
2Vx 
d 2⁄3 2 _ 1⁄3 2 
(b) gD = 了 (x 13) = 313 


原来 的 函数 y = x*” 对 所 有 的 实数 有 定义 ,但 它 的 导数 在 x = 0 没有 定义 .y = Ex 0 有 
一 个 尖 点 (图 2.41). 


os 


， 图 2.41 y= a? 的 图 形 在 x = 0 有 一 个 
尖 点 .( 例 5) 


-2 _1 0 ] 2 
(由 Mathematica 生 成 ) 


_ J 
定理 4 的 证 明 iEn = p/g,p 和 g 是 整数 且 g > 0, 又 设 ， = Ze = 好 ,那么 
yi 
因为 p 和 9 都 是 整数 (对 此 我 们 早 就 有 了 寡 法 则 ) ,我 们 可 以 对 方程 的 两 边 求 关于 * 的 导数 并 得 
到 


= xP. 


习题 2.6 . 223 ，: 


Qy qay ` Dx 
WR y 0, 我 们 可 以 用 q 2"! 除 方程 的 两 边 解 出 dy/dx ,得 到 - 
dy _ px 
dx gy9-1 
xP! ， 
= I y = P 
xP! p p 
= XP-BL9 qar) =r- 


-1}-(p-p/9) rh 
«x DCP’ 指数 定律 


. x (Pp 9) -1 


< j Sh “hb -hb 


这 就 证 明了 有 理 宕 的 短 法 则 . E 


把 这 个 结果 和 链 式 法 则 结合 起 来 ,我 们 得 到 对 u ARER ERARE R n 是 
一 有 理 数 而 wu 是 x 的 可 微 函数 ,那么 u" 是 x 的 可 微 函 数 ,并 且 


dn = nun"! du (2) 


WR n < 1 的 话 要 求 u > O. 
当 n < 1 时 限制 u < 0 是 必要 的 ,因为 0 可 能 在 u" 的 定义 域 但 不 在 u*-! 的 定义 域 ,如 我 们 
将 在 下 一 个 例子 中 看 到 的 那样 . 


例 6 利用 有 理 宕 法 则 和 链 式 法 则 
函数 定义 在 [LI] 上 


OFERO 


gO -O 2x) u = 1- x 和 nm=1l4 的 式 (2) 


一 x 


= 2(1 - x2)3⁄4 


导数 只 定义 在 (-1,1) 上 
(b) q (eos x) = _ + (cos x) 6865 qL (cos x) 
6 
= - + (cos x)- (- sin x) = (sin x)(cos x) Š. | 
习题 2.6 
有 理 寡 函数 的 导数 
在 题 1 - 6 pR, 
Ly = x°“ 2.y = YIx 3.y=7Vx+6 


4.y = (1 - 6x)22 S.y = r(x? + 1)12 6.y = x(x? + 1) 12 
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求 题 7 - 12 中 函数 的 一 阶 导 数 . 


T.s = JP 8.r = V0 9.y = sin((24 + 5) 


2 
3 


) 


10.f(x) = V 1 - /x 11.g(x) = 221012 1) 13 12.h(8) = J1 + cos(20) 
隐 范 数 微分 法 
利用 隐 范 数 微 分 法 求 题 13 - 22 中 的 dy/dx. 
13.x "y + xy = 6 14.2xy + y7 = x+ v I5.x - xy + y? = 1 
2 2 2 2 2 xX—l1 2 x 一 
16.x”(x —- y)' = x° — y° 17." = > Ji 18. x° = o 
19.x = tan y 20. x + sin y = xy 21. y sin( 二 | = l- xy 


22.7cos( 一 = 2x + 27 


求 题 23 - 26 中 的 dr/d6. 


23.0'? + r'? = 1 24.r - 2V6 = +e + + 25.sin( 70) = 方 26.cos r + cos 0 = r8 
高 阶 导数 

在 题 27 - 30 中 ,利用 隐 范 数 微分 法 求 dy/dx ,再 求 dya 2. 

27.x23 + 23 = 1 28.” = x< + 2x 29.2 y = x — y 30.xy+ y = 1 

31. 如 果 x? + y? = 16, 求 在 点 (2,2) 处 yAdx? WE. 


32. 如 果 xy + y? = 1, 求 在 点 (0, - 1) 处 dyd? 的 值 . 


隐 式 定义 的 参数 化 曲线 
假定 题 33 - 36 中 的 方程 隐 式 地 把 + 和 ;定义 为 可 微 函 数 + = /(1),y = g(t), 求 曲线 x = a)y = g) E 
给 定 r 值 处 的 斜率 . 


33.x - 21x + 2 = 4, 2y* - 32 = 4,t = 2 34.x = V5- t, y(t-1)= In y, t = 1 
35x +2⁄2 = + 1, yVt+ l +2rJy = 4,: = 0 36.x sint +2x = t, tsint-2t= y,t = z 
斜率 .切线 和 法 线 


在 题 37 和 38 中, 求 曲线 在 给 定点 处 的 斜率 . 

37. + x` = y? -2x 在 (- 2,1) 和 (-2,-1) 处 

38. (x+ yY = (x - 7) 在 (1,0) 和 (1,- 1) 处 

在 题 39 - 46 中 ,验证 给 定 的 点 在 曲线 上 ,并 求 在 给 定点 处 曲线 的 (a) 切线 和 (b) 法 线 . 
39. x? 4 xy- y? = 1, (2,3) 40.22 = 9, (-1,3) 

41.72 -2x -4y-1=0, (-2,1) 4262 +3ry+2y?+17y-6=0, (-1,0) 


43.2xy + xsin y = 2r, (1.5) 44. xsin 2y = ycos 2x, [z =) 
45.y = 2sin(xx ~ y), (1,0) 46.x?2cosy -siny = 0, (0,x) 


47. 平行 切线 RHR x* + xy + y? = 7 与 x 轴 相 交 的 两 点 并 证 明 曲线 在 这 两 点 处 的 切线 是 平行 的 .这 两 条 
切线 的 共同 斜率 为 多 少 ? 

48. 与 坐标 轴 平 行 的 切线 RAR ¿2 + xy + y? = 7 上 的 点 ,在 这 些 点 处 (a) 切线 与 * 轴 平 行 (b) 切线 与 y 轴 
平行 .在 (b) 中 dy/dx 没有 定义 ,但 dx/dy 有 定义 .在 这 些 点 处 dx/dy 的 值 是 什么 ? 


习题 2.6 + 225 ， 


40.8 字形 曲线 KHR yt = y- x° 在 下 左 图 所 示 两 点 处 的 斜率 . 


了 yt- 4y = xt- ox2 
A 
2 (3, 2) 
> x 
3 
5 (3, -2) 
第 49 题 图 第 50 题 图 第 51 EB EJ 


50. 尖 点 慕 叶 线 ( 约 公元 前 200 年 ) ” 求 尖 点 蕊 叶 线 PO- x) = x? 在 (1,1) 处 的 切线 和 法 线 ( 见 上 中 附 图 ). 
51. 魔鬼 曲线 (Gabriel Cramer, 克拉 默 法 则 的 Cramer,1750) ” 求 魔鬼 曲线 yf- 4y2 = xt -9x2 在 四 个 指定 点 处 
的 斜率 ( 见 上 右 图 ) . 
52. 笛 卡 儿 (Descartes) 叶 形 线 ( 参 见 图 2.37) 
(a) RE EJLER x + y? -9xy = 0 在 点 (4,2) 和 (2,4) 处 的 斜率 . 
(b) 在 除 原 点 外 的 哪些 点 处 该 叶 形 线 有 水 平 切线 ? 
(c) 求 图 2.37 中 点 4 的 坐标 ,在 该 点 处 该 叶 形 线 有 垂直 切线 . 


理论 和 例子 
53. 如 果 f'(a) = x-!9, 下 列 各 结论 哪些 是 对 的 ? 
fa) = 22 -3 (b)/(x) = Za -7 
OO = - Aa DSa) = 22 + 6 
54. 为 学 而 写 。 ER 22 + 3y? = 5 和 PEAN, < 1) 处 的 切线 有 什 第 54 题 图 


么 特别 之 处 ? 见 占 图 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 

55. 与 法 线 相交 的 点 ”曲线 ¿2 + 2xy -3y? = 0 在 (1,1) 处 的 法 线 
还 与 曲线 的 哪 一 点 相交 ? 

56. 与 直线 平行 的 法 线 RAR xy + 2x - y = 0 与 直线 2x + y = 2 
0 平行 的 法 线 . 

57. 抛物 线 的 法 线 试 证 明 , 如 果 能 从 右 图 所 示 的 点 (a,0) 处 画 
抛物 线 * = y? 的 三 条 法 线 ,那么 a 必须 大 于 1/2. 一 条 法 线 是 
x 轴 . 对 什么 样 的 a 值 另 外 两 条 法 线 互 相 垂 直 ? 0 (a, 0) 

58. 为 学 而 写 ” 例 5 和 例 6(b) 中 对 导 函 数 的 定义 域 的 限制 背后 
的 几何 意义 是 什么 ? 


E 7ER 59 和 60 中 , 求 入 (把 y 当 作 + 的 可 微 函数 ) 和 (把 + 当 


fE y 的 可 微 函数 ). E ME 看 起 来 有 什么 关系 吗 ?通过 图 形 从 几 第 57 Bi] 


>` 


— 
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何 上 来 解释 这 种 关系 . 


59, xy + xy=6 60.1? + y? = siny 
` “ad 
ETEN 
61. (a) 给 定 =! + 4;* = 1, 试 用 以 下 两 种 方法 求 dy/dx :(1) 解 出 y 并 用 通常 的 方法 对 解 出 的 y 求 导数 ,(2) 用 
隐 函 数 微 分 法 求 导数 .你 得 到 同样 的 结果 吗 ? 
(b) 为 学 而 写 ”对 y 求 解 方 程 x* + 4y” = 1 并 把 解 出 的 孙 数 画 在 一 起 得 到 方程 x* + 4y* = 1 的 完整 的 图 
形 . 然 后 把 它们 的 一 阶 导 数 的 图 形 加 进 同一 视窗 .你 能 从 观察 + + 4y* = 1 的 图 形 预 测 导数 图 形 的 - 
般 性 态 吗 ?你 能 从 观察 导数 的 图 形 预测 x* + 4y* = 1 的 图 形 的 一 - 般 性 态 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
62. (a) 给 定 (x - 2)*+ y = 4, 试 用 以 下 两 种 方法 求 dy/dx:(1) 解 出 y 并 对 解 得 的 函数 求 关于 x 的 导数 ,(2) 
用 隐 哺 数 微 分 法 求 导数 .你 得 到 同样 的 结果 吗 ? 
(b) 为 学 而 写 X y REHE -2V + v = 4 并 把 解 出 的 消 数 画 在 一 起 得 到 方程 (x - 2)2 + y* = 4 的 
完整 的 图 形 . 然 后 把 它们 的 一 阶 导 数 的 图 形 加 进 同一 视窗 .你 能 从 观察 (x - 2)? + x° = 4 的 图 形 预 测 
导数 的 图 形 的 一 般 性 态 吗 ?你 能 从 观察 导数 的 图 形 预 测 (x - 2)* + y* = 4 的 图 形 的 一 般 性 态 吗 ?对 你 
的 回答 给 出 理由 . 


利用 CAS 对 题 63 - 70 完成 以 下 各 步 . 
(a) 用 CAS 的 隐 式 绘图 功能 画 方程 的 图 形 . 验 看 给 定点 满足 方程 . 
(b) 利用 隐 函 数 微分 法 求 导 数 dy/dx 的 公式 ,并 计算 其 在 给 定点 P 处 的 值 . 
(c) 利用 (b) 中 求 得 的 斜率 求 曲 线 在 点 P 的 切线 的 方程 .然后 把 隐 式 表示 的 曲线 和 切线 画 在 同一 张 图 上 . 


63.) -azy+ = 7. P(2,1) 64.x + y2x + ya) + yt = 4, P(1,1) 

65y a = +, P(0,1) 66.y + cos xy = xX, P(1,0) 

67.x + tan( 二 )=2, p|.) 68. xy? + tan(x + y) = 1, p(o) 
x 4 4 

69.22 + (xy)! = x2 + 2, P(1,1) 70.x Vl + 2y + y = x, P(1,0) 


相关 变化 率 


相关 变化 率 方 程 。 求解 方法 


假设 你 要 测量 从 地 面 垂 直 发 射 的 火箭 上 升 的 速率 . 借助 某 些 精巧 且 费 钱 的 预防 措施 ,你们 
可 能 会 在 火箭 下 面 的 地 面 放 略 某 类 仪器 并 从 中 读 出 速率 的 读数 .但 是 只 要 站 在 离 发 射 点 距离 
d 的 地 方 并 测量 火箭 的 仰角 9 的 变化 率 可 能 会 更 安全 而 且 省 很 多 钱 . 只 要 用 一 点 三 角 知识 你 就 
可 以 把 火箭 的 高 度 h 用 仰角 9 和 距离 表示 为 = dtan 9. 对 这 个 方程 两 边关 于 时 间 ; 求 导 就 把 
你 们 要 求 的 速率 dh/di 用 你 容易 测 得 的 dbvdt 表示 出 来 .用 另 一 个 你 能 求 得 的 速率 来 求 出 一 
个 你 不 容易 求 得 其 速率 的 问题 称 为 相关 变化 率 问题 .相关 变化 率 问 题 是 本 节 的 主题 . 


相关 变化 率 方程 
假设 质点 P(x ,y) 沿 平面 上 曲线 C 运动 使 得 其 坐标 x 和 y 都 是 1 的 可 微 函 数 .如 果 D 是 原 


2.7 相关 变化 率 < 227 > 


点 到 点 P 的 中 离 , 那 么 利用 链 式 法 则 我 们 就 能 求 得 把 dD/Adi,dx/dt 和 dy/dt IK £ ERBIN EE. 


> 
D =V X + y 


dD l; 2 2y-12 dx . dr) 
dr 2) 2 +t 


任何 包 仿 两 个 或 多 个 时 间 + 的 可 微 丽 数 的 方程 者 可 用 来 求 得 把 这 些 变 量 相应 的 变化 率 联 
系 起 来 的 方程 . 


例 1( 求 相关 变化 率 方程 ) 假定 直 圆 锥 的 半径 , 和 高 h 都 是 1 的 可 微 函 数 ,又 设 锥 的 体积 
V 也 是 ， 的 可 徽 函 数 . 求 联系 中 ,下 和 9 的 方程 


解 
V = h 直 圆 锥 的 体积 公式 
dv xf > dh dr nf dh dr i 
mib dtd 中 = S(t) — 
求解 方法 


如 果 你 以 某 个 给 定 的 速率 从 贮存 某 种 流体 的 直 圆 性 水 箱 往 外 输送 流体 ,试问 水 箱 内 流体 
的 高 度 下 降 会 有 多 快 ?类 似 这 样 的 问题 要 求 我 们 从 一 个 能 直接 测量 求 得 的 变化 率 来 求 一 个 不 
能 直接 测量 求 得 的 变化 率 . 为 此 ,我 们 要 写 出 联系 相关 变量 的 方程 并 对 之 求 导数 以 得 到 把 我 们 
知道 的 变化 率 和 要 求 的 变化 率 联系 起 来 的 方程 . 


例 2( 从 水 箱 往外 输送 流体 ) ”如 果 我 们 以 速率 3000 升 / 分 
从 直 圆 柱 水 箱 往外 输送 流体 ,试问 水 箱 内 流体 的 高 度 下 降 会 有 
多 快 ? 
解 我们 画 一 个 部 分 灌 满 液体 的 直 圆 柱 水 箱 ,把 它 的 半 
径 记 为 +, 把 流体 的 高 度 记 为 (图 2.42). 记 流体 的 体积 为 VY， 了 二 
当时 间 流 逝 ,半径 保持 不 变 , 但 V 和 及 在 变化 .我 们 认为 
和 是 时 间 的 可 微 函 数 并 用 1 来 表 示 时 间 . 我 们 知道 
我 们 以 速率 3000 升 / 分 向 


dV 


= 3000， 外 输送 流体 .因为 体积 在 学 =-3000 天 /分 
减少 所 以 速度 是 负 的 . 
我 们 要 求 图 2.42 例 2 中 的 直 圆 柱 水 箱 . 
sh, 流体 高 度 的 下 降 会 有 多 快 ? 


为 求 dh/di ,首先 写 出 把 了 和 A 联系 起 来 的 方程 .这 个 方程 有 赖 于 对 了 ,r 和 及 所 选 的 单位 . 
当 了 以 升 计 而 > 和 有 以 米 计时 , 直 圆 柱 体 积 的 近似 方程 为 
V = 1000 zr`À 
因为 1 立方 米 包 含 1000 fr. 
因为 了 和 下 是 :的 可 微 函 数 ,我 们 可 以 在 方程 V = 1000 rreh 两 端 求 关于 1 的 导数 得 到 把 
dh/dt 和 dV/di 联系 起 来 的 方程 : 


dF - 1000xr dh. 寻常 数 
d: d! 
我 们 代入 已 知 值 dv/dt = - 3000 从 而 解 得 dh di: 
dh — 3000 3 


3. 


dt ~ 1000r azr 
HEA REDLER 3/ Car) 米 /分 下 降 . 
解释 方程 dh/di = -3/(zr) 说 明了 流体 水 位 下 降 的 速率 是 怎样 依赖 于 水 箱 的 半径 的 . 
如 果 小 ,那么 dasdi 就 大 ;如 果 r 大 ,那么 dh di 就 小 . 


如 朵 r= 1 X; di È = - 0.95 X / r = - 95 厘米 /分 . 
和 0%. di 3 K _ 、 
如 果 r = 10 X; Ji =T jogp = - 0.0095 米 / 分 = - 0.95 厘米 /分 . _ 
相关 变化 率 问题 的 求解 方法 


~ 人 人 人 人 ~~ 人 ~~ 人 ~~ 人 ~ 


第 2 步 : 记 下 数值 信息 (利用 你 所 选 的 记号 ). 

第 3 步 : 写 下 要 你 求 的 东西 (通常 是 用 导数 表示 的 变化 率 ). 

第 4 步 : 写 出 把 变量 联系 起 来 的 方程 .你 可 能 要 把 两 个 或 多 个 方程 结合 成 把 你 要 求 其 变化 
率 的 变量 和 你 已 经 知道 其 变化 率 的 变量 联系 起 来 的 单个 方程 

第 5 步 : 求 关于 4: 的 导数 .然后 把 你 要 求 的 变化 率 用 你 已 知 其 值 的 变化 率 和 变量 表示 出 来 . 

第 6 步 : 求 值 .利用 已 知 值 去 求 得 待 求 的 变化 率 的 值 


例 3( 上 升 的 气球 ) ”从 水 平 场地 正在 垂直 上 
升 的 一 个 热气 球 被 距离 起 飞 点 500 英尺 远 处 的 测 e 


距 器 所 跟 跌 . 在 测 距 器 的 仰角 为 二 的 瞬间 ,仰角 以 


0.14 弧度 /分 的 速率 增长 .在 该 肯 间 气球 的 上 升 有 aO 中 | 
多 快 ? Jr 7014 弧度 /分 x | 当 0 = T/4 时 ， 
了 iy ， 
解 我们 分 6 步 来 求解 这 个 问题 . 人 人 =? 


. | 

第 1 步 : 画 一 个 图 并 给 变量 和 常数 命名 AN8 : 
(图 2.43). 图 中 的 变量 为 a K si 500 RR 

0 = 测 距 器 从 地 面 测 得 的 以 弧度 计 的 角度 

y = 以 英尺 计 的 气球 的 高 度 
设 ， 表 示 以 分 计 的 时 间 又 假设 0 和 } 为 1 的 可 微 函 
K. 

图 中 的 一 个 常数 为 从 测 距 器 到 起 飞 点 的 距离 (500 英尺 ) .不 需要 给 它 以 特殊 的 记号 . 


`Z x d8 
`L = H du 
4 0 4 $, d: 


图 2.43 H3 PHAR. 


= 0.14 弧度 /分 


— P 


2.7 相关 变化 率 . 229 + 


第 4 步 : 写 出 把 变量 y 和 0 联系 起 来 的 方程 ， 
sO = tan 0 或 y = 500 tan 8 
第 5 步 :利用 链 式 法 则 求 关于 上 的 导数 .结果 告诉 我 们 (我 们 要 求 的 )dy/dt 和 (我 们 知道 


~ 


的 )d9/di 之 间 的 关系 . 
dy _ 1 d0 
di = S00(sec*0) dt 
第 6 步 : 代 人 0 = x/4 和 d9/dt = 0.14 计 算 以 求 得 dy/dt 的 什 


dy = 500(/2)?° (0.14) = 140 see = 


解释 ”在 问题 中 给 出 的 瞬间 气球 以 速率 140 英尺 /分 上 升 . o] 
CD-ROM 例 4( 高 速 公 路 上 的 追逐 ) 正在 追逐 一 辆 超速 行驶 汽车 的 一 
@ WEBsite 辆 警察 巡逻 车 正 从 北向 南 驶 向 一 个 直角 路 口 ,超速 汽车 已 扣 过 路 
i ”历史 传记 口 向 东 驶 去 . 当 巡 有 逻 车 离 路 口 向 北 0.6 英 里 而 汽车 离 路 口 向 东 0.8 
`w——nrrwa 


Sylvestre Francois 。 英里 时 ,警察 用 雷达 确定 了 两 车 之 间 的 距离 正 以 20 英里 /时 的 速 
Lacroix 率 在 增长 .如果 巡 逻 车 在 该 测量 时 刻 以 60 英里 / 时 的 速率 行驶 ， 


(1765 一 1843) 试问 该 瞬间 超速 汽车 的 速率 为 多 少 ? 


解 “我们 按 求 解 方法 的 步骤 来 做 . 


第 1 步 :图 形 和 变量 . 我 们 把 汽车 和 巡逻 车 画 在 
坐标 平面 上 , 正 x 轴 表 示 车 向 东 行 驶 的 高 速 公路 , 而 06 
IE y 轴 表 示 车 向 南 行驶 的 高 速 公路 (图 2.44) . 设 ! £ 5 的 情况 


示 时 间 ,又 令 
x = 时 刻 1 汽车 的 位 置 ， 
y = 时刻 + 巡 俱 车 的 位 置 ， 


s = 时 刻 1 汽车 和 巡逻 车 之 间 的 距离 . ro a De 
我 们 假设 x,y 和 s 都 是 1; 的 可 微 函数 . dr 7 
第 2 步 : 数 值 信息 .在 问题 中 说 及 的 瞬间 图 2.44 ” 例 4 的 图 形 . 
x = 0.8 RE, y = 0.6 英里 ， 和? = - 60 英里 /时 、 SS = 20 英里 /时 


注意 入 是 负 的 ,因为 y 在 减 小 
第 3 步 : 要 求 dx/di. 
s= 2 + (也 可 以 写作 = Vear.) 


第 2 章 导 数 
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A 1 ( dx A dr) 
g P T Y dt 
= - 60 以 及 ds/dt = 20, 从 而 求 得 dx/dt. 


第 6 步 : 求 值 .利用 x = 0.8,y = 0.6,dy/dt 
8 ŠZ + (0.6)(- 60) ) 


1 
k r 
dx _ 20v (0.8) + (0.6) + (0.6)(60) _ = 
dt 0.8 
解释 ”在 问题 中 说 及 的 瞬间 ,汽车 的 速率 为 70 英里 /时 . 
例 5( 向 圆锥 形 水 箱 灌水 ) ”水 以 9 英尺 3/ 分 的 速率 灌 入 圆锥 形 水 箱 . 水 箱 尖 点 朝 下 ,高 为 
10 英尺 , 底 半径 为 5 英尺 . 箱 内 水 位 深 6 英尺 时 水 位 的 升 高 有 多 快 ? 
解 ”我 们 按 求解 方法 的 步骤 来 做 . 
第 1 步 :图 形 和 变量 .图 2.45 展示 了 部 分 灌 满 的 ay 
圆锥 形 水 箱 . 与 问题 有 关 的 变量 为 
V = 时刻 1( 分 ) 水 箱 中 水 的 体积 (英尺 ?) $ 
z = 上 时刻 水 表面 的 半径 (英尺 ) š 
y = t 时刻 水 箱 中 的 水 深 ( 英 尺 ) PNO 
第 2 步 :数值 信息 .在 问题 中 说 及 的 瞬间 ayy it 


y= 6 英尺 而 9 = 9 英尺 /分 . 


2i 


8⁄3 RE. 
第 4 步 :变量 之 间 是 怎样 的 关系 .水 箱 中 的 水 形 


成 一 个 锥 ,其 体积 为 


2.45 ” 例 5 中 的 圆锥 形 水 箱 . 


V = ashes 


3 
这 个 方程 既 包 含 * ,也 包含 了 和 y. 因 为 在 问题 中 说 及 的 瞬间 没有 给 出 x 和 dx/di 的 信息 ,因而 
我 们 需要 消去 * .图 2.45 中 的 相似 三 角形 给 出 了 用 y 来 消去 x 的 方法 : 


so o 5 20512 
0 或 — 


所 以 


第 5 步 : 求 关于 上 的 导数 ， 
dV xz 3 2dy_ m 2dy 
dt 12 3 qt = 47 d: 


第 6 步 : 求 值 .利用 y = 6 和 dV/d: = 9 解 出 dy/di. 


_ x 2 dy 
9 = 才 (6) dt 
dy l 032 英尺/ 分 
dt x 


Hui NI 


习题 2.7 + 231 ` 


解释 ”在 问题 中 说 及 的 瞬间 ,水 位 大 约 以 0.32 英尺 / 分 的 速率 升 高 . _ | 


习题 2.7 


— 


. 面积 假设 网 的 半径 r 和 面积 4 = ar R r aT RR. Hb K d4/dt 和 drvdt 的 方程 . 


2. 曲面 面积 ”假设 球 的 半径 r 和 表面 积 $ = Anr 都 是 1 的 可 微 函 数 . 写 出 联系 dS/dt 和 dr/di 的 方程 . 
3. 体积 ARRIE r 和 高 凡 与 直 圆柱 的 体积 之 间 的 关系 由 公式 中 = arh AH. 


(a) WR r ERR, d di 和 dh di 的 关系 是 什么 ? 
(b) 如 果 六 是 常数 ,dTzd 和 drede 的 关系 是 什么 ? 
(c) 如 果 r 和 六 都 不 是 常数 ,dfT7d 和 dr/dt 及 dh/dt 之 间 的 美 系 是 什么 ? 


- 体积 。 直 圆锥 的 半径 r 和 高 有 与 其 体积 广 之 间 的 关系 由 公式 VF = (173)xrh 给 出 . 


(a) 如 果 是 常数 ,dfrzd 和 dh/dt 的 关系 是 什么 ? 
(b) WR 及 是 常数 ,dFAdt 和 dr/d: 的 关系 是 什么 ? 
(c) 如 果 Ah BE E Se. dV di 和 dr/di 及 dh/di 之 间 的 关系 是 什么 ? 


. 改变 电压 ”如 右 图 所 示 的 电路 中 的 电压 VRR) .电流 /( 安 培 ) 和 电阻 R( 欧 姆 ) 


之 间 的 关系 由 公式 下 = IR 给 出 .假设 VV 以 1 伏特/ 秒 的 速率 增长 而 了 以 1⁄3 
安培 / 秒 的 速度 衰减 . 设 1 表示 以 秒 计 的 时 间 . 

(a) 什么 是 dt Zd: 的 值 ? 

(b) 什么 是 d/⁄d: 的 值 ? 

(c) 把 dR/dt 和 dfF“d: K d1/di 联系 起 来 的 公式 是 什么 ? 

(d %q V = 12 伏 特 而 T= 2 安培 时 求 R 的 变化 率 .R 是 增长 的 ?或 是 误 减 的 ? 


. 电功率 ”电路 中 的 功率 PCR) 和 电路 中 的 电阻 R( 欧 姆 ) 和 电流 i( 安培 ) 之 间 的 关系 由 方程 P = Ri 给 


H. 
(a) 如 果 P,R 和 都 不 是 常数 ,dP/di,dR/dt 和 di/dt 之 间 的 关系 是 什么 ? 
(b) WR p 是 常数 ,那么 dR/dt A disde 之 间 又 将 有 怎样 的 关系 ? 


-ER itry Er HTAR, its = Vary R xy PEER) 和 (0,y) 之 问 的 距离 . 


(a) WR y 是 常数 ,ds/dt 和 dx Zd: 之 间 有 怎样 的 关系 ? 
(b) 如 果 x Mo 都 不 是 常数 ,ds/dt 和 dx/dt,dy/dt 之 间 有 怎样 的 关系 ? 


HAR WMR x,y 和 :是 长 方 体 盒子 的 边 长 ,盒子 对 角 线 的 公共 长 度 为 8s = Vray + 2, 


Ca) 假设 x,y 和 := 都 是 : 的 可 微 函 数 ,ds/dt 和 dx/di,dy/dt 以 及 dz/di 之 间 有 怎样 的 美 系 ? 
(b) 如 果 x 是 常数 ,dszdr 和 dy/dt 以 及 dz/di 之 间 又 有 怎样 的 关系 ? 
(c) 如 果 s 是 常数 ,dx/di,dr/dt 和 dz/dt 之 间 有 怎样 的 关系 ? 


HR UKY a b 以 及 这 两 条 边 的 夹 角 为 9 的 二 角形 的 面积 4 为 


A = -Labsin 0. 
(a) 如 果 a,b 部 是 常数 ,d4/dt 和 4074: 之 间 有 怎样 的 关系 ? 
(b) 如 果 只 有 b 是 常数 ,d4zd' 和 dbzvdf 以 及 dasdi 之 间 有 怎样 的 关系 ” 
(c) 如果 a,b 和 0 都 不 是 常数 .d4zdr 和 d9Adt,da/dt 以 及 db zdi 之 间 有 怎样 的 关系 ? 


10. 加 热 盘子 当 金 属 圆 盘 在 炉 中 加 热 时 , 圆 盘 半径 > 以 0.01 厘米 /分 的 速率 增长 4 8 TON 50 EK, 
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盘子 的 面积 以 怎样 的 速率 增长 ? 
- 改变 长 方形 的 大 小 ”长 方形 的 长 1 以 2 厘米 / 秒 的 速率 递减 ,而 长 方形 的 宽 w 以 2 厘米 / 秒 的 速率 增长 . 


12. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


(a) 当 水 位 处 于 5 米 深 时 水 位 的 下 降 有 多 快 (厘米 /分 )? 


19. 


20. 


-232 > 第 2 章 导 3⁄ 


Kl= 2X, w = 5 厘米 时 (a) 面积 的 变化 率 ,(b) 周 长 的 变化 率 以 及 (ce) 长 方形 对 角 线 长 度 的 变化 率 . 
这 些 基 中 哪些 是 增 的 ,又 有 哪些 是 减 的 

改变 长 方 体 盒子 的 大 小 ”假设 闭 长 方 体 盒子 的 边 长 +,}.: 按 以 下 的 变化 率 变 化 

dx K /和 和 dy _ ao > d: _ 1. > 

q iX, q =-2 米 “ 秒 ， g = 工 米 / 秒 ， 

求 该 盒子 在 = 4.y = 3 以 及 > = 2 的 瞬间 的 (a) 体积 的 变化 率 .(b) 表面 积 的 变化 率 , 以 及 (ec) 对 角 线 


s= yaaa BRER. 


. 滑动 的 梯子 ”13 英信 的 梯子 靠 在 房子 的 墙 边 , 它 的 底部 开始 滑 离 ( 如 下 图 所 示 ). 在 开始 滑 离 的 时 刻 梯子 


的 底部 离 房子 的 距离 为 12 英尺 ,梯子 的 底部 以 5 英尺 / 秒 的 速率 消 离 . 
(a) E PERME FEER? 

(b) 由 梯子 、 墙 .地 面 构成 的 三 角形 的 面积 以 怎样 的 速率 变化 ? 

(e) 梯 玫 和 地 面 的 夹 角 8 以 怎样 的 速率 变化 ? 


y 


k S 


0 (1) 


商业 空中 交通 管理 两 架 商 用 飞机 在 4000 英尺 高 度 沿 交角 为 直角 的 两 条 直线 飞行 .飞机 4 以 442 节 的 速 
ROP = 1 海里 /时 = 1.852 公 里 /时 ,1 海里 = 2000 码 ) 飞 向 交汇 点 .飞机 B 以 481 节 的 速率 飞 向 交汇 
A. KILA 离 交 汇 点 5 海里 ,飞机 p 离 交汇 点 12 海里 时 ,两 飞机 间 的 距离 以 怎样 的 速率 变化 ? 

放风 稳 一 个 女孩 把 风筝 放 到 300 英尺 高 ,水 平 吹 来 的 风 以 25 英尺 / 秒 的 速率 把 风筝 吹 离 , 当 风 第 高 女 
孩 500 英尺 远 时 ,女孩 放风 稳 线 的 速度 要 多 快 

钴 圆柱 形 的 孔 。 林肯 汽车 的 机 修 工 正在 重 钴 一 个 深 为 6 英寸 的 孔 以 安装 新 的 活塞 .他 们 用 的 机 器 每 3 分 
钟 扩大 圆柱 的 半径 1/1000 英寸 . 当 和 孔径 (直径 ) 为 3.800 英才 时 圆柱 体 的 体积 增长 有 多 快 ? 

增 大 的 沙 堆 ”沙子 通过 传送 带 以 10 米 ?/ 分 的 速度 送 到 圆锥 形 沙 堆 的 顶部 , 沙 堆 的 高 度 永远 是 其 底 直 径 
的 3⁄8 倍 . 当 沙 堆 4 米 高 时 (a) 其 高 度 以 及 (b) 底 半 径 的 变化 有 多 快 ?答案 用 厘米 DER. 

正在 放水 的 圆锥 形 水 库 ”水 正 以 50 米 '/ 分 的 速率 从 一 个 底 半 径 45 米 .高 6 米 的 浅 混凝土 赔 锥 形 水 库 ( 顶 
点 朝 下 ) 流出 . . 


(b) 水 而 半径 的 变化 有 多 快 ?回答 用 每 分 钟 多 少 厘米 表示 ， 
正在 放水 的 半球 形 水 库 ”水 正 以 6 米 ay 分 的 速率 从 形 如 半径 为 
13 米 的 半球 形 硫 状 水 库 流 出 , 见 右 所 示 的 齐 面 图 . AEEY R 
的 半球 形 硫 状 水 库 中 水 的 体积 为 下 = (x/3)y?(3R- Y), di y K 
为 水 深 . 

(a) 当 水 深 8 米 时 ,水 位 以 什么 速率 变化 ? 

(b) 当 水 深 r 米 时 ,水 面 的 半径 为 多 少 ? 

(c) 当 水 深 8 米 时 ,半径 ;以 什么 速率 变化 ? 第 19 题 图 

增 大 的 雨点 ”假设 血 滴 是 一 个 完整 的 球体 ,通过 冷凝 作用 ,该 描 点 以 和 它 的 表面 积 成 比例 的 速率 吸取 水 
份 . 试 证 明 在 这 种 情况 下 ,雨点 半径 以 常 速率 增长 


习题 2.7 .233 + 


21. 正在 充气 的 气球 的 半径 ”一 个 球状 气球 正 以 100r ER? 分 
FAT. 当 气球 半径 为 5 英尺 时 气球 半径 的 增长 有 多 快 ?气球 
表面 积 的 增长 有 多 快 ? 

22. 拖 一 条 小 划 艇 ”从 船 头 的 绳子 通过 高 出 船 头 6 英 尺 的 船坞 上 
的 圆 环 把 小 划 艇 拖 向 船坞 .绳子 以 2 英尺 / 秒 的 速率 被 拖拉 . 
(a) 当 强 子 拖 上 去 10 英尺 时 小 划 艇 向 船坞 的 行进 有 多 快 ? 
(b) 角 0 以 什么 速度 变化 (如 右 图 所 示 )? 

23. 气球 和 自行 车 ”一 个 气球 正 从 一 条 水 平 的 直路 上 方 以 常 速 
率 1 英尺 / 秒 升 起 .正当 气球 离 地 面 65 英 尺 高 时 ,一 辆 自行 车 
以 常 速度 17 英尺 / 秒 从 气球 下 面 经 过 .试问 3 秒 以 后 气球 和 


船坞 边 的 圆 环 


自行 车 之 间 的 距离 增加 有 多 快 ? 第 22 题 图 
y | 
1 TS 
6 英 十 
pai 这 个 水 位 下 降 
有 多 快 
s(t) I ` 
这 个 水 位 上 逢 
有 多 快 ? 
a > ot. > X 
0 x(t) 
第 23 题 图 第 24 题 图 


24. 党 咖啡 ”咖啡 从 圆锥 形 的 过 滤器 以 速率 10 英寸 / 分 流 人 圆柱 形 的 咖啡 乾 里 . 

(a) 当 锥 形 过 滤器 中 咖啡 深 为 5 英寸 时 ,咖啡 壶 中 水 位 上 升 有 多 快 ? 
(b) 锥 形 过 滤器 中 水 位 下 降 有 多 快 ? 

25. 心脏 的 输出 1860 年 代 后 期 ,德国 维尔 蒋 堡 医学 院 的 生理 学 教授 Adolf Fick 研 制 了 现在 我 们 用 来 测量 一 分 
钟 内 心脏 泵 出 的 血液 的 几 种 方法 中 的 一 种 方法 . 当 你 读 到 这 个 句子 时 你 的 心脏 输出 大 约 为 7 升 / 分 .休息 
时 输入 大 约 比 6 升 / 分 低 一 点 .如 果 你 是 受过 训练 的 马拉松 运动 员 正在 跑马 拉 松 ,你 的 心脏 输出 可 以 高 达 
30 升 /分 . 

你 的 心脏 输出 可 以 用 公式 


-$ 


来 计算 ,其 中 Q 是 你 在 一 分 钟 里 呼出 CO,( 二 氧化 碳 ) 的 毫升 数 ,而 D 是 从 血液 里 泵 出 到 肺 里 的 CO, 的 浓度 
(毫升 /分 ) 和 从 肺 里 回 到 血液 中 的 co, 的 浓度 的 差 . 当 Q = 233 毫升 /分 和 也 = 97- 56 = 41 毫升 / 升 时 


y= EMA -5.68 升 /分 ， 


相当 接近 于 多 数 人 在 基底 (休息 ) 条 件 下 的 值 6 升 / 分， 《承蒙 东 田 纳 亚 州立 大 学 Quillan 医学 院 的 
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J Kenneth Herd 医学 博 寺 提供 的 数据 .) 


RE Q = 233 q D = 41 时 ,我们 达 知 道 D 以 每 分 钟 2 个 单位 的 速率 递减 但 O 保持 不 变 . 心 脏 输 出 
ZRELE EIE? 


26. 成 本 、 收 入 和 利润 -家 公司 能 以 成 本 car) PREE v 件 产品 ,销售 收入 为 r(x) 和 干 美 元 而 利润 类 
pex) = r(x) = elx) PRICA FAY x A dxdt AJR dexdr drzdtr 和 dp/di. 
(a)r(x) = 9xelx) = as 6x + Su. ü] 34 x = 2 Hf dxdt = 0.1. 
(b)r(x*) = Wrex) = x? = 6x? + 45S/ I WM x = 1.5 Rf dxdt = 0.05. 
27. bia qusa EATE -象限 中 的 抛物 线 ， = x KF is ap Ju e 坐标 (以 米 计 ) 以 恒定 速率 10 米 / 秒 
增长. = 3 米 时 ,连接 质点 和 原点 的 真 线 的 倾角 0 的 变化 有 多 快 2 
28. AS REIRME EAM fill MR y va WA Wa x 坐标 (以 米 计 ) 以 速率 8 k ¿PP 
REAR. Ta = = 二 米 时 .连接 质点 和 原点 的 直线 的 倾角 9 的 变化 有 多 
29. 平面 运动 AEKA xy 季 面 上 质点 的 坐标 是 :的 可 微 画 数 ,而 且 Jxrzd =- 工 米 / 秒 ,dvvdf = - 5 X/H. 
MR ALEG. 12) APEA BUE SA l BJP RN ñ TE fE f E: 
30. 运动 着 的 影子 -个 6 英尺 高 的 男人 以 速率 5 英尺 / 秒 朝 离 地 面 16 黄 尺 的 街灯 走 去 .他 的 影子 的 未 端 以 
志 样 的 速 窑 运动 ? 当 他 离开 街灯 的 底座 10 英尺 时 他 的 影子 长 度 变 化 的 速率 为 多 少 ? 
31. 另 一 种 运动 着 的 影子 AM 50 英尺 高 的 灯 杆 顶 照射 下 来 .路 灯 30 葛 尺 处 同样 高 度 有 一 个 球 落下 来 (参见 
MEEI. 1/2 秒 后 球 的 影子 沿 地 平面 的 运动 有 多 快 ?( 假 设 ， 秒 内 球 下 落 的 距离 为 = 1612 ER.) 
类 摄像 机 
w 1=0 时 球 的 位 图 
| 0 
一 1⁄2 秒 后 
50 英尺 
高 的 灯 杆 — 132 英 从 
—. 
30 + ~ í. > v 
Ü - vt) c 
不 按 比 例 标记 赛车 
第 31 是 图 第 32 题 图 
32. 对 运动 着 的 汽车 摄像 ”你 正在 从 高 出 赛车 道 132 英尺 的 看 台 上 跟随 以 
180 英里 “时 (264 ER 7 Pb) 运动 的 一 辆 赛车 进行 摄像 . 当 赛 车 在 你 正 前 e 
方 时 你 的 摄像 机 的 角度 的 变化 有 多 快 ? 半 秒 钟 以 后 又 有 多 快 ” 
33. MEICHAN - 颗 直 径 为 8 英寸 的 球形 铁 球 为 “ 层 均 匀 的 冰 所 畴 盖 .如 
呆 冰 以 10 央 直 7 分 的 速率 融化 . 当 冰 层 厚 为 2 英 汗 时 冰 层 麻 度 的 衰减 会 
有 多 快 ? 冰 居 外 表面 的 任 减 会 有 多 快 ? 
34. 高 速 公 路 上 的 巡逻 - 架 高 速 公路 巡逻 飞机 在 水 平 直线 号 路 上 方 3 黄 
里 以 恒定 速度 120 英里 7 时 飞行 .飞行 员 看 到 迎 曾 驶 来 的 . 辆 汽车 .用 省 
达 傅 定 在 该 肢 间 从 发 机 到 汽车 的 视线 距离 为 5$ 英 里. 视线 距离 以 速率 
160 英里 “时 递减 . 求 汽车 沿 高 速 公 路 行驶 的 速度 
35. 建筑 物 的 影子 天王 艇 当 大 阳 直 接 从 头顶 过 时 ,高 80 英尺 的 建筑 物 


在 水 平地 面 王 的 影子 长 为 60 英尺 .在 该 瞬间 ,阳光 和 地面 形成 的 夹 角 o 第 35 题 图 
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37. 


38. 


以 0.27°/ 分 的 速率 增长 .影子 以 什么 速率 缩短 ?( 注 意 要 用 弧度 . 把 你 的 结果 用 每 分 钟 英寸 表示 ,误差 为 
0.01.) 


. 步行 者 4 和 有 正 步行 在 直角 相交 的 直行 街道 上 (参见 附 图 ).4 以 2 米 / 秒 的 速率 走向 交汇 点 ;8 以 


1 米 / 秒 的 速率 离开 离 汇 点 . 当 4 离 交汇 点 10 米 而 B 离 交汇 点 20 米 时 , 角 8 以 什么 样 的 速率 变化 ?把 你 的 答 
案 用 每 秒 几 度 表示 ,精确 到 度 . 


第 36 题 图 第 37 题 图 


棒球 运动 员 ”棒球 场 是 一 个 边 长 为 90 英尺 的 正方 形 . 一 个 棒球 运动 员 以 16 英尺 / 秒 的 速率 从 一 侍 跑 向 
二 刍 ( 参 见 附 图 )， 

(a) 当 运 动员 离 一 又 30 英尺 远 时 ,运动 员 和 三 又 间 的 距离 以 什么 样 的 速率 变化 ? 

(b) 在 该 时 刻 , 角 6, 和 6:( 参 见 附 图 ) 以 什么 样 的 速率 变化 ? 

(c) 运动 员 以 15 RR ⁄ PRRD E. 当 运动 员 触 及 二 全 时 ,0 和 0, 以 什么 样 的 速率 变化 ? 
航行 中 的 船只 ”两 条 船 正 从 点 O 沿 夹 角 为 120° 的 两 条 直线 航道 启 航 .船只 4 以 14 节 的 速率 前 进 .船只 8 
以 21 节 的 速率 前 进 . 当 OA = 5 海里 而 OB = 3 海里 时 两 船 间 的 距离 离开 得 有 多 快 ? 


指导 你 们 复习 的 问题 


@ Ny OA G A U h m= 


9. 


10. 


. 什么 是 函数 /的 导数 ? 它 的 定义 域 和 /的 定义 域 有 什么 关系 ?给 出 例子 . 

. 在 定义 斜率 .切线 以 及 变化 率 时 导数 所 起 的 作用 是 什么 ? 

. 有 时 你 能 怎样 画 函 数 导数 的 图 形 ,如 果 你 只 有 一 张 函 数值 表 ? 

. 苯 数 在 开 区 间 上 可 微 的 含义 是 什么 ?在 闭 区 间 上 可 微 的 含义 是 什么 ? 

. 导数 和 单 侧 导数 有 怎样 的 关系 ? 

. 试 从 几何 上 描述 函数 在 一 点 没有 导数 的 典型 情形 . 

. 函数 在 一 点 的 可 微 性 和 函数 在 该 点 的 连续 性 有 怎样 的 关系 ,如 果 有 关系 的 话 ? 
. 阶梯 函数 


0, x 0 
UCs) = | _ 0 
有 可 能 是 [- 1,1] 上 某 个 函数 的 导数 吗 ? 试 解释 之 . 
你 知道 哪些 计算 导数 的 法 则 ?给 出 例子 . 


试 解释 以 下 三 个 公式 


] ] 
(a) Ea ) = n"! (b) ge) = T 
) 4 ... ) = du, du, du, 
c dt + ux 十 + Un) = dx + FP + dx 


怎样 能 保 让 求 得 任何 多 项 式 的 导数 . 


. 为 求 有 埋 遇 数 的 导数 .除了 题 10 中 列 出 的 三 个 公式 外 ,还 需要 什么 公式 ? 

,什么 是 瑟 阶 导数 ?三 阶 导 数 ? 你 知道 的 函数 有 多 少 阶 导 数 ? 给 出 例子 . 

- 中 数 的 半 均 变化 率 和 瞬时 变化 率 之 间 的 关系 是 什么 ?给 出 例子 . 

. 赋 究 运动 时 导数 是 怎样 出 现 的 ?你 怎样 能 从 考察 物体 位 置 函 数 的 导数 来 了 解 物 体 沿 直线 的 运动 ?给 出 例子 . 
. 导数 是 怎样 出 现在 经 济 学 中 的 ? 

. 给 出 导数 还 可 能 有 的 其 他 应 用 的 例子 . 


. 极限 lim sin A 和 lit 
h =Ü howi 


E 和 lim 9 时 志 一 :在 求 正弦 及 余弦 函数 的 导数 时 起 什么 作用 ?正弦 和 余 强 函数 的 导数 是 什么 ? 


. 一 且 你 知道 了 sin x 和 cos x 的 导数 ,怎样 求 tan x ,cot x,sec x 以 及 csc x 的 导数 ?这 些 函 数 的 导数 是 什么 ? 
. 在 哪些 点 处 这 6 个 基本 三 角 函 数 都 是 连续 的 ?你 怎么 知道 的 ? 

- 什么 是 计算 两 个 可 微 函 数 的 复合 函数 的 导数 的 法 则 ?复合 函数 的 导数 是 怎样 计算 的 ?给 出 例子 . 

. 什么 是 参数 化 曲线 x = f(1),y = gO) 的 斜率 dy/dx 的 公式 ?什么 条 件 下 可 应 用 该 公式 ?什么 条 件 下 你 预 


期 也 能 求 得 drsda? tA h AF. 


-如果 是 x 的 可 微 胃 数 ,如 果 n 是 整数 ,你 怎样 求 (dAdx)(u")? 给 出 例子 . 
. 什么 是 隐 员 数 微分 法 ? 何 种 情况 下 你 需要 用 隐 函 数 微分 法 ?给 出 例子 . 
. 概述 求解 相关 变化 率 问 题 的 方法 .用 一 个 例子 加 以 说 明 . 


实践 习题 


函数 的 导数 


求 题 1 - 40 中 的 函数 的 导数 . 


17 = x -0.125x + 0.25x 


l 


4.y = x +V7x - 
n+l 


7.y = (Ü? + sec 0 +I) 
l 
Jt- 1 


13.s = cost(1 — 2) 


10.s = 


16.s = ese(1 — í + 3°) 
19.r = sin V20 


2Vxsin V x 
25.y = 5eot x? 


N 
N 
se 

所 


28.y = x “*sin2( >) 


y = 3-0.7= + 0.3x! 


y = (x +1)2(x2 + 2+) 


a + 


2 > 
.y = 2tan"x — sec" x 


$ = cor Í =) 
t 


= 


y = x — 3(x2 + 2) 


.y = (2x - 5)(4 -= x) `! 


l + ¿t 
1 2 


sin2x sin x 


= (sec t + tan t)° 
= 20 V cos 0 


1 ， 2 
— X Cese — 
x 


2 


-= V xese(x +1) 


= x2sin2(2x2) 


-1 
T 15(15: - 1) 


aaa aE - 


实践 习题 ， 237 > 
Vx ) | 2Vx ) _ jx + x 
L.y = 32.y = | 一 一 一 一 33.y = 
31.y ( +x Y 24x +1 x2 
/ sinô 2 _ (í l-+sin 9 
34.y = 4x r+ Vx 3. = (e 36 = (r S) 
37.y = QOx + 1) /2r + 1 38.y = 20(3x - 4)' “(3x — 4)! > 
3 3 - 1⁄4 
.y = — — 40.y = (3 313. 
39. (5x? + sin 2x)? 7 (3 + cos 3x) 
隐 项 数 微 分 法 
在 题 41 - 48 中 R dy/dx. 
41.xy+2x+3y = 1 42.2 + ay + 2 Sr = 2 43. x? + 4xy = 3⁄3 = 2x 
44.5x* + 10y% = 15 45. V xy = 1 46. xy = 1 
2 _ 2 _ 1 + 2 
47.7 = Fl 48.y = 1-x 
在 题 49 和 50 中 , 求 dp/dg. 
49.p2 + 4pq — 34° = 2 50.q = (5p? + 2p) "3? 
在 题 51 和 52 dF R dr/ds. 
S1. rcos 2s + sins = x 52.2rs r- s +s =-3 
53. 用 隐 范 数 微分 法 求 dyd. (a) a -1 œ) =l- 二 
54. (a) 通过 对 x* - y? = 1 隐 式 求 导 数 , 证 明 dy/dx = x/y. (b) 然后 证 明 dy/dx? =- 1⁄2 


导数 的 数值 


55. 假设 函数 Ax) 和 g(x) 及 其 一 阶 导数 在 x =0 和 x* = 1 取 下 表 列 出 的 值 . 


求 给 定点 处 下 列 组 合 函数 的 一 阶 导数 . 


(a)6F(Cz) - glx), x 


(d)j/(g(z)), x = 0 
(g)/(x + g(x)), 
56. 


x = Ü 


1 


(b)f(x) g(x), 
(e)g(/(x)), 


x = Ü 


x = 0 


HCx + fa), x = 1 


求 给 定点 处 下 列 组 合 函数 的 一 阶 导数 . 


(a)Vxf(x), x=1 


(d)f(1 — Stan x), x = 


57. 如 果 y = 3sin 2x 而 x = 


0 


x f(x) | f'(x) 
0 9 | -2 
1 -3 | 1⁄6 
(b Vf/f(x), x = O Oz), x= i 
(0) ts), x= 0 (ios [#Z)Z2G0, x =1 


+n R t = 04b dy/dt 的 值 . 
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58. 
59. 
60. 
61. 
62. 


如 果 s = C 2 5r Wr = (u? + 2u) 2 R u = 2 处 ds/du 的 值 . 

如 果 w = sin( — 2) (ü r = 8sin(s + z/6) R s = 0 处 dw/ds H. 
如 果 = (02, 7)'3 ñ 02, +. = 1, 求 1 = 04 dr/dt 的 值 . 

如 果 y? + y = 2cos x, 求 在 点 (0,1) 处 中 vAdx? 的 值 . 

如 果 x13 + yi? = 4, 求 在 点 (8,8) 处 中 yxdx 的 值 . 


导数 的 定义 
在 题 63 和 64 中 ,利用 定义 求 导数 . 


1 


63./(1) = 5371 64.g( x) = 2° +1 
6s. 为 学 而 写 (a) mW (O = | , O UE. (b)/ 在 + = ONERE? (e)/ 在 = 0 
处 可 微 蚂 5 对 你 的 回答 给 出 理由 。 — 
x, -lgr<0 
66. 为 学 而 写 (a) MAM f(x) = la. PEPE 的 图 形 . (b)f 在 x =0 处 连续 吗 ? (c)f fE x = O 
处 可 微 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 
67. 为 学 而 写 WBE = [i 1 ， 的 图 形 ， (b)/ 在 4 = LERB? (e)f 在 = 1 
处 可 微 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 
68. 为 学 而 写 对 常数 m 的 哪些 值 (如 果 有 的 话 ) ,J(x) = | VS (a) 在 4 = 0 处 连续 ? (b) 在 


x = 0 处 可 微 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


斜率 .切线 和 法 线 


69. 


70. 


7 


= 


74. 


75. 


76. 


77. 
78. 


具有 指定 斜率 的 切线 ERR y= L, H EAA Bitia sapak a p - 3 吗 ?如 果 有 ,把 
它们 求 出 来 . 

具有 指定 斜率 的 切线 ”在 曲线 ;= + - 1/(2x) 上 有 点 ,使 得 在 这 些 点 处 的 斜率 等 于 3 吗 ?如 果 有 ,把 它们 
RHR. 


x 
2 


. 水 平 切线 RAR y = 2x3 - 3x2 12x + 20 上 的 点 ,这 些 点 处 的 切线 平行 于 x 轴 . 
72. 
73. 


切线 的 截 距 RAR y = O EAC 2, - 8) 处 的 切线 的 x REA y RE. 

垂直 或 平行 于 直线 的 切线 求 曲 线 y = 2⁄2 - 3x? - 12x + 20 上 的 点 ,在 这 些 点 处 其 切线 
(a) 与 直线 y = 1 - (x/24) 垂直 . (b) 与 直线 y = V2 - 12x 平行 . 

相交 的 切线 证 明 曲 线 y = (zw sinx)/x 在 x = z #l x = -处 的 切线 交 于 直角 . 


与 直线 平行 的 法 线 RHR y = tan z, - 2 < x < Ç 上 的 点 ,在 这 些 点 处 其 法 线 与 直线 y = - 
行 .把 曲线 和 法 线 画 在 一 起 并 标记 上 它们 的 方程 

切线 和 法 线 RR y = 1 + cos x 在 点 { T) 处 的 切线 和 法 线 的 方程 .把 曲线 .切线 和 法 线 画 在 一 起 并 
标记 上 它们 的 方程 

与 直线 相 切 的 抛物 线 抛物线 ; = C, C 与 直线 y = (HDR C. 


切线 的 斜率 试 证 明 曲 线 y = x` 在 任何 点 (a,a’) 处 的 切线 一 定 与 该 曲线 再 次 相交 ,交点 处 的 斜率 是 在 
Sila, a) 处 斜率 的 4 售 . 


zy 
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79. 与 直线 相 切 的 双 曲 线 ”对 什么 样 的 值 , 曲 线 y = 一 一 和 过 点 (0,3) 和 (5, - 2) 的 直线 相 切 ? 


x+l 


80. MAA 。 证 明 贺 2 + y = a ” 上任 一 点 的 法 线 过 原点 . 


隐 式 定义 的 曲线 的 切线 和 法 线 
在 题 81 - 86 中 , 求 给 定点 处 曲线 的 切线 和 法 线 的 方程 ， 


81.x* + 2y* = 0, (1,2) 82.2 + y= 2, (1,1) 
83. xy +2% — 5y = 2, (3,2) 84.(y- x) = 2r + 4, (6,2) 
85.x + V xy = 6, (4,1) 86.22 4 222 = 17, (1,4) 


87. 求 曲 线 ty y = x+Y 在 点 (1,1) 和 
(1, - 1) 处 的 斜率 . y 

88. 为 学 而 写 可 图 暗示 曲线 y = sin(x - yasin (x= sin x) 
sin x) 可 能 有 平行 于 x 轴 的 水 平 切线 . 
是 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


参数 化 曲线 的 切线 

在 题 89 和 90 中 , 求 xy 平面 上 与 给 定 : 值 相 
应 的 点 处 曲线 的 切线 的 方程 . 还 要 求 在 该 
点 处 中 y/dx? 的 值 . 


第 88 题 图 


89.x = (1/2)tan ty = (1/2)sec t; t= s: 90.x = 1+1⁄Ë@,y=- 1-3⁄6 t=2 


分 析 图 形 

在 题 91 和 92 的 图 形 中 都 展示 了 两 个 图 形 ,函数 (x) 及 其 导数 fr (x) 的 图 形 画 在 一 起 .哪个 是 f(x) 的 图 形 , 哪 
个 是 /'(x) 的 图 形 ? 你 是 怎么 知道 的 ? 

91. 92. 
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93. 利用 下 多 信息 画 函 数 ， = f(x) 在 -1<x*<6 上 的 图 形 . y 
i.f 的 图 形 是 由 端点 到 端点 的 线段 组 成 的 ， y= f'o) 
二 .图形 从 点 (- 1,2) 开始 . 三 
这 ,函数 的 导数 和 右 图 所 示 的 阶梯 函数 一 样 . l o——,p n 
94. 重 做 题 93 ,假设 图 形 是 从 ( 1,0) 开始 而 不 是 从 ( -1.2) ta, ——— 
题 OS 和 96 和 图 2.46 中 的 图 形 有 关 .(a) 中 的 图 展示 了 一 个 小 的 北极 -1f o 
群体 中 兔子 和 狐狸 的 数量 .在 200 天 的 时 间 里 它们 作为 时 间 的 函数 Ie -2 
画 出 来 的 . 当 免 子 繁殖 时 ,兔子 的 数量 先是 增加 .但 狐狸 以 兔子 为 食 
饵 , 所 以 , 当 狐 猩 的 数量 增加 时 ,兔子 的 数 基 就 停止 增长 然后 就 下 
降 .图 2.46(b) 展示 了 兔子 头 数 的 导数 的 图 形 .我 们 通过 画 斜 率 来 作 第 93 题 图 


出 此 图 . 


2000 


1000 


I 时 间 ( 天 ) 
时 间 ( 天 ) 兔子 头 数 的 导数 


(a) (b) 
图 2.46 在 一 个 北极 捕食 - 食 饵 食 物 链 中 的 兔子 和 狐狸 的 数量 . 


95. (a) 在 图 2.46 中 当 免 子 头 数 最 多 时 兔子 头 数 的 导数 的 值 为 多 少 ? 当 免 子 头 数 最 少时 其 导数 的 值 为 多 少 ? 
(b) 在 图 2.46 中 当 兔 子 头 数 的 导数 最 大 时 兔子 的 数量 为 多 少 ? 当 导数 最 小 时 ( 取 负 值 ) 兔子 数量 为 多 少 ? 
96. 免 了 和 狐狸 的 数目 曲线 的 斜率 应 该 用 什么 单位 来 度量 ? 


相关 变化 率 


9. ENE ” 直 贺 柱 的 总 表面 积 S 和 其 底 半 径 r 以 及 高 六 的 关系 由 方程 9 = 2rr + 2xrh 给 出 . 
(a) 当 及 为 常数 时 ,dS/dt 和 dr/dt 的 关系 是 什么 ? 
(b) 当 开 为 常数 时 ,dS/dt 和 dh dt 的 关系 是 什么 ? 
(e) 如 果 上 和 有 都 不 是 常数 ,dS/dt 和 dr/dt 以 及 dh/dt 的 关系 是 什么 ? 
(d) 如 果 $ 为 常数 ,dr/dt 和 dh/dt 的 关系 是 什么 ? 


98. 直 圆 锥 ” 直立 锥 的 侧 表面 积 和 它 的 底 半 径 7 以 及 高 户 的 关系 由 方程 9 = rr VP+ 民 给 出 . 
(a) 如 果 为 常数 ,dS/dt 和 dr/di 的 关系 是 什么 ? 
(b) 如 果 为 常数 ,dS/dt 和 dh/di 的 关系 是 什么 ? 
(c) 如 果 > 和 所 都 不 是 常数 ,dS/dt 和 dr/dt 以 及 dh/di 的 关系 是 什么 ? 
99. 面积 在 变化 的 圆 。 圆 半径 以 变化 率 - 2/x X / 秒 变化 . 当 r = 10 米 时 圆 面积 以 怎样 的 变化 率 变化 ? 
100. 边 在 变化 的 立方 体 ” 当 立 方 体 的 边 长 为 20 厘米 的 瞬间 它 的 体积 以 1200 厘米 /分 的 速率 变化 着 .在 该 瞬 
阁 立 方 体 的 边 长 变化 的 速率 为 多 少 ? 
101. 并 联 的 电阻 ”如果 两 个 电阻 R, 欧姆 和 Rs: 欧姆 在 一 个 电路 中 并 联 成 -个 如 右 图 所 示 的 只 欧姆 电阻 ,只 的 


102. 


10. 


Gè 


104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


实践 习题 < 241 ` 


值 可 从 方程 


aj- 
t 


d _ 1 
R `R. 
求 得 . 
如 果 R, 以 速率 1 欧姆 / 秒 衰减 ,而 R, 以 速率 0.5 欧姆 / 秒 增长 ,那么 
当 R, = 75 欧姆 而 R, = 50 欧姆 时 ,RR 的 变化 速率 为 多 少 ? 
串联 电路 中 的 阻抗 ”串联 电路 中 的 阻抗 Z( 欧 姆 ) 和 电阻 R( 欧 姆 ) 以 
及 电抗 X( 欧 姆 ) 的 关系 由 方程 2 = 天 二 更 给 出 ,如果 只 以 速率 3 101 m 
欧姆 / 秒 增长 ,而 X 以 2 欧姆 / 秒 衰减 ,那么 当 R = 10 欧姆 而 X = 20 欧姆 时 Z 的 变化 速率 为 多 少 ? 


: 运动 质点 的 速率 ”在 公制 zy 平面 上 运动 的 质点 的 坐标 是 时 


间 的 可 微 函 数 ,上 且 dx/dt = 10 米 / 秒 而 dyvdt = 5 米 / 秒 . 

当 质 点 通过 点 (3，- 4) 时 质点 离开 原点 的 速率 有 多 快 ? 。 4 英尺 
质点 的 运动 ”质点 沿 第 一 象限 中 的 曲线 y= x3?2 这 样 运动 Bi 
它 和 原点 间 的 距离 以 每 秒 11 个 单位 的 速率 增长 . 求 当 x = 3 


时 的 dx/dt. <a 
水 箱 放 水 水 从 如 图 2.47 所 示 的 锥 形 水 箱 以 5 英尺 3/ 分 的 x f 


速率 放水 . 
(a) 图 中 变量 h Mr 的 关系 是 什么 ? h 
(b) 4 h = 6 英尺 时 水 位 下 降 有 多 快 ? | 
可 转动 的 电缆 卷轴 。 电视 电缆 从 一 个 大 的 卷轴 从 电话 线 杆 放出 过 于 :5 区 R 分 | 和 | 
沿 马路 拖 出 来 进行 拉 直 ,电缆 以 半径 不 变 的 层 从 卷轴 (参见 I 
图 2.48) 一 层 层 展开 . 如 果 拖 电缆 的 卡车 以 恒定 速率 图 2.47 ” 题 105 的 锥 形 水 箱 . 
6 英尺 / 秒 移 动 ( 比 4 英里 /时 多 一 点 点 ) ,利用 方程 = r0 

求 当 半 径 为 1.2 英 尺 的 层 正 要 展开 时 ,卷轴 旋转 有 多 快 (弧度 / H). 


Æ 2.48 题 106 中 的 电视 电缆 . 第 107 题 图 


移动 的 探照灯 光束 。 右上 图 所 示 的 离 海岸 1 公里 处 的 船用 探照灯 光 扫 过 海岸 ， 光 东 以 不 变 的 变化 率 
dô/dt = - 0.6 弧度 / 秒 旋转 着 . 

(a) 当 光 束 射 到 点 4 时 ,光束 的 移动 有 多 快 ? 

(b)0.6 弧度 / 秒 相当 于 每 分 钟 里 要 旋转 多 少 圈 ? 

在 坐标 轴 上 运动 的 点 ”点 4 和 点 有 分 别 沿 * 轴 和 y 轴 这 样 运动 :从 原点 到 直线 AB 的 垂直 距离 r( 米 ) 保 
持 不 变 , 当 OB = 2r W B 以 速率 0.3r Æ / 秒 向 原点 运动 时 ,04 的 变化 有 多 快 ? 它 是 增加 的 还 是 减少 的 ? 
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附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


A 


. IR sird + cosd = 1 那样 的 方程 称 为 恒等式 ,因为 它 对 一 切 9 成 立 . 像 sin 0 = 0.5 那样 的 方程 不 是 恒等式 ， 


因为 它 只 对 有 选择 的 8 成 立 而 不 是 对 一 切 8 都 成 立 . 如 果 你 对 4 的 三 角 恒 等 式 的 两 边 求 关于 8 的 导数 得 到 
的 新 方程 也 达 是 一 个 恒等式 . 

对 下 列 恒等式 求 导 数 来 证 明 所 得 到 的 方程 对 一 切 9 成 立 . 
(a)sin 20 = 2sin Gcos 0 (b)cos 20 = cos0 — sið 


. 为 学 而 写 如 果 恒 等 式 sin(x + a) = sin x cos a + cos x sin a 关于 a 是 可 微 的 ,那么 求 导数 后 得 到 的 方程 


也 是 恒等式 吗 ? 这 条 原理 是 否 也 可 用 于 方 牺 x* - 2x - 8 = 0? 说 明理 由 . 


. (a) RAR a,b 和 ce 的 值 ,使 得 


fx) = cosx 和 g(x) = a + bx + er 
满足 条 件 
fO) = g(0), f°(0) = g'(0),， 以 及 0) = Z2'(0). 
(bK b 和。 的 值 ,使 得 
fx) = sin(x+a) 和 g(x) = bsin x + ccos x 
满足 条 件 
fO) = g(0) 和 /'(0) = g'(0) 
(c) 对 已 确定 的 a,b 和 c 值 ,(a),(b) 中 的 f 和 g 的 三 阶 和 四 阶 导数 会 有 什么 结果 ? 


. 微分 方程 的 解 


(a) HEH] y = sin x,y = cos x 以 及 y = acos x + bsin x(a, b 为 常数 ) 都 满足 方程 
y" + v = 0. 
(b) 你 能 怎样 修改 (a) 中 的 函数 使 之 能 满足 方程 
y" + Ay = 02 
试 推 广 这 个 结果 . 


-EWA R h,k 和 a 的 值 ,使 得 圆 (x - 2 + (y Q k)2 = a 与 抛物 线 y = x + 1 相 切 于 点 (1,2) 还 使 得 


两 曲线 的 d yde 在 该 点 相等 . 像 这 样 的 与 曲线 相 切 并 且 在 切 点 处 有 相同 的 二 阶 导数 的 圆周 称 为 密切 图 
(来 自 拉丁 文 oseulari, 意 即 “" 亲 吻 ") .我 们 将 在 第 10 章 再 次 遇 到 密切 圆 . 


. 边际 收入 ”一 辆 公共 汽车 能 容纳 60 人 .租用 该 辆 车 每 次 旅行 乘客 人 数 < 和 支付 的 费用 p( 美 元 ) 之 间 的 关 


ZEEN p= [3 - (x/40)]? 给 出 . 写 出 公共 汽车 公司 得 到 的 每 次 旅行 的 总 收入 r(x) 的 表达 式 .使 边际 收 
A dr/dx 等 于 零 的 每 次 旅行 的 人 数 为 多 少 ?相应 的 费用 为 多 少 ?( 这 个 费用 是 使 收入 最 大 的 费用 ,所 以 公共 
汽车 公司 或 许 应 重新 考虑 其 政策 . ) 


. 工业 生产 


(a) 经 济 学 家 常常 以 相对 而 非 绝对 的 方式 用 来 表达 “增长 率 " .例如 , 设 u = f(1) 是 时刻 某 给 定 工 业 的 劳 
动力 总 数 的 人 数 . (我们 把 这 个 函数 当 作 可 微 函数 来 对 待 ,即使 它 实 际 上 是 整数 取 值 的 阶梯 函数 . ) 
v= gU) 表示 在 时 间 1 劳动 力 中 每 一 人 的 平均 产 出 , 则 总 产 出 为 = ue, 如果 劳 动力 每 年 以 4% 的 速 
率 (duvd' = 0.04u) 增长 昌平 均 每 一 工人 的 产 出 以 每 年 5% WER dedi = 0.055) 增长 RASH y 
的 增长 率 . 

(b) 假设 (a) 中 的 劳动 力 总 数 以 每 年 2% 的 速率 衰减 ,而 每 个 劳动 力 的 产 出 以 每 年 3% 的 速率 增长 .总 产 出 
是 增长 ,或 是 衰减 ,以 什么 样 的 速率 增长 或 大 减 ? 


附加 习题 :理论 、 例 子 、 应 用 - 243 ` 


8. 设计 吊 篮 。” 直径 30 英 尺 的 球形 热气 球 的 设计 者 想 在 气球 底部 以 下 8 英尺 处 用 与 气球 相 切 的 缆绳 悬 吊 一 个 吊 
复 , 见 附 图 所 示 . 图 示 的 两 根 缆绳 把 吊 锯 的 顶 边 和 切 点 (- 12, - 9) 和 (12, - 9) 连接 起 来 . 吊 篮 的 宽 应 为 多 少 ? 


伦敦 的 Mike McCarthy 
从 比萨 斜 塔 跳 下 ,然后 


i2 (12. -9) 人 在 据 他 所 说 从 179 英 
= 尺 的 离 地 面 最近 高 度 
8 英尺 的 世界 记录 开 伞 . (来 


悬挂 缆绳 
m w 源 :Boston Globe, Aug. 
6,1988.)( 第 9 题 图 ) 


不 按 比 例 标记 


第 8 题 图 


9. 从 比萨 斜 塔 跳伞 右上 的 照片 展示 了 1988 年 8 月 5 H Mike McCarthy 从 比萨 斜 塔 塔 顶 跳伞 的 情景 . 试 画 一 
个 略图 以 展示 他 跳伞 期 间 速 率 图 形 的 样子 . 
10. 质点 运动 ” 沿 坐 标 直线 运动 的 质点 在 时 刻 : > 0 的 位 置 为 
s = lO0cos(t + x/4). 
(a) 什么 是 质点 的 起 始 (: = 0) 位 置 ? 
(b) 什么 是 质点 能 达到 的 离 原点 往 左 和 往 右 的 最 远 位置 ? 
(c) 求 质点 在 (b) 中 位 置 处 的 速度 和 加 速度 ， 
(d) 何 时 质点 第 一 次 达到 原点 ? 那 时 质点 的 速度 .速率 和 加 速度 为 多 少 ? 
11. 弹射 回形针 ”在 地 球 上 ,你 很 容易 用 橡皮 盘 把 一 枚 回形针 直射 向 空中 64 英尺 高 .弹射 出 ;1 秒 后 ,回形针 在 
你 手 的 上 方位 置 。= 64: - 162 英尺 处 . 
(a) 要 多 少时 间 回 形 针 能 达到 其 最 大 高 度 ?从 你 手中 射出 时 的 速度 为 多 少 ? 
(b) 在 月 球 上 ,同样 的 加 速度 在 : 秒 内 将 把 回形针 弹射 到 高 度 * = 64: - 2.6 纪 .要 多 少时 间 回 形 针 能 达到 其 
最 大 高 度 , 此 高 度 有 多 高 ? 
12. 两 个 质点 的 速度 ERTA : 秒 , 坐标 直线 上 两 个 质点 的 位 置 分 别 为 s = 3 - 120 + 18:+5 米 和 
s, = - t* + 9 - 12t 米 . 何 时 两 个 质点 有 同样 的 速度 ? 
13. 质点 的 速度 KER m 的 质点 沿 x 坐标 轴 运 动 . 它 的 速度 o 和 位 置 x 满足 方程 
T+ mü - so) = T klar - x2), 
其 中 ,vo 和 ro 都 是 常数 , 试 证 明 每 当 ，z 0 时 ,m S = kr. 
14. 平均 速度 和 旧时 速度 
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22. 


25. 


. 求 使 函数 y = | 


. 为 学 而 写 Kğ f(x) = | x 


. (a) 对 什么 样 的 a #lb fB f(x) = { 


(a) 试 证 明 , 如果 动 点 x 的 位 置 由 i 的 二 次 函数 x = AC + Bt + C 2 


速度 等 于 该 区 间 中 点 处 的 瞬时 速度 . 
(b)(a) 中 结果 的 几何 意义 是 什么 ? 
sin x, x < x 


me + b, x >x 


(a) Æ x = x 处 连续 ， (b) Æ x =x 处 可 微 
的 所 有 m 和 4 的 值 . 


l — cos x 


x = Ü 


在 x =0 有 导数 吗 ? 阅 明理 由 . 


0 x = 0 


ax? — bx 


(b) 为 学 而 写 “讨论 所 得 到 的 了 的 图 形 的 几 


. 毅 可 微 函 数 的 奇 可 微 函 数 的 导数 有 任何 
-ARMER x 的 偶 可 微 函数 的 导数 有 任何 
. 一 个 令 人 惊讶 的 结果 ”假设 函数 /和 8 在 包含 点 xo 的 开 区 间 上 处 处 有 定义 ,f 在 x 可 微 ,f(xo) = 0, 而 g 
在 xo 连续 . 试 证 明 积 fg fE xo 可 微 . 这 个 证 明 过 程 表明 ,例如 ,尽管 |x| 在 x = 0 是 不 可 微 的 ,但 是 积 


slal Æx = 0 是 可 微 的 . 
(HH 21 的 继续 ) ”利用 题 21 的 结果 证 明 下 列 


h(x) = 


“对 -- 切 + 都 可 微 ? 


2 
+3. x > 2 
MEX. 
特殊 之 处 吗 ? 对 你 的 问答 给 出 理由 . 
特殊 之 处 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


函数 在 x = 0 可 微 . 


(a) | x [sin x (b)x2 sin x (c) Zx(1 — cos x) 
x2sin(1/x), x = Ü 
d)h(x) = 
(d)h(x) ñ s20 
. 为 学 而 写 


人 x = 0 
x = 0 


ñ ih AK A fE B| X BJ r, J 上 的 平均 


的 导数 在 x = 0 连续 吗 ?k(x) = xh(x) 的 导数 在 x = 0 连续 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


i.f(x + y) = f(x) ° f(y) 
ii.f(x) = 1 + xg (xX) ,而 lim g(x) = 
试 证 明 在 每 个 x 处 ,导数 f' 存在 且 有 /'(x) 


推广 的 积 法 则 “利用 数学 归纳 法 (附录 1) 证明; 如果 y = uiu2…u 是 有 限 个 可 微 函 数 之 积 , 那 么 y 


们 的 共同 定义 域 上 可 微 , 且 


. 假设 函数 /对 x 和 y 的 一 切实 值 满足 下 列 条 件 : 


= f(x). 


HEAR 


和 数学 归纳 法 导出 (e) 中 的 公式 . 


kl(m— k)! ETTDIn O k-10)! 


gr = uy tuU, + U) s, Uu, + U + Uyu) Un] qa. 
. FRAR A t S $$ BJ Leibniz 法 则 HJ fit pú #⁄ BJ JEER n 8 t S> 3 BJ Leibniz 法 则 是 这 么 说 的 ， 
d (un) du du dv dr 
G) dd 
(b b) È (wv) _ du 43 du dr du dv d% 
d? T do t? Je dr t drdi t” dz? 
(c) ) dw) _ d'u + ud ... ,nn DD) '(n — k + 1) dr iy dt 
dx” T dx a a-l dx + k! dz E dx“ + + 
(a) 和 (b) 中 的 公 REO 中 公式 的 特殊 情形 . 利用 公 
m! m! 


导数 的 应 用 


概述 ”在 本 章 中 ,我 们 要 说 明 怎 样 利用 导数 求 函数 的 最 
大 值 和 最 小 值 ,怎样 预测 和 分 析 图 形 的 形状 ,以 及 怎样 得 出 
有 关 满 足 微分 方程 的 函数 的 性 态 的 结论 .我 们 还 将 知道 切线 
怎么 能 抓 住 在 切 点 附近 曲线 形状 的 特征 以 及 怎样 利用 切线 
来 数值 地 求 函 数 的 零点 .许多 这 样 的 技能 的 关键 就 是 中 和 值 定 
理 , 这 条 定理 及 其 推论 提供 了 进入 第 4 章 开 始 的 积分 计算 的 


油井 问题 。 绝 对 (全 局 ) 极 值 。 局 部 (相对 ) 极 值 。 求 极 值 


能 从 函数 的 导数 获悉 的 最 重要 的 事情 之 一 就 是 该 函数 在 给 定 区 间 上 是 否 取 到 其 最 大 值 或 
最 小 值 ,以 及 如 果 取 到 的 话 , 这 些 值 在 何 处 取 到 .一 旦 我 们 能 做 到 这 点 ,我 们 就 能 解决 像 油井 问 
题 那样 的 问题 . 


油井 问题 

例 1( 从 油 并 到 炼油 厂 输油管 的 铺设 ) ”用 输油管 把 离 岸 12 英里 的 一 座 油井 和 沿岸 往 下 
20 英里 处 的 炼油 厂 连接 起 来 (参见 附 图 ). 如 果 水 下 输油管 的 铺设 成 本 为 每 英里 50 000 美元 而 
陆地 输油管 的 铺设 成 本 为 每 英里 30 000 美元 .水 下 和 陆地 
输油管 的 什么 样 的 组 合 能 给 出 这 种 连接 的 最 小 费用 ? 油井 

初步 的 分 析 ”我 们 试 试 几 种 可 能 性 以 获得 对 问题 的 
感性 认识 : 

(a) 水 下 输油管 最 短 

因为 水 下 输油管 铺设 比较 贵 ,所 以 我 们 尽 可 能 少 铺设 炼油 三 
水 下 输油管 .我 们 直接 铺 到 最 近 的 岸 边 (12 英里 ) 再 铺设 陆 20 
地 输油管 (20 英里 ) 到 炼油 厂 . 


” 246 > 第 3 章 PAKAR 


成 本 = 12(50 000) + 20(30 000) 
= 1 200 000 美元 
(b) 全 部 铺设 水 下 输油管 (最 直接 的 路 程 ) 
我 们 从 水 下 直 铺 到 炼油 厂 . 
成 本 = / (12)2 + (20)2(50 000) = / 544(50 000) 
= 1 166 190 美元 
这 比方 案 (a) 要 使 宜 点 ( 见 下 左 图 ). 


V 144 + 400 


炼油 三 


s 


20 


(e) 折 中 方案 
我 们 从 水 下 铺设 到 中 点 10 英里 处 再 从 陆地 铺设 到 炼油 厂 ( 见 右上 图 ). 
成 本 = / (12)? + (10)?(50 000) + 10(30 000) 
= V244(50 000) + 10(30 000) 
= 1 081 025 美元 
两 个 极端 的 方案 (最 短 水 下 输油管 或 输油管 全 部 在 水 下 ) 都 没有 给 出 最 优 解 . 折 中 方案 比较 好 一 点 . 
10 英里 那个 点 是 随便 取 的 . 另 一 种 选择 是 否 会 更 好 些 呢 ?如 果 是 的 话 , 怎 么 去 求 得 ?我 们 
能 尽力 而 为 地 做 什么 呢 ? 我 们 将 应 用 我 们 马上 要 研究 的 数学 方法 来 求 得 最 优 解 ,我 们 将 在 本 节 
末 回 过 头 来 解决 这 个 问题 . — 


绝对 (全 局 ) 极 值 
函数 取 到 ,无 论 是 局 部 或 全 局 的 (参见 图 3.1) ,最 大 和 最 小 值 的 问题 永远 是 极 有 兴趣 的 问题 . 


绝对 最 大 什 
任何 地 方 都 不 会 有 /的 
局 部 最 大 什 更 大 的 值 .也 是 局 部 最 大 值 . 
局 部 最 小 什 
附近 没有 /的 
更 小 的 值 . 
(wasa ike Sa 
T J ` Bł = Jx 
了 的 更 小 的 值 .也 是 内 
局 部 最 小 值 . 附近 没有 ， 


> Xx 


a e e d b 


图 3.1 怎样 对 最 大 值 和 最 小 值 进行 分 类 . 
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定义 ”绝对 极 值 

设 f 是 定义 域 为 D 的 函数 ,c E D. 则 C) 是 

(a)f 在 D 上 的 绝对 最 大 和 值 , 当 且 仅 当 对 一 切 x € D, 有 f(x) < fle). 
(b)f 在 D 上 的 绝对 最 小 慎 , 当 且 仅 当 对 一 切 x € D,# f(x) > flo. 


绝对 (或 全 局 ) 最 大 值 和 最 小 值 也 称 为 绝对 极 值 
(absolute extrema, extrema 是 拉丁 词 extremum 的 复数 ). 我 
们 常常 略 去 "绝对 ”或 “全 局 ”而 只 说 最 大 值 和 最 小 值 . 

例 2 表明 绝对 极 值 可 能 出 现在 区 间 的 内 点 或 端点 处 ， 


y = sin x 


> X 


例 2( 探 究 极 值 ) 在 [- x/2,x/2] 上 ,f(x) = cos x JX 

到 最 大 值 1( 一 次 ) 和 最 小 值 0( 两 次 ). 函数 g(x) = sin x 
取 到 最 大 值 1 和 最 小 值 - 1( 图 3.2). _ | 
定 


由 同样 的 规则 定义 的 函数 可 以 有 不 同 的 极 值 ,这 与 
义 域 有 关 . 图 3.2 例 2 中 的 图 形 


例 3( 探 究 极 值 ) 下列 函数 在 其 定义 域 上 的 绝对 极 值 可 以 从 图 3.3 看 出 . 


D 上 的 绝对 极 值 

无 绝对 最 大 值 .在 x = 0 取 到 绝对 最 小 值 . 

在 x = 2 取 到 绝对 最 大 值 .在 x = 0 取 到 绝对 最 小 值 . 
在 x = 2 取 到 绝对 最 大 值 .无 绝对 最 小 值 . 

无 绝对 极 值 . 


Bs 
# 


CD-ROM 


WEBsite 
i 历史 传记 
| Daniel Bemoulli 
(1700 — 1789 ) 
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图 3.3 i3 的 图 形 、 | 
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例 3 表明 函数 可 能 没有 最 大 值 或 最 小 值 .但 是 ,对 于 有 限 财 区 间 上 的 连续 函数 这 种 情形 不 


定理 1 连续 函数 的 极 值 定理 

如 果 f(x) 是 闭 区 间 1 上 的 连续 函数 ,那么 f(x) 在 1 的 某 些 点 处 既 能 取 到 其 绝对 最 大 值 凡 
也 能 取 到 其 绝对 最 小 值 m. 即 ,存在 1 中 的 x 和 x, 使 得 f(x1) = m,f(x2) = 于 ,以 及 对 了 
中 任何 其 他 的 x 有 m < f(x) < M( 图 3.4). 


(x, M) 


m 
— x x 
a b 
在 端点 取 到 最 大 值 和 最 小 值 
Xp m) 
在 内 点 取 到 最 大 值 和 最 小 值 
y= fü) 
M 
m I 
a x, b š . 
在 内 点 取 到 最 大 值 ， 在 内 点 取 到 最 小 值 ， 
在 端点 取 到 最 小 值 在 端点 取 到 最 大 值 


图 3.4” 闭 区 间 [a,b; 上 连续 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 的 一 些 可 能 情形 . 
定理 1 的 证 明 需 要 有 关 实 数 系 的 详细 的 知识 ,我 们 在 这 里 不 给 出 其 证 明 . 


例 4( 有 赖 于 连续 性 的 极 值 ) ”如 图 3.5 所 示 ,定理 1 中 要 求 区 间 是 闭 的 以 及 函数 连续 是 至 
关 重 要 的 条 件 .没有 这 些 条 件 ,定理 的 结论 不 一 定 成 立 ， 


+ 没有 最 大 值 图 3.5 闭 区 间 上 的 函数 即使 只 有 一 个 间断 
I 点 也 可 能 使 该 消 数 或 没有 最 大 值 或 没有 最 小 
值 .函数 


在 [0,1] ERR x = 1 外 的 每 点 都 连续 ,但 它 在 
i0,1] 上 的 图 形 却 没有 最 高 的 点 . _ 
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局 部 (相对 ) 极 值 

图 3.1 展 示 了 函数 在 其 定义 域 [a,5] 上 取 到 极 值 的 五 个 点 的 图 形 . 函数 的 绝对 极 小 值 在 a 
取 到 ,尽管 在 e 的 函数 值 比 它 附近 任何 点 处 的 函数 值 要 小 .在 点 “周围 曲线 从 左边 上 升 而 从 右 
边 降下 来 ,从 而 使 f(c) 成 为 一 个 局 部 极 小 .该 函数 在 d 取 到 其 绝对 最 大 值 . 


定义 ”局 部 极 什 

设 。 是 函数 /(x) 定义 域 的 内 点 . 则 Ce) 是 | 

(a) 在 c 的 局 部 最 大 值 , 当 且 仅 当 对 包含 c 的 某 个 开 区 间 中 的 一 切 x, 有 f(x) < fle). 
(b) Æ c 的 局 部 最 小 值 , 当 且 仅 当 对 包含 。 的 某 个 开 区 间 中 的 一 切 *, 有 f(x) > fe). 


局 部 极 值 也 称 为 相对 极 值 . 我 们 可 以 把 局 部 极 值 的 定义 推广 到 区 间 的 端点 .一 个 函数 
f(x) 在 端点 c 取 到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 ,如 果 对 包含 。 的 菜 个 半 开 区 间 中 一 切 点 x 恰当 
的 不 等 式 成 立 . 

绝对 极 值 也 是 相对 极 值 ,因为 作为 总 体 上 的 极 值 当 然 也 是 它 最 贴近 的 邻 域 上 的 极 值 . IN 


求 极 值 
在 图 3.1 中 函数 取 到 局 部 极 值 的 定义 域 的 内 点 处 或 者 S 为 零 ,或 f' 不 存在 .从 下 面 的 定 
理 我 们 知道 通常 就 是 这 样 的 情形 . 


定理 2 局 部 极 值 
如 果 函 数 y 在 其 定义 域 的 内 点 < 点 取 到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 , 又 若 在 = 点 . 广 存 在 ,那么 
f'e) = O. 


定理 2 是 说 ,在 函数 取 到 局 部 极 值 的 内 点 处 ,如 果 一 阶 导数 有 定义 ,那么 它 一 定 为 零 . 因 
此 ,函数 /可 能 取 到 极 值 (局 部 或 全 局 极 值 ) 的 点 只 可 能 是 
1. 使 六 = 0 的 内 点 
2.f/' 没有 定义 的 内 点 
3. f 的 定义 域 的 端点 . 
CD-ROM 多 数 求 极 值 的 问题 是 求 闭 区 间 上 连续 函数 的 绝对 极 值 .定理 1 保证 闭 区 间 上 连续 
晴 数 的 绝对 极 值 一 定 存在 .定理 2 告诉 我 们 到 那里 去 找 .下 面 的 定义 帮助 我 们 总 结 这 些 


结论 . 


. 定义 ”临界 点 
函数 了 的 定义 域 中 的 一 点 称 为/ 的 临界 点 ,如 果 在 该 点 处 f= 0 或 者 REE. 


因此 ,概括 地 说 , 极 值 只 在 临界 点 和 端点 处 取 到 . 


例 $( 求 闭 区 间 上 的 绝对 极 值 ) 求 /(x) = x” 在 区 间 [-2,3] 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 . 


` 250 ` 第 3 章 导数 的 点 用 


解 图 3.6 表 明 / 在 大 约 x = 3 处 取 到 绝对 最 大 值 而 在 x = 0 处 取 到 绝对 最 小 值 . 为 确证 
这 些 观察 结果 ,我 们 计算 函数 在 临界 点 处 的 值 并 取 它 们 之 中 的 最 大 值 积 最 小 值 . 


f = -2<A<3 
绝对 最 大 值 ; 
也 是 局 部 最 大 值 
局 部 最 大 值 2} 
iL 图 3.6 /(x) = <22 Æl- 2,3] 上 
| | | | | 的 绝对 极 值 在 x* =0 和 >* = 3 JR 
-— a 0 [ 2 3 > 到 .( 例 5) 
绝对 最 小 值 ; 
也 是 局 部 最 小 值 
一 阶 导 数 
N _ 2 Q 133 _ 2 
f'(x) = 3 x EEF 


没有 零点 ,但 在 x = 0 没有 定义 .f 在 这 个 临界 点 以 及 端点 处 的 值 为 
临界 点 处 : f/f(0)=0 
端点 处 : /(- 2) = (- 2)*? = 好 
fB) = (3) = 45. 
我 们 从 列 出 的 值 知道 函数 的 绝对 最 大 值 为 49 ~ 2.08, 并 且 在 右 端 点 x = 3 处 取 到 .绝对 最 小 值 
为 零 ,并 且 在 内 点 x = 0 处 取 到 . | 


注 .: 怎 样 求 闭 区 间 上 连续 函数 的 极 值 
第 1 步 :计算 了 在 所 有 临界 点 和 端点 处 的 值 . 
第 2 步 :从 这 些 值 中 取 最 大 和 最 小 值 . 


定理 2 的 证 明 ”为 证 明 在 一 个 内 局 部 极 值 点 c 处 f'(c) 为 零 .我 们 首先 证 明 /'(c) 既 不 可 能 
为 正 , 然 后 证 明 f'(c) 也 不 可 能 为 负 . 既 非 正 又 非 负 的 数 只 能 是 零 , 所 以 f'(c) EFFE. 
首先 假定 在 * =“ 处 上 有 局 部 极 大 值 (图 3.7), 所 以 对 x 充分 靠近 < 处 的 所 有 值 都 有 f(x) 


局 部 最 大 值 


制 线 斜率 > 0 


arRo WRR < 0 图 3.7 具有 局 部 最 大 值 的 曲线 . 
ATAM ATAI) 在 点 c 的 斜率 为 非 正 数 又 为 非 负 
| KORR, EIP. 
or 


LLA WI IA r IET? 由 
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- /(c) < 0. 因 为 点 < 是 /的 定义 域 中 的 内 点 ,f'(c) 是 由 双 侧 极限 
mde A 
ae X — C 


定义 的 .由 此 ,在 x = c En 4 MM ER 0 2F8 m i ER Rr ll Se f'( ). 4384150262 2 NJ IE 
限 和 种 右 侧 极限 时 ,我 们 发 现 


, 1 fa- fle) 因为 (x*-c)>0 
f'(c) = lim ` < 0 EAD < Ae) (1) 
类 似 地 
f'(ece) = lim L) = fee) > 0 RW Z9 s0 (2) 
x c H /( x) < fle) 


r- 


(1) 和 (2) REK, 0s fle) < 0, 就 推出 f'(c) = 0. 
这 就 对 局 部 最 大 值 的 情形 证 明了 定理 . 为 证 局 部 最 小 值 的 情形 ,我们 只 要 利用 f(x) > 
f(c), 这 将 逆转 不 等 式 (1) 和 (2) 中 的 不 等 号 . [J 


在 例 6 中 ,我 们 研究 的 函数 的 图 形 在 预备 知识 章 第 2 节 例 3 中 画 出 来 了 . 
例 6( 求 极 值 ) K 
1 
f(x) = 万 
的 极 值 . 

解 图 3.8 表 明 / 在 * = 0 取 到 的 绝对 最 小 值 约 为 
0.5. 看 来 华 x = -2 和 x = 2 处 取 到 局 部 最 大 值 .但 在 这 
两 点 处 请 数 /没有 定义 ,而且 看 来 在 其 他 点 处 都 不 会 取 
到 最 大 值 . 

我 们 来 确证 图 形 观察 结果 .函数 三 只 定义 在 4 - x? 
> 0 上 ,所 以 /的 定义 域 是 开 区 间 (- 2,2). 该 定义 域 没有 
端点 ,所 以 所 有 的 极 值 只 能 在 临界 点 处 取 到 .为 求 广 , 我 


WES /的 方程 : [-4,4] X 广 2, 4] 
1 25-172 图 3.8 f(x) = 1 和 9 图形. ( f 
f(x) = J a = (4 - x") 2 f 4 r 的 图 (H 6) 
因此 
a 1 2 L372 N 
FOD) == y) (2) = U y: 
仅 有 的 在 定义 域 (- 2,2) 中 的 临界 点 就 是 x = 0. 所 以 值 
1 l 
(0) = 一 = > 
f V4 _ 0 2 


就 是 仅 有 的 可 能 的 极 值 . 
为 确定 1⁄2 确实 是 f 的 极 值 ,我 们 考察 公式 
f(x) = ! 
V4- x 


当 * 从 0 往 两 边 移动 时 ,分 母 变 小 ,f 的 值 增 加 ,从 而 图 形 往 上 升 .我 们 在 x = 0 有 一 个 最 小 信 


> ° 
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该 函数 既 没 有 局 部 的 也 没有 绝对 的 最 大 值 .这 并 不 违反 定理 1( 极 值 定理 ), 因 为 现在 的 / 
是 定义 在 一 个 开 区 间 上 的 .为 保证 最 大 和 最 小 极 值 点 都 存在 ,定理 1 要 求 区 间 是 闭 的 . | 


例 7( 临 界 点 不 一 定 就 是 给 出 极 值 的 点 ) ”尽管 盟 数 的 极 值 只 可 能 在 临界 点 和 端点 处 取 
到 ,但 并 非 每 个 临界 点 或 端点 者 表示 在 该 点 一 定 取 到 极 值 .图 3.9 对 内 点 的 情形 说 明了 这 点 . 
习题 中 的 题 56 描述 的 旺 数 在 定义 域 端点 处 的 值 取 不 到 极 值 . 


图 3.9 取 不 到 极 值 的 临界 
点 .(a)y = 3x2 fE x = 0 处 等 
于 0, 但 是 y = x 在 x=0 处 
的 值 不 是 极 值 . (by = 
(1⁄3)x 22 fE x = 0 没有 定 
义 , 但 y = x 在 x =0 处 的 
值 不 是 极 值 . 


(b) 


BJ 8( 油 井 问题 的 解 }) ”在 本 节 开 始 的 初步 分 析 中 ， 
我 们 画 了 一 张 图 并 粗略 地 算 了 一 下 成 本 的 多 少 .现在 我 
们 把 水 下 输油管 的 长 度 x 和 陆 上 输油管 的 长 度 y 添加 作 
为 变量 (图 3.10). 

与 油井 直角 相对 的 点 是 表示 x My 间 关 系 的 关键 ， 
由 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 到 

x =12 4 20- y)° 
x = V 144 + (20 - y)2， (3) 
在 本 模型 中 只 有 正 根 才 有 意义 . 
输油管 的 成 本 为 
c = 50 000x + 30 000y 美元 
为 把 。 表 为 单个 变量 的 函数 ,我们 可 以 用 (3) 来 替换 掉 w; 
c = 50 000 / 144 + (20 - y)? + 30 000y. 
我 们 的 目标 是 求 区 间 0 < y < 20 上 ey) 的 最 小 值 .ce 关于 y 的 一 阶 导数 为 


图 3.10 求解 油井 问题 的 图 形 .( 例 8) 


c = 50 000 ` 3 .2(20 - 2O. + 30 000 
V 144 + (20 - y) 
= -~ 50 000 20 = y + 30 000. 


v 144 + (20 - yY 


50 000(20 - y) =30 000 /144 + (20 - y)2 


3 (20 - y) = V144+ (20 - y? 
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= Oo - y)2 =144 + (20 — yY 


Eo - y)2 =144 


(20-y)=+$-12=29 
y =20 + 9 
y=11 或 y = 29. 


RA y = 11 位 于 我 们 感 兴趣 的 区 间 里 ,在 y = 11 这 个 临界 点 以 及 端点 处 的 值 为 


c(11) = 1 080 000 
c(0) =1 166 190 
c20) = 1 200 000. 


花费 最 小 的 连接 成 本 为 1 080 000 美元 ,通过 把 水 下 输油管 通 到 离 炼油 厂 11 英里 的 地 方 就 能 做 


到 这 点 . 


习题 3.1 


从 图 形 求 极 值 
在 题 1-6 中 ,从 图 形 决 定 函 数 在 [ca,5) 上 是 否 取 到 绝对 极 值 .然后 解释 为 什么 你 的 回答 和 定理 1 是 不 矛盾 的 . 
1. 2. 3. 

y y 

个 A 


>x L 


k 


0 
y 
A 
. y = 8300 
I | Lox 
0 a € b 
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在 题 7 — 10 由 , 米 极 值 以 及 在 何 处 取 到 极 但 


u 
[zs] 
` 


10. 


在 题 11 — 14 U. B £ FADE PE Bo oE. 
11. 12. 13. 14. 


x f' (a) x f' (x) x f(r) x 广 (x) 

a 0 “a O ”a 下 存在 不 存在 
b 0 b 0 b 0 b 不 存在 
c 5 f -5 € -2 c -1.7 


区 间 上 的 绝对 极 值 


在 题 15 - 20 和 中, 炒 函数 在 相应 区 间 上 的 绝对 极 值 .然后 画 该 男 数 的 图 形 . 位 定 图 形 上 取 到 极 值 的 点 以 及 这 些 
点 的 坐标 . 


2 
15. /( x) = 3 x —- 5. - 2 =< x< 3 16.f(x) = 4- v. - 3=< x < 1 
fe x) = sin `+ 0 < x =< 4 18. g(x) = secx. — 7 < x < 5 
I. Fa) -=- 工 05< x < 2 2W0. hx) = Jr. -gass 
x 


求 极 值 
在 题 21 - 30 中 ,米黄 数 的 极 值 以 及 取 到 极 值 的 + 值 . 


21.y = 2x ` -8x+9 22.y = x` 2x + 4 23.， = =l +x — 8x + 5 
24.y = 2 3. +3r-2 25. v = x= 1 26.y = — 
Vl- x2 
l > > 
27. y = oy 28.v = / 3 + 2x - xŠ 
VI 
29.y = -0 30.y = xttl _ 


28 3.1 


局 部 极 值 和 临界 点 
在 题 31 - 38 中 , 求 临 界 点 处 导数 的 值 并 确定 局 部 极 值 . 
3l.y= x (x + 2) 32. y = x? 24) 


33. = x /4- 34. = x 3 x 
4- 21, x<! 3— x, x <Ü 
35.y = l 36.y = 
I x +!. x > 1 3+2x-— x Y > Ü 
` - 2. + 4 l Ledet, zgi 
-v 2x+4, x< -x < 
37.y = | 38.y = 4 2 4 
-xX +6x-4, x >l 


在 题 39 和 40 中 ,对 你 的 回答 给 出 理由 . 
39. JZS RAMa) = (x - 2)° °, 
(a)/'(2) 存在 吗 ? 
(b) 证 明了 仅 有 的 极 值 在 * = 2 处 取 到 . 
(c)(b) 中 的 结果 和 极 值 定理 矛盾 吗 ? 
(d) 用 a 替代 2, 对 f(r) = (x - a)2 重 做 Ca) 和 (b). 
40. 为 学 而 写 设 /(x)= ix -9x|. 
(a)f'(0) FEB? (b)f'(3) 存在 吗 ? 
(ce)f'(- 3) 存在 吗 ? (d) 试 决定 上 的 所 有 极 值 . 


最 优化 应 用 


每 当 你 求 单 变 基 函数 的 最 大 和 最 小 值 的 时 候 , 我 们 鼓励 你 在 适合 于 你 区 求解 的 问题 的 函数 的 定义 域 范围 内 

画 出 衣 数 的 图 形 . 当 你 开始 计算 之 前 这 个 图 形 提供 了 洞察 ,图 形 也 为 理解 你 得 到 的 答案 提供 形象 的 说 明 . 

41. 建造 输油管 线 。 超级 油船 在 离 岸 4 英里 的 船坞 扼 油 .最 靠近 船坞 的 炼油 厂 在 最 靠近 船坞 的 岸 边 点 往 东 
9 英里 (参见 左下 图 ). 必 须 建 .… 条 输油管 线 把 船坞 和 炼油 厂 连 接 起 来 .如 果 在 水 下 建 输油管 线 成 本 为 每 英 


里 300 000 美元 ,而 在 陆 上 建 输油管 线 的 成 本 为 200 000 美元 . 
(a) 确定 B 点 的 位 置 使 建造 成 本 最 低 . 


(b) 水 下 建造 的 成 本 预期 会 增加 ,但 陆地 上 建造 的 成 本 预期 会 保持 不 变 .什么 样 的 水 下 建造 成 本 能 使 铺设 


直接 道 向 点 4 的 水 下 管线 的 总 成 本 最 低 ? 


|: 150 英里 >| 
° -一 — ° 
A | | B 
50 英里 50 英里 
第 41 题 图 第 42 题 图 


42. 高 速 公 路 的 升级 


为 连接 4 村 和 B 村 要 造 一 条 高 速 公路 . 往 南 50 英 里 处 有 一 条 老路 可 以 升级 为 高 速 公 路 


(再 修一 段 新 的 高 速 公路 ) 也 可 以 连接 两 个 付 镇 (参见 右上 图 ). 把 夫 有 道路 升级 的 高 速 公路 的 成 本 为 每 英 
里 300 000 美元 ,而 新 修 高 速 公 路 的 成 本 为 500 000 美元 . 求 升级 和 新 建 的 组 合 以 使 连接 两 个 村 镇 的 高 速 公 
路 的 成 本 最 低 .明确 定 出 你 建议 的 高 速 公 路 的 定位 . 
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43. 泵 站 选 址 ”两 个 城镇 位 于 河 的 南边 .服务 于 这 两 个 镇 的 汞 站 要 选 址 . 输 水 管 直线 连接 这 两 个 镇 到 泵 站 ( 参 
见 左 下 图 ). 试 选 定 泵 站 的 位 置 使 得 管线 的 长 度 最 短 . 


j- 10 英 里 | 
pH V | osan 
i | h 150 英尺 >| 
BY 
第 43 题 图 第 44 题 图 


. 拉 索 的 长 度 ”一 座 塔 高 350 英 尺 , 另 一 座 塔 高 30 英尺 ,两 塔 之 间 相 上 距 150 英尺 (参见 右上 图 ). 拉 索要 从 点 4 
拉 到 这 两 个 塔 的 顶部 . 

(a) 确定 4 的 位 置 使 整个 拉 索 长 度 最 短 . 

(b) 试 证 明 不 管 塔 高 如 何 ,如 果 拉 索 在 点 4 构成 的 两 个 角 相 等 ,那么 拉 索 的 长 度 一 定 是 最 短 的 . 

45. 为 学 而 写 M% 


Ë 


F(x) = x(10 ~ 2r)(16 - 2r), 0 < x < 5 
是 一 个 盒子 体积 的 模型 . 
(a) R V ARH. 
(b) 用 盒子 的 体积 来 解释 (a) 中 求 得 的 值 . 
46. 为 学 而 写 ”函数 


P(x) = 2x + E, Ü < x< x 


是 边 长 为 x 和 100/x 的 矩形 的 周 长 的 模型 . 
(a) P HRE. 
(b) 用 矩形 的 周 长 来 解释 (a) 中 求 得 的 值 . 
47. 直角 三 角形 的 面积 ”和 斜 边 为 5 厘米 长 的 直角 三 角形 可 能 的 最 大 面积 为 多 少 ? 
48. 运动 场 的 面积 ”要 建造 的 运动 场 的 形状 为 * 单 位 长 的 矩形 ,两 端 用 半径 为 "的 半圆 包 住 . 运 动 场 由 400 米 
的 跑道 界 住 . 
(a) 把 运动 场 矩 形 部 分 的 面积 表 为 只 是 x 或 "的 函数 (由 你 选择 ) . 
(b) 什么 样 的 x 和 7 值 能 给 出 运动 场 最 大 可 能 的 面积 ? 
49. 垂直 运动 物体 的 最 大 高 度 ”垂直 运动 物体 的 高 度 由 


1 ° 
$ == FEU + tol + sos g > 0 


给 出 ,s 以 米 计 ,而 上 以 秒 计 . 求 物体 的 最 大 高 度 . 
50. 交流 电 的 峰值 ”假设 在 一 交流 电路 中 在 给 定 的 : 时刻 ( 以 秒 计 ) 的 电流 六 以 安培 计 ) 为 i = 2cos t + 2sin t. 
这 个 电路 的 峰值 电流 (最 大 的 幅 值 ) 为 多 少 ? 


理论 和 例子 

51. 不 存在 导数 的 极 小 值 ”函数 /(x) = |x| 在 x = 0 到 到 绝对 最 小 值 ,尽管 /在 * = 0 不 可 微 . 这 和 定理 2 不 
施 盾 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

52. AAR ”如 果 偶 函数 在 * =“ 取 到 局 部 最 大 值 ,那么 /在 * = -处 的 情况 有 什么 可 说 的 ?对 你 的 回答 给 
出 理由 . 

53. FAR QA APO AK IE x =“ 取 到 局 部 最 小 值 ,那么 /在 * = -< 处 的 情况 有 什么 可 说 的 ?对 你 的 回答 给 
出 理 出 . 
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54. 为 学 而 写 ”我 们 知道 怎样 通过 考察 Aa) 在 临界 点 和 端点 的 值 来 求 连续 函数 fO <) 的 极 值 .但 如 果 没 有 临界 

点 或 没有 端点 ,又 将 如 何 呢 ?将 会 发 生 什么 情况 ?这 样 的 函数 确实 存在 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
55. 三 次 函数 ”考虑 三 次 函数 

flx) = ar + bx? + ex + d. 

(a) 证 明 / uJ II 8 sk 1 个 .2 个 临界 点 .给 出 例子 和 图 形 来 支持 你 的 论断 . 

(b)f 可 以 有 和 多少 个 局 部 极 值 ? 
Els 在 端点 取 不 到 极 值 的 函数 

(a) Ei pÉ $X 


sin $, x > Ü 
f(x) = x 
0 x = 0 


的 图 形 .解释 为 什么 /0) = 0 不 是 /的 局 部 极 值 . 
(b) 你 自己 构造 一 个 在 定义 域 的 端点 取 不 到 极 值 的 函数 . 
RW 西 题 57 - 60 中 函数 的 图 形 . 然 后 在 指定 区 间 上 求 函 数 的 极 值 并 说 出 在 哪里 取 到 . 


57./(x) = |x -2| + |x +3|, -5< x=: 5 s8.g(x) = |x -1|- |z -5|, - 2 < x < 7 
59.h(x) = |x +2]- |x -3|, — @%@ < x < œ 60.k(xz) = |= +1]+ |x -3|,— @ < x < am 
s". a 
` 
ELTA 


在 题 61 - 70 中 ,利用 CAS 来 帮助 你 求 指定 闭 区 间 上 给 定 函 数 的 绝对 极 值 .完成 以 下 各 步 . 
(a) 在 区 间 范 围 内 画 函 数 的 图 形 ,看 该 函数 的 一 般 性 态 . 
(b) RES = 0 的 内 点 .( 在 有 些 题 中 你 还 必须 要 用 方程 的 数值 求解 软件 求 近似 解 .) 你 也 可 能 要 画 六 的 图 形 . 
(e) K f' 不 存在 的 内 点 . 
(d) 计算 (b) 和 (c) 中 求 得 的 点 以 及 区 间 端 点 处 的 函数 值 . 
(e) 求 函 数 在 区 间 上 的 绝对 极 值 并 说 明 在 哪里 取 到 . 


61.f(x) = x*— 8x? + 4x + 2,[- 20/25,64/25] 62. f(x) =- af 4x? -4x + 1,[- 374,3] 
63./(x) = xX (3 - x),[- 2,2] 64.f(x) = 2 + 2x - 3⁄2 [- 1,10/3] 
65./(x) = Vx + cos x,[0,27] 66. f(x) = x- sin x + 方 ,[0,27] 
67./(x) = — + nz,0.5 < x < 4 68.g(4) = e, I< x<1 

69.h(x) = (r +1),0 < x < 3 70.k(xz) = e”. wm < x < @% 


中 值 定理 和 微分 方程 


Role 定理 。 中 值 定理 。 物理 解释。 数学 推论 ， 从 加 速度 求 速度 和 位 置 。 微 分 方程 以 
及 抛射 体 的 高 度 


我 们 已 经 知道 怎样 求 作 为 时 间 的 函数 从 静止 自由 落下 的 物体 的 位 置 以 及 由 此 导出 该 物体 
的 速度 和 加 速度 函数 .但 是 ,假设 我 们 一 开始 只 知道 物体 的 加 速度 , 即 除 了 知道 重力 对 物体 的 


作用 外 不 知道 任何 其 他 的 东西 .我 们 能 往 回 求解 ,去 求 得 物体 的 速度 和 位 置 丽 数 吗 ? 

这 里 的 基本 数学 问题 是 ,什么 样 的 函数 可 以 有 男 一 个 函数 作为 
自己 的 导数 ?什么 样 的 速度 摧 数 其 导数 让 好 是 给 定 的 加 速度 函数 ? 什 
么 样 的 位 轩 卫 数 其 导数 证 好 是 给 定 的 速度 函数 ?中 值 定理 的 推论 给 

. 由 了 答案 . 
Aa oe 中 值 定理 本 身 把 戎 数 在 区 间 上 上 的 平均 变化 率 和 该 区 间 内 一 点 处 

的 瞬时 变化 率 联系 起 来 . 


CD-ROM 
WEBsite 
历史 传记 


Rolle( 罗 尔 ) 定理 

强 有 力 的 几何 直观 表明 在 可 微 曲 线 与 x 轴 相 交 的 任何 两 点 之 间 一 定 有 曲线 上 的 一 点 ,该 
点 处 的 切线 是 水 平 的 .有 300 年 历史 的 Michel Rolle 的 一 个 定理 确保 了 这 个 直观 结果 永远 是 对 
的 . 


定理 3 Rolle 定理 

假设 y = x) Ela, b] 的 每 一 点 连续 ,又 假设 它 在 (a,b) 的 每 一 点 可 微 .如 果 
fla) = fb) = O, 

那么 (a ,5) 中 至 少 有 一 个 数 c.f'(e) = ORI 3.11). 


3.11 Rolle 定理 说 ,可 微 曲 线 

] x 轴 相 交 的 任意 两 点 之 间 至 少 
和 -条 水 平 切线 .这 里 展示 的 曲线 
有 -条 水 平 切 线 ， 


证 明 出 闭 区 间 上 的 连续 性 ,f 一 定 取 到 -a,b5; 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 .这 只 能 在 以 下 
三 种 情形 发 生 : 

1. 在 内 点 取 到 ,从 而 在 该 点 处 f. 等 于 索 ; 

2. 在 不 可 微 的 内 点 处 取 到 ; 

3. TEK RUE XERA i, BI a 和 65 处 取 到 . 

由 假设 ,在 La,5] 的 每 一 个 内 点 处 可 微 .这 就 排除 了 可 能 性 2. 只 留 下 两 种 可 能 , 即 在 使 
f= 人 0 的 内 点 处 和 在 端点 a Mb 4k. 

如 果 在 内 点 取 到 最 大 值 或 最 小 值 ,那么 由 第 3.,1 中 的 定 志 2 知道 Ce) = 0, 从 而 我 们 找到 
了 满足 Rolle 定理 的 一 个 点 . 

如 果 最 大 值 和 最 小 值 在 a 或 5 取 到 ,那么 (由 定理 假设 ) 最 大 值 和 最 小 值 都 为 零 . 因此 ,f 等 
于 常数 值 0, 所 以 在 整个 (a.6) 上 上 /= 0. 从 而 ce 可 以 取 区 间 内 的 任 一 点 . 这 就 完成 了 证 
明 . O 


定理 3 f9 f2 UE JEA EAS. An e BN (E ZE E i ASW ht E£ b , 8 8k RIE SD P] ER # OKER 
(图 3.12). 


ari AMAA nr a 
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y = fe) 
y = fo 
a X% b a X b 
(a) 在 端点 不 连续 (b) 在 内 点 不 连续 oF [a.b] 连 续 但 在 某 个 
内 点 处 不 可 微 


图 3.12 没有 水 平 切线 的 情形 . 


中 值 定 理 
中 值 定 理 就 是 在 斜 线 上 的 Rolle 定理 . 


定理 4 中 值 定理 
假设 y = f(x) EMKA a,b) 上 连续 而 且 在 区 间 (a,6) 的 内 点 处 可 微 .那么 (a,5) 中 至 


少 有 一 点 c, 使 
= ft) = f'(c). (1) 


成 立 . 


证 明 我 们 在 平面 上 画 / 的 图 形 ,并 且 画 过 点 4(a,/(a)) 和 BOSO) 的 直线 (参见 
图 3.13). 该 直线 是 函数 
g(x) = fa) fb (a), a) (2) 


FTF HHR y = fx) 


` 
— 


| 
z fb) ~ fa) | 
斜率 w | 
| h(x) = f(x) — g) 


| 
! I 
| | 
o — 
2 n —> x 


` 
y= f(x) 
图 3.13 几何 上 看 ,中 值 定理 是 说 ,在 图 3.14 弦 48 是 函数 8(xz) 的 图 形 . 函 数 
曲线 的 4 #lB 之 间 至 少 有 一 条 切线 与 h(x) = f(x)- g(x) 给 出 了 x 处 f 和 g 的 
32 AB 平行 . 图 形 间 的 垂直 距离 . 


的 图 形 ( 点 - REDE). E x AfA g 的 图 形 间 的 垂直 距离 为 
h(x) =f(x)- g(x) 
sfa) fa) - YA _ o). (3) 


图 3.14 把 f,g 和 有 展示 在 一 起 了 . 
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函数 h 满足 Role 定理 在 [a,b] 上 的 假设 .有 Ela, b] 连续 而 且 在 (a,b) Hi, AA fA g 
都 是 这 样 的 .还 有 ， hla) = = h(b) =0, 因 为 上/ 和 8g 的 图 形 都 通过 A4 和 B 点 .所 以 ,在 (a,85) 中 的 
某 点 c,h'(c) = 0. 这 就 是 我 们 要 对 方程 (1) 找 的 点 . 

为 验证 方程 (1) ,我 们 对 (3) 的 两 边 对 x 求 导 数 ,然后 令 x = c: 

h'(x) = f'(x) -A 方程 (3) 的 导数 


klo) = f'e) -A 
0 = (thu fu) h'e) = 0 
f'(c) = L- o. 重 排 上 式 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 . C 
中 值 定理 的 假设 并 不 要 求 /在 a 和 可 微 .在 a 和 2 的 连续 性 就 足够 了 (图 3.15). 


y 


I|y=/1-.2.-1< x<1 

图 3.15 RA Aa) = /1- x2 

= 1,1] Emas tuk Ca 
结论 ) 即使 /在 x = - 1 fl x = 1 不 
可 微 ， 


> X 


KF ,我们 通常 并 不 比 定理 所 说 的 是 存在 的 知道 得 更 多 .在 有 些 情形 ,就 像 在 下 一 个 例 
子 中 ,我们 可 以 满足 有 关 识别 确定 “ 的 好 奇 心 . 我 们 能 识别 确定 e 只 是 一 个 例外 情形 而 非 一 般 
的 法 则 .但 是 ,中 值 定理 的 重要 性 不 在 于 识别 确定 c 而 在 于 其 他 地 方 的 应 用 . 


例 1( 探 究 中 值 定理 ) RA) = x?( 图 3.16) 在 0 < x < 2 连续 且 在 0 < x < 2 可 微 . 
因为 /(0) = 0 和/(2) = 4, 中 值 定理 说 区 间 中 的 某 点 FH (x) = 2x 一 定 取 值 
(4 -0)/(2 - 0) = 2. 


B2, 4) 


图 3.16 如 例 1 中 所 求 得 
的 。= 1, 在 该 点 的 切线 与 
ZF. 


A(0, 0) 


1 PEKA AN laf fs re 1 
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在 这 个 (例外 的 ) 情形 中 ,我 们 可 以 通过 解 方程 2c = 2 得 到 e = 1 从 而 具体 识别 确定 c. 


物理 解释 + 
把 数 (f(5) - f(a))/(b - a) 设想 为 /在 La,5] 上 的 400 m 
平均 变化 率 而 /'(c) 是 /在 x = e RER. HEEE p? 
是 说 ,在 菜 个 内 点 处 的 瞬时 变化 率 一 定 等 于 整个 区 间 上 的 É oj 
平均 变化 率 . š 


(8, 352) 


在 这 点 汽车 的 速率 
、 为 30 英 里 /小 时 ， 
例 2( 解 释 中 值 定 理 ) ”如 果 汽 车 加 速 用 8 秒 钟 把 距离 A 1 Ll L | 
从 0 推进 到 352 英尺 ,汽车 在 8 秒 的 间隔 中 的 平均 速度 为 时 间 ( 秒 ) 

352/8 = M 英尺 / 秒 .在 加 速 过 程 中 的 某 个 时 刻 速度 计 的 
读数 正好 是 30 英里 /小 时 (44 英尺 / 秒 )( 图 3.17). 


图 3.7 例 2 中 汽车 的 距离 对 时 间 图 . 


数学 推论 
中 值 定理 的 第 一 个 推论 告诉 我 们 什么 样 的 函数 其 导数 为 零 . 


推论 1 ”导数 为 零 的 函数 一 定 是 常数 函数 
如 果 在 区 间 /的 每 一 点 上 /'(x) = 0, 那 么 对 1 上 的 一 切 x 有 /f(x) = C, 其 中 C 是 常数 . 


我 们 知道 如 果 函 数 在 区 间 7 取 常 数值 ,那么 /在 ! 上 可 微 旦 对 7 中 一 切 x 有 f/'(x) = 0. 推 
论 1 给 出 了 逆 命 题 . 
推论 1 的 证 明 “我们 要 证 明 /在 7 上 取 常 数值 .我 们 通过 证 明 以 
下 命题 来 证 明 这 点 :如果 x, 和 x, 是 /中 任 两 个 点 ,那么 f(x1) = f(x). 
假设 x, fll x; 是 1 中 的 两 个 点 ,从 左 到 右 编号 所 以 x, < x,. f MB 
Bl x1 ,x2] 中 值 定 理 的 假设 :f 在 [ x , x] 的 每 一 点 可 微 ,因而 也 在 
每 一 点 连续 .所 以 在 x, 和 x, WARA c A 
Bal = file) 


因为 在 整个 1 上 f= 0, 这 个 方程 依次 转换 成 


Bernard le Bouyer 
: Fontenelle (1657 — 1757) 


er An LO, J) fa) = 0, MT fer) = fO). 


在 本 节 开 始 ,我 们 问 过 :我 们 能 和 否 从 静止 自由 下 落 物体 的 加 速度 返回 去 求 得 物体 的 速度 和 
位 置 函数 .作为 下 一 个 推论 的 结论 ,回答 是 肯定 的 . 


推论 2 ”在 区 间 上 具有 相同 导 函 数 的 函数 互相 差 一 个 常数 


HERE 7 的 每 一 点 f (x) = g '(x), 那 么 存在 常数 C 使 得 对 I 中 一 切 z,f(z) = g(x)+ C 
成 立 . 


证 明 在 7 的 每 一 点 , 差 函数 h = f - g 的 导数 为 
h'(x) = f'(x) - g'(x) = 0. 


- 262 > 第 3 章 Ga s K 


AE, GHHG D ÆT ERCO = C. 即 在 /上 Fa) - g(x) = C, 所 以 f(x)= g(x) + C. LI 


推论 2 说 ,函数 在 区 间 寺 具有 恒 问 导数 仅 当 它 们 在 区 问 上 的 值 的 差 为 常数 .我 们 知道 , 例 
如 说 f(x) = xl EO ao) 上 的 导数 为 2x. 任 何在 (- %w .x) 上 导数 为 2x 的 函数 一 定 等 于 
x + C,C 为 某 个 常数 (图 3.18). 


、 `Y 
v= +C A C=2 


图 3.18 ”从 几何 的 观点 ,中 值 定理 的 推 
论 2 说 ,在 区 间 上 导数 恒 同 的 函数 的 图 形 
只 差 一 个 垂直 的 移 位 .导数 为 2* 的 函数 
的 图 形 为 抛物 线 y = <2 + C, 这 里 图 示 的 
只 是 有 选择 的 “的 抛物 线 . 


例 3( 应 用 推论 2) RFRA sin x 的 函数 f(x) 以 及 该 本 数 过 点 (0,2) 的 图 形 . 
解 因为 1 和 g(x) =- cos x 有 同样 的 导数 ,我 们 知道 f(x) = - cos x + C,C 为 某 个 常 
数 .C 的 值 可 以 由 条 件 f(0) = 2 确定 (通过 (0,2) 的 /的 图 形 ): 
f(0) =- cos(0) + C=2, 所 以 C=3. 
/的 表示 式 为 /(x) =- cos x + 3. _ | 


从 加 速度 求 速度 和 位 置 
下 面 展 示 了 如 何 从 以 9.8 米 / 秒 :(32 英尺 ¿ b: 的 等 价 公制 表示 ) 的 加 速度 找 出 静止 自由 
下 落 的 物体 的 速度 v(1) 和 位 置 s(t). 
我 们 知道 o 是 导数 为 9.8 的 函数 .我 们 还 知道 函数 g(1) = 9.8 的 导数 为 9.8. 所 以 ,由 
推论 2 知 
v(t) = 9,8t+ C 
其 中 C 为 某 个 常数 .因为 物体 是 从 静止 下 落 的 ,所 以 "(0) = 0. 这 就 确定 了 C: 
9.8(0) +C=0， 所 以 C=0. 
速度 函数 一 定 是 v(1) = 9.8t. 位 置 函 数 s(1) 又 将 是 怎样 的 函数 呢 ? 
我 们 知道 ;(1) 是 导数 为 9.8t 的 函数 .我 们 还 知道 函数 h(1) = 4.97? 的 导数 为 9.81. 所 以 
由 推论 2 知 
s(t) =4.9 + C 
其 中 c 为 某 个 常数 .因为 ;5(0) = 0, 所 以 
4.90 +C=0 从 而 C=0. 
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位 置 函 数 一 定 是 s(t) = 4.97. 


微分 方程 以 及 抛射 体 的 高 度 
微分 方程 就 是 把 未 知 函 数 及 其 一 个 或 多 个 导数 联系 在 一 起 的 方程 ,一 个 函数 称 为 微分 方 
程 的 一 个 解 , 若 该 函数 的 导数 满足 该 微分 方程 . 


例 4( 微 分 方程 的 解 ) (a) 函数 s(:) = 4.9 纪 是 微分 方程 ds /dt* = 9.8 米 / 秒 ? 的 一 个 解 ， 
(b) 函数 y = - cos x + 3 是 微分 方程 dy/dx = sin x 的 一 个 解 . _] 


例 5( 从 抛射 体 的 加 速度 、 初 速度 和 初始 位 置 求 其 高 度 ) ”一 个 重 质 抛 射 体 以 初速 度 
160 米 / 秒 从 离 地 面 3 米 高 的 平台 向 上 发 射 . 假 设 在 其 飞行 过 程 中 作用 在 抛射 体 上 仅 有 的 力 
为 重力 ,重力 产生 了 向 下 的 加 速度 9.8 K/P. 如 果 发 射 抛射 体 时 ; = 0, 求 出 作为 :的 函数 的 
抛射 体 离 地 面 的 高 度 所 满足 的 方程 .发 射 3 秒 后 抛射 体 离 地 面 的 高 度 有 多 高 ? 

解 ”为 建立 这 个 运动 的 模型 ,我们 画 一 个 图 (图 3.19) 
并 用 :表示 i 时刻 抛射 体 离 地 面 的 高 度 . 我 们 假定 s 是 :的 
二 次 可 微 沙 数 ,并 用 导数 


$ 


ds n d ds | 
v= gt 以 及 “= é 抛射 体 
来 表示 抛射 体 的 速度 和 加 速度 . 因为 在 我 们 的 模型 中 , 重 Q 
力 的 作用 是 沿 使 s 减少 的 方向 ,所 以 问题 就 是 要 求解 微分 š | 
方程 一 
ds = 
q = - 9.8 3 一 
还 知道 地 面 
v(0) = 160 以 及 s(0) = 3， 
因为 g(1) = - 9.8: 的 导数 为 - 9.8, 推 论 2 给 出 图 3.19 例 5 中 对 抛射 体 运动 建 模 的 


v(t) = - 9.8: + C 路 图 . 


其 中 C 为 某 个 常数 ,我 们 可 从 初始 条 件 "(0) = 160 求 出 C 的 值 : 
v(0) = 160, -9.8(0) + C = 160, C = 160. 
这 就 得 到 ds 《dt 的 方程 : 


ds _ 
dt = — 9.8: + 160 


我 们 知道 ;(:) 是 其 导数 为 - 9.8: + 160 的 函数 .我 们 还 知道 hlt) = - 4.92 + 160: 的 导 
数 为 - 9.8: + 160. 由 推论 2 知 ， 
s = - 4.942 + 160: + C. 
我 们 应 用 第 二 个 初始 条 件 求 出 这 个 新 的 常数 C: 
s(0) =3 
~ 4.9(0)2 + 160(0) + C =3 
C =3. 
这 就 得 到 了 作为 1 的 函数 的 表达 式 : 
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s = -— 4.9! + 160t + 3. 
为 求 抛射 体 在 飞行 3 秒 后 的 高 度 .我 们 在 s 的 表达 式 中 令 ! = 3. 高 度 为 
3 = 


s = — 4.9(3)2 + 160(3) + 438.9 米 | 
我 们 将 在 第 4 和 6 章 中 论 及 更 多 的 微分 方程 的 求解 . 
习题 3.2 
检验 和 利用 假设 
题 1 - 4 中 哪些 泣 数 满足 在 给 定 区 间 上 中 值 定理 的 假设 ,哪些 函数 不 满足 假 设 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
1.f(x) = x°,- 1,8] 2.g(x) = x+5,[0.,1] 
sin 0 
— —— -rg0 0 
3.si) = V (1-0), 0,11 TOES 0 "< < 
0， 0=0 


5. 为 学 而 写 K% 
x, Ox<x<l 


fx) = H x=1 
在 *=0 和 x=1 处 的 值 为 零 并 且 在 (0,1) 上 可 微 , 但 它 的 导数 在 (0,1) 上 处 处 不 为 零 . 怎么 会 是 这 样 的 呢 ? 
Rolle 定理 不 是 说 导数 在 (0,1) 中 的 某 个 值 处 为 零 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
6. Xf a,m 和 的 什么 样 的 值 ,函数 


3, x = 0 
no. e. O< x <1 
mx + b, l < x < 2 


满足 区 间 [0,2] 上 的 中 值 定理 的 假设 ? 


微分 方程 

7. 为 学 而 写 WAA- = 3 以 及 对 一 切 * 有/'(x) = 0. 是 否 一 定 对 一 切 x* 有 f(x) = 3? 对 你 的 回答 给 出 
理由 . 

8. 为 学 而 写 Bik gO) = 5 以 及 对 一 切 : 有 g'(1) = 2. 对 一 切 1 一 - 定 有 g(1) = 2t+5 吗 ?对 你 的 回答 给 
理由 . 

在 题 9 - 12 中 求 具 有 给 定 导数 的 所 有 可 能 的 函数 . 


9. (a)y = x (b)y' = x° (c)y' = x° 
10. (a)y' = 2x (by = 2xr- 1 (c)y' = 3⁄2 + 2x -1 
1. (ar =- 2: (b)” = 1- 2; (or -5+ 点 
l l 
12. (a)y! = + b)y = 一 ”= - 一 
a)y 了 (b); 1 (c)y 4t 元 


企 题 13 到 16 中 , 求 共有 给 定 导 数 的 函数 而 且 该 函数 的 图 形 过 点 P. 


13.f'(x) =2r-1，P0,0) 14.g (a) = 上 + 2x, P(-—- 1,1) 
x 
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15.r(0) = 8 - cse20, P( Z0) 16.r' (t) = secttant-1，P0,0) 


从 加 速度 求 位 置 
题 17 - 20 给 出 了 沿 坐标 直线 运动 物体 的 速度 ds /dt 和 初始 位 置 . 求 物体 在 (C 时 刻 的 位 置 . 
17.v = 9.8t+5, s(0)=10 18.v = 321-2, s(0.5) = 4 


2 2 


t > 
19.5 = sinnt, s(0)=0 20. = —cos —, Sr) = 1 
T x 


从 加 速度 求 位 置 
题 21 - 24 给 出 了 沿 坐标 直线 运动 物体 的 加 速度 a = ds /di ,初速 度 和 初始 位 置 . 求 物体 在 时 刻 ;的 位 置 . 


21. 


23. 


a = 32,v(0) = 20,s(0) = 5 22.a = 9.8,x(0) = - 3,s(0) = 0 


a =-—á4si 2t,6(0) = 2,s(0) =— 3 24.a = S yeos E (0) = 0,s(0) =- 1 


重力 加 速度 


25. 


26. 
27. 
28. 


月 球 上 的 自由 落体 ”在 我 们 的 月 球 上 重力 加 速度 为 1.6 米 / 秒 *. 如 果 一 块 岩石 从 裂缝 掉 下 去 ,在 岩石 下 
落 30 秒 之 后 又 在 击 到 裂缝 底 之 前 ,岩石 的 下 落 有 多 快 ? 

火箭 的 速度 ”火箭 在 地 球 表面 以 常 加 速度 20 K / 秒 ? 发 射 . 一 分 钟 后 火箭 的 运动 有 多 快 ? 

跳台 跳水 如 果 你 从 10 米 高 的 跳台 跳水 ,你 将 以 多 大 的 近似 速度 进入 水 中 ?( 利 用 g = 9.8 K/W.) 
火星 上 抛射 体 的 高 度 — 火星 表面 附近 的 重力 加 速度 为 3.72 米 / 秒 :. 一 块 岩石 在 火星 表面 以 初速 度 
93 X / 秒 ( 约 208 英里 /小 时 ) 猛 力 向 上 投 去 , 它 能 升 到 多 高 ?( 提 示 : 何 时 速度 为 零 ?) 


线性 运动 


29. 


30. 


沿 坐 标 直线 的 运动 ”质点 在 坐标 直线 上 以 加 速度 a = ds /df = 15/1- (3A) 运动 , 当 4t = 1 时 遵从 
条 件 ds /dt = 4R s = 0. 求 
(a) 用 : 表示 的 速度 。= ds /di. (b) 用 上 表示 的 位 置 . 
从 速度 求 位 置 
(a) 假设 沿 s 轴 运 动物 体 的 速度 为 
ds 


qg = ?= 9.8tr- 3. 


i. 当 上 = 0 时 给 定 s = 5, 求 从 1 = 1 到 + = 3 时 间 区 间 内 物体 的 位 移 . 

ii. 当 上 = 0 时 给 定 * =- 2, 求 从 上 = 1 到 +: = 3 时 间 区 间 内 物体 的 位 移 . 

ii. s = 0 时 给 定 。 = so, 求 从 上 = 1 到: = 3 时 间 区 间 内 的 物体 的 位 移 . 

(b) 为 学 而 写 ”假设 沿 坐 标 直 线 运动 物体 的 位 置 s 是 时 间 ¿ 的 可 微 函 数 .一 旦 你 知道 一 个 函数 其 导数 就 是 
速度 函数 的 话 , 即 使 你 不 知道 物体 在 上 = a 或: = b 时刻 的 确切 位 置 ,你 能 求 得 从 :1 = a 到 +: = 4 物体 
的 位 移 ,这 个 结论 对 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 ， 


应 用 


31. 


32. 


33. 


温度 变化 。 当 把 水 银 温度 计 从 制冷 器 中 拿 出 来 并 放 入 开水 中 ,要 花 14 秒 才能 把 温度 计 的 温度 从 _ 19% 
提高 到 100Y . 试 证 明 在 温度 计 温度 上 升 的 过 程 中 一 定 有 一 时 刻 温度 的 增加 率 为 8.5 世 / 秘 . 

超速 行驶 ”一 位 货车 司机 在 收费 亭 处 拿 到 一 张 罚款 单 ,说 她 在 限 速 为 65 英里 /小 时 的 收费 道路 上 在 2 小 
时 内 走 了 159 英里 .罚款 单列 出 的 违章 理由 为 该 货车 司机 超速 行驶 . 为什么? 

三 列 桨 船 经典 的 计算 告诉 我 们 170 个 划 桨 手 的 三 列 奖 船 ( 古 希 腊 或 古 罗马 的 战舰 ) 能 在 24 小 时 内 一 次 航 
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fT 184 海 电 . 试 解释 为 什么 在 航行 过 程 中 的 某 时 刻 该 三 列 奖 船 的 速度 : 定 超过 7.5 节 (1 节 = 1 海里 /小 时 ). 
34. 跑马 拉 松 -位 马拉松 运动 员 用 2.2 小 时 跑 完 了 纽约 城市 马拉松 赛 的 26.2 英 里 的 全 程 . 试 说 明 该 马拉松 
运动 员 至 少 有 两 个 时 刻 正 好 用 11 英里 /小 时 的 速度 跑 、 


理论 和 例子 
35. a 和 的 几何 平均 ”两 个 正 数 4 和 4 的 几何 平均 为 Veb . 试 证 明 : 对 函数 .xz) = 1⁄x 在 函数 区 间 [a ,0] 上 
应 用 中 值 定理 时 其 结论 中 的 。 值 为 。= Vab. 
36. a 和 4 的 算术 平均 MWER a 和 六 的 算术 平均 为 Ce + 5)Z2. 试 证 明 : 对 函数 Kx) = x` 在 任何 区 间 [ a ,0 
上 应 用 中 值 定理 时 ,其 结论 中 的 。 值 为 < = (a + b)/2. 
器 37. 为 学 而 写 : 令 人 惊讶 的 图 形 HAK 
f(x) = sin x sin(x + 2) ~ sin(x + 1) 
的 图 形 . 图 形 是 什么 样 的 ?为 什么 这 个 函数 的 性 态 会 是 这 样 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
pj 38. Roe 定理 
(a) 构造 一 个 以 x =- 2, - 1,0,1 和 2 为 其 零点 的 多 项 式 Aar). 
b 把 /和 . 广 的 图 形 画 在 一 起 .你 看 到 与 Rolle 定理 有 关 的 结论 是 什么 样 的 ? 
(e)g(x) = sin x 及 其 导数 g' 也 说 明了 同样 的 现象 吗 ? 
39. 唯一 解 ”假定 /在 [a,5] 上 连续 在 (a,5) 上 可 微 .还 假定 f(a) 和 AD) 反 号 ,而 且 广 在 c 和 之 间 不 等 
TE RERE a 和 6 之 间 恰 好 只 有 一 点 使 /((x) = 0. 
40. 平行 切线 。 假定 /和 gg #Ela,b] 上 可 微 而 且 f(a) = gla) K (b) = 8(5). 斌 证明 ;4a 与 5 之 间 至 少 存 
在 一 点 ,f fl z 的 图 形 在 该 点 处 的 切线 是 平行 的 或 是 同一 条 切线 .用 一 个 略图 来 说 明 . 
41. 为 学 而 写 : 恒 同 的 图 形 ? ”如 果 两 个 可 微 函 数 /(x) 和 g(x) 在 平面 上 的 同一 点 出 发 而 且 两 个 函数 在 每 点 的 
变化 率 都 相同 ,两 个 图 形 是 恒 同 的 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
42. EF ” 试 证 明 对 任何 数 a Mb, RER] sin b- sina! g |b -al EIH. 
43. f' 的 符号 fE ffEa < x < b 可 微 而 且 f(6) < fa) AWER f' 在 a 和 4&6 之 间 的 某 一 点 处 的 值 为 负 . 
44. š /是 定义 在 [La,5] 上 的 函数 .你 可 以 在 上 上 加 什么 样 的 条 件 来 确保 
min f’ < £O) = fla) 


b-a 
其 中 min f' 和 max f' 分 别 指 /' Ela, b] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 
45. WR f'(x) = 1⁄(1 + xicos x),O < x< < 0.1 U LO) = 1, 试 利用 题 44 中 的 不 等 式 来 估计 (0.1). 
46. WRS (x) = 1/0 - x),0 < z < 0.1 以 及 /(0) = 2, 试 利用 题 44 中 的 不 等 式 来 估计 /(0.1). 


< max f' 


fuamiusms 


微分 方程 的 图 解法 

应 用 CAS 图 解 地 研究 题 47 - 50 中 每 个 微分 方程 的 解 .完成 下 列 各 步 以 帮助 你 的 研究 . 
(a) 利用 你 的 CAS 的 微分 方程 求解 软件 求 得 包括 任意 常数 C 的 解 . 
(b) 把 C =-2, -1;0,1,2 的 解 通 在 一 起 . 
(c) 求 在 给 定 区 间 ia,b] 上 过 指定 点 P(xo,yo) 的 解 并 画 它 的 图 形 . 


47y = VE- a01], PO/2,1) 48. = 01,4], PO, -1) 


49.y' = x sin x, [- 4,4], P(x, — 1) sO. = | -一 ,[- x/4,x72], P(0,1) 
l + sin x 


3.3 图形 的 形状 267 °: 


图 形 的 形状 


增 闻 数 和 减 国 数 的 一 阶 导 数 检验 法 。 局 部 极 值 的 一 阶 导 数 检验 法 。 E + Pn + 局 
部 极 值 的 二 阶 导数 检验 法 。 从 函数 的 导数 了 解 国 数 


为 确定 图 形 的 形状 我 们 需要 知道 什么 信息 ?我 们 要 知道 当 沿 图 形 往 前 走时 它 是 上 升 或 下 
降 以 及 图 形 是 怎么 弯曲 的 .这 些 辨别 特征 展示 在 图 3.20 中 .本 节 中 ,我们 将 看 到 函数 的 一 阶 和 
二 阶 导数 是 怎样 提供 为 确定 图 形 的 形状 所 需要 的 信息 的 .我 们 从 形式 地 定义 函数 在 区 间 上 增 
加 或 减少 的 含义 开始 . 


图 3.20 (a) 中 的 图 形 上 升 并 且 弯 曲 向 

J [ N N E. (b) 中 的 图 形 上 升 并 且 弯 曲 向 下 . 

o O e o (9 5 BE F E 3t B S Bl E. (a) 中 
的 图 形 下 降 并 且 索 曲 向 下 . 


增 函 数 和 减 函数 的 一 阶 导数 检验 法 
什么 样 的 函数 具有 正 的 导数 或 者 负 的 导数 ?由 中 值 定理 的 第 三 个 推论 提供 的 回答 是 :其 导 
数 为 正 的 函数 都 是 增 函 数 ; 其 导数 为 负 的 函数 都 是 减 函 数 . 


定义 WAX, RAS 

W /是 定义 在 区 间 7 上 的 函数 ,那么 

1. 和 在 7 上 是 增 函 数 ,如果 对 所 有 了 中 的 和 x,,x| < x2= f(x) < flax). 
2.f# 1 上 是 减 函 数 ,如 果 对 所 有 了 中 的 xs 和 x2,xi < x2= f(x.) < f(x1). 


推论 3 ” 增 函 数 和 减 函 数 的 一 阶 导数 检验 法 

假设 f 在 [a,b] LEZHE, b) 上 可 微 . 

如 果 在 (a,b) 的 每 一 点 处 f > 0, 那 么 f 在 [a,b] 上 是 增 函 数 . 
如 果 在 (a,5) 的 每 一 点 处 f < 0, 那 么 在 [a,b] 上 是 减 函数 . 


证 明 设 x 和 x 是 [a,b] 中 两 点 ,是 x, < x2. 应 用 于 [x ,x;] 上 的 中 值 定理 . 
f(x.) -fx1) = f'(c)(x> - x)) 

RP c Ha 和 x, 之 间 的 一 点 .因为 -xi 为 正 ,所 以 上 式 右 端的 正 负 号 和 S (e) 的 正 负 号 -- 

致 .所 以 ,如 果 f' 在 (a,5b) 上 为 正 , 则 有 f(x2) > f(x1) MRE Ela, b) 上 为 负 , 则 有 f(x;) < 

f(x). 


以 下 讲 的 是 怎样 用 一 阶 导 数 检验 法 来 求 函数 在 什么 地 方 是 增 的 和 减 的 .函数 的 临界 点 
把 x MIRET 为 正 或 为 负 的 区 间 . 我 们 通过 计算 f' 在 一 个 小 区 间 中 的 某 一 个 x 处 的 值 ,来 
得 到 f' 在 该 小 区 间 上 的 符号 .然后 再 用 推论 3. 
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例 1( 应 用 增 函 数 和 减 函 数 的 一 阶 导数 检验 法 ) 求 Fx)= 妇 -12x-5 的 临界 点 并 识别 
应 数 了 为 增 和 减 的 区 和 倍 . 

解 ” 图 3.21 表 明 f 有 两 个 临界 点 .因为 /对 一 切实 
数 连续 而 且 可 徽 , 所 以 临界 点 只 能 出 现在 使 广 等 于 零 的 
点 处 . 

六 (xz) =3x — 12 = 3(x -4) 
=3(x + 2)(x - 2) 
广 的 零点 为 x = -2 和 x = 2. 它 们 把 x 轴 分 割 为 如 下 的 
区 间 : 


为 确定 f' 在 每 个 区 间 上 的 正 负 号 ,我 们 求 每 个 因子 在 该 “图 3.21 fa) = x) -12x - 5 BD EJE. 
区 间 上 的 正 负 号 并 “ 相 乘 " 这 些 因子 的 正 负 号 就 得 到 f' 的 ” 例 D 
正 负 号 .然后 用 推论 3 就 知道 /在 (- om ,2) 上 为 增 ,在 (- 2,2) 上 为 减 以 及 在 (2, w ) 上 为 增 ，_ | 


知道 了 何 处 函数 增 和 减 也 就 告诉 了 我 们 怎样 去 检验 函数 局 部 极 值 的 性 质 ， 


局 部 极 值 的 一 阶 导 数 检验 法 
CD-ROM 在 图 3.22 中 ,在 / 取 极 小 值 的 点 处 ,在 其 左边 邻近 六 < 0 而 在 其 
' 右边 邻近 f' > 0( 如 果 是 端点 ,只 要 考虑 左边 或 右边 邻近 的 情形 ). 所 


以 在 取 最 小 值 的 点 的 左边 曲线 是 下 降 的 (函数 值 递减 ) 而 在 右边 是 上 
升 的 (函数 值 增加 ) .类 似 地 ,在 取 最 大 值 的 点 处 ,在 其 左边 邻近 /> 
0 而 在 其 右边 邻近 /' < 0. 因 此 曲线 在 取 到 最 大 值 点 的 左边 是 上 升 的 
(函数 值 增加 ) 而 在 右边 是 下 降 的 (函数 值 减少 ). 


历史 传记 


: Edmund Halley 
(1656 — 17425 


' 局 部 最 小 值 
上 
l 
t 
l 
t 


绝对 最 小 值 


图 3.22 函数 的 一 阶 导数 说 明了 图 形 的 上 升 和 下 降 . 


rea mf NF? +h 


33 图 形 的 形状 - 269 - 


这 些 观 察 结 果 导 致 了 可 微量 数 局 部 极 值 的 存在 和 性 质 的 检验 法 . 


局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 

在 临界 点 x = c 处 ， 

1.f 有 局 部 最 小 值 ,如 果 f' 在 c 从 负 变 到 正 . 

2.f 有 局 部 最 大 值 ,如 果 f' 在 c 从 正 变 到 负 . 

3.f 没 有 局 部 极 值 ,如 果 f' 在 e 的 两 边 正 负 号 相同 . 


在 端点 的 局 部 极 值 的 检验 是 类 似 的 ,但 只 需 考虑 一 边 的 情形 . 


例 2( 应 用 局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 ) R 
fx) = Pla -4) = l _ 4x123. 
的 临界 点 .识别 f BE PIIR KY < TE]. R 2 RR 3 EJ u 0818 (Ë 126 5448 ME. 
解 ”应 数 对 一 切 x 连续 (图 3.23). 一 阶 导 数 


f'(x) = Leth _ 4x13) = £ _ 4, 


一 r(x _ 1) = tra) 
在 x = 1 为 零 而 在 x = 0 处 没有 定义 .定义 域 没有 端点 ,所 以 临界 点 x = O fl x = 1 是 和 可 能 
取 到 极 值 的 仅 有 的 点 . 

临界 点 把 区 间 分 成 f' 为 正 或 为 负 的 区 间 . 广 正 负 号 的 模式 揭示 了 /在 临界 点 之 间 和 临界 
点 处 的 性 态 . 我 们 可 以 把 信息 展示 在 下 表 中 : 


中 值 定理 的 推论 3 告诉 我 们 /在 (- <, - 0) 上 是 减 的 ,在 
(0,1) 上 是 减 的 而 在 (1, œ) 上 是 增 的 .局 部 极 值 的 一 阶 导 数 检验 
法 告诉 我 们 /在 x = 0 处 不 取 极 值 ( 广 不 改变 符号 ) 而 /在 x = 1 
处 取 到 局 部 最 小 值 (f' 从 负 变 到 正 ). 

局 部 极 值 为 A1) = 3(1 -4) = - 3. 这 也 是 绝对 极 小 值 , 因 
为 函数 值 在 x = 1 的 左边 都 是 下 降 的 而 在 x = 1 的 右边 都 是 上 升 
的 .图 3.23 展示 了 这 个 值 和 函数 图 形 的 关系 . _ | 


现在 我 们 来 说 明 怎 样 确定 函数 y = f(x) 的 图 形 弯曲 的 方 
式 .我 们 知道 有 关 信 息 一 定 包含 在 y' 中 ,但 怎样 去 找 出 这 些 信息 
呢 ? 对 于 除 可 能 的 弧 立 点 外 的 二 次 可 微 函 数 而 言 ,回答 就 在 于 对 mis ，_ CAG O D m 
y RFR y 和 y" 一 起 就 告诉 我 们 函数 图 形 的 形状 .在 下 - 节 图 形 ( 例 2) 

我 们 将 看 到 这 怎样 能 使 我 们 粗略 地 画 出 某 些 微分 方程 的 解 ， 
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m tE 

如 同 你 们 能 从 图 3.24 看 到 的 , 51 x 增加 时 函数 
y = x 是 上 升 的 ,但 是 定义 在 (- s ,0) 和 (0,w) 上 的 图 
形 以 不 同 的 方式 转向 . 当 我 们 从 左 向 右 扫描 时 看 一 下 切 
线 , 我 们 看 到 曲线 的 斜率 y ÆC % ,0) 上 递减 然后 在 
(0, om ) 上 递增 .曲线 y = x 在 (- wm,0) 上 各 向 下 而 在 
(0,m) 上 问 岗 上 .四 向 下 的 那 部 分 曲线 位 于 切线 下 面 ， 
而 同 向 上 的 都 部 分 曲线 位 于 切线 的 上 面 . 


定义 Më 
AMAR y = f(x) 的 图 形 是 
(a) 在 开 区 间 了 7 上 四 向 上 的 ,如 果 y 在 1 上 递增 . 


I 图 3.24 fx) = 2 妇 的 图 形 在 (- > ,0) 上 
b 区 ' i 
(b) 在 开 区 间 7 上 四 向 下 的 ,如 果 y 在 /上 递减 . 四 向 下 ,而 在 (0 w) EME. 


如 果 一 个 函数 y = f(x) 有 二 阶 导数 ,那么 我 们 可 得 出 结果 :y' 递增 ,如 果 y”> 0, 以 及 yy 
递减 ,如 果 y”< 0. 


四 性 的 二 阶 导 数 检验 法 

ZRMK y = f(x) 的 图 形 

(a) Æ y” > 0 的 任何 区 间 上 是 止 向 上 的 ， 
(b) Æ y” < 0 的 任何 区 间 上 是 四 向 下 的 . 


例 3( 应 用 止 性 检验 法 ) 曲线 y = <2(É]3.25) El- ç , > ) 上 是 四 向 上 的 ,因为 其 二 阶 导 
数 y”= 2 恒 正 ， | 


例 4( 确 定 止 性 ) E y = 3 + sin x 在 [0,2x] 上 的 四 性 . 


y=3+sinx 


(由 Mathematica 生成 ) 


图 3.25 Ax) = x 的 图 形 在 每 个 区 图 3.26 利用 y” 的 图形 来 确定 y 的 
间 上 都 是 止 向 上 的 . MIPE. (BI 4) 


3.3 形 的 形状 - 271 > 


解 y = 3+sin x f€ (0,=) FII] F, RAEO, n) Ey” = -siny 是 负 的 . 它 在 (r,2r) 上 
[HI E.S y" =- sinx 在 (r,2r) 上 是 正 的 (图 3.26). | 


拐点 
例 4 中 的 曲线 y = 3 + sin x 在 点 (x,3) 处 改变 上 四 性 .我 们 称 (x,3) 为 该 曲线 的 拐点 . 


定义 BA 
一 点 称 为 函数 的 拐点 ,如果 函 数 在 该 点 有 切线 而 且 在 该 点 改变 函数 的 中 性 ， 


曲线 上 一 点 ,y” 在 其 一 边 为 正 而 在 其 男 一 边 为 负 , 这 样 的 点 就 是 拐点 .在 拐点 处 ,y" 或 为 
零 ( 因 为 导数 有 介 值 性 质 ) 或 者 没有 定义 .如 果 y 是 二 次 可 微 函数 ,那么 在 拐点 处 y”= O 而 且 
y 在 拐点 处 取 到 局 部 最 大 值 或 最 小 值 . 

为 研究 作为 时 间 的 函数 的 物体 沿 直线 的 运动 ,我 们 常常 想 知道 由 二 阶 导 数 表示 的 物体 的 
加 速度 何 时 为 正 或 为 负 , 物 体位 置 函 数 的 图 形 上 的 拐点 揭示 了 何 时 加 速度 改变 正 负 号 ， 


例 $( 研 究 沿 直线 的 运动 ) MERKA 
s(t) = 26-14P2+22-5， t0 

的 质点 沿 水 平 直线 运动 . 求 质点 的 速度 和 加 速度 ,并 描述 质点 的 运动 . 

E ”速度 为 

v(t) = s'(t) = 6t° -28t +22 = X(t — 1)(3: — 11), 
加 速度 为 
alt) = w'(t) = (t) = 12t - 28 = 4(3: - 7). 

当 函 数 ;(1) 增加 时 ,质点 向 右 运 动 ; 当 s (4) 减少 时 ,质点 向 左 运动 . 

注意 到 上 = 1 和 4 = 11/3 时 一 阶 导数 (= s) 为 零 . 


l < t < 11⁄3 11⁄3 < t 


质点 在 时 间 区 间 [0,1) 和 (11/3, >) 上 向 右 运动 ,而 在 (1,11/3) 上 向 左 运动 . 
r = 7/3 时 加 速度 alt) = Va) = 4(31 - 7) AR. 


在 时 间 区 间 [0,7/3] 内 加 速 力 指向 左 , 在 : = 7/3 加 速 力 瞬时 为 零 ,此 后 加 速 力 指向 右 . | 


例 6( 拐 点 和 股票 市 场 ) 图 3.27 是 一 条 假设 的 道琼斯 工业 (股票 ) 平均 指数 曲线 (译注 ; 它 
综合 反映 了 美国 工业 股票 价格 升降 趋势 的 指数 ) .道琼斯 工业 指数 是 -- 种 能 抓 住 具有 局 部 下 中 
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和 上 涨 的 股票 市 场 的 总 体 增长 的 股票 市 场 的 指数 . 

投资 股票 市 场 的 一 种 方法 是 购买 指数 基金 股票 , 它 
以 跟踪 指数 为 日 标 地 依次 购买 不 同 的 股票 . 指数 基金 主 
任 的 且 标 无 疑 是 买 低 ( 在 局 部 最 小 处 买 进 ) 卖 高 (在 局 部 
最 大 处 卖 出 ). 但 是 ,这 种 对 股市 时 机 的 掌握 是 难以 捉摸 
的 ,因为 不 可 能 预测 股市 的 极 值 . 当 投资 人 刚 意 识 到 股市 
确实 上 扬 时 ,最 小 值 早已 过 去 . 

拐点 为 投资 者 提供 了 在 逆转 趋势 发 生 之 前 预测 它 的 
方法 ,因为 拐点 标志 着 函数 增长 率 的 根本 改变 . 在 拐点 
(或 接近 揭 点 ) 的 价格 购 进 股票 能 使 投资 者 呆 在 较 长 期 的 
上 扬 趋势 中 (拐点 预警 了 趋势 的 改变 ), 投资 者 为 降低 股 图 3.27 例 6 中 假设 的 道琼斯 工业 平均 
市 的 浮动 带 来 的 影响 ,这 种 方法 在 长 时 间 的 过 程 中 抓 住 指数 曲线 ， 
了 上 扬 的 趋势 


例 7(y”= 0 的 非 拐点 ) ”曲线 y = x* 在 x = 0 处 没有 扣 点 (图 3.28). 即 使 y”= 12x2 4 
x = 0 时 为 零 ,但 并 不 改变 y" WERS. 


图 3.28 y = Á KEAPERS RAH 
点 ,即使 在 原点 y”= 0. 


例 8( 拐 点 处 y “不 存在 ) * = 0 是 曲线 y = x 的 拐点 (图 3.29), 但 在 x = 0 处 y" REE. 
” 中 1⁄3 d l -2/3 2 -5/ 
y = 了 ax ) = 让 (地) = 2 6 _ 
从 例 7 我 们 知道 二 阶 导数 为 零 的 点 并 不 总 是 拐点 .从 例 8 我 们 知道 二 阶 导数 不 存在 的 点 也 
可 能 是 拐点 . 


局 部 极 值 的 二 阶 导数 检验 法 


代 之 以 寻求 临界 点 处 y 的 正 负 号 改变 ,我 们 有 时 能 用 下 面 的 检验 法 来 确定 局 部 极 值 的 存 
在 及 其 特征 . 


图 3.29 y" 不 存在 的 点 可 能 是 拐点 . 


定理 5 局 部 极 值 的 二 阶 导 数 检验 法 
1. 如 果 f'(c) = O B f"(c) < 0, 那 么 /在 x = ec 取 到 局 部 最 大 值 . 
2. 如 果 f'(c)=0 且 /"(c) > 0, 那 么 /在 x = c 取 到 局 部 最 小 值 . 
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这 个 检验 法 只 需要 知道 1" fE sx c 的 信息 而 不 必 知 道 它 在 有 关 c 的 区 间 上 的 信息 .这 就 使 该 
检验 法 便于 应 用 .这 是 优点 .缺点 是 当 . 广 (ec) = 0 或 "不 存在 时 该 检验 法 就 失灵 了 .如 果 发 生 
这 种 情形 , 那 就 要 回 到 局 部 极 值 的 一 阶 导数 检验 法 . 

例 9 中 ,我 们 把 二 阶 导 数 检验 法 用 于 例 1 中 的 函数 . 


例 9( 应 用 二 阶 导数 检验 法 ) KR f(x) = x° - 12x -5 的 极 值 . 
解 RIA 
f'(x) =3x -12 = 3(x?- 4) 
f"(x) =6x. 
检验 临界 点 x = + 2 处 (f(x) 的 定义 域 没 有 端点 ) 二 阶 导数 的 值 ,我 们 有 
f/f"(-2)=-12< 0 > f fE x = -2 处 取 到 局 部 最 大 值 


和 
f"(2) = 12 > 0 二 /在 x = 2 处 取 到 局 部 最 小 值 . | 
例 10( 把 f' Hf" 用 于 画 f 的 图 形 ) ”运用 以 下 步骤 粗略 地 画 出 函数 
f(x) = xt _4x3 + 10 
的 图 形 . 


(a) 识别 /的 极 值 点 . 

(b) 求 的 递增 和 递减 区 间 . 

(c) 求 f 四 向 上 和 四 向 下 的 区 间 . 

(d) 粗略 地 夯 出 的 可 能 的 图 形 . 

解 BAS a) = 4x? -12x? 存 在 ,所 以 /是 连续 函数 .f 的 定义 域 为 (- æ, æ), PTAS’ 
的 定义 域 也 是 (- wm, %). 因 此 ,f 的 临界 点 只 能 是 /' 的 零点 .因为 

f'(x) = 4x?2 - 12x? = 4x2(x -3) 

所 以 一 阶 导数 在 x = 0 和 % = 3 处 为 零 . 


区 间 x < 0 0<x<3 3 < x 
f 的 正 负 号 - 一 十 
了 的 性 态 减 减 增 


(a) 应 用 局 部 极 值 的 一 阶 导 数 检 验 法 以 及 上 表 , 我 们 知道 在 x = 0 处 没有 极 值 而 在 x = 3 
处 有 一 个 局 部 最 小 值 . 

(b) 利用 上 表 我 们 知道 /在 (- wm ,0] 和 [0,3] 上 是 递减 的 ,而 在 [3, o) 上 是 递增 的 . 

(c) f" = 12x? -24x = 12x(x -2) 的 零点 为 x+ = O # x = 2. 


区 间 x<0 0O<x<2 2<x 
f” 的 正 负 号 + 一 | + 
SHES 四 向 上 四 向 下 Fa] E 


我们 知道 上 在 区 间 (- = ,0) 和 (2,o% ) 上 四 向 上 ,而 在 (0,2) EKF. 
(d) 综合 上 面 两 张 表 的 信息 ,我 们 得 到 
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图 3.30 展示 了 /的 图 形 . _ | y 
例 10 中 的 步 又 给 出 了 用 手 画 函数 图 形 的 一 


注 : 用 手 画 y = f(x) 的 图 形 的 一 般 步 又 
第 1 步 : 求 y Hy". 

第 2 步 : 求 曲线 的 上 升 和 下 降 区 间 . 

第 3 步 :确定 曲线 的 四 性 . 

第 4 步 : 综 合并 展示 曲线 的 总 的 样子 . 

第 5 步 :点 出 特定 的 点 并 粗略 画 出 曲线 的 


(3, -17) 
REA i 局 部 最 小 值 


图 3.30 fx) = rt -4x + 10 的 图 形 .( 例 10) 
从 函数 的 导数 了 解 函数 i ` 


如 同 我 们 在 例 10 中 看 到 的 ,通过 对 其 一 阶 导 数 的 考察 ,我 们 几乎 可 以 了 解 有 关 二 次 可 微 
函数 y = /(x) 我 们 需要 知道 的 任何 事情 .我 们 可 以 求 得 在 什么 地 方 该 函数 的 图 形 上 升 和 下 
降 ,在 什么 地 方 取 到 局 部 极 值 .我 们 可 以 通过 求 ” 的 导数 来 了 解 当 y 通过 其 上 升 或 下 降 区 间 时 
是 怎样 弯曲 的 .我 们 可 以 确定 函数 图 形 的 样子 . 仅 有 的 从 导数 不 能 得 到 的 信息 是 怎样 把 函数 的 
REWE xy 平面 上 去 .但 是 正如 我 们 在 3.2 节 中 发 现 的 为 放置 图 形 所 需要 的 唯一 的 附加 信息 


是 函数 在 一 点 的 值 . 
y'> 0 全 从 左 到 右 是 上 升 的 ;| y <0 > 从 左 到 右 是 下 降 的 ; 


可 微 = 光滑、 连通; 图 形 
可 能 波浪 形 地 上 升 可 能 波浪 形 地 下 降 


可 能 上 升 和 下 降 
政变 正 负 号 
》< 0= 整个 四 向 下 ; 没有 | 的 点 (如 果 f 是 二 次 可 微 的 ) 


">0 忆 整个 是 向 上 ; 没有 
波动 ; 图 形 可 能 是 上 升 或 是 | 波动 ; 图 形 可 能 是 上 升 或 是 
下 降 的 


下 降 的 


Y 改变 正 负 号 = 图 形 有 局 部 
最 大 值 或 局 部 最 小 值 


在 一 点 v=0 且 »<0; 


' 在 一 点 Y=0 且 y>0i 
图 形 有 局 部 最 大 值 


图 形 有 局 部 最 小 值 
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习题 3.3 


M y 和 7y ”的 图 形 画 y 的 略图 
题 1 - 4 中 的 每 个 题 都 展示 了 孙 数 y = f(x) 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 图 形 . 复 制 该 图 并 把 过 给 定点 P 的 /的 近似 


略图 加 进去 . 
1. 2. 
3 4. 
y 
A 
P? y= fw) 


>x 


从 y 和 y" 的 正 负 号 画 y 的 略图 
5. 画 具 有 以 下 性 质 的 二 次 可 微 函 数 y = f(x) 图 形 的 略图 .在 可 能 的 地 方 标 出 坐标 值 . 


x y 导数 

x < 2 y <0,y” < 0 
2 1. y =0,y” <0 
2<x<4 y <0,y”<0 
4 4 y >0,7”=0 
4<x<6 y > 0,y” < 0 
6 7 y = 0,y” < 0 
x > 6 y <0,y" < 0 

6. PPPK y = Ar) 图 形 的 略图 ,7 = fC) 过 点 (- 2,2),(- 1.1),(0,.0), y Zn t+ 
(1,1) 和 (2,2) 而 且 其 一 阶 和 二 阶 导数 具有 (如 右 图 所 示 ) 的 正 负 号 模式 . 2 0 2 
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利用 图 形 来 分 析 函 数 
在 题 7 和 8 中 , 试 利用 函数 /的 图 形 来 估计 什么 地 方 (a)/' MOO 等 于 0, 为 正和 为 负 ， 
7. 8. 


9. 10. 


11. f’ 的 定义 域 是 [0,4) U (4,6]. 12./ 的 定义 域 是 .0,1) U (1,2) U (2,31. 


y 


给 定 /' 分析/ 

题 13 - 16 中 _/'(x) 给 定 , 试 回 答 下 列 有 关 函 数 f(x) 的 问题 . 
(a) 什么 是 了 的 临界 点 ? 
(b) 在 什么 区 间 上 /是 增 的 或 是 减 的 ? 
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(c) 在 什么 点 上 ,如 果 有 这 样 的 点 的 话 ,f 取 到 局 部 最 大 值 和 局 部 最 小 值 . 


13.f'(x) = (x - 1)(x +2) 14.f' (x) = (x - 1)2(<x + 2) 
IS.f'(x) = (x - 1)(x + 2)(x — 3) 16.f' (x) = x"! (x + 2) 
图 形 的 形状 
在 题 17 - 22 中 , 试 利用 解析 的 方法 求 区 间 ,函数 在 这 些 区 间 上 

(a) 增 (b) 减 (c) HE (d) [iG] F 
然后 定位 和 识别 

(e) 局 部 极 值 (t) 拐点 
17.y= x*-x-1 18.y =— 2r? + 6x -3 19.y = 2x+- 4x? + 1 

3 - x2, 0 
20.y = xt — 1252 + 48x? - 64x 21.y = x V 8- x 2. = Í| * í < 
+l, x > 0 

B] 在 题 23 - 32 中 , 画 函 数 的 图 形 以 求 出 区 间 ,函数 在 这 些 区 间 上 

(a) 增 (b) 碱 (e) 四 向 上 (d) 加 向 下 
然后 定位 和 识别 

(e) 局 部 极 值 (t) 拐点 
23.y = 4x? + 21x? + 36x - 20 24.y =- xf + 4x? — 4x + l 2S$.y = 2z15 + 3 
26.y = 5- x! 27.y = x!3( x - 4) 28.y = x2 VO- x2 
T 30.y = x2⁄4(5 - x) 31.y = x! (x + 3) 32.y = 5 

x 一 x + 1 

极 值 和 拐点 
在 题 33 和 34 中 , 试 利用 函数 y = /(x) 的 导数 求 点 ,f 在 这 些 点 上 取 

(a) 局 部 最 大 值 (b) 局 部 最 小 值 (c) 拐点 
33.y' = (x - 1)2(x - 2) 34.y = (x - 1)2(x - 2)(x - 4) 


在 题 35 和 36 中 ,二 、` 三 个 人 结 组 完成 . 
(a) 求 了 的 绝对 极 值 以 及 在 何 处 取 到 . 
(b) RHA. 

Ce) 画 了 的 可 能 的 略图 . 

35.f 在 [0,3] 上 连续 并 满足 以 下 条 件 . 


x 0 | 1 2 3 

f 0 2 0 -2 

f° 3 0 不 存在 -3 
a 0 -1 不 存在 0 

x O< x <1 | 1l1<x<2 2<x<3 
/| 十 十 _ 
i + - - 


36. EARR, EL- 3,3] 上 连续 ,并 满足 以 下 条 件 . 
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| 


x | 0 | l | 2 
f 2 0 -1 
F 不 存在 0 不 存在 
f” 不 存在 | 0 不 存在 
x 0<x<1 | l<r<2 2<x<3 
f + | - - 
f - + 
f" + - p 


RW 在 题 37 - 40 中 , 求 函 数 图 形 的 拐点 (如 果 有 的 话 ) ,以 及 函数 取 到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 的 图 形 上 点 的 
坐标 .然后 能 在 显示 所 有 这 些 点 的 足够 大 的 区 域 上 画 范 数 的 图 形 . 把 王 数 的 一 阶 、 二 阶 导 数 的 图 形 加 进去 . 
一 ,二 阶 导 数 和 x 轴 交 点 的 值 和 函数 的 图 形 有 怎样 的 关系 ?导数 的 图 形 以 怎样 的 另 一 种 方式 和 函数 的 图 形 
相关 ? 


37.y = x` = 5x% - 240 38.y = x° - 1212 

39.y = + + 1622 -25 40. = E Q 46 Dx + 20 

E 4. 把 /(x) = 22: -4z+1 及 其 一 .二 阶 导 数 的 图 形 画 在 一 起 .对 了 的 性 态 和 广 以 及 /" 的 正 负 号 和 值 的 

pz. 把 f(x) = x cos x 及 其 二 阶 导数 在 0 < x < 2r ERRE EEE. X SERAS” 的 正 负 号 和 值 的 
关系 提出 评注 . 

治 直线 的 运动 


在 题 43 - 46 中 ,质点 沿 直 线 运动 ,其 位 置 函 数 为 ;(1). 求 (a) 速度 ,(b) 加 速度 ,以 及 (c) 描述 上 > 0 时 质点 的 
运动 . 


43.s( 2) = -41t+3 44.5(1) = 6 — 2: —- !2 

45.s(t1) = 2 -3t+3 46.s(t}) = 32 -2p 

在 题 47 和 48 F Siz Y WB R S SJ BJ PR S BJ fu B RAK y = s0) 的 图 形 . 大 概 在 什么 时 刻 ,质点 的 
(a) 速度 为 零 ? (b) 加 速度 为 零 ? 

47. 


时 间 ( 秘 ) 


3# 3.3 ° 279 - 


> 局 


s= fA 


理论 和 例子 

49. 为 学 而 写 。 如果/ 是 可 微 函 数 而 且 在 f' 定义 域 的 内 点 < 处 广 (c) = 0, 那 么 f 在 x = c 处 一 定 取 到 局 部 最 
大 值 或 局 部 最 小 值 吗 ? 说 明理 由 . 

50. 为 学 而 号 — 如果/ 是 二 次 可 微 函 数 而 且 在 广 定 义 域 的 内 点 处 户 (ec) = 0, 那 么 x = “一 定 是 /的 拐点 吗 ? 
说 明理 由 . 

51. 把 /和 ERER “对 过 原点 且 具 有 以 下 性 质 的 光滑 曲线 y = f(x) 画 一 个 略图 : 当 x < 0 时 f'(x) < O 
而 当 x > 0 时 f'(x) > 0. 

52. 把 /入 联系 起 来 ”对 过 原点 且 具 有 以 下 性 质 的 光滑 曲线 y = f(x) 画 一 个 略图 ; 当 x < 0 时 f(x) < O 
而 当 x > 0 时 f(x) > O. 

53. 把 f,f' 和 f” 联系 起 来 ”对 具有 以 下 性 质 的 连续 曲线 y = (2) 画 一 略图 .只 要 有 可 能 , 标 出 点 的 坐标 . 


f-2)=8 f'(x)>0 当 |x|>2 
fO) =4 f'a) < 0(|x| < 2 
f2) =0 f(x) <034 x < 0 


JQ) =f-2)=0 f(x)>0 当 x>0 
54. 为 学 而 写 : 水 平 切线 R y = x? + 3sin 2x 在 x = -3 附近 有 水 平 切线 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
55. 为 学 而 写 ”对 x > 0 时 的 曲线 y = fx), fO) = OH f'(xz) = 1/x 画 一 略图 .对 这 种 曲线 的 凹 性 有 什么 
可 说 的 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
56. 为 学 而 写 ”具有 便 不 为 零 的 二 阶 连 续 导数 的 函数 的 图 形 有 什么 可 说 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
57. 二 次 曲线 。 对 二 次 曲线 y = az + bx + c,a 0 的 拐点 能 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
58. 三 次 曲线 对 三 次 曲线 y = axr + bx2 + cx + d,a >= Ü 的 拐点 能 说 些 什 么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


计算 零点 
当 我 们 数值 地 求解 方程 (x) = 0 时 ,我 们 通常 希望 事先 就 知道 在 给 定 区 间 要 找 的 解 有 多 少 个 .借助 于 推论 3 
的 帮助 ,我们 有 时 候 可 以 做 到 这 一 点 . y 

假设 (1, 5) 


i.f 在 [a,5] 上 连续 且 在 (a,5) 上 可 微 

ñ.f(a) 和 Ab) RS 

ii.feE(a,b) Ef’ > 0 或 在 (a,b) 上 /<0 
那么 /在 a 和 46 之 间 恰 好 有 一 个 零点 :不 可 能 有 多 于 一 个 的 零点 ,因为 
/在 [a,b] 上 或 为 增 或 为 减 .但 根据 介 值 定理 (1.4 节 )f/ 至 少 有 一 个 零 
点 :例如 ,Kxz) = x? + 3x+1 在 [- 1,1] 上 恰好 有 一 个 零点 ,因为 /在 
[1-1,1] 上 可 微 ,f/(~ 1) = -3 而 /(1) = 5 是 互相 反 号 的 ,而 且 /'(%) 
= 3x? + 3 > 0 对 一 切 x 成立.( 如 右 图 所 示 .) 


y=x3+3x+] 
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试 证 明 题 59 - 62 中 的 函数 在 给 定 区 间 上 恰好 和 有 一 个 零点 . 


59./(x) = x*+3x+1, [1-2,-1 60.8(1) =Yt+rvl+rt-4, (0,%) 

61.r(0) = 0 + [4] - 8, (- @ ,%@) 62.r(0) = tan — cot0- 0, (0,7/2) 
a. 

(mans: 


63. 为 学 而 写 :一 族 三 次 曲线 
(a) 对 大 = 0 及 其 邻近 的 的 正 值 和 人 负 值 ,把 f(x) = <` + fx 的 图 形 画 在 一 个 公共 屏幕 上 .kk 的 值 是 怎样 
影响 到 图 形 的 形状 的 ? 
(b) 求 f(x). 正 如 你 知道 的 ,f'(x) 是 一 个 二 次 函数 . 求 该 二 次 函数 的 判别 式 (ax2 + bx + c 的 判别 式 为 
b? - 4ac). 对 件 么 样 的 大 值 ,该 判别 式 为 正 ? 为 零 ?为 负 ? 对 什么 上 值 六 有 两 个 零点 ?一 个 或 没有 零点 ? 
现在 请 说 明 的 值 对 f 图形 的 形状 有 什么 影响 . 
(c) 对 其 他 的 大 值 做 实验 . 当 上 一 - % 会 发 生 什 么 情形 ?当天 一 = U? 
64. 为 学 而 写 : 另 一 族 四 次 函数 
(a) 对 有 =-4 以 及 邻近 的 大 值 把 Fxz) = xt, ke? + 6x2, -1 二 xs 近 4 的 图 形 画 在 一 个 公共 屏幕 上 .上 的 
值 是 怎样 影响 到 图 形 的 形状 的 ? 
(b) 求 .正如 你 知道 的 ,f" 是 x 的 二 次 函数 .什么 是 这 个 二 次 函数 的 判别 式 (参见 题 63 的 b 题 ). 对 什么 样 
的 值 该 判别 式 为 正 ? 为 零 ?为 负 ? 对 什么 值 /" 有 两 个 零点 ?一 个 或 没有 零点 ?现在 请 说 明 & 的 值 对 
了 图 形 的 形状 有 什么 影响 . 
应 用 CAS 来 求解 题 65 和 66 中 的 问题 . 
65. 逻辑 斯 谤 函数 it flx) = c/(1 + ae-“), 其 中 a > 0,abc > 0. 
(a) 证 明 : 车 abc > 0, 则 /在 (- œ, w) EIR; URE abc < 0, 则 ff 在 (- o,a) 上 是 减 函 数 . 
(b) HEH x = (Ina)/b 是 /的 拐点 . 
66. MAZHAR flax) = axt+ bx? + cx? + dx + e, HF a x0. 
(a) 证 明了 的 图 形 或 者 没有 抛 点 或 者 有 两 个 拐点 . 
(b) 如 果 j 了 的 图 形 没 有 拐点 或 者 有 两 个 拐点 , 试 写 出 一 个 系数 必须 满足 的 条 件 . 
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平衡 点 和 相 直 线 。 稳定 和 不 稳定 平衡 点 。 冷却 有 阻力 时 的 落体 以 及 逻辑 斯 请 增长 


我 们 可 以 把 有 关 导 数 怎样 确定 图 形 的 形状 的 知识 作为 图 形 地 求解 微分 方程 的 基础 .要 这 
样 做 的 出 发 点 的 慨 念 就 是 相 直线 和 平衡 点 的 概念 .我 们 通过 从 一 种 新 的 角度 来 考察 当 可 微 函 
数 的 导数 为 零 时 会 发 生 什么 情形 来 得 到 这 些 概念 


平衡 点 和 相 直 线 


我 们 已 经 知道 临界 点 在 确定 函数 的 性 态 以 及 求 函数 极 值 中 的 重要 作用 . 现在 我 们 从 稍为 
不 同 的 角度 来 考察 当 函 数 的 导数 为 零 时 会 发 生 什么 情形 .我 们 要 考察 的 是 导数 dyvdx 只 是 ( 因 
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变量 )y 的 情形 .例如 ,对 方程 
y? = x+] 
隐 式 地 求 导 数 就 给 出 
dy _ ñ dy _ 1 
2y 1 或 aay 
这 一 微分 方程 ,其 中 dy/dx 只 是 y 的 函数 , 称 为 自治 微分 方程 . 


定义 “平衡 点 或 静止 点 
如 果 dy/dx = g(y) 是 自治 微分 方程 ,那么 使 dy/dx = 0 的 y 的 值 称 为 平衡 点 或 静止 点 : 


因此 ,平衡 点 就 是 这 样 一 些 点 , 因 变 量 在 这 些 点 不 发 生变 化 ,所 以 y 处 于 静止 状态 .强调 的 
是 使 dy/dx = 0 的 y 值 ,而 不 是 在 前 节 中 强调 的 < 值 . 

例 1( 求 平衡 点 ) ”自治 微分 方程 

dr = (y + 1)(y -2) 

的 平衡 点 是 y =-1 和 y = 2. _j 

为 构造 像 例 1 中 那样 的 自治 微分 方程 的 图 形 解 ,我 们 首先 要 作出 方程 的 相 直线 ,在 y 轴 上 
把 平衡 点 位 置 和 dy/dx 和 dy/dx? 为 正和 为 负 的 区 域 标 出 来 的 直线 .于 是 我 们 就 知道 什么 地 
方 解 是 递增 和 递减 的 ,以 及 解 曲 线 的 止 性 .这 些 都 是 我 们 在 前 一 节 中 发 现 的 本 质 特征 ,所 以 我 
们 就 可 以 确定 解 曲线 的 形状 而 无 需 知道 解 的 表达 式 . 

例 2( 画 相 直 线 和 解 曲线 的 略图 ) My 


S (41)(y- 2) 


dx ~ 
的 相 直 线 并 用 它 来 画 方程 解 的 略图 . 
解 ” 第 1 步 : 画 y 的 数 直 线 并 标 出 使 dy/dx = 0 的 平衡 点 y = -1 和 y = 2 的 位 置 . 
——s— < — ——— 
-1 2 


第 2 步 : MIETE y > 0 和 y < OMEN, 

这 一 步 和 我 们 在 前 一 节 所 做 的 类 似 ,只 是 现在 是 在 y 轴 而 不 是 在 * 轴 上 标 出 . 

H y<0 | y>0 

e 
-1 2 


CD-ROM 我 们 可 以 把 y 正 负 号 的 信息 概括 在 相 直线 上 .因为 在 y =-1 左 
WEBsite 边 的 区 间 上 y > 0, 所 以 微分 方程 的 y 值 小 于 - 1 的 解 将 向 着 y =- 
P 历史 传记 的 方向 增加 .我 们 在 该 区 间 上 画 一 个 指向 - 1 的 箭头 来 标明 这 一 信息 . 


` Charles Babbage —— -—*— F —han—orn yh 
Ñ (1792 — 187) -I 2 
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类 似 地 ,在 y =-1 和 7y =2 之 间 y <0, 所 以 任何 取 值 在 该 区 间 的 解 一 定向 着 y = -1 的 
方向 递减 . 
XF y > 2,y' > 0, 所 以 7 EAF 2 的 解 将 无 限制 地 增长 . 


简 言 之 ,位 于 水 平 直线 y = -~ 1 下 面 的 解 曲 线 在 x PEENE y = -1 上 升 .在 直线 y =-1 和 


y = 2 之 间 的 解 曲线 将 离开 = 2 落 向 y =-1. 在 y = 2 上 面 的 解 曲 线 离 开 y = 2 并 继续 上 升 . 


~ A 


y = (y+1)(y-2) = 2 - y—- 2 v 的 表达 式 
y" = Eo) = To- y- 2) 
= 2yy' - y 关于 隐 式 求 导 
= (2y - 1)y' 
= (2y - 1)(y + 1)(y - 2). 
由 y “的 这 个 表达 式 ,我 们 知道 y” 在 y = -1,y = 1 人 2 和 y = 2 处 改变 正 负 号 .我 们 把 正 负 号 的 
信息 加 到 相 直 线 上 去 . 


~ 和 ~~~~~~_~ 


平 直线 y = -1,y = 1/2 和 y = 2 把 平面 分 割 成 水 平 带 ， 
在 每 个 水 平 带 中 我 们 知道 y Hy" 的 正 负 号 .在 每 个 水 
平 带 中 ,这 种 信息 告诉 我 们 解 曲线 是 否 是 升 或 降 的 ,以 
及 当 x 增加 时 解 曲 线 是 怎样 弯曲 的 (图 3.31) . 

“平衡 点 直线 "7 = -1 和 y = 2 也 是 解 曲 线 . (常数 
函数 y= -1 和 y = 2 满足 微分 方程 . ) 穿 过 直线 y = 1⁄2 
的 解 曲线 在 y = 1⁄2 处 有 一 个 拐点 .四 性 从 凹 向 下 (在 直 
线 上 面部 分 ) 变 为 凹 向 上 (在 直线 下 面部 分 ) 

正如 第 2 步 巴 测 的 ,在 中 间 和 下 方 水 平 带 中 的 解 当 
x 增加 时 趋 于 平衡 点 y = - 1. 而 在 上 方 的 水 平 带 中 的 解 


上 升平 稳 地 离开 y = 2. | 
图 3.31 例 2 的 图 形 解 . 
稳定 和 不 稳定 平衡 点 


再 次 察看 图 3.31, 特 别 要 察看 解 曲线 在 平衡 点 附近 的 性 态 .一 旦 解 曲线 取 到 y = - 1 附近 
的 值 , 它 就 会 平稳 地 趋 于 y = - 1.y = - 1 就 是 一 个 稳定 平衡 点 .在 y = 2 附近 的 人 性 态 正 好 相 
反 : 除 平衡 解 y = 2 本 身 外 的 所 有 的 解 , 当 x 增加 时 都 会 离开 y = 2. 我 们 称 y = 2 为 不 稳定 平 
衡 点 .如 果 解 正好 处 于 平衡 点 ,那么 它 就 会 果 在 那里 ,但 是 解 只 要 离开 平衡 点 一 点 点 ,不 管 多 小 
的 一 点 点 , 解 就 会 离开 平衡 点 .( 有 时 候 一 个 平衡 点 是 不 稳定 的 ,因为 解 只 从 平衡 点 的 一 边 离开 


A AN 1 
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平衡 点 . ) 
现在 我 们 知道 了 我 们 要 寻求 的 东西 就 是 我 们 早已 从 相 直 线 上 了 解 到 的 这 种 解 的 性 态 . 离 


F y = 2 的 箭头 ,一 旦 指向 y = 2 的 左边 就 会 趋 于 y=-1. 


冷却 、 有 阻力 时 的 落体 以 及 逻辑 斯 谤 (logistic) 增长 

在 下 面 的 例子 中 ,我 们 利用 相 直线 来 了 解 物 理 模型 的 性 态 . 伊 萨 克 . 牛顿 (Issaac Newton) 
假设 冷却 和 加 热 物 体 中 的 温度 变化 率 与 物体 及 其 周围 介质 的 温度 差 成 正比 .我 们 可 以 用 这 个 
想法 来 描述 物体 的 温度 是 怎样 随时 间 变 化 的 . 

注 :这 个 假设 称 为 Newton 冷却 定律 (即使 它 同 样 可 应 用 于 加 热 的 情形 ). 


例 3( 汤 的 冷却 ) ” 当 一 硫 热 汤 放 在 房间 的 桌子 上 时 汤 的 温度 将 会 怎样 变化 ?我 们 知道 汤 
会 冷 下 来 ,但 是 作为 时 间 的 函数 的 典型 的 温度 曲线 看 起 来 是 什么 样 的 呢 ? 

解 ”我 们 假设 汤 的 摄氏 温度 HÆRE e 的 可 微 函数 ,对 1 选 一 个 合适 的 单位 -一 例如 说 
分 一 一 并 测量 上 = 0 时 汤 的 温度 ,我 们 还 假定 周围 的 介质 足够 大 以 致 汤 的 热量 对 周围 介质 的 
温度 的 影响 可 以 忽略 . 

假设 周围 介质 处 于 15 和 的 常温 .于 是 我 们 可 以 把 温差 表 为 H) - 15. 根 据 Newton 冷却 定 
律 ,存在 常数 上 > 0 使 得 


dH 
dt 


(3 H > 15 时 , -上 就 给 出 了 负 的 导数 ). 

HT H = 15 时 dH/di = 0, 温 度 15% 就 是 平衡 点 . 如 果 H > 15, 方 程 (1) 告诉 我 们 
(H - 15) > 0 从 而 dH/dt < 0. 如 果 汤 的 温度 比 室温 高 ,那么 汤 就 会 冷 下 来 .类 似 地 ,如 果 H < 
15, 那 么 (H - 15) < 0, 从 而 dH/dt > 0. 比 室温 低 的 汤 就 会 热 起 来 .因此 由 方程 (1) 描述 的 温度 
性 态 和 我 们 关于 温度 应 怎样 变化 的 直观 是 一 致 的 .由 图 3.32 中 的 初始 相 直线 图 就 得 到 了 这 些 


=- k(H - 15) (1) 


d ,0 | dH co 图 3.32 ”构建 例 3 的 Newton 冷却 定理 的 
— i H 相 直 线 的 第 一 步 . 在 长 期 变化 过 程 中 温度 
15 趋 于 平衡 点 温度 ( 即 周围 介质 的 温度 )， 
通过 对 方程 两 边 求 关 于 上 的 导数 来 确定 解 曲线 的 止 性 ; 
H3) = Aaaa) 
dH_ dH 
d? ~ di ` 
因为 -是 负 的 ,所 以 我 们 知道 当 dH/dt < 0 时 d H74 Ë do dH co 
是 正 的 ,而 当 dH/dt > 0 时 里 有 dt 是 负 的 .图 3.33 把 这 LH | LH 
个 信息 加 进 了 相 直线 ， ae | 上 > 
完全 的 相 直线 表明 如 果 汤 的 温度 高 于 平衡 点 15%, — 5 — 


那么 H(t) KIRDE E k M H é E B). RH3E 1 BU Wa Fe fB 
FZ H(i 是 递减 而 向 上 的 .如 果 汤 的 温度 低 图 3.33 P3 的 完全 的 相 直 线 
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于 15%( 周 于 介质 的 温度 ) ,那么 H(1) 的 图 形 是 递增 而 且 由 向 下 的 .我 们 就 用 这 些 信息 画 出 了 
典型 解 曲 线 的 略图 (图 3.34). 


图 3.34 温度 对 时 间 图 .不 论 初 
始 温度 怎样 , 汤 的 温度 HOG) 趋 于 
初始 温度 周围 介质 的 温度 5C. 


L >i 


从 图 3.34 上 面 的 解 曲线 ,我 们 看 到 汤 的 温度 在 下 降 , 温 度 的 下 降 率 慢 下 来 了 .因为 dH/di 
BFE. 这 个 观察 结果 隐 含 在 Newton 定律 并 包含 在 微分 方程 之 中 ,但 是 当时 间 向 前 进 时 图 形 
的 逐渐 平坦 给 出 了 现象 的 立即 的 形象 表示 .从 图 形 认识 物理 行为 的 能 力 是 理解 实际 系统 的 强 
有 力 的 工具 . _ | 


例 4( 分 析 有 阻力 时 的 落体 ) Galileo 和 Newton 都 观察 到 发 生 在 运动 物体 的 动量 变化 率 等 
于 作用 在 物体 上 的 有 效力 .用 数学 语言 表示 , 即 


= S (mr) (2) 


HP F B JJ i m 和 vw 分 别 是 物体 的 质量 和 速度 .如 果 m 随时 间 变 化 ,就 像 物体 是 靠 燃 烧 燃 料 推 
进 的 火 稍 那样 ,利用 积 法 则 ,方程 (2) 在 右 端 可 展开 为 


de dm 
mdt” dt 
但 是 在 许多 情形 中 ,m 是 常数 ,dm/d: = 0. 从 而 方程 (2) 变 为 更 简 
单 的 形式 F, = kv 
F = m Š" 或 F = ma, (3) 


dt 
这 就 是 众所周知 的 Newton 第 二 运动 定律 ， m 
在 自由 落体 中 ,重力 常 加 速度 记 作 g. 从 而 作用 在 下 落 物 体 上 
向 下 的 力 就 是 由 重力 产生 的 推力 vE 
F, = mg, 
但 是 ,如 果 我 们 设想 真实 的 物体 在 空气 中 下 落 一 一 例如 说 ,一 分 F = me 
的 硬币 从 很 高 的 地 方 或 者 降落 伞 从 更 高 的 地 方 下 落 一 一 我 们 知 
道 在 某 个 时 刻 空气 阻力 就 是 下 落 加 速 过 程 中 的 一 个 因素 .自由 落 
体 的 更 为 实际 的 模型 应 把 空气 阻力 包括 在 内 .在 图 3.35 的 图 解 中 
是 用 F, 表示 的 . 
对 于 远 小 于 声速 的 速率 而 言 ,物理 实验 已 证 明 F, 近似 地 与 物体 的 速度 成 比例 .所 以 作用 


y=0 


图 3.35 物体 在 重力 以 及 
假定 与 速度 成 比例 的 阻力 
的 影响 下 的 下 落 . 
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在 物体 上 的 有 效力 为 


F = F,- F,, 
就 给 出 
ma = mg - kv 
dv k 
— = — v. 4 
dt E m (4) 


我 们 可 以 用 相 直 线 来 分 析 作 为 这 个 微分 方程 解 的 速度 函数 . 
令 方程 (4) 的 右 端 等 于 零 就 得 到 平衡 点 为 
mg 
ni 
如 果 物 体 一 开始 的 运动 要 比 这 个 速度 快 ,那么 dv/di 为 负 从 而 物体 的 运动 就 会 慢 下 来 .如 果 物 
体 以 低 于 mg/ 的 速度 运动 ,那么 dv/dt > 0 从 而 物体 运动 会 加 速 . 这 些 观察 结果 都 可 以 从 
图 3.36 的 初始 相 直 线 图 获得 . 
我 们 通过 方程 (4) 两 边 求 关于 t 的 导数 来 确定 解 曲 线 的 四 性 : 
de afg k) _ ka 
dt dt m dt 


v = 


II 
l 
l 
| dt >0 | dr <0 
l 
dy l dy 2y I 39 
g | $o e | > 
—— —— +$: <—— > Ñ k >y 
mg mg 
k k 
图 3.36 例 4 的 初始 相 直 线 . 图 3.37 例 4 的 完全 的 相 直线 . 


我 们 知道 当 v < mg/k Bf dv/dt < 0, 而 当 v > mg/k 时 dv/dt* > 0. 图 3.37 把 这 个 信息 加 
进 了 相 直 线 . 注意 到 与 Newton 冷却 定律 的 相 直 线 ( 图 3.33) 的 相似 性 . 解 曲线 也 是 类 似 的 
(图 3.38). 

图 3.38 展示 了 两 条 典型 的 解 曲线 . 无 论 初始 速度 怎 
样 ,我 们 看 到 物体 的 速度 趋 于 极限 速度 v= mg/E. 这 个 


初始 速度 
值 是 一 个 稳定 平衡 点 , 称 为 物体 的 终极 速度 . | — oo 
注 : 跳 伞 员 可 通过 与 下 落 相反 的 物体 面积 的 大 小 在 mg À 


95 英里 /小 时 到 180 英里 /小 时 的 范围 内 来 改变 其 终极 
速度 . 


例 $( 分 析 有 限 资源 环境 下 的 群体 增长 ) BiP- na 

PC) 表示 某 特殊 群体 中 个 体 的 数目 .例如 ,P 可 能 是 营养 >: 
液 中 酵母 细胞 的 数目 或 是 美国 西部 的 猫头鹰 的 数目 . 假 

设 在 某 个 小 的 时 间 增 量 Ai 期 间 , 群 体 总 数 的 菜 个 百分比 图 3.38 ” 例 4 中 典型 的 速度 曲线 . 束 
的 个 体 诞生 了 而 另 一 个 百分比 的 个 体 死亡 了 ; 于 是 在 区 Ë, = mg/4 是 终极 速度 . 
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Elet + At] A, P 的 平均 变化 率 为 

AP =- klU), (5) 
其 中 大 > 0 是 单位 时 间 内 个 体 的 出 生 率 减 去 死亡 率 . 

因为 白 然 环境 只 有 有 限 的 资源 来 支持 生命 ,所 以 假定 只 能 为 最 大 群体 总 数 M 提供 保障 是 

合理 的 . 当 格 体 趋 于 这 个 极限 群体 或 承载 容量 ,资源 就 会 变 得 短缺 ,增长 率 上 就 会 下 降 . 展 示 这 
种 行为 的 一 个 简单 关系 为 

k = raMf - P). 
其 中 r 为 一 常数 .注意 当 己 向 到 增加 时 大 就 减 小 ,如 果 P KEM, IRA k WEAH. RE Jr EO) 


中 的 用 r(M - P) RERS At 趋 于 零 就 得 到 微分 方程 
= r(M ~ P)P = rMP - rP`. (6) 


模型 (6) 称 为 逻辑 斯 请 (logistic) 增长 模型 . 

我 们 可 以 通过 分 析 方 程 (6) 的 相 直 线 来 预测 群体 随时 间 变 化 的 性 态 .平衡 点 为 P = M 和 
P = 0, 而 且 我 们 知道 若 0 < P < M,N dP/dt > 0;# P > M.W dP/dt < 0. 这 些 观察 结果 记 
录 在 图 3.39 的 相 直 线 上 . 

我 们 通过 对 方程 (6) 两 边 求 关 于 上 的 导数 来 确定 该 群体 曲线 的 上 四 性 : 


P d 2 
4 = q; "MP - rP“) 
dP dP 
=rM Jz 2rP d: 
dP 
=r(M -2P) I (7) 
I dP dP 
| g >0 qÍ <? 
I l | 
| l l EP | diP | d:p 
SP >0 IP <o ' a>’ dr<0 gz >o 
eoe — >P Se—> >e emp 
0 M 0 M M 
2 
图 3.39 方程 (6) 的 初始 相 直 线 . 图 3.40 ”逻辑 斯 说 增长 模型 的 完全 的 相 


直线 . (方程 (6)) 


WR P = M/2, WE P P/d = 0. 如 果 P < M/2, 则 有 (M -2P) M dP/dt 都 为 正 从 而 PP/dt? > 0. 
WR M/2 < P < M, 则 有 (M -2P) < OÑ dP/dt > 0, 从 而 里 Pzrdi < 0. 如 果 P > M, WEM -2P) 
和 qdP/di 都 为 负 从 而 PAdt” > 0. 我 们 把 这 些 信 息 加 到 相 直 线 上 (图 3.40). 

直线 P = M/20 P = 把:P 平 面 的 第 一 象限 分 割 成 水 平 带 域 ,我 们 知道 每 个 带 域 中 
dP/dt 和 dPAde 的 正 负 号 .在 每 个 带 域 中 ,我 们 既 知 道 解 曲线 是 怎样 上 升 和 下 降 的 ,也 知道 当 
时 间 向 前 推移 时 解 曲线 是 怎样 弯曲 的 .平衡 点 直线 P = 0 和 P = M 都 是 群体 曲线 . 跨 过 直线 
P = M/2 的 群体 曲线 在 P = M/2 处 有 一 个 拐点 ,使 群体 曲线 成 为 S 型 曲线 ( 像 字母 S 那样 往 
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极限 
群体 数 


时 间 
图 3.41 例 5 中 的 群体 曲线 . 


两 个 方向 弯曲 ). 图 3.41 展示 了 典型 的 群体 曲线 .图 3.42 展示 了 基于 实验 数据 的 实验 室 酵 母 培 
养 液 中 的 酵母 增长 . | 


酵母 群体 数 


图 3.42 ”展示 培养 液 中 酵母 增长 的 逻 
辑 斯 谤 曲线 .点 表示 观察 值 . (数据 来 自 
R.Pearl, “Growth of Population.” Quart. 


[i l l l l ll | >, Rev.Biol.2(1927):532 - 548.) 
11 12 13 14 15 16 17 18 


习题 3.4 


相 直 线 和 解 曲线 


在 题 1 - 8 中 ， 
(a) 识别 平衡 点 .哪个 是 稳定 的 哪个 是 不 稳定 的 ? 
(b) 画 出 相 直线 .确定 y' 和 y” 的 正 负 号 . 
(e) 画 几 条 解 曲线 的 略图 . 
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dy _ dy _ 2 _ dy l o y 

1. 4, = (y+2)(y — 3) 2. dr °" 4 3. dz = y 

4. D y 2y 5. = Jy. > 0 6. = y- Vy,y > 0 
x Ë ' 

T.y = (y- 1)( y -2)(y -3) 8.v' = y! — 2 

群体 增长 模型 


题 9- 12 中 的 自治 微分 方程 表示 了 若干 群体 增长 模型 .对 每 道 题 ,选择 不 同 的 起 点 P(0) ,应 用 相 直 线 的 分 析 画 
解 曲线 P (t) 的 略图 (如 例 5 所 做 的 那样 ). 哪 个 平衡 点 是 稳定 的 ,哪个 平衡 点 是 不 稳定 的 ? 


dP _ > dP _ > 
9. 3 了 =1-27 10. gy = PO -2P) 


dP _ dP _ | +) 
11. = 2P(P - 3) 12. = PU- P)[ P - 5 


13. 例 5 的 灾难 性 延续 ”假设 某 一 物种 的 一 个 健康 的 群体 正在 一 个 有 限 资源 的 环境 中 增长 而 且 当 前 的 群体 
Po 相当 接近 于 承载 容量 Wo. 你 可 以 想像 在 荒野 地 区 一 个 淡水 湖 中 生活 的 鱼 群 .突然 间 像 圣 海 伦 斯 火山 爆 
发 (译注 :Mount Saint Helens( 圣 海伦 斯 ) 火山 位 于 美国 华盛顿 州 西 南部 .1980 年 3 月 27 日 晨 , 强 烈 地 震 (5 
级 ) 使 山北 坡 开 裂 ,大 面积 隆起 和 崩塌 ,随后 发 生 更 剧烈 的 爆炸 .泥石流 远 达 27 公里 ,将 四 周 森 林 夷 平 . 形 
成 6000 米 高 烟 柱 的 火山 灰 降 落 至 蒙 大 拿 州 中 部 , 数 日 内 即 形成 环绕 地 球 的 火山 灰 带 .5 月 25 日 再 次 喷发 . ) 
那样 的 灾变 污染 了 该 湖 并 慌 坏 了 鱼 群 赖 以 生存 的 大 部 分 食物 和 氧气 . 其 结果 是 形成 了 一 个 承载 容量 M. 
大 大 小 于 Wo 的 环境 ,事实 上 M 比 当前 的 鱼 群 数 Po 还 要 小 ,从 灾难 发 生前 的 某 时 刻 开 始 , 画 “ 灾 前 和 和 灾后 ” 
曲线 的 略图 以 表明 鱼 群 是 怎样 对 环境 的 改变 作出 响应 的 . 

14. 控制 群体 的 增长 ” 某 些 州 的 鱼 类 和 野生 动物 管理 局 正在 规划 签发 迎 猎 许可 证 从 而 控制 鹿 群 体 的 总 数 (每 
证 可 和 狩猎 一 头 鹿 ) .已 知 如 果 鹿 群体 总 数 低 于 某 个 水 平 m, 鹿 将 灭绝 .还 知道 如 果 鹿 群体 增长 大 于 其 承载 
容量 哮 , 那 么 由 于 疾病 和 营养 不 良 鹿 群 体 总 数 会 下 降 到 M. 

(a) 讨论 下 面 作为 时 间 1 的 函数 的 鹿 群 体 增长 率 的 合理 性 : 


= rP(M - P)(P - m), 


其 中 P 是 鹿 群 体 的 总 数 ,而 + 是 一 个 正比 例 常 数 .讨论 中 要 包括 相 直线 . 
(b) 说 明 该 模型 是 怎样 不 同 于 逻辑 斯 谤 模型 dP/dt = PIM - P). 该 模型 比 逻 辑 斯 谤 模型 好 还 是 差 ? 
(c) 证 明 如 果 对 一 切 1,P > MARA lim P(t) =M. 
(d) 如 果 对 一 切 1,P < M ,将 会 怎样 ? 
(e) 讨论 微分 方程 的 解 .什么 是 该 模型 的 平衡 点 ?说 明 P 的 稳 态 值 依赖 于 P 的 初 值 的 位 置 .应 该 签发 多 少 
张 许可 证 ? 


应 用 和 例子 


15. 跳伞 《如果 在 重力 作用 下 从 静止 下 落 的 质量 为 m 的 物体 遇 到 的 空气 阻力 与 速率 的 平方 成 正比 ,那么 下 落 
t 秒 后 物体 的 速度 满足 方程 
m= mg - k, k > O 
其 中 是 一 个 取决 于 物体 的 空气 动力 学 性 质 和 空气 密度 的 常数 . (我 们 假设 下 落 时间 太 短 以 致 空气 密度 的 
变化 对 下 落 没 有 影响 .) 
(a) 画 该 方程 的 相 直线 . 
(b) 画 一 条 典型 速度 曲线 的 略图 . 


(c) 对 一 体重 160 磅 的 跳伞 员 ( mg = 160) ,时 间 以 秒 计 而 距离 以 英尺 计 ,h 的 有 代表 性 的 值 为 0.005. 跳 爹 员 
的 终极 速度 为 多 少 ? 
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16. 


17. 


18. 


19. 


阻力 与 Vv 成 正比 ”质量 为 m 的 物体 以 初速 度 wo 被 垂直 扔 下 .假设 阻力 与 速度 的 平方 根 成 正比 ,用 图 形 分 
析 求 终极 速度 . 

航海 ”一 条 帆船 在 前 向 推力 50 磅 的 作用 下 沿 直线 航道 航行 .作用 在 帆船 上 仅 有 的 其 他 力 就 是 水 的 阻力 . 
阻力 在 数值 上 等 于 5 倍 的 船 速 ,帆船 的 初始 速度 为 1 英尺/ 秒 .帆船 在 这 样 的 风力 下 航行 的 最 大 速度 
(英尺 / 秒 ) 为 多 少 ? : 
信息 的 传播 “社会 学 家 认识 到 一 种 称 为 社会 扩散 的 现象 , 它 就 是 一 段 信息 .技术 革新 或 文化 时 尚 在 一 个 
群体 中 的 传播 .群体 成 员 可 分 为 两 类 :那些 知道 信息 的 和 那些 不 知道 该 信息 的 .在 群体 大 小 固定 上 且 大 小 已 
知 时 ,假设 扩散 率 与 知道 该 信息 的 人 数 和 不 知道 该 信息 的 人 数 的 乘积 成 正比 是 合理 的 .如 果 式 表示 有 
个 人 的 群体 中 知道 该 信息 的 人 数 ,那么 社会 扩散 的 数学 模型 由 


dX 
4 = kX(N - X) 


给 出 ,其 中 上 表示 以 天 计 的 时 间 ,而 大 是 一 正常 数 . 
(a) 讨论 该 模型 的 合理 性 . 
(b) 画 出 确定 X' MX 正 负 号 的 相 直线 . 
(e) 面具 有 代表 性 的 解 曲 线 的 略图 . 
(a) 预测 信息 传播 得 最 快 时 的 工 的 值 .有 多 少 人 最 终 获知 了 该 信息 ? 
RL- 电路 中 的 电流 附 图 表示 一 个 电路 ,其 电阻 不 变 为 R 欧姆 ,图 
示 的 线圈 的 自 感 也 是 不 变 的 ,为 L 亨利 .有 一 个 接点 为 a 和 6 的 开关 ， 
开关 合 上 后 可 形成 一 个 V 伏特 的 不 变 电 源 . 

对 这 种 电路 需要 修正 欧姆 定律 ,V = R i. 修正 后 的 欧姆 定律 为 


di . 
Lí t Ri = V, 


其 中 i 是 以 安培 计 的 电流 强度 ,而 是 以 秒 计 的 时 间 . 通 过 求解 该 方程 
我 们 可 以 预测 开关 合 上 后 的 电流 将 会 怎样 

试 利 用 相 直线 分 析 画 解 曲线 的 略图 ,假设 RL — 电路 的 开关 是 在 
; = 0 时 刻 合 上 的 . 当 ; — o 时 电流 将 会 怎样 ?这 个 极限 值 称 为 稳 态 解 ， 第 19 题 图 


. 洗 发 液 中 的 珍珠 ”假设 一 颗 珍珠 正在 像 洗 发 液 那样 稠 的 液体 中 下 沉 ,其 摩擦 力 和 下 沉 方 向 相反 ,大 小 与 


下 沉 速度 成 正比 .假设 洗 发 液 还 有 浮力 作用 阻止 珍珠 下 沉 . 按 照 阿 基 米 德 (Archimedes) 原理 浮力 等 于 和 珍 
珠 同 样 体积 的 洗 发 液 的 重量 .用 m 记 珍 珠 的 质量 ,并 用 P 记 当 珍 珠 下 沉 时 和 珍珠 同体 积 的 洗 发 液 的 质量 ， 
完成 以 下 各 步 . 

(a) 画 一 个 如 同 图 3.35 那样 的 表示 珍珠 下 沉 时 作用 在 珍珠 上 的 力 的 草图 . 

(b) 用 "(#) 表示 珍珠 的 速度 , 它 是 t 的 函数 . 写 出 对 下 降 物体 的 速度 建立 模型 的 微分 方程 . 

(c) BERR v Alo" 正 负 号 的 相 直 线 . 

(d) 画 有 代表 性 的 解 曲线 的 略图 . 

(e) 珍珠 的 终极 速度 为 多 少 ? 
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建 模 和 最 优化 


来 自 商 业 和 工业 的 例子 。 来 自 数学 和 物理 学 的 例子 。 Fermat( 费 马 ) 原理 和 Snell( 斯 奈 
尔 ) 定律 。 来 自 经 济 学 的 例子 。 用 可 微 滔 数 对 离散 现象 进行 建 模 


”最 优化 某 个 东西 意 即 极 大 化 或 极 小 化 该 东西 的 某 个 方面 . 什么 是 所 生产 的 最 能 获 利 的 产 
品 的 尺寸 ?什么 是 花费 最 小 的 油 负 的 形状 ?我 们 能 从 直径 为 12 英寸 的 圆 木 切割 成 什么 样 的 最 
不 易 弯曲 的 梁 ? 在 用 函数 来 描述 我 们 感 兴趣 的 事物 的 数学 模型 中 ,我 们 是 通过 求 得 可 微 函 数 的 
最 大 值 和 最 小 值 来 回答 这 样 的 问题 的 . 

为 说 明 这 个 问题 ,假设 一 位 贮藏 顶 的 制作 者 用 外 面 买 来 的 材料 制作 顾客 定做 的 家 具 . 她 有 
一 个 每 天 制作 5 件 的 合同 ,这 也 是 她 的 容量 了 . 对 她 要 用 的 每 一 件 原材料 ,她 要 决定 每 次 送 多 
少 原材料 以 及 多 长 时 间 送 一 次 .每 送 一 次 货 她 要 付 的 费用 与 送 多 少 原材料 无 关 , 而 且 她 可 以 租 
用 一 个 存放 多 少 原材料 都 可 以 的 货场 .她 分 析 如 果 一 种 特定 材料 的 运送 费用 贵 而 贮存 费用 低 
的 话 ,那么 运 货 次 数 应 该 少 一 点 而 贮存 得 多 一 点 . 另 一 方面 ,如 果 运 送 费用 低 而 贮存 费用 贵 的 
话 , 运 货 次 数 应 多 一 点 而 贮存 得 少 一 点 .但 是 ,每 种 原材料 的 货运 和 贮存 的 可 能 组 合 的 最 小 费 
用 是 多 少 呢 ? 我 们 将 在 下 一 节 中 回答 这 个 问题 . 


来 自 商 业 和 工业 的 例子 
例 1( 制 作 盒子 ) 通过 从 12 英 寸 x12 英 寸 的 方形 马口铁 的 四 角 切 去 全 等 的 四 个 小 正方 形 
再 把 四 边 向 上 折 起 制作 成 一 只 无 盖 的 方 盒子 .从 四 个 角 要 切 掉 多 大 的 正方 形 才能 使 方 盒子 装 
得 尽 可 能 多 ? 
解 ”我 们 先 从 一 个 图 形 开始 (图 3.43). 图 中 四 个 角 处 的 正方 形 的 边 长 为 x. 盒子 的 体积 
就 是 变量 x 的 函数 ; 
V(x) = x(12 -2x) = 144x - 48x2 + 4x2. V= 高 x 长 x 宽 


(a) (b 


图 3.43 ”由 四 角 切 去 正方 形 的 马口铁 制 成 的 无 盖 方 盒子 .( 例 1) 
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因为 原 马 口 铁 皮 的 边 长 只 有 12 英寸 长 ,所 以 x 和 6 从 而 了 的 定义 域 为 区 间 0 < x < 6. 
V 的 图 形 (图 3.44) 表明 体积 在 x = 0 和 % = 6 时 取 最 小 值 而 在 x = 2 附近 取 到 最 大 值 . 
为 了 知道 得 更 多 ,我 们 考察 V 关于 x 的 一 阶 导数 : 


dK -144 - 96x + 12x? = 12(12 - 8x + x?) 


=12(2 — x)(6 — x). 
两 个 零点 x = 2 和 x = 6 中 只 有 >x = 2 是 函数 定义 域 的 内 点 ,从 而 是 临界 点 .Y 在 临界 点 和 两 
个 端点 处 的 值 为 
在 临界 点 处 的 值 : V(2) = 128 
在 端点 处 的 值 : V(O) = 0， V(6) = 0 
最 大 体积 为 128 英寸 ;. 切 掉 的 小 正方 形 的 边 长 应 为 2 英寸 . _| 


最 大 值 


y= x(12 — 2x)2, 


= 0<x<6 
h 
最 小 值 
2 hx 
不 按 比例 标记 
图 3.44 。 图 3.43 中 盒子 的 体积 图 示 为 * 的 函数 . 图 3.45” 当 hh = 2r 时 这 个 容量 为 


1 升 的 油 负 用 的 材料 最 省 . 


例 2( 离 效 油 铅 的 设计 ) ”你 被 要 求 设计 一 个 容量 为 1 升 形状 如 直 圆 柱 的 油 饶 ( 图 3.45) . 什 
么 样 的 尺寸 用 的 材料 最 少 ? 
解 RER: WMR > 和 户 都 以 厘米 计 ,那么 以 厘米 : 计 的 体积 为 
xr’h = 1000. 17t = 1000 厘米 
饶 的 表面 积 :4 =2rr +2x rh 


—— 
+ F 398] E tt se 
洲 的 面积 侧面 积 


我 们 怎样 解释 “最 少 的 材料 ”的 意思 ?一 种 可 能 性 是 忽略 材料 的 厚度 以 及 制造 中 浪费 的 材 
料 . 然 后 我 们 在 满足 约束 xrh”= 1000 的 条 件 下 求 使 总 的 表面 积 尽 可 能 小 的 r 和 %h 的 尺寸 .( 题 
17 描述 了 把 废料 考虑 在 内 的 一 种 方法 .) 
模型 ”为 把 表面 积 表 为 单个 变量 的 函数 ,我 们 从 nh = 1000 中 解 出 一 个 变量 并 代 人 表 
面积 的 表示 式 . 解 出 h 比较 容易 一 点 : f 
j ts 


xr 


因此 
A =2xr2 + 2xrh 
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> 1000 
= 2Tr + 2r7| — ) 


Tr 


=2rr + 2000 


解析 地 求解 ”我 们 的 目标 是 求 使 4 的 值 最 小 的 + > 0. 图 3.46 表示 这 个 值 是 存在 的 . 


图 3.46 4 = 2xr? + 2000/r 的 图 形 是 四 向 上 的 . 


从 图 形 注意 到 对 小 的 r( 高 而 罕 的 容器 , 像 一 段 管子 ) ,2000/r 这 项 起 主导 作用 而 且 4 大 .对 
大 的 r( 扁 而 宽 的 容器 , 像 一 张 比萨 饼 ),2xr? 这 项 起 主导 作用 而 且 4 BRA. 
因为 对 r > 0( 一 个 没有 端点 的 区 间 )4 可 微 ,因此 只 能 在 一 阶 导数 为 零 的 x 值 处 取 到 最 小 值 . 


dA _ x, _ 2000 
dr T Tr — r 
0 = 4xrr - 2000 $ dA/dr = 0 
r 
4xr’ = 2000 RA r 


ERA 
rsa p = 5.42 解 出 r 


E r = V500/xz= 处 发 生 了 什么 事情 ? 
如 果 4 的 定义 域 是 一 闭 区 间 ,我 们 可 以 通过 求 在 临界 点 和 端点 处 4 的 值 并 进行 比较 来 求 
得 最 小 值 .但 现在 4 的 定义 域 是 一 开 区 间 . 所 以 我 们 必须 知道 在 r = 500j 处 4 的 图 形 的 形 
状 是 什么 样 的 .二 阶 导数 
dA 4000 


= 4n + 3 
r 


dr? 
在 整个 4 的 定义 域 上 为 正 .所 以 4 的 图 形 四 向 上 ,从 而 4 在 + = Z/500Zz 处 的 值 是 绝对 最 小 值 . 
相应 的 h 值 (稍为 做 一 点 代数 计算 ) 为 


N x 


= > = 


Tr 
解释 所 用 材料 最 省 的 容量 为 1 升 的 铅 的 尺寸 是 使 高 等 于 直径 ,其 中 +r ~ 5.42 厘米 而 
h = 10.84 厘米 . | 
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CD-ROM 求解 最 大 - 最 小 问题 的 步骤 

WEBsite 第 1 步 : 了 解 问题 ”和 仔细 阅读 问题 .明确 为 解决 该 问题 你 所 需要 
历史 传记 的 信息 .什么 是 未 知 量 ?什么 是 给 定 的 ?什么 是 要 求 的 ? 
Marin Mersenne 第 2 步 :研制 一 个 该 问题 的 数学 模型 画图 并 标 出 对 该 问题 来 


(1388 — 1649) 说 是 重要 的 部 分 .引入 一 个 变量 来 表示 要 最 大 化 或 最 小 
化 的 量 .利用 该 变量 写 出 一 个 函数 /, 其 极 值 给 出 要 求 
的 信息 : 


第 3 步 : 求 该 函数 的 定义 域 ”确定 变量 的 哪些 值 对 该 问题 是 有 
意义 的 .如 果 可 能 画 函 数 的 图 形 . 

第 4 步 : 识 别 临界 点 和 端点 ” 求 导数 为 零 或 导数 不 存在 的 点 . 
利用 你 所 知道 的 有 关 函 数 形状 的 知识 以 及 问题 的 物理 
意义 .利用 一 阶 和 二 阶 导 数 来 识别 临界 点 (f= 0 或 不 
存在 的 点 ) 并 进行 分 类 . 

第 5 步 :求解 该 数学 模型 ”如 果 对 结果 不 太 有 把 握 ,用 不 同 的 
方法 求解 以 支持 和 确认 你 得 到 的 解 . 

第 6 步 : 对 解 进行 解释 ”把 数学 的 结果 翻译 到 原来 设 定 的 问题 
并 确定 所 得 结果 是 否 有 意义 . 


来 自 数学 和 物理 学 的 例子 

例 3( 内 接 和 矩形 ) ”一 个 矩形 内 接 于 一 个 半径 为 2 的 半圆 .矩形 可 
以 达到 的 最 大 面积 为 多 少 , 和 矩形 的 尺寸 是 什么 ? 

解 

RE Bla F 浆 ) 是 把 半圆 和 矩形 放 在 坐标 y 
平面 上 得 到 的 矩形 的 角 点 的 坐标 (图 3.47). 于 是 矩形 
的 长 .高 和 面积 可 以 用 和 矩形 右 下 角 点 的 位 置 x 表 出 : 

长 :2x， 高 :V4 - x*， 面积 :2x . V4 - x2. 
注意 x 的 值 位 于 区 间 0 < x < 2 中 ,这 是 从 我 们 所 选 的 
和 矩形 的 角 点 的 位 置 求 得 的 . 

现在 ,我们 的 数学 肯 标 就 是 求 连续 函数 

Alx) = 2x V4- xi 

在 定义 域 [0,2] 上 的 绝对 最 大 值 . 图 3.47 3 中 的 矩形 和 半圆 . 

识别 临界 点 和 端点 

导数 


在 x = 2 处 没有 定义 ,而 且 
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-2x i 
—— +2 (/4- x° =0 
x 2 


4— x 
- 2x2 + 2(4 - x°) =0 两 边 同 乘 V 4 - 2 
8 - 4x° = 0 
x =2 
x = 土 V2 


4 x =+ 上 V2 时 4(x) = 0. 两 个 零点 x =V2 和 xy = -2 中 只 有 xx =v2 是 4 的 定义 域 的 内 点 ， 
从 而 是 一 临界 点 .4 在 端点 以 及 一 个 临界 点 处 的 值 为 
在 临界 点 的 值 : 4(.) = 2V2 V4-2 = 4 
在 端点 的 值 : 4(0) = 0， 4(2) = 0. 
解释 ” 当 和 矩形 高 为 /4 - = V2 单位 以 及 长 为 2x = 272 时 面积 达到 最 大 值 4.  _| 


Fermat 原理 和 Snell 定律 


光速 依赖 于 光 所 经 过 的 介质 ,在 称 密 介质 中 光速 会 慢 下 来 .在 真空 中 , 光 以 速度 c= 3 x 
10" 米 / 秘 行进 ,但 在 地 球 的 大 气 层 中 它 的 行进 速度 稍 慢 于 这 个 速度 ,而 且 在 玻璃 中 会 更 慢 -- 
点 (大 约 为 c 的 三 分 之 二 左右 ). 

光学 中 的 Fermat 原理 说 光 永远 以 速度 最 快 (时 间 最 短 ) 的 路 径 行进 .这 个 观察 结果 使 我 们 能 
预测 光 从 一 种 介质 (例如 说 空气 ) 中 的 一 点 行进 到 另 一 种 介质 (例如 说 玻璃 和 水 ) 中 一 点 的 路 径 . 


例 4( 求 光线 的 路 径 ) ” 求 一 条 光线 从 光速 为 c, 的 介质 中 的 点 A 


= ü 穿 过 平 直 界面 行进 到 光速 为 c 的 介质 中 点 B HRB. 
+ 历史 传记 RO 因为 光线 从 4 到 8B 会 按 最 快 的 路 径 行进 ,所 以 我 们 寻求 使 
Willebrod Snell 行进 时 间 最 短 的 路 径 . 
van Royen 模型 ” 我们 假定 4 和 8 位 于 x yy 平面 而 且 两 种 介质 的 分 界线 为 
(1580 1626) x 轴 ( 图 3.48). 


在 均匀 的 介质 中 光速 不 变 , “最短 时 间 ” 意 即 “ 最 短路 径 ” ,而 且 光 
线 遵 循 直 线路 径 行进 .由 此 ,从 A 到 8 的 路 径 由 从 4 到 边界 点 P 的 线 
段 , 紧 接 着 从 P 到 8B 的 另 一 个 线段 组 成 .由 距离 等 于 速率 乘 时 间 的 公 
式 ,我 们 有 


d S š m S 
一 折射 角 


图 3.48 。” 当 光线 从 一 种 介质 行 
进 到 另 一 种 介质 时 它 折 射 了 
B (从 原来 的 路 径 偏 移 了 ).( 例 4) 
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; 距离 
所 以 ,光线 从 4 行进 到 P 所 需要 的 时 间 为 
_ 4P _ a + x2 
O T cl Ë 


从 PP 到 B 所 需 时 间 为 | 
PB _ / b + (d - x)° 


C2 C2 


则 从 4 到 8 的 时 间 为 此 二 者 之 和 


Jes Vald- 
ci C2 
这 个 方程 把 i 表 为 x 的 一 个 可 微 函 数 ,其 定义 域 为 闭 区 间 [0, 4d], 而 我 们 要 求 的 就 是 在 该 闭 区 
jJ F + 的 绝对 最 小 值 . 
识别 临界 点 和 端点 RIR 
dt 


t= tí + t = 


d - x 


于 -= — — — - ——— —. (1) 
dx ¿Vara c V b + (d - xr) 
用 图 3.48 中 的 角 0 和 0 来 表示 ,得 到 
dt sn sin 0, 
dx c — e ` 
我 们 从 方程 (1) 可 以 知道 在 x = 0 处 ,dt/dx < 0, 而 
在 x = d 处 ,di/dx > 0. 由 此 得 到 在 x =0 和 x = d n x 
之 间 的 某 x = xo 处 di/dx = 0( 图 3.49). 这 样 的 点 只 Pa Pa 
有 一 个 ,因为 dt/dx 是 增 函数 ( 题 58). 在 x = xo 处 — s ss. 
sin0 sin 0, 0 a 
cl Ë: c, ` 


图 3.49 例 4 中 dixdx 的 正 负 号 模式 . 
这 个 方程 就 是 Snell 定律 或 折射 定律 . 


解释 ”我 们 的 结论 是 :光线 遵循 的 路 径 是 由 Snell 定理 描述 的 路 径 .图 3.50 说 明了 对 空气 


图 3.50 ”对 室温 下 的 空气 和 水 ,光速 比 为 
1.33, 从 而 Snell 定律 变 成 
sin 0, = 1.33sin 0,. 
在 这 张 实验 室 的 照片 中 ， 
0, = 35.5°,0, = 26°. 
而 
(sin 35.5°/sin 26°) = 0.581/0.438 ~ 1.33, 
和 预测 值 相同 . 
这 张 照 片 还 说 明了 反射 角 = 入 射 
角 .( 题 40) 
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和 水 的 情形 . 


来 自 经 济 学 的 例子 


| 


以 下 我 们 让 指出 微 积 分 在 经 济 理论 的 应 用 中 的 男 外 两 个 方面 .第 一 个 是 有 关 最 大 利润 的 


问题 .第 二 个 是 有 关 最 小 平均 成 本 的 问题 . 
假设 
r(x) = 卖 出 x 件 产 品 的 收入 
c(x) = 生产 这 件 产品 的 成 本 
p(x) =r(x)-— elx) = 卖 出 * 件 产品 的 利润 . 
在 这 个 生产 水 平 (x 件 产品 ) 上 的 边际 收入 .边际 成 本 和 边际 利润 为 
d de 


q = 边际 收入 ， 9 = 边际 成 本 ， P = 边际 利润 
x x “qx 


第 一 个 结果 是 关于 p 和 这 些 导 数 的 关系 的 . 


定理 6 最 大 利润 
在 给 出 最 大 利润 的 生产 水 平 上 .边际 收入 等 于 边际 成 本 . 


证 明 我们 假设 r(x) M elx) 对 一 切 x > 0 可 微 ,所 以 如 果 p(x) = r(x) - c(x) RE 
最 大 值 ,那么 它 一定 在 使 p'(x) = 0 的 生产 水 平 处 取 到 .因为 p(x) = r(x) -ce(x), 所 以 


p(x) = 0 843838 
r(x)-ce(x)=0 或 r(x) = c'(x). 
图 3.51 对 这 种 情形 给 出 了 更 多 的 信息 . 


< 


成 本 曲线 c(x) 


1E 收入 曲线 ro 


I 
i] 
! 
I 
1 
j 


>x 


0 所 生产 产品 的 件数 水 平 再 次 变 成 无 利 可 图 . 


图 3.51 典型 的 成 本 函数 的 图 形 ,开始 为 
四 向 下 稍 后 变 成 止 向 上 , 它 在 不 到 不 亏 点 
B 处 穿 坟 收入 曲线 .在 B 的 左边 ,公司 在 
亏损 情况 下 运作 .在 B 的 右边 ,公司 在 有 
最 大 利润 (x) = ro) 利润 的 情况 下 运作 ,在 ce (x) = r(x) 的 x 
处 达到 最 大 利润 .再 往 右 ,成 本 超过 了 利 

I _ 润 ( 也 许 是 因为 劳动 力 和 原材料 的 涨 价 以 

损失 的 局 部 级 大 值 ( 最 小 利润 )， cf = r'(x) 及 市 场 饱和 的 组 合 因素 造成 的 ) 从 而 生产 


从 这 些 观察 结果 我 们 得 到 什么 样 的 指引 呢 ? 我 们 知道 在 p a) = 0 的 生产 水 平 不 一 定 是 
利润 最 大 的 生产 水 平 . 它 可 能 是 ,例如 说 ,利润 最 小 的 生产 水 平 . 但 是 ,如 果 我 们 正在 为 我 们 的 
公司 作 财务 规划 的 话 ,我 们 应 该 寻求 边际 成 本 看 来 是 等 于 边际 收入 的 生产 水 平 .如 果 存 在 一 个 


利润 最 高 的 生产 水 平 的 话 , 它 就 是 这 些 生 产 水 平 中 的 一 个 . 
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例 $( 极 大 化 利润 ) ”假设 r(x) = 9x Miela) = x -6x + 15x, HP x RIR TIF i. je 
否 存 在 一 个 能 最 大 化 利润 的 生产 水 平 ? 如 果 存 在 的 话 , 它 是 什么 ? 
解 ”注意 到 (x) = 9 c (x) =3x — 12x + 15. 
3x* -~ 12x + 15 =9 D c'(a) = r(x) 
3x? -12x + 6 =0 
这 个 二 次 方程 的 两 个 解 为 


12 - V72 
6 


= 2 -V2 =0.586 以 及 x; = = 2+V2 = 3.414. 


Xl = 


12 + V72 
6 


可 能 使 利润 最 大 的 产品 的 水 平 为 x = 0.586 FIFE x = 3.414 FAF. E] 3.52 的 图 形 表明 在 x = 
3.414 处 (在 该 处 收入 超过 成 本 ) 达到 最 大 利润 而 最 大 亏损 发 生 在 大 约 x = 0.586 的 生产 水 平 
上 . d 


—> < 


362 . 
c(x)= x? ~ 6x2+15x y 5000 + 25x 


x 


c(x) = 


成 本 


局 部 最 大 亏损 ! 
i 
0 2- 2 2+2 Y x 最 小 周期 长 * 
不 按 比例 标记 
图 3.52 例 5 中 的 成 本 和 收入 曲线 . 图 3.53 每 天 的 平均 成 本 c( x) 是 双 曲 线 


和 线性 函数 之 和 .( 例 6) 


例 6( 极 小 化 成 本 ) ”在 本 章 的 引言 中 ,我 们 考虑 过 利用 原材料 生产 5 件 家 具 的 贮藏 橱 制作 
者 .假设 一 种 特定 的 外 来 的 木材 的 运送 成 本 为 5000 美元 ,而 贮存 每 个 单位 材料 的 贮存 成 本 为 
10 美元 ,这 里 的 单位 材料 指 的 是 她 制作 一 件 家 具 所 需 的 原材料 的 量 . 为 使 她 在 两 次 运送 期 间 
的 制作 周期 内 平均 的 每 天 成 本 最 小 ,每 次 她 应 该 订 多 少 原材料 以 及 多 长 时 间 订 一 次 货 ? 

解 

模型 ”如果 她 要 求 每 x 天 送 一 次 货 , 那 么 为 在 运送 周期 内 有 足够 的 原材料 她 必须 订 5x 单 
位 材料 .平均 贮存 量 大 约 为 运送 数量 的 一 半 , 即 5x /2. 因 此 每 个 运送 周期 内 的 运送 和 贮存 成 本 
大 约 为 

每 个 周期 的 成 本 = 运送 成 本 + 贮存 成 本 


每 个 周期 的 成 本 =5000 + (学) -x ._10 


一 一 2 —— —— 
运送 —— 贮存 每 天 的 
成 本 每 天 平均 天 数 贮存 成 本 
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我 们 通过 把 每 个 周期 的 成 本 除 以 该 周期 的 天 数 算得 每 大 的 平均 成 本 c(x) (参见 图 3.53). 
5000 
e( x) = ` 
x 


当 x 一 0 和 x 一 % 时 每 天 的 平均 成 本 变 大 .所 以 我 们 预期 最 小 值 是 存在 的 ,但 是 在 哪里 取 到 
呢 ? 我 们 的 日 的 是 要 确定 能 给 出 绝对 最 小 成 本 的 两 次 运送 之 间 的 天 数 x. 
识别 临界 点 ”我们 通过 确定 使 导数 等 于 零 的 点 来 求 得 临界 点 : 


c' (x) =— — +25 = 0 
x 


+25x, x > 0. 


x = * V200 = + 14.14. 
两 个 临界 点 中 ,只 有 v200 E fE c( x) 的 定义 域 中 .每 天 的 平均 成 本 的 临界 点 处 的 值 为 


e( 200) = Sg + 25 V 200 = 500/2 ~ 707.11 美元 


我 们 要 指出 ,c(x) 定义 在 开 区 间 (0,w) 上 ,其 二 阶 导 数 ce"(x) = 5000/x) > 0. 因此 在 x = 
v 200 = 14.14 天 处 取 到 绝对 最 小 值 . 
解释 ”贮藏 橱 制作 者 应 安排 每 隔 14 天 运送 外 来 的 木材 5(14) = 70 单位 材料 . 


i 
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也 许 你 们 想 知 道 为 什么 我 们 可 以 用 可 微 丽 数 c(x) 和 r(x) 来 描述 只 能 用 整数 米 表示 的 生 
产 出 的 产品 件数 x 的 成 本 和 收入 ,以 下 就 是 理由 . 

当 x 很 大 时 ,我 们 可 以 用 不 仅 定义 在 x 的 整数 值 而 且 也 定义 在 整数 之 间 一 切 值 上 的 光滑 
RR cC) 和 r(x) 合理 地 拟 合成 本 和 收入 .一 旦 我 们 有 了 这 些 可 微 函数 ,假定 它们 的 性 态 很 像 
当 * 是 整数 时 的 实际 的 成 本 和 收入 ,我 们 就 可 以 用 微 积分 对 c(x) 和 r(x) 的 值得 出 各 种 结论 . 
然后 我 们 把 这 些 数学 结论 翻译 成 我 们 希望 会 给 出 预测 值 的 有 关 实 际 问题 的 各 种 推断 . 当 我 们 
这 样 做 的 时 候 ,就 像 我 们 在 这 里 对 经 济 学 理论 所 作 的 那样 ,我 们 说 这 些 函 数 给 出 了 实际 问题 的 
很 好 的 模型 . 

当 我 们 的 计算 结果 告诉 我 们 最 优 解 的 > 值 不 是 整数 时 我 们 该 怎么 办 呢 ? 在 例 6 中 ,如 果 在 
两 次 运送 间 的 天 数 必 须 是 整数 以 及 某 些 材料 的 进货 必须 是 按 批 算 的 时 候 ,那么 我 们 必须 对 答 
案 进行 伟人 .我 们 应 该 向 下 或 是 向 上 伟人 呢 ? 即 在 两 次 运送 问 的 最 优 时 间 ( 天 数 ) 的 邻近 ,成 本 
的 变化 对 两 次 运送 间 的 时 间 是 增加 或 减少 有 多 敏感 ? 


例 7( 最 低 成 本 的 敏感 度 ) ”对 例 6 中 两 次 运送 间 天 数 的 最 优 和解 我 们 应 该 向 上 念 人 还 是 向 
FRA? 
解 如果 我 们 从 14.14 天 向 下 伟人 为 14 天 ,那么 平均 每 天 成 本 将 增加 0.03 美元 : 


c(14) = 5000 + 25(14) = 707.14 美元 


而 

e(14) — ce(14.14) = 707.14 - 707.11 = 0.03 美元 
F — AW, e(15) = 708.33 美元 ,如 果 我 们 向 上 伟人 ,那么 我 们 的 成 本 将 增加 708.33 - 707.11 
= 1.22 美 元 .因此 ,向 下 伟人 会 更 好 一 点 .在 题 49 中 要 求 你 对 给 定 任何 材料 运送 和 贮存 成 本 时 
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两 次 运送 之 间 的 最 优 时 间 推 导出 一 个 一 般 的 公式 . | 


习题 3.5 


每 当 你 要 极 大 化 或 极 小 化 一 个 单 变量 函数 时 ,我 们 鼓励 你 在 你 正在 求解 的 问题 的 适当 的 定义 域 上 画 函 数 的 
图 形 .在 你 计算 之 前 ,该 图 形 会 提供 洞察 ,而 且 对 于 理解 你 的 答案 该 图 形 也 提供 了 形象 化 的 背景 . 


几何 中 的 应 用 

. 极 小 化 周 长 。” 面积 为 16 英寸 ? 的 矩形 的 最 小 可 能 的 周 长 是 什么 , 它 的 尺寸 是 多 少 ? 

-RER ”证明 在 周 长 为 8 米 的 所 有 和 矩形 中 ,面积 最 大 的 是 正方 

形 . 

3. AREE — 右 图 展示 的 是 斜 边 为 2 的 等 边 直角 三 角形 内 的 内 
接 和 矩形 (如 右 图 所 示 ). 

(a) 把 点 P hy 坐标 用 * 表示 出 来 . (提示: 写 出 AB 的 方程 .) 
(b) 把 矩形 的 面积 用 x 表示 出 来 . 
(c) 王 形 可 能 有 的 最 大 面积 为 多 大 ,尺寸 是 什么 ? 

4. EKER — SHE x 轴 上 的 矩形 , 它 的 上 面 两 个 顶点 在 抛物 线 
y = 12- x** 上 .和 矩 形 可 能 有 的 最 大 面积 为 多 大 ,尺寸 是 什么 ? 

5. RERI 你 正 计 划 从 8 英寸 x 15 英寸 的 一 张 硬 纸板 上 在 四 
个 角 切 去 全 等 的 正方 形 再 往 上 折 起 构成 一 个 无 盖 的 长 方 盒子 .用 这 种 方法 做 得 的 体积 最 大 的 盒子 的 尺寸 
(K.R A) 是 什么 ,体积 为 多 大 ? 

6. 隔离 第 一 象限 ”你 正 计划 用 从 (a,0) 到 (0,8)20 单 位 长 的 线段 把 第 一 象限 割 离 出 一 个 角 . 试 证 明 由 这 个 线 

段 割 离 出 来 的 三 角形 的 面积 当 a= b HAAK. 
. 最 佳 围栏 规划 一 块 和 矩形 的 农田 ,一 边 靠 河 , 另 三 边 用 单 股 的 电线 围栏 围 起 来 .800 米 长 的 电线 由 你 支配 ， 
你 能 围 起 来 的 最 大 矩形 面积 为 多 少 , 抢 形 的 尺寸 是 什么 ? 

8. 最 短 的 篇 多 一块 面积 为 216 米 * 的 矩形 琉 豆 地 用 篇 爷 围 起 来 并 且 用 平行 于 其 一 边 的 另 一 条 篇 斧 把 驴 豆 地 
分 割 成 两 个 相等 的 部 分 .要 使 篇 多 总 长 最 小 的 外 和 矩形 的 尺寸 是 什么 ?要 用 多 少 篇 管 ? 

9. 不 锈 钢 桶 的 设计 ”你 的 铁 工 厂 已 经 和 制造 厂 签署 了 一 个 为 该 厂 设计 和 制造 500 英 尺 ? 容 量 的 底 为 正方 形 的 
无 盖 长 方 体 桶 .该 桶 是 把 薄 不 锈 钢板 沿 正方 形 的 边 焊 接 而 成 的 .作为 制造 工程 师 ,你 的 工作 是 找 出 使 桶 的 
重量 尽 可 能 轻 的 底 和 高 的 尺寸 . 

(a) 你 告诉 工厂 要 采用 的 尺寸 是 什么 ? 
(b) 为 学 而 写 简单 地 叙述 一 下 你 是 怎么 考虑 重量 的 . 

10. 收集 雨水 。 要 建造 一 个 顶部 和 地 面 齐 平 , 底 是 边 长 为 < 英尺 的 正方 形 , 深 为 y 英 尺 的 容量 为 1125 英尺 ;的 
收集 两 水 的 无 盖 水 池 . 其 成 本 不 仅 和 建造 池子 所 用 的 材料 有 关 , 而且 和 与 乘积 x y 成 正比 的 开 挖 成 本 有 
关 ， 

(a) 如 果 总 成 本 为 


N = 


一 1 0 x LN 


~“ 


c = 5(4° + 4x y) + 10x y, 
使 成 本 最 小 的 x 和 y 为 多 大 ? 
(b) 为 学 而 写 — 试 给 出 (a) 中 成 本 函数 的 可 能 的 设想 方案 . 
U. 海报 尺寸 设计 ”你 正在 设计 一 张 长 方形 海报 ,包括 50 英寸 的 印刷 内 容 以 及 上 .下 底 各 4 英寸 的 页 边 空 
白 , 左 右 两 边 各 2 英寸 的 页 边 空白 .什么 样 的 总 的 尺寸 能 使 用 的 纸 量 最 少 ? 
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12. 内 接 圆锥 — 求 左 下 图 所 示 半 径 为 3 的 最 大 的 内 接 直立 圆锥 的 体积 . 


== 


= | + —— 
= 10 英 寸 底 r. | 
x | Į | E | - š 
15 英寸 = 
第 12 题 图 第 16 题 图 


13. RAE ”三 角形 的 两 边 的 边 长 为 a 和 ,其 夹 角 为 0. 什么 样 的 0 值 能 使 三 角形 的 面积 最 大 ?( 提 示 :4 = 
(1/2) ab sin 0.) 
14. 抠 的 设计 ”容量 为 1000 Jl 363 B) E: Et 5: $e BJ 3 S Ë xF [B] HE J sË 85) X YENA? B| 2 rh 89 #58 REITER. 
15. 铅 的 设计 ”你 正在 设计 一 个 容量 为 1000 厘 米 的 直 圆 柱 形 饶 , 它 的 制造 要 考虑 材料 的 损耗 .切割 做 侧面 的 
铝 片 时 材料 没有 损耗 ,但 上 、 下 底 r 为 半径 的 圆 片 是 从 边 长 为 2r 的 正方 形 铝 片 切 出 的 .所 以 所 用 的 银 片 总 
量 为 
A = 8r? + 2xrh 
而 不 是 例 2 中 的 4 = 2xr + 2xrh. 例 2 中 高 和 半径 之 比 为 2:1. 现 在 的 情况 ,高 和 半径 之 比 为 多 少 ? 
E is 设计 带 盖 的 盒 于 ”一块 10 英 寸 x15 英 寸 的 硬 纸板 .两 个 相同 的 正方 形 从 如 右上 图 所 示 的 10 英寸 边 长 
的 两 角 切 去 .两 个 同样 的 矩形 从 另 两 个 角 切 去 使 凸 出 部 分 如 图 折 起 来 能 做 成 一 个 带 盖 的 长 方 盒 子 . 
(a) 写 出 盒子 体积 Va) WAR. 
(b) 求 本 问题 情形 中 了 的 定义 域 并 在 该 定义 域 范围 内 画 Y 的 图 形 . 
(e) 用 图 形 法 求 最 大 可 能 的 体积 以 及 给 出 该 体积 的 * (Ë. 
(d) 解析 地 确证 你 在 (c) 中 得 到 的 结果 . 
E 17. 箱子 的 设计 一块 24 英 寸 x 36 英 寸 的 硬 纸 板 折 成 两 半 ,形成 附 图 所 示 的 24 英 寸 x 18 英寸 的 矩形 . 然 
后 从 折 出 的 插 形 的 四 个 角 切 去 边 长 为 x 的 全 等 正方 形 . 再 展开 硬 纸板 ,把 6 个 凸 出 部 分 折 起 形成 一 只 
有 边 和 盖 的 盒子 . 
(a) 写 出 盒子 体积 V(x) 的 公式 . 
(b) 求 本 问题 情形 中 的 定义 域 并 在 该 定义 域 范围 内 画 V 的 图 形 . 
(c) 用 图 形 法 求 最 大 可 能 的 体积 以 及 给 出 该 体积 的 x 值 . 


沿 虚线 折纸 板 
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(d) 解析 地 确证 你 在 (ec) 中 得 到 的 结果 . 
(e) 求 给 出 体积 为 1120 英寸 ;的 x 值 . 
O 为 学 而 写 “” 写 一 段 描述 (b) 中 提出 的 问题 的 短文 . 
18. AREE ”和气 形 内 接 于 曲线 y = 4cos(0.5x) 从 x = - = # + = 的 弧 下 .具有 最 大 面积 的 矩形 的 尺寸 是 
什么 ,最 大 面积 为 多 少 ? 
19. 极 大 化 体积 — 求 能 内 接 于 半径 为 10 厘米 的 球 内 的 最 大 可 能 体积 的 直 圆 柱 体 的 尺寸 .最 大 体积 为 多 少 ? 
20. (a) 仅 当 盒子 的 长 度 和 腰围 (围绕 长 度 , 见 下 左 图 ) 之 和 不 超过 108 英 寸 时 ,美国 的 邮局 才 接 受 国 内 投递 . 正 
方形 端面 的 长 方 体 盒子 的 什么 样 的 尺寸 能 使 其 体积 最 大 ? 
NWO) 画 这 个 108 英寸 盒子 (长 加 上 腰围 等 于 108 英 寸 ) 的 体积 作为 长 度 的 函数 的 图 形 ,并 与 你 在 (a) 中 的 答案 


进行 比较 . 
腰围 = 围绕 长 度 PHH 
KARO | | À 
| 
> 下 方形 端面 | us 
第 20 题 图 第 21 题 图 第 22 题 图 
21. ( 题 20 的 继续 ) 
(a) 假设 合子 不 是 正方 形 端面 而 是 正方 形 侧面 ,因而 其 尺寸 为 hx 上 xw, 而 腰围 为 2h +2w( 见 上 中 图 ). 什 
么 尺寸 能 给 出 最 大 体积 ? 


E] (b) 画 体 积 作为 h 的 函数 的 图 形 , 并 与 你 在 (a) 中 的 答案 进行 比较 . 

22. 设计 窗户 ”窗户 的 形状 为 矩形 上 面 有 一 个 半圆 ( 见 右上 图 ) .矩形 部 分 是 透明 玻璃 ;而 半圆 部 分 是 着 色 玻 
璃 ,只 能 透 过 透明 玻璃 能 透 过 的 光线 的 一 半 . 整 个 周 长 是 固定 的 . 求 能够 透 过 最 多 光线 的 窗户 的 半圆 和 和 矩 
形 部 分 所 占 的 比例 .忽略 窗 框 的 厚度 . 

23. 建造 谷 仓 。 建造 一 个 下 部 为 圆柱 上 部 为 半球 形状 的 谷 仓 (不 包括 底部 ) .就 每 平方 英尺 表面 的 建造 成 本 而 
言 ,半球 的 成 本 为 贺 柱 侧 表面 成 本 的 两 倍 .如果 体积 一 定 , 试 决定 使 建造 成 本 最 小 的 尺寸 . 忽略 谷 仓 的 厚 
度 以 及 建造 中 材料 的 损耗 . 

24. KAE 。 要 建造 的 (水 ) 槽 的 形状 及 尺寸 如 下 图 所 示 . 只 有 角度 可 以 改变 .什么 样 的 g 可 使 (水 ) 槽 的 体积 


最 大 ? 
Tv Z 


kI 
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25. 折纸 (2 - 3 人 结 组 一 起 做 ) ”8.5 英寸 x 11 英 寸 矩 形 的 纸 片 放 在 平坦 的 面 上 .如 下 图 所 示 把 一 个 角 ( 通 过 折 


#) 放 到 较 长 的 对 边 上 ,并 保持 纸 片 是 光滑 平坦 的 .问题 是 使 折 痕 的 长 度 尽 可 能 小 .把 长 度 记 为 工 .用 一 张 
纸 来 试 一 下 . 

(a) 证 明 12 = 2x)⁄(2x - 8.5). 

(b) 什么 样 的 * 值 使 [最 小 ? 

(c)L 的 最 小 值 是 什么 ? 


R 


Lx? 


L N R Q (原来 在 4 点 ) 


26. 构建 柱 体 ” 试 比较 下 面 两 个 构建 问题 的 答案 . 


(a) 周 长 为 36 厘米 ,尺寸 为 * 厘米 x y 厘米 的 矩形 片 卷 成 如 左下 图 (a) 所 示 的 圆柱 体 .什么 样 的 x 和 y 值 
能 使 圆柱 体 体 积 最 大 ? 


(b) 同样 的 矩形 片 沿 长 为 y 的 一 边 旋转 扫 出 如 左下 图 (b) 所 示 的 圆柱 体 . 什 么 样 的 x 和 7y 值 能 使 圆柱 体 的 
体积 最 大 ? 


第 26 题 图 第 27 题 图 


. 锥 的 构建 斜 边 为 V3 米 的 直角 三 角形 绕 它 的 一 条 侧 边 旋转 生成 一 个 直 圆锥 . 求 能 使 该 直 圆锥 体积 最 大 的 


半径 、 高 度 和 体积 . 


. 求 参数 值 “a 的 什么 值 能 使 f(x) = x? + (a/x) 


(a) Æ x = 2 有 局 部 最 小 值 ? 
(b) 在 x = 1 有 一 拐点 ? 


. 求 参 数值 HREH f(x) = x? + (a/z) 对 任何 a 值 都 不 可 能 取 到 局 部 最 大 值 . 
. 求 参数 值 “a 和 2 的 什么 样 的 值 能 使 Fz) = x° + ax? + bx 


(a) 在 x = -1 取 到 局 部 最 大 值 而 在 x = 3 处 取 到 局 部 最 小 值 ? 
(b) 在 x = 4 处 取 到 局 部 最 小 值 而 在 x = 1 处 有 一 个 拐点 ? 
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物理 应 用 
31. 垂直 运动 《垂直 运动 物体 的 高 度 由 
s =- 161 +96: + 112 
给 出 ,其 中 以 英尺 计 而 上 以 秒 计 . 求 
(a) 当 ! = 0 时 物体 的 速度 
(b) 物体 的 最 大 高 度 以 及 何 时 达到 
(c) 45 = 0 时 物体 的 速度 . 
32. 最 快 的 路 径 。 Jane 在 离 岸 2 英里 的 船上 ,目的 地 是 从 离 船 最 近 的 点 沿 直 的 海岸 线 往 下 6 英里 处 的 -个 村 
镇 .她 能 每 小 时 划船 2 英里 ,每 小 时 走路 5 英里 .要 在 最 短 时 间 内 到 达 该 村 镇 ,她 的 船 应 在 何 处 靠 岸 ? 
33. 最 短 的 杆 MEIR 8 英尺 高 的 墙 离 建筑 物 27 英尺 , 求 能 从 填 外 地 面 到 建筑 物 边 的 最 短 的 直 杆 . 


t 建筑 物 


8 英尺 高 的 墙 
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Bjo RHEE 短 形 木质 染 的 强度 s 和 其 宽度 与 深度 平方 之 积 成 正比 
WER). 一 一 
rom (a) 求 能 从 直径 12 英寸 的 圆柱 原木 切割 下 来 强度 最 大 的 梁 的 尺寸 ， 
人 G ssms 仿 设 比例 常数 取 作 h = 1. 画 S 作为 梁 的 宽度 4 的 
函数 的 图 形 . 试 把 它 与 你 从 (a) 中 得 到 的 答案 一 致 起 来 . 
(c) 为 学 而 写 ”在 同一 屏幕 上 , 画 S 作为 梁 的 深度 d 的 函数 的 图 
形 ,再 次 假设 4 = 1. 比 较 这 两 个 图 形 以 及 你 在 (a) 中 的 答案 .如 
果 改 变 值 将 会 有 什么 样 的 影响 ? 试 试看 . A 
贺 35. 梁 的 刚度 EPRORE s 和 其 宽度 与 深度 的 立方 之 积 成 正比 . 
carom (a) 求 能 从 直径 12 英寸 的 圆柱 原木 切割 下 来 刚度 最 大 的 梁 的 尺寸 
(U 为 学 而 写 。 假设 比例 常数 = 1, 曾 S 作 为 兴 的 宽度 4 的 丽 数 的 图 形 . 试 把 它 与 你 从 (a) 中 得 到 
的 答案 一 臻 起来， 
(c) 为 学 而 写 ”在 同一 屏幕 上 , 画 S 作为 染 的 深度 4 的 函数 的 图 形 , 再 次 假设 k = 1. 比较 这 两 个 图 
形 以 及 你 在 (a) 中 的 答案 .如果 改变 值 将 会 有 什么 样 的 影响 ? 试 试看 、 
36. 直线 运动 — 两 个 质点 在 MEREEN = sin + fs; = xin(r + 人 3), 其 中 和 ss 以 米 计 而 4 以 秒 计 . 
(a) 在 区 间 0 < : < 2x 中 的 什么 时 刻 两 质点 相遇 ? 
(b) 质点 相距 最 远 的 距离 是 什么 ? 
(c) 在 区 间 0 < + < 2 中 的 什么 时 刻 两 质点 间距 离 变化 最 快 ? 
37. 无 磨擦 的 手 车 ”从 静止 位 置 把 通过 一 个 弹簧 与 墙 相连 的 小 车 拉 出 10 厘米 ( 见 附 图 ) ,然后 在 + = 0 时 刻 松 
开 , 让 小 车 来 回 滚动 4 秒 钟 .小 车 在 1 时 刻 的 位 置 为 ;= 10cos wa. 
(a) 小 车 的 最 大 速度 是 多 少 ? 何 时 小 车 运动 有 这 么 快 ?在 什么 位 置 ?加 速度 的 大 小 为 多 少 ? 
(b) 当 加 速度 达到 最 大 时 小 车 位 置 在 那里 ?小 车 的 速率 为 多 少 ? 
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38. 


39. 


41. 


并 排 挂 着 的 两 块 东 西 “并 排 挂 在 弹簧 下 的 两 块 东 西 的 位 置 分 别 为 
sı = 2sin t #ls;, = sin 21( 如 右 图 所 示 ). 


(a) 在 区 间 0 < 1 中 什么 时 刻 这 两 块 东西 互相 擦 诊 而 过 ?( 提 水 ;sin 21 = = 
= 2sin t cos t.) = = 
(b) 在 区 间 0 < t < 2x 中 何 时 两 者 间 的 距离 最 大 ?距离 为 多 少 ? = = 
(提示 :ecos 21 = 2com t - 1.) = = 
西 条 船 之 间 的 距离 。 正午 时 刻 (12:00) 船 4 EAB 北面 2 海里 处 ， mo T = 
船 4 以 12 节 的 速度 (每 小 时 [海里 ;1 海里 等 于 2000 码 ) 癌 南 行驶 而 © o = 
且 全 大 继续 向 南 行驶 . 船 B 以 8 节 的 速度 向 东 行 驶 而 且 全 大 继续 向 °` 
东 行驶 . . 
(a) 从 正午 + = 0 开始 计算 时 间 JE BB AE S EE KOA + 的 函数 . | 
(b) 正午 时 刻 两 船 间 的 距离 变化 有 多 快 ?- -小 时 以 后 呢 ? ; 


(c) 那天 的 能 见 度 是 5 海 蛙 .两 船 能 互相 看 到 对 方 吗 ? 

(d) 把 作为 上 的 范 数 的 v 和 ds “dt -起 在 -1 和 (过 3 的 范围 内 的 图 形 画 在 一 起 ,如 果 可 能 用 不 同 的 颜色 
Eih. 比较 这 两 个 图 形 并 使 之 与 你 在 (b) 和 (ec) 得 到 的 答案 一 致 起 来 . 

(e) 在 第 -象限 里 ds /di 的 图 形 看 起 来 好 像 有 - -条 水 平 渐 近 线 .这 就 提示 ds /dt 4 r -~ om 时 趋 于 一 个 极 
限 值 .这 个 极限 值 为 多 少 ? 和 船 自身 的 速度 的 关系 是 什么 


. 光学 中 的 Fermat 原理 ”光学 中 的 Fermat 原理 说 光线 从 一 点 到 另 -点 水 远 沿 行 进 时 间 最 短 的 路 径 行进 .如 


下 图 所 示 .从 光源 4 出 发 ,从 一 平面 镜面 反射 到 一 接受 点 B. 试 证 明 对 服从 Fermat 原 理 的 光线 ,人 射 角 一 和 
等 于 反射 角 , 它 们 都 是 从 反射 面 的 法 线 量 起 的 角度 . (这 个 结果 也 可 以 不 用 微 积分 来 导出 .有 一 个 纯 几 何 
的 证 明 ,你 可 能 喜欢 那个 证 明 .) 


法 线 
光 的 接受 点 
B 
AH i 
光源 4 a | RAA 


平面 镜 
马口铁 害虫 。” 当 金属 的 马口铁 保持 在 13.2 以 下 时 , 它 会 慢 慢 地 变 得 易 碎 而 后 粉碎 成 灰色 的 粉末 ,如 果 
保持 在 冷 的 气候 条 件 下 多 年 马口铁 做 的 物体 会 自发 地 粉碎 成 灰色 的 粉末 .多 年 以 前 看 到 教堂 里 用 马口铁 


元 件 做 成 的 管子 粉碎 掉 的 欧洲 人 把 这 种 变化 称 为 马口铁 害虫 ,因为 它 看 起 来 好 像 是 接触 传染 性 的 , 它 确 
实 是 这 样 ,因为 灰色 的 粉末 就 是 形成 它 自己 的 催化 剂 . 

Win Ai kanaa hiq 应 率 的 物种 . 自 催 化 反应 是 一 
种 反应 ,这 种 反应 中 其 产品 本 身 就 是 形成 它 自己 的 催化 剂 . 如 果 一 开始 催化 剂 的 量 少 ,那么 这 种 反应 可 能 
mama 生生 又 会 变 慢 .但 在 反应 的 中 间 阶 段 , 当 反应 物 和 它 
的 催化 剂 都 很 丰富 时 反应 会 以 较 快 的 速度 进 
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在 某 些 情 形 ,假设 反应 率 * = dx “dt 既 和 现 有 的 原来 的 反应 物 成 正比 又 和 产品 的 量 成 正比 是 合理 的 . 
BIA X v 只 是 x 的 函数 ,从 而 
v= ke(a — x) = kax- kx? 

其 中 

x = 产品 总 量 

a = 开始 时 反应 物 的 总 量 

k= EX% 
在 什么 样 的 x 处 变化 率 " ERRE? e 的 最 大 值 为 多 少 ? 

各 .飞机 降落 的 路 径 。” 当 正在 高 度 互 飞行 的 飞机 开始 向 机 场 跑道 下 降 时 ,如 下 图 所 示 从 飞机 到 机 场 的 水 平地 面 
距离 为 上 .假设 飞机 下 降 的 路 径 为 三 次 函数 y = ax? + br + cx + qd 的 图 形 , 其 中 y(- L) = H i y(0) = O. 
(a) Æ x = 0 处 dy/dx 为 多 少 ? 

(b) Æ x =- L #Ë dy/dz 为 多 少 ? 
(ce) 利用 dyAdx 在 x =0 和 x+*=- 工 处 的 值 以 及 y(0) = 0 和 y(- L) = H, ER 


,ao = [2( 三) 二 


= 


降落 路 径 A 


机 场 


> Xx 


商业 和 经 济 学 
43. 销售 背包 ”制造 和 销售 每 一 个 背包 的 成 本 为 。 美 元 .如 果 每 个 背包 的 售 出 价 为 * 美元 , 售 出 背包 数 由 


n = 
x 


给 出 ,其 中 a 和 2 是 正常 数 .什么 样 的 售 出 价格 能 带 来 最 大 利润 
44. 旅游 服务 ”你 运作 的 旅游 服务 提供 以 下 的 价格 : 
如 果 50 人 (预订 旅游 的 最 低 数字 ) 参加 旅游 ,那么 每 人 200 美元 . 
对 每 增加 1 人 ,至 多 到 总 数 80 人 ,每 人 的 费用 的 下 降 率 为 2 美元 . 
要 实施 一 次 旅游 的 费用 为 6000 美元 (固定 成 本 ) 加 上 每 人 32 美元 .要 有 多 少 人 参加 旅游 才能 使 你 的 利润 
最 大 ? 
45. 威尔逊 (Wilson) 批量 大 小 的 公式 ”库存 管理 中 的 一 个 公式 是 说 ,订货 ,支付 和 保存 货物 的 平均 周 费 用 为 


4(9) = a m + M, 


其 中 9 是 当 货 物 快 耗 尽 时 ( 鞋 . 收 音 机 A s 3 B] BE BJ T£ 5 PR ) 你 的 订货 量 ,k 是 发 出 一 次 订单 所 需 费 

用 (同样 的 费用 ,不 管 你 多 久 发 一 次 订单 ) ,ec 是 一 类 商品 的 成 本 (常数 ) ,m 是 每 周 出 售 的 商品 的 种 类 ,而 

是 每 种 商品 的 周 保存 费用 (考虑 了 诸如 空间 .设施 ,保险 以 及 安全 性 等 因素 的 一 个 常数 ). 

(a) 作为 你 的 商店 的 库存 经 理 , 你 的 任务 就 是 要 求 出 能 使 4(9) 最 小 的 量 4. 它 等 于 多 少 ?( 你 得 到 的 答案 
的 公式 称 为 Wilson ERANA.) 

(b) 有 时 运送 成 本 依赖 于 订货 多 少 . 如 果 确 是 如 此 的 话 ,用 与 9 的 常数 信之 和 上 + bq 来 代替 大 更 为 实际 . 
现在 最 经 济 的 订货 量 为 多 少 ? 


= + b(100 - x) 
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46. 生产 水 平 “ 试 证 明 :平均 成 本 最 小 的 生产 水 平 (如 果 存 在 的 话 ) 是 使 平均 成 本 等 于 边际 成 本 的 水 平 . 
47. 生产 水 平 证 明 : 如 果 r(x) = 6x 而 c(x》= xl 6x? + l5x 是 你 的 收入 和 成 本 函数 ,那么 你 能 做 得 最 好 
的 策略 就 是 不 亏 不 昼 ( 收 入 等 于 成 本 ). 
48. 生产 水 平 ”假设 elx) = x? - 20x7 + 20 000x 是 制造 x 件 产品 的 成 本 . 求 制 造 x 件 产 品 的 平均 成 本 最 小 的 
生产 水 平 ， 
49. 平均 天 成 本 ”在 例 6 中 ,假设 任何 材料 每 次 送 货 的 运送 成 本 为 4d 美元 ,单位 材料 每 天 的 贮存 成 本 为 美 
元 ,而 生产 率 为 每 天 p 件 . 
(a) 每 x 天 要 送 货 多 少 材料 ? 
(b) 证 明 
每 个 周期 的 成 本 = d + D sr. 
(c) 求 两 次 送 货 之 间 的 时 间 x `“ 以 及 使 送 货 和 贮存 的 平均 天 成 本 最 小 的 送 货 量 . 
Cd) 证 明 * ”位 于 双 曲 线 y = “ 和 直线 y = pa /2 的 交点 处 . 


50. 极 小 化 平均 成 本 fik elr) = 2000 + 96x + 4x32 ,其 中 + 表示 千 单 元 .是 否 存在 使 平均 成 本 最 小 的 生产 
水 平 ? 如 果 存 在 的 话 ,什么 是 该 生产 水 平 ? 


医学 
51. 对 药物 的 敏感 性 (2.3 节 例 7 的 继续 ) ”通过 求 导数 dR/dM 取 到 最 大 值 的 M 值 来 求 得 对 人 体 最 敏感 的 药 
量 , 其 中 
(C M 
R= [7 +) 
而 C 是-- 常 数 . 


52. 我 们 怎样 咳嗽 
(a) 当 我 们 咳嗽 时 ,气管 收缩 以 增加 空气 流出 的 速度 .这 就 提出 了 以 下 的 问题 :为 使 速度 最 大 ,应 收缩 多 少 
以 及 当 我 们 咳嗽 时 是 否 真 的 收编 了 那么 多 . 
在 关于 气管 壁 的 弹性 以 及 在 管 壁 附近 由 于 磨擦 气流 会 慢 下 来 的 合理 的 假设 下 ,平均 气流 速度 可 
以 用 方程 


=< =< 


来 建 模 ,其 中 ro 是 以 厘米 计 的 气管 在 静止 状态 下 的 半径 而 c 是 一 个 其 值 部 分 依靠 于 气管 长 度 的 正常 
数 . 
证 明 当 r = (2/3)ro 时 , 即 当 气管 收缩 33% 时 ,wv 取 到 最 大 值 .值得 注意 的 事实 是 ,XY 光照 相 确 认 了 
当 咳 嗽 时 气管 收缩 大 约 就 是 这 么 多 . 
Eio) 取 = 0.5 而 。= 1. 并 在 区 间 0 < + < 0.5 范 围 内 画 ， 的 图 形 .把 你 从 图 形 中 看 到 的 和 当 ， = (2⁄3)ro 
时 v 取 到 最 大 值 的 结论 进行 比较 . 


v= clr- r)” 厘米 / 秒 ， P < r< r 


理论 和 例子 
53. 有 关 正 整数 的 不 等 式 ”证 明 如 果 a,b,c Md 是 正 整 数 ,那么 


(a? + 1002. 1)( 2 + 1)(d2 +1) 
abed 


= 16. 


54. 例 4 中 的 导数 di/dx 
(a) 证 明 
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far 
是 x 的 增 范 数 . 
(b) 证 明 
g(x) = -dd —_ 
Vb? + (d - x) 
R < 的 减 函数 . 
(c) 证 明 
d _ x d- x 
d ç, a° + x° crv b: + (d - 2) 
是 x 的 增 函 数 . 


55. 为 学 而 写 设 /(x) 和 g(x) 是 左下 图 中 的 可 微 函数 .两 曲线 间 的 垂直 距离 在 点 c 达 到 最 大 .关于 这 两 条 曲 
线 在 点 “ 的 切线 有 什么 特殊 之 处 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


>` 


| 
| 
| 
L— 
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56. 为 学 而 写 ”要 求 你 确定 函数 f(x) = 3 + 4cos x + cos 2x 是 告 总 是 负 的 . 
(a) 说 明 为 什么 你 只 需要 在 区 间 [0,2x] 上 考虑 上 述 问题 . 
(b) f 总 是 负 的 吗 ? 说 明理 由 . 
57. 绝对 最 大 值 
(a) 函数 y = cot x -V2csc x 在 区 间 0 < x < x 上 取 到 绝对 最 大 值 . 求 该 最 大 值 . 
E (b) 画 函 数 的 图 形 并 把 你 看 到 的 和 你 在 (a) 中 的 答案 进行 比较 . 
58. 绝对 最 小 值 
(a) 函数 y = tan x + 3cot x 在 区 间 0 < x < x/2 上 取 到 绝对 最 小 值 . 求 该 最 小 值 . 
EE (b) 画 函 数 的 图 形 并 把 你 看 到 的 和 你 在 (a) 中 的 答案 进行 比较 . 
59. 微 积分 和 几何 学 
(a) 曲线 y = Vx 和 点 (3/2,0) 有 多 近 ?( 提 示 :如 果 你 对 距离 的 平方 求 最 小 值 ,那么 你 就 可 以 避 开 平方 根 , ) 
EW O) 把 距离 函数 和 y = Vx 的 图 形 画 在 一 起 并 把 你 看 到 的 和 你 在 (a) 中 的 答案 一 致 起 来 . 
60. 微 积分 和 几何 学 
(a) 半圆 y = V16 x MAON) 有 多 近 ? 
RW (b) 把 距离 函数 和 y = 16- o 的 图 形 画 在 一 起 并 把 你 看 到 的 和 你 在 (a) 中 的 答案 一 致 起 来 . 


(umn: 


在 题 61 和 62 中 ,你 会 发 现 利用 CAS 会 是 有 帮助 的 . 
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61. 广义 锥 问题 ”把 半径 为 a 英寸 的 平 的 赔 玲 , 切 掉 弧 长 为 x 的 一 个 扇形 40C ,再 把 边 OA 和 0C 粘 接 在 一 起 ， 
构建 了 一 个 高 h 而 半径 为 r 的 锥 . 
(a) 求 用 Ma 表示 的 体积 1 的 公式 ， 
(b) 对 a = 4.5.6.8 求 体积 最 大 的 锥 的 r 和. 
(c) 为 学 而 写 ” 求 体积 最 大 的 锥 的 与 a 无 关 的 r 和 六 间 的 简单 关系 式 . 说 明 你 是 怎样 求 得 这 个 关系 式 的 . 


不 按 比 例 标 记 
62. 外 切 一 个 椭圆 设 P(x,a) MOCO x,a) 是 中 心 在 (0,5) ARBI 


的 上 半 部 分 上 的 两 点 .利用 右 图 所 示 椭 加 在 P 和 0 的 切线 构成 了 三 
角形 RST. 
(a) 证 明 :角形 的 面积 为 


A(x) SE -ABJ 


其 中 y = fUr) 是 表示 椭圆 上 半 部 分 的 函数 . 
(b)4 的 定义 域 是 什么 ? 画 4 的 图 形 .该 图 形 和 本 问题 有 关 的 渐 近 线 是 怎样 的 ? 
(c) 确定 使 面积 最 小 的 三 角形 的 高 . 它 和 该 椭 略 中 心 的 坐标 有 什么 样 的 关系 ? 
(qd) 对 中 心 位 于 (0,8) 的 椭圆 


Ż QB] 
C. B 


重复 (a) 到 (ce) .证 明 当 高 等 于 38 时 三 角形 面积 最 小 . 


线性 化 和 微分 


线性 化 。 微分 。 用 微分 来 估计 变化 。 绝对、 相对 和 百分比 变化 。 变 化 的 敏感 度 。 M 
分 近似 中 的 误差 。 质 能 转换 


有 时 候 我 们 可 以 用 能 给 出 在 特定 应 用 中 我 们 所 需要 的 精度 而 且 较 容易 处 理 的 比较 简单 的 
函数 来 近似 复杂 的 函数 .本 节 中 要 讨论 的 近似 函数 称 为 线性 化 ,它们 是 建立 在 切线 的 基础 上 
的 .其 他 的 近似 函数 在 第 8 章 中 讨论 . 

我 们 引进 新 的 变量 dx 和 dy 并 以 能 对 Leibniz 的 记号 dy/dx 给 出 新 的 含义 的 方式 来 定义 
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dx 和 dy. 我 们 用 dy 来 估计 函数 变化 的 度量 中 的 误差 和 敏感 度 . 
和 线性 化 

如 你 在 图 3.54 中 可 以 看 到 的 ,曲线 y = x? 的 切线 在 切 点 附近 很 靠近 该 曲线 .对 于 雌 边 
的 一 小 段 区 间 , 沿 切线 的 > 值 给 出 了 曲线 上 y 值 的 很 好 的 近似 .我 们 通过 把 镜头 推 近 在 切 点 附 
近 的 这 两 个 图 形 或 者 察看 在 切 点 x 坐标 附近 y = x° 和 它 的 切线 之 间距 离 的 数值 表 来 观察 这 种 
现象 .局 部 看 来 ,每 一 条 可 微 曲线 的 性 态 就 像 一 条 直线 . 


}》=x 及 其 切线 在 (1,1) 处 的 切线 y=2x -1 在 (1.1) 附 近 切 线 和 曲线 非常 靠近 . 


示 的 整个 * KH EHR gn he 近 ， ”切线 和 曲线 仍然 很 马 近 .计算 机 屏幕 在 这 个 
在 所 示 的 整个 * KM Lj bit payqa. PRT MR AARRE 计算 机 屏 


图 3.54 在 函数 可 微 的 点 附近 我 们 把 函数 的 图 形 放 得 愈 大 ,图 形变 得 更 为 平坦 从 而 愈 像 它 的 切线 ， 


一 般 说 来 ,在 f(x) 可 微 的 点 x = a 处 y = f(x) 的 ， 
切线 通过 点 (a ,f(a))( 图 3.55), 所 以 切线 的 点 - 斜 方 。 全 rafo 


斜率 =fa) 
程 为 


y= f(a)+f'(a)(x - a). (a. f(a) 
因此 ,这 条 切线 是 线性 函数 
L(x) = fla) + f'(a)(x - a) o L 
的 图 形 .只 要 这 条 直线 继续 保持 和 f 的 图 形 很 靠近 , 那 9 a 
么 L(x) 就 给 出 了 f(x) 的 很 好 的 近似 . 


1 
I 
I 
I 


图 3.55 曲线 y = f(x) fE x = a 的 切线 是 
直线 y = f(a) + f'(a)(x - a). 
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(e 定义 线性 化 
如 果 /在 x = a 可 微 ,那么 近似 函数 


L(x) = fa) + f'(a)(x — a) 


(1) 
就 是 了 在 wa 的 线性 化 . 


近似 /(x) = L(x) 是 /在 a 的 标准 线性 近似 .点 x = a 是 该 近似 的 中 心 . 


例 1( 求 线性 化 ) 


求 f(x) = /1 + x 在 x = 0 的 线性 化 (图 3.56). 
解 因为 


flax) = 5a t2, 
我 们 有 /(0) = 1,F (0) = 2 ,而且 


L(x) = f(a)+f’'(a)(x-a)=1 +76 -0) =1+ 


x 
7 


参见 图 3.56. 


图 3.56 y = V1+x 的 图 形 及 其 在 x = 0 和 % = 3 的 线性 图 3.57 图 3.56 中 小 视窗 的 放大 . 
化 .图 3.57 展示 了 在 y 轴 上 y = 1 附近 小 视窗 的 放大 . 


察看 一 下 x 在 0 附近 的 x 值 处 近似 V1+ x = 1 + (x/2) 的 精度 . 


近似 | 真 值 - 近似 慎 | 
VT2 = 1+% -1.10 < 107? 
VTO ~ 1+ O = 1.025 < 107 
V 1.005 = 1 + 0.0 = 1.00250 < 10-5 


当 我 们 从 * = 0 移 开 时 ,我 们 就 失去 了 精度 .例如 ,对 x = 2, 线 性 化 对 ,3 给 出 的 近似 为 2， 
它 甚至 连 一 位 小 数 的 精度 都 没有 . 
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不 要 被 前 面 的 计算 误导 而 认为 无 论 怎样 用 线性 化 去 近似 总 比 用 计算 器 计算 要 好 .实际 上 ， 
我 们 从 来 不 会 用 线性 化 去 求 某 个 特定 的 平方 根 .线性 化 的 效用 在 于 它 有 能 力 在 整个 区 间 上 用 
比较 简单 的 函数 来 蔡 代 复杂 的 函数 .如 果 我 们 必须 在 0 附近 的 * 处理 V1 + x 而 且 能 容许 有 小 
量 的 误差 的 话 ,我 们 可 以 用 处 理 1+ (x /2) 来 代替 .当然 , 接 下 来 我 们 就 需要 知道 误差 有 多 大 . 
我 们 在 第 8 章 中 将 会 对 误差 作 详尽 的 分 析 . 

当 离 开 其 中 心 时 线性 近似 通常 会 失去 精度 .如 图 3.56 表明 的 ,在 x = 3 附近 ,近似 VT+ x 
= l+ (x /2) 大 概 是 大 粗糙 了 .在 x = 3 处 ,我 们 需要 在 * = 3 处 的 线性 化 . 


CD-ROM 例 2( 求 另 一 点 的 线性 化 ) 求 /(x) VIF x 在 x = 3 的 线性 化 . 
K WEBsite 解 ”我 们 在 a = 3 的 情形 计算 (1) 式 .由 于 


历史 传记 


/3) =2, /3) Fara =- L, 


— .-3 
E ana 
LO) s247 3 = k E. _ J 
在 x = 3.2, 例 2 中 的 近似 给 
Vital ,= Vl+3.2 = + = 1.250 + 0.800 = 2.050, 


与 真 值 V4.2 ~ 2.04939 之 差 小 于 千 分 之 一 . 例 1 中 的 线性 化 给 出 
Vl+x 2 = y1 ~1+ = 11.6 = 2.6, 
与 真 值 之 差 大 于 25%. 


例 3( 求 根 式 函数 和 震 函 数 的 线性 化 ) ”最 重要 的 根 式 和 和 塞 函 数 的 线性 化 为 
(+x)! =l ke (x 在 0 附近 ;任何 数 ) (2) 
(习题 中 的 题 7). 对 于 充分 靠近 0 HJ x 值 这 个 线性 化 是 很 好 的 , 它 有 广泛 的 应 用 . 


例 4( 应 用 例 3) 下列 近似 是 例 3 的 结论 


Virx~1+3 k= 1⁄2 

1 

T= (1- s) = l1+(-1)(- s) = l+ x k=-1; 用 -x 替代 x. 
3 
Vl+5x = (ll+5x) 3 1 + + (51) = I+ Šat k = 1/3; 用 5 替代 x. 


Vr: = a-a- E) = l+ 72 k = - 1⁄2; -e 3646 Qz. _ | 
-x 


注 : 在 *x = 0 附近 常用 的 近似 
sin x = X, COS x = ], tan x = x, (I+ x)' <= 1 + hx 


(习题 中 的 题 6 和 7) 


例 $( 求 线性 化 ) Rx) = cos x 在 x = z/2 的 线性 化 (图 3.58). 
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图 3.58 fax) = cos x 及 其 在 x = z/2 BJ 
线性 化 的 图 形 . 在 x = x/2 附近 ， 


cos x =- x + (7/2). 


( 例 5) 
解 因为 f(x/2) = cos(z/2) = 0,f'(x) = -sin x,IHÚ f'(m/2) = - sin(z/2) = -1 所 以 
我 们 有 
L(x) =f(a) + f'(a)(x -a) 


-0+(-D(z- 子 | a = 7/2 


=- “+> _ | 


微 分 
我 们 有 时 候 用 记号 dy/dx 来 表示 y 关于 x 的 导数 .与 它 的 外 狐 相反 , 它 不 是 一 个 比值 .现在 
我 们 引进 共有 下 列 性 质 的 新 变量 dx 和 dy: 如 果 它 们 的 比 存 在 ,那么 比值 就 等 于 导数 . 


定义 微分 
Úr y = f(x) 是 一 个 可 微 函 数 .微分 dx 是 一 个 自 变 量 . 微 分 dy 是 
dy = f'(x)dx. 


AMATE dx 不 同 , 变 量 dy 永远 是 因 变 量 , 它 既 依 赖 x ,又 依赖 dx. 


例 6( 求 微分 dy) R dy, nR 


(a)y = x + 37x (b)y = sin 3x 
解 
(a)dy = (5x* + 37)dx (b)dy = (3cos 3x)dx _ 


如 果 dx > 0, 那么 微分 dy 和 微分 dx 的 商 就 等 于 导数 注 :dx 和 dy 的 含义 £ £$ R 


f'a), 因为 上 下 文中, 自 变 量 的 微分 dx 
dy _ f'(x)dx ; 就 是 它 的 改变 量 Ax, 但 是 我 
= “一 一 二 =- f'(x). Q u Z aD 
dx dx 们 并 不 把 这 个 限制 强加 在 定 
我 们 有 时 候 记 为 X F. 
df = f'(x)dx 与 自 变 量 dx 不 同 , 交 量 dy 永 
来 代替 dy = /'(x)dx, 称 df 为 的 微分 .例如 ,车 f(x) = 3xz 还 是 个 因 变 量 . 它 既 依赖 于 x 
- 6, 则 也 依赖 于 dx. 


df = d(3x? -6) = 6xdx. 
每 一 个 像 
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d(u +v) _ du dv 或 d(sin u) 


dx dx * dx dx 
那样 的 微 商 公式 都 有 一 个 像 
dlu +v) = du +dv 或 d(sin u) = cos u du. 
那样 相应 的 微分 公式 . 


例 7 求 函数 的 微分 
(a)d(tan 2x) = sec’(2x)d(2x) = 2sec’2x dx 


x (x +1)dx - xd(x+1) _ xzdx + dx — x dx _ dx 
(wd) = (x + 1)2 u (x + 1)2 (x + 1)2 一 
用 微分 来 估计 变化 


假设 我 们 知道 可 微 函 数 f(x) 在 点 a 的 值 而 且 我 们 想 预测 如 果 我 们 从 a 移动 到 附近 一 点 
a + dx, 那 么 函数 值 的 改变 会 有 多 大 .如 果 dx 小 ,那么 /及 其 在 a 的 线性 化 的 变化 几乎 是 同样 的 
(图 3.59) .因为 了 工 的 值 算 起 来 简单 ,计算 工 的 变化 提供 了 估计 了 的 变化 的 一 种 实际 可 行 的 方法 . 


y y=f(7) 


Af= f(a +dx)- fia) 


AL= f'(a)dx 


当 dx 是 x 的 小 的 变化 时 ， 
相应 的 线性 化 的 变化 正好 
是 df. 


a+dx 


图 3.59 用 /的 线性 化 的 变化 来 近似 函数 上 的 变化 . 


在 图 3.59 的 记号 中 ,f 的 变化 为 
Af = f(a+ dx)- fla) 
而 相应 的 工 的 变化 为 
AL =L(a+dx)-L(a) 
=f(a)+J/'(a)|(a + dx) — aj - fla) 


Ll a+dx) L(a) 


=f'(a)dx. 
因此 ,微分 df = f'(x)dx 有 以 下 的 几何 解释 :df 在 x = a 的 值 为 AL, 相 应 于 变化 dx 的 f 的 线 
性 化 的 变化 . 
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变化 的 微分 估计 
设 f(x) 在 x = a 可 微 . 当 x 从 a Sela + dx 时 三 值 的 近似 变化 为 
df = f'(a)dx. 


例 8( 用 微分 来 估计 变化 ) ”加 的 半径 rr 从 a = 10 米 变 到 10.1 米 (图 3.60). 利 用 d4 来 佑 
计 圆 面积 4 的 增加 .用 真 的 变化 A4 来 与 这 个 估计 进行 比较 . 


dr=0.1 


E 3.60 当 dr 与 r 相 比 是 小 的 情形 ,就 像 
dr = 0.1 f a =10 那 样 的 情形 ,微分 
dA = 2radr 给 出 了 AA 的 一 个 很 好 的 佑 
A4=~ d4=2ra dr 计 .( 例 8) 


解 WAA = rr 估计 的 面积 增加 为 
dA = A'(a)dr = 2radr = 2r(10)(0.1) = 2z Æ? 


真 的 变化 为 
AA = xr(10.1) - z(10)2 = (102.01 - 100)z = (2x + 0.017) 米 ?. | 
då 误差 


绝对 、 相 对 和 百分比 变化 
当 我 们 从 a 移动 到 邻近 点 a + dx 时 ,我 们 可 以 用 三 种 方式 米 描 述 /的 变化 : 


真 的 变化 估计 的 变化 
绝对 变化 Ar = fla + dx)- fa) df = f'(a)dx 
PE Af df 
相对 变化 a) F 
百分比 变化 Ka x 100 Haj x 100 


例 9( 计 算 百 分 比 变 化 ) 例 8 中 圆 面积 的 估计 的 百分比 变化 为 
d4 2r 


Ala) x 100 = 100x > 100 = 2%. 
真 的 百分比 变化 为 
A4 2.01r 
Alay x 100 = Toop x100 = 2.01%. E 


例 10( 打 开 受 阻塞 的 动脉 ) 1830 年 代 后 期 ,法 国生 理学 家 普 瓦 泽 伊 (Jean Poiseuille) £ 

注 :Jean - Louis - Marie Poiseuille, 1799 ,4,22 ~ 1869,12,26, 法 国医 师 和 生理 学 家 ,制定 了 圆 管 

PA IRR PA Tai vfi at 率 的 公式 .Poiseuille 定律 说 ,管内 流量 ;(1) 与 沿 着 管 内 长 度 的 压力 下 降 成 正比 ， 

管 的 半径 的 四 次 害 成 正比 ,(2) 与 管 的 长 度 和 流体 粘度 成 反比 . ) 发 现 了 今天 我 们 仍 在 用 来 
ame 必须 扩张 部 分 受阻 塞 的 动脉 半径 多 少 才能 恢复 正常 的 血液 流动 .他 的 公式 


tr Ay A IM t< t r? A. 
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V = kr, 
说 流体 以 固定 的 压力 在 单位 时 间 内 流 过 的 细 管 的 体积 V 等 于 一 个 常数 乘 以 管 半径 r 的 四 次 
F. F4 > 增加 10% 对 了 的 影响 有 多 大 ? 


血管 造影 术 
不 透 光 的 染色 剂 注射 到 部 分 血管 成 形 术 
受阻 塞 的 动脉 使 其 内 部 在 X 末端 带 有 可 膨胀 气球 的 导管 
光线 下 变 得 可 见 .这 就 展示 了 在 动脉 膨胀 以 扩张 阻塞 的 部 
阻塞 的 位 置 及 严重 程度 . f. 
解 rz 的 微分 和 7y 的 微分 之 间 的 关系 由 方程 
dV = a = 4kridr 
f dr 
表 出 .Y 的 相对 变化 为 
dV _ 4kridr " 4 dr 
v` kr’ T r 
V 的 相对 变化 为 4 倍 的 r 的 相对 变化 ,所 以 10% 的 7 增长 将 产生 40% 的 流量 增长 . | 


变化 的 敏感 度 


方程 af = f'(a)dx 告诉 我 们 对 不 同 * 值 处 的 输入 变化 f 的 输出 变化 有 多 敏感 .在 x 处 
S HERK, 给 定 的 变化 dx 的 影响 愈 大 . 


例 11( 求 井 的 深度 ) ”你 想 通 过 往 井 下 扔 一 块 很 重 的 石头 计算 石头 触及 水 面 溅 泼 声 的 时 
间 并 从 公式 s = 16 纪 来 计算 井 的 深度 .在 测量 时 间 中 ,0.1 秒 的 误差 对 你 的 计算 有 多 敏感 ? 
解 ”公式 中 ds 的 大 小 
ds = 32t dt 
取决 于 : 有 和 多大. 如果， = 2 秒 ,由 dt = 0.1 造成 的 误差 只 有 
ds = 32(2)(0.1) = 6.4 英尺 
三 秒 后 , 即 ; = 5 时 ,由 同样 的 di 造成 的 误差 为 
ds = 32(5)(0.1) = 16 英尺 | 


微分 近似 中 的 误差 

设 f(x) 在 x = a 可 微 又 设 Ax 是 x 的 增 量 : 当 x 从 a 变 到 a + Ax 时 我 们 有 两 种 描述 f 的 
变化 的 方法 ， 

真 变化 : Af = f(a + Ax) - fla) 

微分 估计 : df = f'(a)Ax 
df 近似 Af 有 多 好 ? 

我 们 用 Af 减 去 df 来 度量 近似 的 误差 : 

近似 的 误差 =Af -df . 
=Af- f'(a)Ax 
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=f(a + Ax) - fla) — f'(a)Ax 
af 
fla + Ax) - fla) ; 
- [ Ax -f Ca) ) Ax 
RELET 


ii 
m 
D 
= 


4 Ax > 0 HJ 28 J 


fa + Ax) - fCa) 
Ax 


AF COGE Ca) 的 定义 ) ,所 以 括号 中 的 量 是 一 个 非常 小 的 数 ( 这 就 是 为 什么 我 们 称 它 
H e 的 原因 ). 事 实 上 , 当 Ax 一 0 时 e ->0. 当 Ax 小 时 ,近似 的 误差 eAx 更 小 . 


Af = f'(a)ÁAx + eAx 
Loa 
KEk 估计 前 变化 = 


尽管 我 们 并 不 确切 知道 误差 有 多 小 而 且 直 到 第 8 章 之 前 我 们 也 不 可 能 在 这 方面 取得 更 多 的 进 
展 ,但 有 些 事 是 值得 指出 的 , 即 这 个 等 式 所 采用 的 形式 ， 


在 x = a 附近 y = f(x) 的 变化 x 
WR y = f(x) 在 x = a 可 微 而 x 从 a 变 到 a + Ax, 那 么 /的 变化 Ay 由 形 为 

Ay = f'(a)Ax + eAx (3) 
的 等 式 给 出 ,其 中 当 Ax 一 0 时 e 一 0. 


Í 
质 能 转换 
例 12( 在 Einstein 物理 学 中 应 用 近似 ) Newton 第 二 运动 定律 
F = (me) = me = ma 


的 这 种 陈述 是 假定 了 质量 为 常数 (不 变 的 ) ,但 我 们 知道 严格 说 来 这 是 不 对 的 ,因为 物体 的 质量 
随 其 速度 的 增长 而 增长 .在 Einstein 修正 后 的 公式 中 ,质量 为 

0 

O SI ve 
其 中 “静止 质量 " 表示 没有 运动 时 物体 的 质量 ,而 c 是 光速 ,大约 为 300 000 公里 / 秒 .利用 例 4 
中 的 近似 

= = Í + > (4) 
来 估计 由 于 加 进 了 速度 o 后 质量 的 增长 Am. 
解 ” 当 vw 和 < 相 比 很 小 时 ,v2?/e? 接近 于 零 , 从 而 可 安全 地 利用 


1 l [= 
Attalo) 
(方程 (4) 中 x = v/o) 5 


m = — ~ m [1 + H3) = 1 * SJ 
-万 


或 


,1 
m = mo 十 ) moe? 5) (5) 


是 没有 问题 的 .等 式 (5) 表示 加 进 速度 o 后 产生 的 质量 的 增长 . 
能 量 解释 在 Newton 物理 学 中 ,(1/2) mou” 是 物体 的 动能 (KE) ,又 若 我 们 把 等 式 ($) 改 
写成 


(m - mo)? = 2 mov? 
的 形式 ,那么 我 们 就 看 到 
(m - m) = Tmo = Tom 一 mo(0) = A(KE), 
或 
(Am)? ~ A(KE). (6) 


换言之 ,从 速度 0 到 速度 o 的 动能 的 变化 A(KE) 近似 等 于 (Am)e?. 
因为 。= 3 x 10s 米 / 秒 , 等 式 (6) 就 变 成 
A(KE) = 90 000 000 000 000 000 Am 焦 尔 ”以 千克 计 的 质量 
由 此 我 们 知道 小 的 质量 变化 可 以 创造 出 大 的 能 量变 化 .例如 ,爆炸 一 颗 2 万 吨 级 的 原子 弹 释放 
的 能 量 只 相当 于 把 1 克 的 质量 转换 成 的 能 量 .爆炸 产品 的 重量 只 比 爆 炸 材 料 少 1 克 , 美 国 1 分 
分 币 的 重量 为 3 克 . _ | 


习题 3.6 


求 线性 化 
CD-ROM 
( a 在 题 1- 5 中 , 求 f(x) 在 x = 4 的 线性 化 L(x). 


1.f(x)= 2 -2x+3, a= 2 2.f(x) = / 2 19, a =- 4 3./(x) = x+ E, a =1 


4.f(x) = Zx, a =—@8 5.f(x) = tanx, Qa = x 

6. 常用 的 在 * = 0 的 线性 近似 ” 求 下 列 函 数 在 < = 0 的 线性 化 . 
(a)sin x (b)cos x (e)tan x 

F BJ K AN AR =Ç Pš K g 2Ë EAE 

CD-ROM 


RON 
CE 7. 证 明 f(x) = (1 + x) Æx = 0 的 线性 化 为 L(x) = 1 + kx. 


CD-ROM 
Ç= 8. 利用 线性 近似 (1 + x)! < 1 + kx 对 零 附近 的 x ERRAR CO 的 近似 表示 式 . 


_ 6 x _ 2 1 
(a)/(x) = (1 - x) (b)/(x) = wa. (c)/(x) = = 
(Qf) = /2 + < Cefa) = (4+32)2 (DAK) = AJ (1 -于 一) 


- 318 ` 第 3 章 导数 的 实用 


作为 近似 的 线性 化 
在 题 9 - 12 中 ,选择 中 心 不 在 < = a 的 线性 化 ,但 在 * = “附近 容易 计算 函数 及 其 导数 值 .说 明 线性 化 以 及 中 
心 是 什么 


9.f(x) = 2x +4r-3, a=-0.9 10./(x) = vx. qa = 8.5 

11./(x) = Ti a = 1.3 12.70) = cos x, a= 1.7 

13. 比 计算 器 算得 快 ”利用 近似 (1 + x)* = 1 + ka 3848 iF F HAJ 38. 
(a)(1.0002)% (b) Z 1.009 


14. 为 学 而 写 求 Ar) = vaxt lesin Ex = ORRE. EVI + x 以 及 sin x 在 x = 0 的 单独 的 线性 
化 有 什么 关系 ? 


微分 形式 的 导数 
在 题 15 - 24 中 . 求 dy. 
15.y = 中 -3Vx 16.y = x Vl- 17.y = w 
+ x 

18.y = asss 19.274 xy —- x = 0 20.x y? - 4 y = 0 
21.y = sin(SVx) 22. y = cos(x?) 23. y = 4tan( 2⁄3) 24. y = sec(x?° ~- 1) 
近似 的 误差 
在 题 25 -28 中, 当 x 从 a 变 到 w+ dx 时 函数 也 改变 它 的 值 . 求 

(a) 绝对 变化 Af = fla + dx) - fla) 

(b) 估计 的 变化 df = f(a)dx 

(e) 近似 的 误差 | Ap - df| 
25./(x) = x +2r,a = 0,dx= = 0.1 26./(xz) = x -x,a = l,dx = 0.1 
27.f(x) = x="!,a = 0.5,dx = 0.05 28.f(x) = ra = 1,dx = 0.01 


一 


个 y= ft 


Af= Ha+ dx- fia} 


) df =f (0d 
! l 
切线 | | 
| a atdr > 
第 25 - 28 题 图 第 29 - 32 题 图 
变化 的 微分 估计 


在 题 29 - 32 中 , 写 出 估计 给 定 体积 或 表面 积 变化 的 微分 公式 . 

29. 体积 EIE a Efla + dr BF, ERRER V = (4/3)xr? 的 体积 变化 . 
30. RER FM a 变 到 a + dr 时 , 球 的 表面 积 5 = 4rr 的 变化 . 
31. 体积 UKM a E £a + dr 时 ,立方 体 体积 1 = x 的 变化 ， 
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32. RER HUK a 变 到 a + dx 时 ,立方 体 表面 积 S = 6x? 的 变化 . 
应 用 
33. 扩张 的 圆 — 圆 的 半径 从 2.00 米 增加 到 2.02 X. 


35. 


37. 


38. 


39. 


4 


ok 


42. 


(a) 估计 圆 面积 的 变化 . 
(b) 把 该 估计 表 为 原来 圆 面积 的 百分数 . 


. 长 大 的 树 ” 树 的 直径 为 10 英寸 .随后 几 年 间 , 其 周 长 增 加 了 2 英寸 . 树 的 直 


径 增 长 了 多 少 ? 树 的 截面 积 增长 了 多 少 ? is 
估算 体积 ”估算 高 为 30 英 寸 ,半径 为 6 英寸 而 壳 的 厚度 为 0.5 英 寸 的 圆柱 形 ED 
沉 体 中 材料 的 体积 (如 右 图 所 示 ). | 
. 估算 高 度 。 站 在 离 建筑 物 底部 30 英尺 的 一 位 勘测 员 测 得 到 建筑 物 项 端的 MOn 
仰角 为 75°. 为 使 在 测量 该 建筑 物 高 度 时 的 相对 误差 小 于 4 ,所 测 得 的 角度 
必须 有 多 大 的 精度 ? | 
容 限 ” 直 圆 柱 的 高 和 半径 相等 ,所 以 其 体积 为 1 = xja., 要 用 误差 不 超过 真 
值 1% 的 精度 要 求 来 计算 体积 .近似 地 求 在 测量 h 时 能 容许 的 最 大 误差 , 表 
为 天 的 百分数 ， 
容 限 

第 35 题 图 


(a) 通过 测量 10 米 高 直 圆 柱 贮存 钠 内 半径 来 计算 炙 的 体积 ,要 求 误差 不 超过 
真 体积 的 1% , 问 测 量 内 半径 应 有 的 精度 为 多 少 ? 

(b) 涂 一 个 贮存 箱 的 外 表面 ,测量 箱 的 外 半径 的 精度 要 有 多 高 ,才能 使 涂料 总 量 不 超过 真 值 的 5% . 

铸造 硬币 《制造 商 和 联邦 政府 签订 铸造 硬币 的 合同 .如 果 铸 造 的 硬币 的 重量 在 理想 重量 的 1/1000 的 范围 

内 的 话 这 是 容许 的 ,试问 为 此 硬币 半径 的 容许 偏差 为 多 少 ? 假 设 硬币 的 厚度 不 变 . 


- 概述 立方 体 体积 的 变化 AKA < 的 立方 体 的 体积 V = < 当 + 增长 Ax 时 其 体积 增 量 为 AV. 写 一 个 概 


述 , 怎 样 把 AVY 几何 地 表述 为 

(a) 三 个 大 小 为 * x x x Ax 的 层 体 

(b) 三 个 大 小 为 x x Axr x Axr 的 杆 体 

(O 大 小 为 Ax x Ax x Ax 的 立方 体 

的 体积 之 和 .微分 公式 dV = 3x?dx 用 这 三 个 层 体 估计 下 的 变化 . 


飞行 机 动 动作 对 心脏 的 影响 — 由 心脏 的 主 票 室 , 左 心室 ,完成 的 工作 由 方程 


W = pv , E 
2g 


给 出 ,其 中 W 是 单位 时 间作 的 功 ,P 是 平均 血压 ,y EAR RRAN, S 是 血液 的 重量 密度 ， 
s ERA 血液 的 平均 速度 ,而 g 是 重力 加 速度 . 
F P,V,6 和 vw 保持 不 变 时 ,WW 就 变 成 g 的 函数 从 而 方程 有 一 简化 的 形式 


W = «+ (a,b 为 常数 ) 


作为 NASA( 美 国航 空 航天 署 ) 医疗 队 的 一 员 ,你 想 知 道 W 对 由 于 改行 机 动 动作 造成 的 g 的 明显 的 变化 的 
敏感 度 如 何 , 而 且 这 还 依赖 于 g 的 初 值 .作为 你 的 研究 的 一 部 分 ,你 决定 比较 在 月 球 上 给 定 的 变化 dg 34W 
的 影响 EHRE g = 5.2 英尺 / 秒 * 和 地 球 上 同样 的 变化 dg 对 外 的 影响 ,地球 上 g = 32 英尺 / Wy 
用 上 面 的 简化 方程 求 awas A dW KI HETE. 

测量 重力 加 速度 ” 当 钟 摆 由 于 控制 其 温度 而 保持 长 度 不 变 时 , 钟 摆 的 周期 取决 于 重力 加 速度 g. 所 以 当 
钟 从 地 球 表 面 -处 移 到 另 一 处 时 取决 于 g 的 变化 , 摆 的 周期 会 稍 有 变化 .通过 记 下 AT, 我 们 可 以 从 联系 
T,g (L BB y T = 2r(L eg) 来 估计 g 的 变化 . 
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(a) 让 L 保持 不 变 而 让 eg 作为 自 变 基 ,计算 du7 ,并 用 它 来 回答 (b) A). 
(b) 为 学 而 写 WMR g 增加 ,7 是 增加 或 减少 ? 摆 钟 会 走 得 快 或 慢 下 来 ?说 明理 由 . 
(c) 摆 长 为 100 厘 米 的 钟 从 z = 980 厘米 7 秒 * 的 地 方 移 到 -… 个 新 地 方 .这 使 周期 增加 了 d7 = 0.001 秒 . 求 
dg JF fiit E Sre N g 的 值 . 
贺 43. 拉 近 镜头 来 “看 ”可 微 性 FIRE * = 0T? 
fix) = Ixl. g(x) = V x) + 0.0001 + 0.99 
(a) 我 们 早 就 知道 /在 * = 0 不 可 微 ; 它 的 图 形 在 * = 0 有-- 角 . 画 /的 图 形 并 在 点 (0,1) 拉 近 镜头 ( 放 
A) 若干 次 . 角 有 变 直 的 迹象 吗 ? 
(b) 现在 对 g 做 (a) 中 同样 的 事情 .& 的 图 形 有 变 直 的 迹象 吗 ? 我 们 知道 g 在 x = 0 可 微 ,事实 上 ,ez 在 
x = 0 有 一 条 水 平 切线 . 
(c) 在 z 的 图 形 看 起 来 确实 像 一 条 水 平 直 线 之 前 要 拉 近 多 少 次 镜头 (放大 多 少 次 )? 
(qd) REE SA g 的 图 形 在 标准 的 正方 形 视窗 里 画 在 一 起 .直到 你 开始 拉 近 镜头 之 前 它们 似乎 是 一 样 
的 .可 微 函数 最 终 是 交 直 了 ,而 非 可 微 函 数 却 令 人 印象 深刻 地 保持 不 变 . 
Ria 从 图 形 读 出 导数 。 可 微 函数 放大 后 会 (局 部 ) 变 平 这 个 想法 可 用 来 估计 在 特定 点 处 函数 导数 的 值 .我 
们 不 断 放 大 曲线 在 所 讨论 点 附近 的 图 形 直到 它 看 起 来 像 是 . -条 过 该 点 的 直线 为 止 ,然后 我 们 利用 屏 
幕 显示 的 坐标 格 点 读 出 该 直线 的 斜率 作为 曲线 的 斜率 . 
(a) 为 看 看 这 个 过 程 怎样 进行 ,首先 对 痕 数 ，= c ñ v = 1 附近 试 试看 .你 读 出 的 斜率 应 为 2. 
(b) 然后 对 曲线 y= e" fEx = 1,x = 0 和 x = -1 附近 试 试看 .对 每 种 情况 把 你 的 导数 估计 值 和 该 点 
e" 的 值 进行 比较 .你 看 到 什么 样 的 模式 ?对 其 它 的 x 值 测试 -- 下 . 
45. 线性 化 是 最 佳 的 线性 近似 (这 就 是 为 什么 我 们 要 用 线性 化 的 


e ae e 线性 化 | Lo: 
理由 . = J. x) fE x = a HJ í? x) = m(x — a 
里 由 .) BGR y = f(x) 在 可 微 而 g(x) ( ) y= Ra) + fa a) 其 他 的 线性 近似 ,sl 


+ c 是 一 线性 函数 ,其 中 m 和 < 为 常数 .如 果 误 差 函 数 E(x) ` v=mí(x — a) + c 
= /(x) - g(x) 在 x = a 附近 足够 小 ,那么 我 们 就 可 能 会 用 & \ wo 
yv = X 

作为 了 的 线性 近似 而 不 是 线性 化 L(x) = f(a) + f'(a) 
《x - a). 证 明 :如 果 我 们 对 g 加 上 条 件 ( 如 右 图 所 示 ); (a. f(a)) 
1.E(a) = 0 在 x = 0 的 近似 误差 为 零 . 

>x 
2. lim Ë) -0 与 *- wo 相 比 误差 可 以 名 略 ， 4 
那么 g(x) = Aa) + fla) - a). 因 此 线性 化 L(x) 是 第 45 题 图 


在 x* = 0 的 误差 为 零 以 及 与 * - a 相 比 误差 可 以 忽略 的 唯一 的 线性 近似 . 
46. 二 次 近似 
Ca) DE QC) = bo + bila- a) + bx(x — aP E f(x) fE x = a 的 具有 以 下 性 质 的 一 次 近似 ， 
i.Q(a) = fla) 
i. Q’ Ca) = f'(a) 
ii. O” (a) = f"”(a) 
试 确定 系数 数 60,b 和 b. 
WR Ax) = 1/(1-x) 在 x = 0 的 二 次 近似 . 
ME (c) mi) = 1/(1- x) 及 其 在 + = 0 的 二 次 近似 的 图 形 .然后 在 点 (0.1) 把 两 个 图 形 放大 对 你 所 看 到 的 加 
以 评注 . 
回 DR e) = 1r Æa = 1 的 二 次 近似 . 画 &g 及 其 二 次 近似 的 图 形 .对 你 所 看 到 的 加 以 评注 . 
EE o RAO = l+ fz = 0 的 二 次 近似 . 画 h 及 其 二 次 近似 的 图 形 .对 你 所 看 到 的 加 以 评注 。 
(f) 什么 是 .As Hh EO), (d) 和 (e) 的 各 自 的 点 处 的 线性 化 ? 
47. 通过 证 明 
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lim -= VEF: = 
1o 1 + (x /2) 
来 说 明 用 V1+ x 在 x =0 的 线性 化 作为 v1+Y 当 rr->0 时 的 近似 是 -- 定 可 以 改进 的 . 
48. 为 学 而 写 BEIMA S) 的 图 形 在 x = a 有 一 条 水 平 切 线 . 关 于 fífEx = a 的 线性 化 有 什么 好 说 的 ? 
对 你 的 回答 给 出 理由 . 
EW 49. 在 拐点 处 的 线性 化 如 图 3.58 表明 的 线性 化 在 拐点 处 拟 合 得 特别 好 .在 第 8 章 你 就 会 知道 为 什么 了 ., 作 
为 另 一 个 例子 ,把 Newton EER fx) = 4x Z(a2 + 1) 及 其 在 x = 0 和 x = 邮 的 线性 化 的 图 形 画 在 一 起 . 
园 50. 为 学 而 写 :重复 开平 方 根 
(a) 在 你 的 计算 器 上 输入 2 然后 遂 次 按 平方 根 键 求 其 开平 方 根 的 值 (或 重复 按 短 为 0.5 的 指数 函数 
键 ). 你 看 到 呈现 出 的 模式 是 什么 ?说 明 会 怎样 发 展 下 去 .如 果 你 代 之 以 逐次 开 十 次 方 根 又 会 怎样 ? 
(b) 用 0.5 取代 2 并 重复 上 述 过 程 .结果 如 何 ?你 能 用 任何 正 数 * 取代 2 吗 ? 说 明 将 会 发 生 什么 ? 


1 


ERB; a 
(mnn 
比较 函数 及 其 线性 化 
在 题 51 - 54 中 ,利用 CAS 来 估计 在 指定 区 间 上 用 线性 化 代替 函数 所 产生 误差 的 大 小 .完成 以 下 几 步 . 
(a) 在 1 上 画 f 的 图 形 . (b) 求 该 函数 在 点 a 的 线性 化 工 . 


(c) 把 f 和 4 画 在 一 张 图 上 . 
(d) im /上 的 绝对 误差 |/(x) - L(x) | 的 图 形 并 求 其 最 大 值 . 
(e) 从 (d) 的 图 对 s = 0.5.0.1 和 0.01 估计 你 可 能 做 到 的 满足 
[x-al<6—» |x) - L(x)|<e 
的 尽 可 能 大 的 8. 然后 从 图 形 上 验证 ,看 看 你 的 6 - 估计 是 否 正确 . 


51./(x) = + x -2rx,[- 1,2],a=1 52. f(x) = -55h i 3/4,1] ,a = + 
` 4x" + 1 2 
53.f(x) = x* (x - 2),[- 2,3],a = 2 54.f(x) = Vx — sin x, 0,2z],a = 2 


3.7 Newton 法 


Newton 法 的 步骤 。 实践 。 收敛 性 通常 是 确保 的 。 但 也 可 能 出 问题 。 分 形 盆 和 Newton 法 


我 们 知道 解 线性 和 二 次 方程 的 简单 公式 ,对 于 三 次 和 四 次 方程 
有 更 为 复杂 的 公式 .人 们 一 度 希 望 对 五 次 和 更 高 次 方程 也 可 能 求 得 
F 类 似 的 公式 ,但 是 挪威 数学 家 阿 员 尔 (Neils Henrik Abel) 证 明 了 对 于 

Neils Henrik Abel ”次数 大 于 四 的 多 项 式 方程 不 可 能 有 类 似 的 求解 公式 . 

(1802 — 1829) 当 得 不 到 求解 方程 /(x) = 0 的 确切 公式 时 ,我 们 可 以 用 来 自 微 
积分 的 数值 方法 来 近似 求解 我 们 要 求 的 根 . 数值 方法 之 一 就 是 
Newton J RIEDA DE, EI — PIESE (Nemon - Raphson) BE. X 
法 基于 下 列 想法 :在 /等 于 零 的 * EEAS RRE y = fa) 
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的 图 形 .线性 化 再 次 成 为 求解 实际 问题 的 关键 . 


Newton 法 的 步骤 

Newton 法 是 用 具有 和 零点 的 函数 的 线性 化 来 近似 其 零点 的 一 种 数值 方法 .在 合适 的 情况 
下 ,线性 化 的 零点 迅速 收敛 到 要 求 的 零点 的 精确 近似 值 .而且 ,Newton 法 可 应 用 于 广泛 的 一 类 
函数 而 且 芝 党 只 要 几 步 就 得 到 结果 .下 面 就 是 Newton 法 是 怎么 做 的 . 

初始 估计 值 xo 常常 可 通过 画图 或 简单 的 猜测 来 求 得 .然后 该 方法 就 用 曲线 y = f(x) 在 
(xo,f(xo)) 的 切线 近似 该 曲线 ,把 切线 和 = 轴 的 交点 记 作 x (图 3.61). 数 x 通常 是 比 ro 更 好 
的 解 的 近似 .在 (xi,/(x1)) 的 切线 和 x 轴 的 交点 x; 是 近似 序列 中 的 下 一 个 近似 值 .利用 每 一 次 
的 近似 来 生成 下 一 次 的 近似 ,我 们 就 这 样 继续 下 去 ,直到 充分 靠近 根 的 值 再 停止 . 


下 
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y= fO 


(x. ft) 


a fi) 


(xy fx.) 


x 图 3.61 Newton 法 从 初始 的 猜测 值 开 


Pi 
x 


a V “ Yo An 情 ， 每 
第 4 次 SAW 第 ?次 。 第 ! 次 人 RA R) 每 次 都 把 
逐次 近似 MERER. 


有 一 个 从 第 n 次 近似 值 x, 求 得 (n+ 1) 次 近似 值 ww, AR. BREC, fan) ) 的 切线 的 
点 - 斜 方程 为 
yof xn) = f'(x,)(x = a). 
S y = 0 就 可 以 求 得 该 切线 和 x 轴 的 交点 (图 3.62). 
HWRE n 的 线性 化 
N 的 图 形 ) 
y= fu 


点 : (VU JOD 

斜率 : fx) 

切线 方程 : 

y- f(x.) = f'iz a) 


(Co Jü, ) ) 


图 3.62 Newton 法 逐次 步 又 的 几何 表示 
从 x, 向 上 与 曲线 相交 ,然后 作 切 线 往 下 
VZ Jx.) 与 x 轴 相 交 , 求 得 Yarl- 


=m. 
ki 
x 


a 
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O- /(x,) =f'(x,)(z — xn) 
~ /(x,) =f'(x,) Tf (x) x 
S Can) * x =f'(x,) * x, — fxn) 


FCn) , 
x = * = FT) 如 果 f'(x.) = 0 
这 个 x 值 就 是 下 一 个 近似 值 x,,1 .下面 是 Newton 法 的 综合 . 
Newton 法 的 步骤 
1. 猜 方程 Kx) = 0 的 解 的 第 一 个 近似 值 . y = f(x) 的 图 形 可 能 会 有 所 帮助 . 
2. 利 用 公式 
CD-ROM _ fx) 
CE Xn+il = Nn -F Can) (1) | 
从 第 一 次 近似 求 得 第 二 次 近似 ,再 从 第 二 次 近似 求 第 三 次 近似 ,等 等 . | 
实践 


在 我 们 的 第 一 个 例子 中 ,通过 估计 方程 Kx) = x? - 2 = 0 的 正 根来 求 得 /2 的 十 进 制 近似 值 . 


例 1( 求 2 的 平方 根 ) RSA 
f(x) = x? - 2 = O 


的 正 根 . 
B 由 于 jz) =- 20Rf' (x) = 2x, 方 程 (1) 变 成 注 (算法 和 选 代 ): ”习惯 上 把 
像 Newton 法 那样 的 特定 的 计 
2 7? 算 步 取 序 列 称 为 算法 . 当 算法 
Xn+l 三 Xn 一 La ` 是 通过 对 给 定 步 又 的 重复 执 
行 人 一 £ 为 下 
为 有 效 地 使 用 计算 器 ,我们 重 写 该 方程 为 如 下 形式 以 减少 算术 。 行 ,利用 前 一 步 的 结果 作为 下 
运算 的 次 数 ， 一 步 的 输入 来 实现 的 ,这 种 算 
S : 法 就 称 为 奖 代 法 ,而 每 一 次 重 
Xni = Zx, 一 ad = Zat, £ # # 29 — KRR . Newton 法 
Ë " 是 求 根 的 真正 快速 送 代 方法 
方程 ` 之 
z 1 
X. +1 = 2 + x, 


使 我 们 能 按 少数 几 个 键 就 能 从 一 个 近似 值 算出 下 一 个 近似 值 . 从 xo = 1 开始 ,我 们 得 到 的 结果 
列 在 下 表 中 . (就 5 位 小 数 而 言 ,V2 = 1.41421.) 


误差 正确 位 数 
xo = 1 - 0.41421 1 
xl = 1.5 0.08579 1 
x2 = 1.41667 0. 00246 3 
x, = 1.41422 0. 00001 5 o 
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多 数 计算 器 可 用 Newton 法 来 求 根 ,因为 ERAR AIESTA A iE E 谈 及 时 多 ). 如 果 例 1 
表 中 的 计算 要 求 到 13 位 小 数 而 不 是 5 位 小 数 ,那么 只 要 再 往 卞 算 一 步 就 会 给 出 V2 的 正确 位 数 
超过 10 位 小 数 的 结果 


例 2( 应 用 Newton 法 ) RHR y = x'- x 和 水 平 直线 = 1 交点 的 x 坐标 . 

解 当 忆 -xy=1 或 已 -YY-1=0 时 曲线 和 直线 相交 .什么 x 值 使 Fx) = x O x — Í 
= 0 呢 ?/ 的 图 形 (图 3.63) 展示 了 位 于 x = 1 和 x =2 之 间 的 -- 个 单 根 .我 们 对 /用 Newton 法 ， 
从 xo = 1 开始 .结果 展示 在 表 3.1 和 图 3.64 中 . 


25 = 

20 上 

y =x —x—1] 
SE (1.5. 0.875) 
10 
> V 
51| 
> x 
2 3 

图 3.63 f(x)= x -x-1 的 图 形 .( 例 2) 图 3.64 表 3.1 中 前 三 个 x 和 值 . 


n = 5 时 ,我 们 得 到 结果 xe = xs = 1.324717957. 当 wl = x 时 ,方程 (1) 表明 f(x.) = 0. 我 
们 求 得 f(x) = 0 的 解 到 9 位 小 数 . | 
表 3.1 对 f(x)=x3-x-1,xo = 1 用 Newton 法 的 结果 


n x, fxr) f'(x,) Xaa = n- Ae 
0 1 -1 2 1.5 

1 1.5 0.875 5.75 1.3478 26087 

2 1.3478 26087 0.1006 82173 4.4499 05482 1.3252 00399 

3 1.3252 00399 0.0020 58362 4.2684 68292 1.3247 18174 

4 1.3247 18174 0.0000 00924 4.2646 34722 1.3247 17957 

5 1.3247 17957 ~ 1.8672E-13 4.2646 32999 1.3247 17957 


在 图 3.65 中 ,我 们 已 经 表明 例 2 中 的 过 程 可 以 从 xo = 3 的 点 Bo(3,23) 开始 .点 Bo 远离 
轴 ,但 Bo 处 的 切线 与 x 轴 交 于 (2.12,0), 所 以 x 仍 是 xo 的 改进 .如 果 我 们 像 前 面 那样 对 f(x) 
= x -ax ASC) = 3⁄2 -1 重复 利用 方程 (1) ,我 们 确认 用 7 步 就 可 以 得 到 7 位 小 数 解 
x7 = xé = 1.324717957. 
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oe lx 图 3.65 ”在 x = 1/Y3 有 边 的 任何 起 
GOES 始 值 x 都 将 收 化 到 方程 的 根 ， 


图 3.65 中 的 曲线 在 x =- 17Y3 处 有 一 个 局 部 最 大 值 而 在 < = 1⁄3 处 有 一 个 局 部 最 小 值 . 
如 果 我 们 从 这 两 个 值 之 间 的 xo 开始 的 话 我 们 不 能 指望 Newton 法 会 得 到 好 的 结果 ,但 我 们 可 以 从 
x = 1/Y3 右边 的 任何 地 方 开始 都 能 得 到 解答 .这 样 做 不 是 聪明 的 做 法 ,但 我 们 甚至 可 以 在 右边 很 
远 处 ,例如 x = 10, 开 始 . 这 样 做 会 多 做 几 步 ,但 这 个 过 程 仍 会 收敛 到 和 前 面 一 样 的 答案 . 


收敛 性 通常 是 确保 的 
实践 中 ,Newton 法 通常 以 极 快 的 速度 收 敏 ,但 并 非 都 有 保证 .测试 收敛 性 的 方法 之 一 是 从 
画 函 数 的 图 形 从 估计 xo 的 好 的 初始 值 开 始 . 你 可 以 通过 计算 | f(x,) | 来 测试 是 否 接近 函数 的 
零点 并 且 通过 计算 | zx。- x+jj 来 检验 该 方法 正在 收银 与 否 ， 
理论 确实 提供 了 某 些 帮助 .高 等 微 积分 的 一 个 定理 是 说 ,如 果 
A (x)| 
Lf' (a) 12 
对 包含 根 r 的 一 个 区 间 内 的 一 切 x 成 立 的 话 , 那 么 对 该 区 间 内 的 任何 起 始 值 x 该 方法 会 收敛 到 r. 
如 果 曲 线 y = f(x) 关 于 * 轴 在 xo 和 要 求 的 根 之 间 的 区 间 上 是 凸 (“隆起 ”) 的 (参见 图 3.66)， 
那么 Newton 法 总 是 收敛 的 . 
在 适当 的 条 件 下 ,Newton 法 收敛 到 r 等 微 积 分 的 公式 


< (2) 


|x — r| < max | y’ x -ri = 常数. x, —- r|2 (3) 
— < 2 — 
Wie 


e 
n+l 


来 表示 ,max 和 min 表示 包围 1 的 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 
值 .这 个 公式 说 第 n + 1 步 的 误差 不 超过 一 个 常数 乘 上 第 
n 步 误差 的 平方 .这 看 起 来 好 像 没有 多 快 ,但 要 思考 一 下 
公式 说 的 是 什么 .如果 常 数 小 于 等 于 1 而且 jx,，-7r|< 
10 ,那么 | zni = r| < 10 .就 单独 的 一 步 而 言 ,Newton 
法 就 把 三 位 小 数 的 精度 提高 到 六 位 小 数 的 精度 ! 

方程 (2) 和 (3) 的 结果 都 假设 了 /是 “很 好 的 ”函数 . IN 图 3.66 从 每 一 个 起 点 出 发 ,Newton 
此 ,在 方程 (3) 的 情形 ,f 在 + 只 有 一 个 单 根 ,所 以 A(7) 20. 法 部 会 收 策 到 ， 
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如 果 /在 -有 重 根 ,那么 收敛 可 能 会 慢 下 来 . 


但 也 可 能 出 问题 

如 果 S Cn) = 0,Newton 法 就 会 停 下 来 (图 3.67) .这 时 要 试 武 另 一 个 起 点 .当然 /和 广 可 
能 会 有 公共 的 零点 .为 测试 是 否 是 这 种 情形 ,你 可 以 先 求 S a) = 0 的 解 然 后 检验 /在 这 些 值 
处 的 取 值 ,或 者 你 可 以 把 RL 画 在 -- 起 来 检验 . 

Newton 法 并 非 总 是 收敛 的 . 例如 ,如 果 


-Vr- x, x<r 
f(x) = 
Vz — r, x > r 
Go SnD 
| 
| 
! O 
| 
| >x 
Xn 
图 3.67 如 果 f'(x,) = 0, 那 么 就 没有 图 3.68 Newton 法 不 收敛 的 情形 . 从 
能 定义 rn 的 交点 . xo 到 xi 又 返回 xo, 永 远 不 会 靠近 r. 


那么 其 图 形 像 图 3.68 中 的 图 形 , 如 果 我 们 从 xo = r- hh 开始, 我们 得 到 x = r+ 及, 而 后 的 逐次 
近似 都 在 这 两 个 值 之 间 来 回 .无论 多 少 次 选 代 都 不 会 比 我 们 的 初始 猜测 更 接近 根 +. 

如 果 Newton 法 确实 收 煞 ,那么 它 二 定 收 笋 到 一 个 根 . 但 是 要 小 心 . 有 可 能 出 现 这 样 的 情 
况 , 即 看 似 收敛 但 “收敛 值 " 不 是 根 .幸运 的 是 ,很 少 出 现 这 种 情况 ， 

在 Newton 法 收敛 到 一 个 根 的 情形 , 它 可 能 并 非 你 心目 中 要 求 的 根 .图 3.69 说 明了 会 出 现 
这 些 情形 的 两 种 方式 . 


图 3.69 如 果 你 从 很 远 的 地 方 开 始 , Newton 法 可 能 会 找 不 到 你 想 要 的 根 . 


DERF Newton 法 
用 Newton 法 求 根 的 过 程 在 如 下 意义 下 可 能 是 不 确定 的 ， 对 某 些 方程 而 言 , 最 终 的 结果 对 
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起 始 值 的 位 置 高 度 敏感， 
方程 4x4 - 452 = 0 就 是 这 样 的 方程 (图 3.70a) .在 x 轴 的 左边 区 间 上 的 起 始 值 导 至 根 4. 


在 中 间 区 间 上 的 起 始 值 导 至 根 8, 而 在 右边 区 间 中 的 起 始 值 导 至 根 C. 点 + V2/2 处 有 水 平 切 
线 .点 + V21/7 是 “来 回 循环 " ,从 每 一 点 出 发 都 导 至 另 一 点 ,又 回 到 出 发 点 (图 3.70b). 


y 


y=4x1- 4x? 


(b) 


-O > 


(c) 


图 3.70 (a) Æ(- œ, - 42/2), (~ V21/7,V21/7) 和 (Y2/2,w) 中 的 起 始 值 分 别 导 至 根 A,B ÑC. 
(b) 值 * =+ /21⁄7 互相 导 至 .(c) fE/21⁄7 和 V5372 之 间 有 无 穷 多 个 吸引 到 4 的 点 组 成 的 开 区 间 交 奉 着 吸 
引 到 c 的 点 组 成 的 开 区 间 . 这 种 性 态 被 反射 到 区 间 (- V2j2，- V21/7). 


区 间 (V21/7,Y2/2) 包含 由 导 至 根 4 的 点 组 成 的 无 穷 多 个 开 区 间 交 替 着 由 导 至 根 C 的 点 
组 成 的 无 穷 多 个 开 区 间 ( 图 3.70c) .分 割 相 邻 区 间 的 边界 点 (有 无 穷 多 个 ) 不 会 迄 代 到 一 个 根 ， 
而 是 从 这 个 到 男 一 个 来 回 循环 .而 且 , 当 我 们 选 从 右边 趋 于 V3177 的 点 时 ,要 区 分 那个 点 作 起 
始点 会 导 至 4 或 那个 会 导 至 C 将 变 得 愈 来 您 困 难 . 在 31Z7 的 同一 侧 ,我 们 找到 互相 可 以 任意 
靠近 的 点 而 它们 最 终 的 收敛 点 却 相隔 很 远 . 

如 果 我 们 把 方程 的 根 想像 为 另 一 些 点 的 “吸引 子 ", 图 3.70 表明 了 “吸引 子 ” 所 吸引 的 点 组 
成 的 区 间 (“ 吸 引 区 间 "). 你 可 能 会 认为 根 A 和 8 之 间 的 点 会 吸引 到 A 或 B, 但 是 如 你 们 已 经 知 
道 的 ,不 是 这 种 情形 .在 A 和 8B 之 间 有 无 穷 多 个 由 吸引 到 ç 的 点 组 成 的 区 间 . 类似 地 在 B 和 Cc 
之 间 存 在 无 穷 多 个 由 吸引 到 4 的 点 组 成 的 区 间 . 

当 我 们 用 Newton 法 来 解 复数 方程 zs -1 = 0 时 我 们 遇 到 了 这 种 性 态 的 一 个 甚至 更 引 人 注 
目的 例子 . 它 有 6 个 解 :1,，- 1 以 及 四 个 复数 + (1⁄2) + (/3⁄2)i. 如 图 3.71 表明 的 ,六 个 根 中 的 
每 一 个 在 复 平 面 (附录 4) 上 都 有 无 穷 多 个 吸引 * 贫 ". 最 下 端 中 间 的 盆 形 域 中 的 起 始点 被 吸引 
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到 根 1, 右 下 端 盆 形 域 中 的 起 始点 被 吸引 到 根 (1/2) + (Y3/2)i, 等 等 .每 个 盆 都 有 边界 ,其 复杂 
的 模式 在 逐次 放大 的 情形 下 无 休止 地 重复 着 .这 些 盆 形 域 称 为 分 形 盆 . 


图 3.71 这 个 由 计算 机 生成 的 初始 值 图 利用 颜 
色 来 展示 当 它 们 作为 用 Newton 法 求解 方程 2 — 1 
= 0 时 迭代 终止 在 复 平 面 上 哪些 不 同 的 点 .( 译 
注 : 由 于 原 图 是 彩色 的 ,作者 通过 颜色 来 表示 区 
域 .由 于 现在 的 图 是 黑白 的 .我 们 用 ,例如 ,红色 
的 点 (下 端 中 间 盆 形 域 ) 等 方式 来 表明 区 域 的 位 
置 . ) 红色 的 点 (下 端 中 间 盆 形 域 ) 走向 1( 下 端 )， 
绿色 的 点 ( 右 下 端 盆 形 域 ) 走向 (1/2) + (V3/2)i, 
深 兰 色 的 点 (右上 端 盆 形 域 ) 走向 (- 1⁄2) + 
(V372)i, 等 等 .黑色 区 域 (最 中 间 区 域 ) 中 的 点 表 
示 ; 如 果 以 它 为 起 始点 ,那么 在 迭代 32 步 后 它 仍 
不 能 达到 根 的 0.1 单位 的 范围 内 . 


习题 3.7 


(Ge 求 根 

1. 用 Newton 法 估算 方程 z? + x - 1 = 0 的 解 .从 xo = -1 出 发 求 左 边 的 解 而 从 xo = 1 出 发 求 右边 的 解 . 然 后 ， 
求 两 种 情形 下 的 x. 

2. 用 Newton 法 估算 x° + 3x + 1 = 0 的 一 个 实 解 . 从 xo = 0 出 发 然后 求 x. 

3. 用 Newton 法 估算 函数 /(x) = xt x -3 的 两 个 零点 .从 zo = -1 出 发 求 左 边 的 零点 而 从 xo = 1 出 发 求 右 
边 的 零点 .然后 求 两 种 情形 下 的 xo. 

4. 用 Newton 法 估算 函数 f(x) = 2x - x? + 1 的 两 个 零点 .从 x。= 0 出 发 求 左 边 的 零点 而 从 xo = 2 出 发 求 右 
边 的 零点 .然后 求 两 种 情形 下 的 r. 

5. 用 Newton 法 通过 解 方 程 x* - 2 = 0 求 正 的 2 的 四 次 方 根 .从 xo = 1 出 发 并 求 x. 

6. 用 Newton 法 通过 解 方程 x* - 2 = 0 求 负 的 2 的 四 次 方 根 .从 xo = - 1 出 发 并 求 x,. 


理论 ,例子 和 应 用 
7. MWR ” 假设 你 第 一 次 的 猜测 在 如 下 意义 下 很 运气 , 即 < 是 f(x) 的 一 个 根 .假定 f'(xo) 有 定义 而 且 非 零 ， 
那么 x, 和 以 后 的 近似 将 会 怎样 ? 
8. 为 学 而 写 ”你 计划 通过 用 Newton 法 解 方程 cos x = 0 来 估算 x/2 到 5 位 小 数 的 精度 .这 和 起 始点 是 什么 值 
有 关 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
9. 振荡 证明 ;如 果 甩 > 0, 把 Newton 法 用 于 
Vx, x > Ü 
| 
V-x, x<0 
会 导 至 x, = - ,如 果 xo = hFE x = h 如 果 xo。 = -hh. 画 一 图 说 明 将 会 怎样 . 
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10. AR AR BJ E A 把 Newton 法 用 于 f(x) = x13, 从 Xo = 1 开始 并 计算 x1 ,x2,x3 和 x4. 求 | Xn | 的 一 个 公 
I.M n 一 wm 时 | x, | 将 会 怎样 ? 画 一 图 以 说 明 会 怎样 . 
1. 为 学 而 写 说 明 为 什么 下 面 四 个 陈述 问 的 是 相同 信息 : 
i R (x) = x -3x 一 1 的 零点 . 
iü. 求 曲线 ，= = 和 直线 y = 3x + 1 交点 的 x 坐标 . 
ii. 求 曲线 ; = x? - 3x 和 水 平 直线 ; = 1 的 交点 的 x 坐标 . 
iv. R glx) = (1⁄4)x! — (3⁄2)x2 — x +5 的 导数 等 于 零 的 值 . 
12. 确定 行星 的 位 置 ” 为 计算 行星 的 空间 坐标 ,我 们 必须 要 解 像 x = 1 + 0.5sin x 的 方程 . 画 出 函数 f(x) = 
WRM x 一 1 -0.5sin x 的 图 形 表明 /在 x = 1.5 附近 有 一 个 零点 . 试 利用 Newton 法 来 改进 这 个 估计 . 即 , 从 
ce xo = 1.5 开始 来 求 x. ORARE 5 位 的 零点 的 值 为 1.49870. ) 记 住 要 用 弧度 . 
EW 13. 在 图 形 计算 器 上 应 用 Newton 法 的 编程 ” 设 /(x) = x? + 3x +1. 以 下 是 为 完成 Newton 法 计算 的 主屏 莫 
(a) E yo = a) K y, = f(x) 的 数值 导数 (NDER). 
(b) Œ xo = - 0.3 FA x. 
(c) 再 把 xo - (yo/y1) FA x ,尔后 一 再 按 * 回 车 键 ". 看 着 数值 收敛 到 /的 零点 . 
(d) 再 利用 不 同 的 < 值 重 复 (b) 和 (ce) 的 步骤 . 
(e) 写 下 你 自己 设 定 的 函数 并 用 这 样 的 方法 (用 Newton 法 ) 求 该 函数 的 零点 . 并 与 你 的 计算 器 内 置 的 求 
函数 零点 的 功能 求 得 的 答案 与 之 进行 比较 ， 
Ei. (8 11 的 继续 ) 
(a) 用 Newton 法 求 f(x) = x°- 3x -1 的 两 个 负 零 点 精确 到 5 位 小 数 的 值 . 
(b) 在 -2 < x <- 2.5 的 范围 内 画 f( x) =x -3x-l 的 图 形 . 利 用 拉 近 拉 远 (zoom) 和 跟踪 (trace) 的 
特殊 功能 来 估计 /的 精确 到 小 数 s 位 的 零点 . 
(e) m g(x) =0.25 -1.5x? -x+5 的 图 形 . 在 适当 的 重新 标 度 下 利用 拉 近 拉 远 和 跟踪 的 特殊 功能 求 
图 形 水 平 切线 切 点 的 精确 到 小 数 5 位 的 x 值 . 
KOM g 15. 相交 曲线 ”曲线 y = tan x 和 直线 y = 2x 在 x = 0 和 x = r/2 之 间 相 交 . 用 Newton 法 求 在 何 
q= 处 相交 
r] 16. 四 次 方程 的 实数 解 ”用 Newton 法 求 方 程 -2 -r -2142-0 的 两 个 实数 解 
Eg. 求解 
(a) 方程 sin 3x = 0.99 - 有 多 少 个 解 ? 
(b) 用 Newton 法 求 这 些 解 . 
ges agnas 
(a)cos 3x 等 于 x 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 ， 
(b) 用 Newton 法 求 使 它们 相等 的 x. 


CD-RO 


M 
oei E 19. 多 个 零点 求 函 数 /(x) = 2x4 - 4x? + 1 的 四 个 实 零点 . 


GE E 20. 估算 * 的 值 ”从 <o = 3 开始 用 Newton 法 解 方程 tan x = 0 来 估算 x 到 你 的 计算 器 能 显示 的 
尽 可 能 多 的 精确 位 数 . 


CD-ROM 


人 21. 曲线 的 相交 在 什么 x 值 处 cos x = 2x? 


22. 曲线 的 相交 。 在 什么 + 值 处 cos x =-x? 
23. RR ”利用 1.4 节 的 介 值 定理 证 明 f(x) = =Y +2x-4 在 x=1 和 x = 2 之 间 有 一 个 零点 .再 求 这 个 零 
点 (精确 到 5 位 小 数 ). 
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24. 四 次 方程 的 因 式 分 解 ” 求 


CD-ROM 8x4 — 14x? — 9x? + lix- 1 = 8(x - r )(x — r.)(x — r3)(x — r4) 


WEBsite 
C 的 因 式 分 解 中 x 到 zj 的 近似 值 . 


y 3 
+ y= 140— 9 +1lx -1 
> x 
œ% _1 
声 纳 浮标 É: T z) 
OKW: The Contraction Mapping Principle ,by C.O. 
Wilde, UMAP Unit326,Arlington, MA.COMAP, Inc.) 
第 24 题 图 第 26 题 图 


RW 25. 收敛 到 不 同 的 零点 ”对 给 定 的 开始 值 用 Newton 法 求 f(x) = 4 只 -4 的 零点 (图 3.70). 
人 (a)xo =- 2 # xo =-0.8, 零 点 位 于 (- œ, - /2⁄2) 
(b)xo =- 0.5 fll x = 0.25, 零 点 位 于 (- V21/7,V21/7) 
(c)xo = 0.8 和 xo = 2, 零 点 位 于 (VY2/2,%) 
(d)xo =-V21M7 和 xo = V21/7 
26. 声 纳 浮标 问题 ”在 潜艇 定位 问题 中 ,常常 需要 求 潜艇 到 水 中 的 声 纳 浮 标的 最 近 点 (CPA) .假设 潜 艇 在 掀 
WR y = x? 上 航行 而 浮标 位 于 点 (2, - 1⁄2). 
(a) 证 明 使 潜艇 和 浮标 之 间距 离 最 小 值 的 x 是 方程 x = 1/(x? + 1) 的 解 . 
(b) 用 Newton 法 解 方 程 x = 1/(x? + 1). f 
27. 在 根 附 近 几 乎 是 平坦 的 曲线 ”有些 曲线 太平 坦 ,实际 上 ,为 给 出 有 效 的 估计 ,Newton 法 停止 的 地 方 离 根 太 
远 了 .对 函数 /(x) = (x - 1) ,起 始 值 xo = 2, 用 Newton 法 来 看 看 你 的 计算 机 是 怎样 接近 根 x = 1. 的 . 


y 


指导 你 们 复 刀 盘问 题 - 331 ` 


28. 求 与 已 求 得 的 根 不 同 的 根 fr) = 4r -4x? 的 三 个 根 都 订 以 用 在 x = Vv21X7 附 近 的 * 值 作为 起 始 值 用 
Newton 法 求 得 . 试 试看 .参见 图 3.70. 
20. 求 离子 的 浓度 “” 当 试图 求 盐酸 中 氧 氧化 镁 的 谤 透 深 液 的 酸度 时 ,你 导出 了 水 侣 氧 离子 的 离子 浓度 
的 方程 
3.64 x 10° 
HOt 12 
为 求 LH307 ,的 值 ,你 令 x = 10' H,.O: 并 把 方程 转换 为 
x? + 3.622 — 36.4 = 0 
用 Newton 法 解 这 个 方程 .你 得 到 的 * 是 什么 ?( 使 之 达到 2 位 小 数 的 精度 . )[H;0* ] 呢 ? 
Ej bo. 复 根 。 如果 你 有 能 编制 程序 来 进行 复数 运算 的 计算 机 或 计算 器 的 话 , 试 做 一 个 用 Newton 法 求解 方程 
z-1=0 的 实验 .要 用 到 的 迭代 关系 为 


= .HIO- +3.6x10-14 


“n+l 一 “n 


试 试 从 起 始 值 :2,i.y3 + i 开始 . 


指导 你 们 复习 的 问题 


1. 关于 闭 区 间 上 的 连续 函数 能 说 些 什么 ? 

2. 汞 数 在 其 定义 域 上 有 -- 个 局 部 极 值 的 含义 是 什么 ?绝对 航 值 的 含义 呢 ? 如 果 两 者 都 有 ,那么 局 部 极 值 和 绝 
对 极 值 有 什么 样 的 关系 ?给 出 例子 . 

3. 如 果 在 内 点 处 取 到 局 部 极 值 ,该 点 处 的 /' 会 有 什么 样 的 情况 ?这 一 事实 怎样 导致 求 函数 局 部 极 值 的 步 又” 

4. 你 怎样 求 闭 区 间 上 连续 函数 的 绝对 极 值 ? 给 出 例子 ， 

5. Rolle 定理 的 假设 和 结论 是 什么 ?这 些 假设 真是 必要 的 吗 ? 说 明理 由 . 

6. 中 值 定理 的 假设 和 结论 是 什么 ?该 定理 可 能 有 的 物理 解释 是 什么 

7. 叙述 中 值 定理 的 三 个 推论 . 

8. 有 时 候 你 怎么 能 从 知道 f O) 以 及 了 在 一 点 x = x 的 值 来 识别 尔 数 f(x)? 给 一 个 例子 . 

9. 什么 是 微分 方程 ?什么 是 微分 方程 的 解 ? 给 出 例子 . 

10. 什么 是 增 函 数 和 减 函数 的 一 阶 导 数 检验 法 ?怎样 能 用 它 来 检验 是 否 存 在 局 部 极 值 ? 

11. 你 怎样 检验 二 次 可 徽 函 数 以 确定 它 的 图 形 是 四 向 上 或 四 问 下 的 ?给 出 例子 ， 

12. 什么 是 拐点 ?给 出 例子 .有 时候 拐 点 会 具有 什么 样 的 物理 意义 ? 

13. 和 有 检验 法 的 全 f 

14. KS SP 尔 有 关 它 的 图 形 的 什么 信息 

15. 什么 是 自 ai EEA B CI Y 8 8 TAERA 于 临界 点 ?什么 是 稳定 平衡 点 ?不 稳定 平衡 点 ? 

16. 你 怎样 构建 自治 微分 方程 的 相 直 线 ? 相 直线 怎样 有 助 于 你 产 生 能 定性 地 描绘 该 微分 方程 解 的 图 形 ? 

17. 概述 求解 最 大 - 最 小 问题 的 一 般 步 又 .给 出 例子 . 

18. 什么 是 函数 f(x) 在 点 x = a 的 线性 化 L(x)? 为 使 /在 4 的 线性 化 存在 ,对 /的 要 求 是 什么 ?线性 化 是 怎么 
用 的 ?给 出 例子 . 

19. WMR x 从 a 移动 到 邻近 的 a + dx ,你 怎样 估算 可 微 函 数 f(r) 的 值 的 相应 Y 的 变化 ?怎样 估算 相对 变化 ? 百 分 
比 变化 ?给 一 个 例子 . 

20. 叙述 解 方 程 的 Newton 法 .给 一 个 例子 . 当 你 应 用 Newton 法 时 应 注意 什么 
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实践 习题 


从 图 形 得 到 的 结论 


在 题 1 - 4 中 .利用 图 形 回答 问题 . 
1. 识别 了 的 全 局 极 值 以 及 在 哪些 x 值 处 取 到 全 局 极 值 . 


第 1 题 图 第 2 题 图 
2. 图 示 的 y = f(x) 的 图 形 的 五 点 中 的 哪些 点 处 
(a)y' My” 都 是 负 的 ? (b)y ”为 负 而 + ”为 正 ? 
3. 估计 区 间 ,在 该 区 间 上 = fx) 为 
(a) 增 (b) 减 
(c) 利用 已 给 的 £' 的 图 形 指出 何 处 盟 数 取 到 局 部 极 值 , 以 及 该 极 值 是 相对 最 大 值 或 相对 最 小 值 . 
p 
A 


0 10 20 30 40 50 
时 间 ( 天 ) 


第 3 题 图 第 4 题 图 
4. 右上 图 是 果 电 和 总数 的 图 形 .大致 在 哪 一 天 果 蝇 数 的 增长 率 从 增 的 变 为 减 的 ? 


极 值 的 存在 性 

S. 为 学 而 写 :局 部 极 值 fr) = +2z+tanx 有 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

6. 为 学 而 写 :局 部 最 大 值 glx) = csc x + 2cot x 有 局 部 最 大 值 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

7. 为 学 而 写 : 极 值 f(x) = (7 + x)(11 -3x)' 有 绝对 最 小 值 吗 ? 绝 对 最 大 值 ? 如 果 有 的 话 ,把 它们 求 出 来 ;或 
者 如 果 不 存在 的 话 ,给 出 不 存在 的 理由 . 列 出 /的 全 部 临界 点 . 

8. 为 学 而 写 :局 部 极 值 ” 求 a 和 请 的 值 , 使 得 函数 


实践 习题 < 333 - 


ax + h 


fa) = x 1 


在 x = 3 处 取 到 局 部 极 值 1. 这 个 极 值 是 局 部 最 人 值 ,或 局 部 最 小 值 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
9. 为 学 而 写 。 对 -一切 x 有 定义 的 最 大 整数 函数 /(x) = int x 在 [0,1) 中 的 每 一 点 取 到 局 部 最 大 值 .这 些 局 部 
最 大 值 也 能 成 为 的 局 部 最 小 值 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
10. (a) 试 给 出 -个 可 微 函 数 / 的 例子 ,即使 /在 点 c 既 没有 局 部 最 大 值 也 没有 局 部 最 小 值 ,但 它 的 一 阶 导数 在 
点 "等于零 
(b) 为 学 而 写 (a) 中 的 例子 是 怎样 和 3.1 节 的 定理 2 相 容 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
11. 绝对 极 值 ”即使 函数 y = 1/* 在 区 间 0 < x < 1 上 连续 但 它 既 取 不 到 最 大 值 也 取 不 到 最 小 值 .这 和 连续 
函数 的 极 值 定理 牙 盾 吗 ? 为 什么 ? 
12. 绝对 极 值 ”什么 是 函数 y = | x | 在 区 间 -1<x< 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ? 注 意 这 个 区 间 不 是 闭 区 间 . 这 
和 连续 函数 的 极 值 定理 矛盾 吗 ?为 什么 ? 


中 和 值 定理 
13. (a) 证 明 g(t) = sin*t - 3 在 其 定义 域 的 每 个 区 间 上 都 是 减 函数 . 
(b) 为 学 而 写 ”方程 sini - 3! = 5 有 和 多少 个 解 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

14. (a) 证 明 y = tan 0 在 其 定义 域 的 每 个 区 间 上 都 是 增 函 数 . 

(b) 为 学 而 写 如 果 (a) 的 结论 真 的 是 对 的 话 ,你 怎么 解释 tan x = 0 小 于 tan(xv4) = 

15. (a) 证 明 方 程 x*+ + 2x? - 2 = 0 在 i0,1] 上 有 且 只 有 一 个 解 . 

NMW O) 用 计算 器 求解 精确 到 尽 可 能 多 的 小 数位 数 . 

16. (a) 增 函 数 ”证明 f(x) = x/(x +1) 在 其 定义 域 的 每 个 区 间 上 都 是 增 函 数 . 

(b) 没有 局 部 极 值 的 函数 ”证明 函数 .Fr*) = * + 2x 既 没 有 局 部 最 大 值 也 没有 局 部 最 小 值 . 

17. 水 库 的 水 量 ”作为 一 场 暴 雨 的 后 果 , 水 库 水 的 体积 在 24 小 时 里 增加 了 1400 英 亩 - 英尺 (译注 :acre — foot, 
复数 为 acre - 人 .英亩 - 英尺 ,灌溉 的 水 量 单位 ,相当 于 1 英亩 地 1 英尺 深 的 水 量 , 即 43 560 立方 英尺 ,或 
1233.5 立方 米 ). 试 证 明 在 下 雨 期 间 的 某 个 瞬间 水 库 的 体积 以 超过 225 000 加 仑 /每 分 钟 的 速率 增加 (1 >> 
方 英尺 等 于 7.48 ME). 

18. 为 学 而 写 AA F(x) = 3x + C 对 不 同 的 C 给 出 了 不 同 的 函数 .但 是 ,所 有 这 些 函 数 都 有 关于 x 的 相同 
的 导数 , 即 F'(x*) = 3. 这 些 函 数 是 否 就 是 仅 有 的 导数 等 于 3 的 可 微 肾 数 ? 会 有 另外 的 函数 其 导数 也 等 于 3 
吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

19. 为 学 而 写 证明 


ł x d 1 
去) = (5 
BI f: i = - 这 和 中 值 定 理 的 推论 2 838039 J 8 89 E| a EEH. 


20. 比较 导数 R UO = xx/xx + 1) ffi z(x) = - 1022 2 1) 85 — YE. X ix 两 个 函数 的 图 形 你 能 得 
到 什么 结论 ? 


画 函 数 图 形 的 略图 

画 题 21 - 26 中 曲线 的 略图 . 

21.y = x° - (<x3⁄/6) 22.y =- x +6x -Or+3 23. y = (1⁄/8)(x ` + 3x? — 9x - 27) 
24.y = x*(8 - x) 25. y = x - 3 26.y = xV3-x 


是 27 - 30 中 的 每 一 - 题 给 出 了 通 数 y= A 的 一 阶 导数 . 


(b) 曾 曲 线 - 般 形状 的 酷 图 . 
27.，' = 16 - x` 28.v = x -x-6 29.,' = 6xtxr lix- 2) 30.v' = x! Ra 


运动 
从 图 形 效 得 有 关 运 动 的 结论 题 引 和 台中 的 每 张 图 都 是 治 华 标 直 线 运 动 的 物体 位 置 阔 数 = AOU KOS 
时 间 ) 的 图 形 . 大概 在 什么 时 间 ( 如 k fr f ti hois ) 物体 的 


(a) WE rE? (b) MEIE FE? 
KLTE fT AF i < E E J K i= zJ) 

(c) 向 前 ? (d) pjk? 
31 32 


33. 沿 直线 的 运动 in BUR iS SB HE Qa Bu EARO s = 3 + 40 30 - OR 
(a) 速度 b) 加 速度 


(c) 描述 1 CONRADA . 
34. 沿 直线 的 运动 ” 沿 直 线 运动 的 质点 的 位 置 图 数 为 0) = (1⁄2) -4r + 612 ,t > 0. 在 什么 时 间 区 间 里 质 
点 向 前 运动 ?向 后 运动 ? 
微分 方程 
在 题 35 - 38 中 , 求 具有 题 中 所 述 导 数 的 所 有 可 能 的 国 数 . 
35./'(x) = x Š + sin 2x 36./'( x) = sec x tan x 
37.f'(x) = El >0 38.f'(x) = r+ 
vy + 
在 题 39 和 40 中 .给 定 质点 的 速度 :或 加 速度 a 及 其 初始 位 置 . 求 质点 在 上 时刻 的 位 置 
30. =9.81+5,s=10 当 /=0 时 40.a = 32r = 20ĦHs=5, “t= OHRİ 
自治 微分 方程 和 相 直 线 
在 题 41 和 42 中 
(a) 识别 平衡 点 .哪个 是 稳定 定 平 衡 点 ,哪个 是 不 稳定 平衡 点 ” 


(b) AHRR. GRI v My” BERS. 
(c) 画 有 选择 的 有 代表 性 的 解 曲 线 的 略图 . 


4.3 -el a ar 
dx dy ` ` 
最 优化 


扇形 的 面积 “ 如果 右 图 所 示 的 圆 导 形 的 周 长 固定 为 100 英尺. 什么 样 的 和 ;的 值 能 
使 扇形 的 面积 最 大 ? 
44. 三 角形 的 面积 ”等 腰 : :角形 的 顶点 在 原点 而 它 的 底 与 x 铀 平行 ,其 质点 在 曲线 v = 


第 43 题 图 


实践 习题 “335 ， 


27 - x° 上 . 求 该 三 角形 可 能 具有 的 最 大 面积 . 
45. 内 接 柱 体 求 能 够 在 如 左下 图 所 示 的 半径 为 V3 的 球 内 的 最 大 的 直 圆柱 的 半径 和 高 . 


第 45 题 图 第 46 题 图 


46. 锥 中 锥 右上 图 展示 了 两 个 直 圆 锥 , 顶 向 下 的 锥 在 另 一 个 锥 里 面 . 锥 的 底面 是 平行 的 ,小 的 锥 的 顶点 位 于 
大 的 锥 的 底面 上 .什么 样 的 - 和 4 的 值 能 使 小 锥 的 体积 最 大 ? 
47. 制造 轮胎 你 们 的 公司 一 天 能 制造 x 百 个 4 级 轮胎 和 > 百 个 8 级 轮胎 ,其 中 0 < x =< 4 T B 


_ 40 - Il0x 
IAR E 


4 级 轮胎 的 利润 是 B 级 轮胎 利润 的 2 倍 .为 获得 最 大 利润 每 类 轮胎 应 各 制造 多 少 ? 
48. 质点 运动 《两 质点 在 s 轴 上 的 位 置 分 别 为 s = cos t Ms, = cos(t + z/4). 
(a) 两 质点 离 得 最 远 的 距离 为 多 少 ? (b) 何 时 两 质点 相 碰 ? 
Do. 无 盖 的 盒子 ”用 一 块 10 英 寸 x 16 英 寸 的 硬 纸板 在 各 顶点 切 去 边 长 相同 的 正方 形 然后 往 上 折 起 做 成 一 
只 无 盖 长 方 体 盒子 .解析 地 求 出 使 盒子 体积 最 大 的 尺寸 以 及 最 大 体积 .用 图 形 来 支持 你 的 答案 ， 
50. 设计 大 盆 你 要 设计 一 只 无 盖 的 不 锈 钢 大 盆 . 它 的 底部 是 正方 形 的 ,其 体积 为 32 亿 ， 从 四 分 之 一 英寸 厚 的 
不 锈 钢板 焊接 而 成 ,不 能 有 不 必要 的 重量 .你 建议 贫 的 尺寸 为 多 少 ? 


线性 化 

51. 求 (a)tan x fE x = - rv4 (b)sec x 在 x =- xw/4 
的 线性 化 .把 曲线 和 其 线性 化 的 图 形 画 在 一 起 . 

52. 我 们 可 以 通过 组 合 近 似 


=1-*x 和 tanx = x 


1+ x 

来 得 到 函数 f(x) = 1/0 + tan z) Æ x = 0 的 有 用 的 线性 近似 - L EENT 

试 证 明 这 一 结果 正 是 1/(1 + tan x) 在 x = 0 的 标准 线性 近似 (线性 化 ). 
53. 求 f(x)= VI+t+x+sinx-0.5 在 x = 0 的 线性 化 . 
54. 求 f(x) = 2/(1 -x)+VI+x -3.1 在 x = 0 的 线性 化 . 
变化 的 微分 估计 
55. 锥 的 体积 — 当 右 图 的 直 圆 锥 的 半径 从 r 变 到 ro + dr 而 高 不 变 时 , 试 写 出 该 圆锥 体 = iarr 

积 变化 的 估算 公式 . S= mr/r2+ 2 
56. 控制 误差 ( 侧 表面 积 ) 


(a) 要 求 合理 地 确保 立方 体 表面 积 计算 的 误差 不 超过 2% 时 ,你 测量 立方 体 边 长 应 . 第 55 是 图 
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有 多 少 精度 ? 
(b) 假设 边 长 是 以 (a) 中 的 精度 测量 得 到 的 .从 这 种 边 长 测量 算得 的 立方 体 的 精度 有 多 少 ? 为 计算 这 个 精 
度 , 估 算 从 这 种 边 长 测量 计算 体积 的 百分比 误差 . 

5. 复合 误差 ”测量 一 个 球 的 大 圆周 长 ,每 10 厘米 的 可 能 误差 为 0.4 厘 米 .然后 把 这 个 测量 用 于 计算 半径 . 然 
后 这 个 半径 又 用 于 计算 球 的 表面 积 和 大 圆 .估算 
(a) 半径 (b) 表面 积 (c) 体积 
计算 中 的 百分比 误差 . 

58. REE ”为 求 路 灯 柱 的 高 度 ( 见 下 图 ) ,你 在 离 路 灯 20 英 尺 处 竖 起 一 6 英尺 高 的 杆 并 测量 杆 的 影子 的 长 度 
a 为 15 英尺 .利用 值 a。= 15 计算 路 灯 柱 的 高 度 并 估计 算得 结果 的 可 能 误差 . 


Newton 法 

j] 在 题 59 - 62 中 ,用 Newton 法 估算 给 定 函 数 的 零点 .使 用 计算 器 并 说 出 你 的 精确 到 6 位 小 数 的 答案 . 
59.f(x) = 3 xl1<y<2 60.f(4) = + 全 +7,x<0 

6l.g(t) = 2c0st- Vl - t, - @ < t < @ 62.g(t) = Vt + V1I+t-4,:>0 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


1. 为 学 而 写 关于 在 一 个 区 间 上 具有 相等 的 最 大 值 和 最 小 值 的 函数 你 有 什么 可 以 说 的 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
2. 为 学 而 写 — 闭 区 间 上 的 间断 函数 不 可 能 既 有 最 大 值 又 有 最 小 值 ,对 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

3. 为 学 而 写 ”关于 开 区 间 上 连续 函数 的 极 值 你 能 得 到 什么 结论 ? 半 开 区 间 呢 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

4. 局 部 极 值 ”利用 导数 


df = 6(% - 1)(x - 2)?(æ - 3)3(x - 4) 
x 


的 正 负 号 模式 来 识别 使 / 取 到 局 部 最 大 值 和 最 小 值 的 点 . 
5. 局 部 极 值 
(a) 假设 y = f(x) 的 一 阶 导数 为 
y' = 6(x + 1)(x - 2) 
在 哪些 点 ,如 果 存 在 的 话 ,f 的 图 形 有 局 部 最 大 值 .局 部 最 小 值 或 拐点 ? 
(b) 假设 y = Ax) 的 一 阶 导数 为 
y’ = 6x(x + 1)(x - 2) 
在 哪些 点 ,如 果 存 在 的 话 ,/ 的 图 形 有 局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 或 拐点 ? 
6. 为 学 而 写 : 界 函 数 ”如 果 对 一 切 *, 广 (z*) < 2, 那 么 函数 /在 [0,6] 上 可 能 增长 到 最 大 的 值 是 多 少 ? 对 你 的 


附加 习题 :理论 、 例 子 、 应 用 - 337 > 


9. 


10 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


回答 给 出 理由 . 


. 限制 函数 的 界 ”假设 /在 [a,b] 上 连续 而 。 是 该 区 间 中 的 一 个 内 点 . 试 证 明和 如 果 在 La,c) 上 /'(x) < 0, 而 


在 (ce,b] E f'(x) > 0, RWA f(x) 在 [a,b] 上 永远 不 会 小 于 fe). 


. 一 个 不 等 式 


(a) 试 证 明 对 任何 x 值 , - 1⁄2 < xZ/(1 + x) < 1⁄2. 
(b) 假设 函数 f(x) 的 导数 为 f(x) = x/(1 + x?). 利 用 (a) 中 的 结果 证 明 对 任何 a Mb, 


|/G) -Kale Flo- al 


为 学 而 写 ”f(x) = x? 的 导数 在 x = 0 处 为 零 ,但 f 不 是 一 个 常数 函数 .这 不 是 和 中 值 定理 的 推论 (导数 为 
零 的 函数 为 常数 函数 ) 相 矛 盾 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


. 极 值 和 拐点 ” 设 h(x) = f(x)g(x) 是 两 个 可 微 函 数 之 积 . 


(a) WR f fl z 都 是 正 函数 ,在 * = a 有 局 部 极 值 ,又 如 果 f' 和 g' 在 x = ac 改变 正 负 号 ,那么 1 在 zx = a 
取 到 局 部 最 大 值 吗 ? 

(b) 如 果 点 x = e 是 /和 # 的 图 形 的 拐点 ,点 x = a 也 是 4 的 图 形 的 拐点 吗 ? 

对 每 一 种 情形 ,如 果 结 论 是 肯定 的 ,给 出 证 明 ; 如 果 结 论 是 否定 的 ,给 出 反例 . 

求 函 数 ”利用 下 列 信息 求 函数 表达 式 f(x) = (x + a)/(bx2 + cx + 2) PR a,b 和 < 的 值 . 

i.a,b f c 的 值 为 0 或 1. 

二 ,了 的 图 形 通 过 点 (- 1,0). 

Hi. 直线 y = 1 是 /的 图 形 的 渐 近 线 ， 

水 平 切 钱 。 对 什么 样 的 常数 值 上 ,曲线 y = x? + ke + 3x -4 有 且 只 有 一 条 水 平 切线 ? 

最 大 内 接 三 角形 ”点 4 和 电位 于 单位 圆 的 直径 的 两 个 端点 ,而 点 C 位 于 圆周 上 .以 下 结论 是 否 正确 : 当 三 

角形 是 等 腰 三 角形 时 A4BC 的 周 长 最 长 ?你 是 怎么 知道 的 ? 

梯子 问题 ”能 水 平地 搬 过 左下 图 所 示 的 走廊 的 角 域 的 最 长 的 梯子 的 长 度 ( 以 英尺 计 ) 是 多 少 ?把 你 的 答案 

会 人 到 最 靠近 的 整数 英尺 . 


无 盖 的 水 箱 
总 保持 满 的 
y =) 
流出 速度 
= | 64(h - y) 
8,6 
Z (8, 6) 
š 地 面 ¿ 
x wa 
° 范围 
第 14 题 图 第 15 题 图 


水 箱 上 的 孔 ”你 想 在 如 右上 图 所 示 的 水 箱 边 上 某 高 度 钻 一 孔 使 得 流出 的 水 击 到 地 面 尽 可 能 远 .如 果 你 在 
靠近 项 部 的 边 上 钻 孔 ,压力 低 ,水 流 慢 , 在 空中 要 花 相对 长 的 时 间 . 如 果 你 在 靠近 底部 的 边 上 钻 孔 ,水流 虽 
以 高 速 流出 但 只 用 很 短 时 间 就 掉 到 地 面 .什么 高 度 是 孔 的 最 佳 位 置 ,如 果 存 在 这 样 的 位 置 的 话 ?( 提 示 :从 
高 度 y 处 流出 的 水 的 质点 要 多 长 时 间 击 到 地 面 ?) 

BIAR 一 位 美式 足球 ( 橄 模 球 ) 运动 员 要 从 右 界 内 虚线 处 蝎 一 个 越过 球门 横 木 得 3 分 的 球 假设 球门 
EAE 英 足 而 界 内 虚线 是 一 条 离 右 球门 柱 s 英尺 (a > 0) 的 直线 . 求 能 给 出 喝 球 者 最 大 角度 8 的 离 球门 


线 的 距离 有 ,假设 球场 是 平地 (参见 左下 图 ). 


球门 柱 ， 
| 球门 线 
| 
| 
| 
| 
| AiE ER 
JA 
j 
| 
i 
~R 
WHER 
第 16 题 图 第 17 题 图 


17. 答案 不 同 的 最 大 - 最 小 问题 ”有 时 候 最 人 - 最 小 问题 的 解 有 赖 于 有 关东 西 形状 的 尺寸 比例 .作为 例子 ， 

假设 半径 为 > 高 为 六 的 下 圆柱 内 接 于 半径 为 丸 高 为 刀 的 直 国 锥 中 .如 上 图 所 示 , 求 (经 由 只 和 妃 表 示 的 ) 值 

r 使 得 阅 杜 体 的 总 表面 积 (包括 项 和 底面 积 ) 最 大 .正如 你 将 会 看 到 的 , 解 有 赖 于 是 否 已 二 2R 或 下 > 2R. 
18. 最 小 参数 。 求 最 小 的 正常 数 六 ,使 对 所 有 正 的 * 值 有 mx -1+ Ua) 大 于 等 于 零 ， 
19. 证 明 二 阶 导 数 检验 法 ”局 部 最 大 值 和 最 小 值 的 二 阶 导数 检验 法 (3.3 节 ) 说 ， 

(a)f 在 x =“ 有 … 局 部 最 大 值 , 如 果 广 (ce) = 0 R /"(c) < 0. 

(b)f 在 x = c f 局 部 最 小 值 , 如 果 C = 0 且 关 (ce) > 0. 

为 证 明 (a) . 令 e = (172)|f"(e)|. 然 后 利用 

CCc + h) 
h 


f'ce+ h) - f'(c) lin £ 
= lm 


h h ed 1 


六 ce) = lim 
h i) 

来 得 到 以 下 结论 :对 某 9G > 0 
0< hi< ò a EHD < f") + £ < 0 


因此 在 -9 < h <0 上 上 Aeo+h) 是 正 的 ;而 在 0 < h < 9 Ff (e + h) 是 负 的 .以 类 似 的 方式 证 明 命题 (). 
20. Schwarz 不 等 式 

(a) HEB. a > 0, 那 么 fx) = ax” + bx + c > ORRU > BQ o 4 H (9224 52 =< ac. 

(b) 把 你 在 (a) 中 得 知 的 结果 用 到 和 式 

(ax + bi) + (ax + by) + ct + 
上 ,推导 出 Schwarz 不 等 式 
Caibi + azba t t + anba) < (all + ay tr ap + by t o + b.2) 

(c) 证 明 仪 当 作 在 实数 x 使 得 对 = 1,2,… n fas b, = 0 时 Sehwarz 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
21. 钟 摆 的 周期 ” 钟 摆 的 周期 7( -个 完整 的 播 摆 过 去 又 回 到 康 地 所 需 的 时 间 ) 由 公式 T? = 4 L/g 给 出 ,其 

中 了 以 秒 计 ,g = 32.2 英尺 / 秒 *, 而 摆 的 长 度 以 英尺 计 . 近似 地 求 

(a) 周期 T = 1 秒 时 , 钟 捍 的 长 度 (b) 如 果 (a) 中 的 摆 拉 长 了 0.01 英尺 ,7 的 变化 dT 

(c) 由 于 (b) 中 求 出 的 由 dT 表示 的 周期 变化 的 结果 使 该 钟 快 或 慢 了 多 少 . 
22. 不 用 除法 求 倒数 值 ”如 果 你 把 Newton 法 用 于 A(x) = (1⁄5) - a, 你 就 可 以 不 用 相 除 来 求 得 数 a 的 倒数 的 

估计 值 .例如 ,如 果 a = 3, 那 么 有 关 的 函数 为 f(x) = da) -3. 

(a) Bj y = (14x) -3 的 图 形 . 该 图 形 在 何 处 穿 过 轴 ? 

(b) 证 明 这 时 的 递 推 公 式 为 = x,(2 -3x,). 所 以 就 不 需要 做 除法 了 . 


积 ”分 


概述 ” 我们 已 经 看 到 计算 瞬时 变化 率 的 需要 如 何 导 致 
微 积分 的 发 现 者 们 去 研究 切线 的 冬 率 ,终于 引出 我 们 称 之 为 
微分 运算 的 导数 ,但 是 他 们 知道 导数 揭示 的 仅仅 是 事物 的 一 
半 , 微 积分 除了 描述 函数 在 给 定 的 时 刻 如 何 变 化 以 外 ,他 们 
还 需要 措 述 那些 器 时 的 变化 怎么 能 在 一 段 时 间 阅 阳 上 和 和 g: 
产生 该 函数 .也 就 是 ,通过 研究 行为 的 改变 来 了 解 行为 本 身 ， 
例如 ,从 一 个 运动 物体 的 速度 能 够 决定 该 物体 作为 时 间 函 数 
| 的 位 置 . 正 是 为 了 这 个 目的 ,他 们 还 研究 了 曲 这 梯形 的 面积 ， 
| 并 导致 产生 我 们 称 之 为 积分 学 的 微 积分 第 二 主要 分 支 ， 

从 前 ,人 们 曾 觉 得 求 切线 斜率 和 求 曲 边 梯形 面积 这 两 种 对 
几何 图 形 的 运算 似乎 没有 任何 联系 ,Newton 和 Leibniz 却 提出 
异议 ,他 们 要 证 明和 赁 直观 发 现 的 两 者 之 间 的 内 在 联系 .这 个 联 
系 (人 们 称 之 为 微 积分 基本 定理 ) 的 发 现 使 得 微分 和 积分 运算 
一 起 成 为 数学 家 们 总 能 得 到 认识 宇宙 万 物 的 最 有 力 的 工具 . 


不 定 积分 .微分 方程 和 建 模 


求 反 导数 (导数 的 逆 运 算 ) :不 定 积分 。 DAOR 。 数学 建 模 


DRO 根据 函数 的 一 个 已 知 值 和 它 的 导数 广 (*) 决定 函数 /(x) 的 步骤 分 两 步 .第 一 步 是 
r TAA ATARE H B # B| AELA f fE 2 Sp SKU R R k 06 RARA f RERO, 
而 给 出 /所 有 反 导 数 的 公式 称 为 /的 不 定 积分 .第 二 步 是 利用 已 知 值 从 不 定 积分 中 选 定 我 们 想 
要 的 一 个 特殊 的 反 导 数 .对 一 个 函数 , 求 一 个 包罗 它 的 所 有 反 导 数 的 公式 , 乍 看 起 来 ,似乎 是 不 
太 可 能 的 事 , 至 少 要 有 小 魔力 才 行 ,但 完全 不 是 这 种 情况 .根据 3.2 节 的 中 值 定理 的 开头 两 个 
推论 ,只 要 我 们 能 找到 -个 反 导 数 ,就 能 找到 所 有 反 导 数 . 


O 反 导 数 , 即 原 函数 一 一 译 者 注 
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求 反 导数 :不 定 积 
我 们 从 一 个 定义 开始 . 


定义 ”一 个 函数 的 反 导 数 
一 个 函数 F(x) 称 为 另 一 个 函数 f(x) 的 反 导 数 ,如 果 


F'(x) = f(x) 
对 /定义 域 中 的 x 成立 .f 的 全 体 反 导数 所 组 成 的 集合 称 为 /关于 x 的 不 定 积分 , 记 作 
|Kaas 


其 中 符号 | 称 为 积分 号 . 函数 称 为 积分 的 被 积 函 数 , 而 x 称 为 积分 变量 ， 


根据 3.2 节 的 中 值 定理 推论 2 ,我 们 已 有 一 个 上 的 反 导 数 己 , 其 他 


CD-ROM 原 函 数 与 这 个 反 导 数 只 差 一 个 常数 . 我 们 用 如 下 符号 记 法 简要 地 说 
k. WEBsite 明 这 个 关系 : 
. j 历史 传记 I - 

The Integral [oaz = F(x) + C (1) 


其 中 C 称 为 积分 常数 或 任意 常数 .方程 (1) 读 作 “/ 关 于 x 的 不 定 积分 


为 F(x) + C” ARIRE F(x) + C ,我 们 说 已 经 完成 了 对 了 的 积 
分 ,也 就 是 计算 了 /的 积分 . 


例 1( 求 不 定 积分 ) 计算 |2xdx， 


解 
2 的 一 个 反 导 数 
f2xdx=x4C 
SENM 
公式 x CAERS 2x WARTA. EMAR ERRAR 22 2 1.2 r, M x2 
等 都 是 2x 的 反 导 数 . | 


在 科学 工作 中 需要 的 许多 不 定 积分 是 借助 反 转 导数 公式 求 得 的 .读者 一 看 表 4.1 便 会 明 
白 这 个 意思 , 表 中 并 排列 出 了 基本 积分 公式 与 相应 的 反 向 导数 公式 来 源 . 

到 此 ,读者 可 能 会 发 生 疑 问 ,为 什么 正切 . 余 切 、 正 割 和 余 割 的 积分 未 出 现在 表 里 , 其 原因 
在 于 它们 的 通常 的 公式 含有 对 数 .在 4.5 节 , 我 们 会 看 到 这 些 函数 的 确 有 反 导 数 ,但 是 直到 第 
六 章 和 第 七 章 才 知道 这 些 函 数 的 反 导 数 是 什么 . 
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不 定 积 分 


相应 的 的 导数 公式 


n+l 


BETT = 二 + C.,n = - 1,n 为 有 理 数 
fax i has - <+ C (特殊 情形 ) 


2. |sin kx dx = =- costr +C 


sin kx 


3. feos kx dx = ok C 


4. [sex dx = tanx + C 


5. feses dx =- co x + C 
6. [see x tan x dx = sec x + C 


7. fese x cot < dx = — çsc x + C 


例 2 (根据 表 4.1 求 积分 ) 
(a) sdx = 和 十 C 


1 人 2 
| — dx = | as = 2x!⁄2 + C 
VX 


Co) fsin 2x dx = - cos 2 +C 


(q) feos + = |eos( Da)ax = 


sin(1/2) x 


d 

— (= cot x) = csc2x 
dx 

d 

TOSeC x = sec x tan x 
dx 


d 
A (— esce x) = cse x cot x 
dx 


ZK 1.n = 5 
公式 lr = - 1⁄2 
公式 2,k=2 

+ C = 2sin Z +C 公式 3,4 = 1⁄2 | 


2 


求 一 个 积分 公式 有 时 是 困难 的 ,但 是 一 旦 找到 了 ,检验 起 来 却 相对 容易 :对 结果 的 右边 求 


导 , 其 导数 应 该 是 被 积 函数 . 


例 3 检验 不 定 积分 的 正确 性 


E 确 : |# cos z dx = x sin x + eos z + C 


理由 :对 等 式 的 右边 求 导 ,其 导数 焉 是 被 积 函 数 ， 


“as iw awa osa FC = 
dx 


错误 :| * cos x dx = xsinx + C 


理由 :对 等 式 的 右边 求 导 , 其 导数 不 是 被 积 函数 : 


X cos x + sin x -sinx + 0 = x cos x. 


d : : 
qz x sinx + C) = x cos x + sin x +0% x cos x. _ | 


别 担心 怎么 求 出 例 3 中 正确 的 积分 公式 ,在 第 七 章 中 我 们 会 给 出 一 个 求法 . 


初 值 问题 


已 知 函 数 的 导数 以 及 在 某 个 特殊 点 to 处 的 值 yo, 求 x 的 函数 y 的 问题 称 为 初 值 问 题 .正如 


例 4 所 示 .我 们 分 下沙 求解 初 值 回 题 . 
例 4( 已 知 一 个 点 及 斜率 函数 ,确定 一 条 曲线 ) 已 知 曲 线 在 点 (xy) 处 的 斜率 为 3， 许 


且 通 过 点 (- 1.1).K iw RR. 
解 ”用 数学 术语 ,我 们 要 解 的 是 如 下 初 值 问 题 . 


APAN: 3 N2049 918 9 302. 
— > d: 
MJQ Rf: yQ) =- 1 
1. MERLI) y FÈ: 
dy > 
dx 一 3x 


| dya, = |3 ax 
J dx J 


y+C = x` + C, 
y = x` + C. 合并 积分 常数 ,给 出 遂 解 . 
结果 告诉 我 们 y 等 于 x* + C.C 是 某 一 常数 .我 们 从 条 件 yY(D = - 1 求 这 一 常数 值 . 
2. k C: 
y = x" + C 
-l= (1) + C 初始 条 件 *(L) = - 1 
C = -2. 
所 求 的 曲线 为 ， = =? -2( 图 4.1). _ | 


函数 Ar) 的 不 定 积分 F(x) + C 给 出 了 微分 方程 
dy/dx = f(x) 的 一 般 解 y = Fx) + C. 此 一 般 解 给 出 方 
程 的 所 有 和 解 (这 些 解 有 无 穷 多 个 ,对 应 每 一 个 C 的 值 都 有 
一 个 解 ). 我 们 遂 过 求 其 一 般 解 来 解 微分 方程 . 接着 通过 
求 满 足 初始 条 件 y(xo) = yo x = xo HF y = yo) 的 特 
解 来 解 初 值 问题 . 

在 数学 建 模 中 . 解 初 值 问 题 是 重要 的 ,通过 这 个 步 又 ， 
我 们 ,例如 科学 家 和 工程 师 们 ,运用 数学 认识 现实 世界 . 


数学 建 模 

数学 模型 的 提出 通常 有 四 个 步骤 :首先 我 们 观察 现 
实 世 界 中 的 某 种 事物 (例如 ,从 静止 下 落 的 重 球 或 在 咳嗽 
期 间 收缩 的 气管 ) 并 构造 - -个 数学 变量 的 系统 和 模仿 该 
事物 重要 特征 的 一 些 关 系 . 建立 一 个 人 们 能 够 理解 的 数 
学 比喻 .我 们 将 数学 用 于 变量 及 其 关系 求解 模型 并 得 出 
关于 变量 的 结论 .接着 ,将 数学 结论 翻译 成 所 研究 系统 的 
信息 .最 后 ,对 照 观测 的 结果 检验 这 些 信 息 ,看 看 模型 是 图 +.1 EÑ y = x + 0 没有 重要 地 
村 有 预计 性 的 价值 . 我们 也 研究 该 模型 用 于 其 他 系统 的 PERRE. EBA e. RIA hR 
可 能 性 .确实 好 的 模型 会 导致 与 观察 一 致 的 绪论, 有 预 则 ”= ”- ?大 通过 点 (1, - 1) 的 曲线 . 
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性 的 价值 ,有 广泛 的 应 用 并 且 用 起 来 不 是 太 准 . 


步骤 1: 观察 现实 世界 行为 . 

PR 2; 为 确定 变量 及 其 关系 作假 设 , 建 立 模 型 . 
步骤 3: 求解 模型 得 到 数学 解 . 

步骤 4: 解释 模型 并 将 其 与 现实 世界 的 观察 对 照 . 


对 上 自由 沙 体 模型 ,其 数学 模仿 ,推理 ,解释 ,和 人 确认 的 日 然 循环 用 框图 表示 如 下 : 


变量 : 
;= 距离 
. = BF 
关于 可 测 PNU 
em aahi hia 4 =0 R, s=0.v=0 
上 落 的 物体 BXA: 
s=16/2 
确认 
记 时 /录像 自由 落体 应 用 微 积分 
1 时刻 了 的 速度 "为 324. 
2. 所 有 落体 基 有 相同 的 数学 结论 
常数 加 速度 :32 英尺 /各 a 


解释 为 现实 世界 的 术语 o ,35 


例 5( 从 一 个 上 升 的 汽 球 掉 落 一 个 包裹 ) ”一 个 包 睹 从 一 个 汽 球 上 掉 落 , 当 时 汽 球 位 于 离 
地 面 80 KRAS, IEA 12 英尺 / 秒 的 速度 上 升 .多 长 时 间 该 包 襄 落 到 地 面 ? 

解 ” 设 在 时 刻 1, 包 于 的 速度 为 vl(1), 离 地 面 高 度 为 s(1). 地 球 表面 附近 的 重力 加 速度 为 
32 英尺 / 秒 * .假设 没有 另外 的 力作 用 在 下 落 的 包 庄 上 .我们 有 


d = - 32， — 负 号 因为 重力 作用 J ， 减 小 的 方向 
从 而 导出 初 值 问题 ;: 
微分 方程 MEREL 
初始 条 件 : v(0) = 12, 


Wale ta REA ZO AO BEHARI . FR TAE AEL TEN TAE P C BE E TEE. 
1. 解 微分 方程 : 


dv 
gr = 32 
dv -Í 
| Rar =j~ 32dt 
v = — 321+ C. 台 并 积分 常数 为 一 个 


有 了 该 微分 方程 的 一 般 解 , 我 们 利用 初 值 条 件 求 问题 的 特 解 ， 


2. K C: 
12 =- 32(0) + C 初始 条 件 "(0) = 12 
C =12. 
初 值 问题 的 解 为 
v =- 32t + 12. 


因为 速度 是 高 度 的 导数 和 当 1 = 0 时 包 襄 掉 落 ,当时 位 于 离 地 面 80 英尺 高 空 , 从 而 我 们 有 
男 一 个 初 值 问题 . 


微分 方程 : = — 321 + 12 在 上 面 的 最 后 一 个 方程 中 , 设 e = ds/dt 
初始 条 件 : s(0) = 80, 
解 此 初 值 问 题 求 作为 上 的 函数 的 高 度 ， 

解 微分 方程 : 

ds 

d: 三 一 32t + 12 

ds 
| $a -|(- 32t + 12)di 
s =- 16! + 12: + C. 合并 积分 常数 得 到 通 解 

SK C: 


80 = -16(0) + 12(0)+ C 初始 条 件 s(0) = 80 
C = 80. 
在 时 刻 上 人 包 右 离 地 面 的 高 度 为 
s =- 16t + 12t + 80. 
fg 89 34] HJ : H TORIA E 8 A E Bb E BJ BJ 8] RAITI s 等 于 0 来 求解 1: 
- 16¢ + 12t + 80 =0 
-4t +3t +20 =O 


i -一 二 人 二 次 方程 求 根 公式 
-1.89, £ = 2.64. 

包 训 从 汽 球 上 掉 落 后 大 约 2.64 秒 落 到 地 面 ( 负 根 没有 物理 意义 ). _ | 
习题 4.1 
求 反 导数 
在 是 1 - 8 中 ,对 每 一 个 函数 求 一 个 反 导 数 . 尽 可 能 用 心算 .通过 求 导 检 验 你 的 答案 . 
1.(a)6x (b)x' (cx? -— 6x + 8 
2.(a) - 3x71 (b)x Í le) + 2x43 
3.(a) -5 (b) >a CEER 
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3 1 ES 
4. (a) > V< Dye CELES 
5. (a) Santa (b) + 2 (c) - + 
6.(a) — z sin zx (b)3sin x (c)sin mx ~ 3sin 3x 
7.(a)sec2 x (b) sed s. (c) - sec? 3 
8.(a)sec x tan x (b)4sec 3x tan 3x (e)sec tan F 
求 积 
在 题 9 - 26 中 求 积 分 ,通过 求 导 检验 你 的 答案 . 

2 1 2 1 
s. [a + 1)dx 10.|(32 十 二 jd nfor - Sx + 7)d<x 2.|( = -x 一 可) ds 
2 2 

a. 241 14. | (+ Jz) dx 1s.| (37 - <fa) av |Z + 二 ju 
17.|(4 - Sajd 18. f2z0 - xax 19. Í aa 20.|(- 2cos e)a 
21. [Tsin Lao 2. f- 3csczx )dx 23.|0 + tam0)d0( 提 示 :1 + tan’ = sec?0) 


24.| op dx( 提 示 :1 + col x = csc2x) 25. feos O(tang + sec 0)d0 26.| — se Ó jg 


esc 0 — sin 0 


检验 积分 公式 
通过 求 导 检验 27 - 30 题 中 的 积分 .在 4.2 节 , 我 们 将 会 看 到 像 这 样 的 公式 是 怎么 得 来 的 . 
4 一 
x. |o: — 2)3dx = Ur 2. + C 28. |G3x + 5) ?dx =- Gats)! +C 
x — 1 x — 1 1 1 
29. fese( 3 ) dx =- 3cot( 3 )+ C 30. Í G; Tadx s C 
31. 下 列 的 每 一 个 公式 对 还 是 错 , 对 你 的 回答 请 给 出 一 个 简短 的 解释 . 
P sin x dx = sin x+ Ç 
E sin x dx = — x cos x + C 
Co |e sin x da = — x cos x + sin x + C 
32. 下 列 的 每 一 个 公式 对 还 是 错 , 对 你 的 回答 请 给 出 一 个 简短 的 解释 ， 
Ga) O. a = CED! g y y 


(bj3(zs + dx = (2x + 1)?+C 


Co felz + 1dr = (2x + 1): + C 


初 值 问题 
33. 右边 哪 一 个 图 形 给 出 了 以 下 初 值 问题 
的 解 (如 右 图 所 示 ). 


d 
qk = 2x, 34x =1 时 y=4 (a) (b) (e) 
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对 你 的 回答 给 出 理由 
34. 下 列 哪 一 个 图 形 给 出 了 以 下 初 值 问 题 的 解 ? 


1 
dx 


CLD 
X ` = — Y 
D 
(ç) 
对 你 的 问答 给 出 理由 ， 
解 第 35 - 46 题 中 的 初 值 问题 . 
i ， ly 1 
35. 人 = ar-7.0)=0 36. 人 = +r > 0;1(2) = | 
: - x 
dy š dy l 
37. NP = 3x 3,y(-1)=-5 38. d 5 poy) =0 
` ` ZA 
39. s = cost+sint,s(x)= 1 40. z =- zsin zÜ ,r(0) = 0 
M: 
41. g = L gee t tan lvrt0) = 1 42. s = 8! + eser. el =.) =-7 
2 2 a i 
43. "Ë z=2-  6x; (0) = 4,1(0)= 1 44. A = “G = l.r(1) = 
dx” dt? Co dti 
i=l 
d'y 
45. Tu = 6; x” (0) =-8,y (0) = 0.+(0) = 
dx 
46.y = — sin t + cos tiy (0) = 7.y”(0) = vO) =- 1,’ = 0 


从 速度 求 位 置 
题 47 - 48 给 出 了 速度 = ds/dí 和 沿 华 标 轴 运 动 的 -个 物体 的 初始 位 鱼 , 玉 该 物体 在 时 间 1 的 位 置 . 
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5 
47. = 9.8í + 5.s(0) = 10 48 = — cos TE s(a | 
T T 


从 加 速度 求 位 置 


题 49 - 50 给 出 了 加 速度 a = 中 szd 和 一 个 物体 在 坐标 轴 上 的 初始 速度 各 初始 位 置 . 求 该 物体 在 时 间 ;的 位 置 . 
49.a = 32;r(0) = 20.s(0) = 5 50.a = -4sin21;7(0) = 2,s(0) = =- 


求 曲线 


xy 平面 上 的 :条 曲线 + = f/x) 经 过 点 (9,4) ,在 每 -点 的 斜率 为 3vY, 求 该 曲线 . 
52. (a) 求 … 条 具有 下 列 性 质 的 曲线 ，= f(x); 


i. D = 6x ii. 该 曲线 经 过 点 (0,1) 且 在 该 点 有 -- 条 水 平 的 切线 . 


dx 


(b) 有 多 少 条 这 样 的 曲线 ?你 怎么 知道 的 : 


ORR) ma 


题 53 - 56 给 出 了 微分 方程 的 解 曲线 .对 每 “ 道 题 , 求 经 过 该 标志 点 的 曲线 的 方程 ， 


fz xay NL AF FT a 
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53. 54. 


55. 56. 


+ rsin nx 


= =Ssinx— < xX 
sinx S 7 
l ; o 


1 
2 x 


应 用 

57. 在 月 球 上 下 落 ”在 月 球 上 .由 重力 产生 的 加 速度 是 1.6 米 / 秒 ", 如 果 -- 块 岩石 从 裂缝 中 下 落 ,在 它 30 秘 后 
快 撞击 底部 之 前 , 它 的 速度 有 多 快 ? 

58. 从 地 球 表面 升 起 ”一 个 火箭 以 常 加 速度 20 米 / 秒 ? 从 地 球 表面 升 空 ,一 分 钟 后 火箭 速度 有 多 快 ? 

59. 使 汽车 停止 的 时 间 ”你 沿 一 条 高 速度 公路 稳定 地 以 速度 60 英里 /时 (88 RER yE) 行驶, 当 你 看 见 前 方 出 
现 了 事故 立即 刹车 .在 242 英尺 需要 多 少 常 加 速度 才能 使 你 的 汽车 停止 ,为 求 此 加 速度 ,请 执行 下 列 步 又 
步骤 1: 解 下 列 初 值 问题 


MAJE: S-k (为 常数 ) 
初 值 条 件 : d: = eg 和 s=0 (3 = 0 时 ) 
从 开始 刹车 后 计算 时 间 和 和 距离 


步骤 2: 求 使 ds/d: = 0 的 1 值 .( 答 案 应 包含 有.) 
步骤 3: 求 使 你 在 步骤 2 中 所 得 t 值 并 使 ; = 242 的 大 值 . 

60. 使 摩托 车 停止 ”伊利 诺 斯 州 摩托 车 安全 组 织 要 求 车 手 能 够 在 45 英尺 内 从 30 英里 /时 (44 英尺 / 秒 ) $l) 
车 到 0 英里 /时 ,这 需要 多 少 的 常 加 速度 ? 

61. 洛 坐标 轴 的 运动 一 个 质点 沿 坐 标 轴 运动 ,其 加 速度 为 a = ds de = 15Yt - (3/Yi), 当 1 = 1 时 ,ds/dt 
= 4 和 ss = 0, 求 : 
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(a) 用 1 表示 的 速度 4 = ds/di (b) H t REIME s. 

62. 锤子 和 羽毛 。 在 阿波 风 15 宇宙 飞船 的 宇航 员 David Scott 在 月 球 上 放下 了 -一 个 锤子 和 一 片 羽 毛 , 以 证 明 所 
有 的 物体 在 真空 中 以 同样 的 加 速度 下 落 , 它 从 4 英尺 高 放下 它们 ,二 像 胶片 长 度 显示 锤子 和 羽毛 比 在 地 
球 上 下 落得 慢 , 在 地 球 上 的 真空 中 它们 仪 需要 0.5 秘 就 能 下 落 4 英尺 .在 月 球 上 锤子 和 羽毛 下 落 4 英尺 需 
要 多 少时 间 ? 为 解 此 问题 , 解 下 列 关 于 时 间 上 的 函数 * 的 初 值 问题 , 求 使 = 0 的 上 值 . 
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微分 方程 ; 5 = - 5.2 3 / 2 
小 分 方程 。 


初 值 条 件 : 党 =0 和 =4. 当 + = 0 时 


63. 常 加 速度 的 运动 沿 一 条 坐标 轴 以 一 常 加 速度 运动 的 物体 的 位 置 s 的 标准 方程 是 
s = Fr + Pol + Sos (2) 


其 中 vo 和 so 是 在 时 间 = 0 的 该 物体 的 速度 和 位 置 .此 方程 是 通过 解 下 列 初 值 问题 导出 的 

ds 

d: 

mag: s ww 和 s = sa. = 0 时 . 

64. 为 学 而 写 :从 行星 表面 附近 下 落 ”在 一 个 行星 表面 附近 的 自由 下 落 由 于 重力 产生 的 加 速度 有 一 个 常 值 
g KE 单位 / 秒 ?,63 题 的 方程 (2) 有 下 列 形式 


= a 


l a 
s == X gU + rot + sps (3) 


其 中 * 是 在 行星 表面 上 物体 的 高 度 .方程 前 带 有 负 号 是 因为 * 减 少 ,加 速度 是 向 下 的 .速度 vo 是 正 的 ,如 果 
物体 从 1 = 0 开始 上 升 ;是 负 的 ,如 果 物体 从 1 = 0 开始 下 落 ; 

不 利用 第 36 题 的 结果 也 可 以 直接 地 解 一 个 合适 的 初 值 问题 导出 方程 (3) ,是 什么 初 值 问题 ? 解 它 确实 
得 到 正确 的 公式 并 解释 你 所 使 用 的 解 题 步骤 . 


理论 和 例子 


65. 从 速度 的 反 导 数 求 位 移 
(a) 假设 一 个 物体 沿 着 s 轴 运 动 ,其 速度 为 


< r = 9.8: -= 3. 


G 求 物体 在 从 上 = 129 = 3 时 间 段 内 的 位 移 , 假 设 ! = 0 时 , = 5 
(H) 求 该 物体 从 上 = 1 到: = 3 时间 段 内 的 位 移 ,假设 ! = 0 时 ,s = -2 
Gii) 现在 求 物体 从 上 = 1 到 : = 3 时 间 段 内 的 位 移 , 假 设 ! = 0 时 ,s = s 
(b) 假设 洛 一 坐标 轴 运 动 的 物体 的 位 置 是 时 间 :的 可 微 函 数 . 一旦 你 知道 了 速度 函数 dsydi 的 一 个 反 导 数 
你 就 能 求 出 从 t= a 到 : = b 时 间 段 上 的 位 移 , 即 使 你 不 知道 物体 在 : = a 和: = 5 上 的 确定 位 置 , 这 
是 人 寿 正 确 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 . 
66. 解 的 惟一 性 。 如 果 两 个 可 微 函 数 y= Fx) Ay = G(x) 都 是 下 列 初 值 条 件 


和 三 fx), y( xo) = Yn, 
在 区 间 了 上 的 解 ,在 区 间 / 上 对 每 一 个 x, 是 否 必 有 F(x) = C(x)? 对 你 的 答案 给 出 理由 . 


dh a 
Er 
利用 CAS 解 67 - 72 题 中 的 初始 问题 , 画 出 解 的 曲线 . 
67.y' = cosx + sin x,y(n) = 1 68.y = 2e ylmn2) = 0 
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1 ; l 
 _ A = 70.y = .y(0) = 2 
的 .7 = — + x,y(1) 1 y A à M 
> 7 2 , 
Tiy” = 3e? + 1,y(0) =- 1,y'(0) = 4 T2.y" = C tVx.y(1) = 0,y' (1) = 0 
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反 导 数 的 代数 法 则 。sim xz 和 coss 的 积分 。 积分 形式 的 寡 法 则 。 替换 法 ; 反 向 运用 链 式 法 则 


正如 极限 和 导数 遵守 代数 法 则 , 反 导 数 和 不 定 积分 亦 是 如 此 .在 这 一 节 , 我 们 介绍 并 且 运 
用 这 些 法 则 求 许多 函数 的 反 导 数 . 


反 导 数 的 代数 法 则 
从 前 面 我 们 对 于 导数 的 研究 得 知 ; 
1. 一 个 函数 是 函数 /的 常数 倍数 上 /的 一 个 反 导 数 , 当 且 仅 当 它 是 /的 一 个 反 导 数 的 上 信 . 
2. 特别 地 ,一 个 函数 是 - /的 一 个 反 导数 , 当 且 仅 当 它 等 于 /的 一 个 反 导 数 前 加 负 号 
3. 一 个 函数 是 和 或 差 /+ 的 一 个 反 导 数 , 当 且 仅 当 它 是 /的 一 个 反 导 数 与 g 的 一 个 反 导 
数 的 和 或 差 ， 
如 果 用 积分 表示 这 些 事实 ,我 们 就 得 到 标准 的 不 定 积分 的 算术 法 则 ( 表 4.2). 
表 4.2 ”不定 积 分 法 则 


CD-ROM [kada = #| f(x)as 
WEBsite (上 依赖 于 x 时 不 成 立 ) 
历史 传记 2. 负 法 则 | - fx)dr = = jadx 
í ` Jakob Bernoulli (法 则 1 中 的 大 = - 1) 
` (1654 一 1705) 
3. 和 与 差 法 则 [f(x) + g(x)ldx = /dr s [g(x)ds 


例 1 改写 积分 常数 
[ssec x tan x dx = s|se x tan x dx 表 4.2, 法 则 1 


= 5(sec x + C) 表 4.1, 公 式 6 
= Ssec x + 5C 第 一 种 形式 
= Ssec x + C' 简短 形式 ,这 里 C 是 5C 
= Ssee x + C 常用 形式 ,不 加 撒 “” 是 因为 一 个 任意 常 
数 的 5 倍 仍 是 任意 常数 ,重新 命名 C _ | 


关于 例 1 中 的 三 个 不 同 的 形式 该 说 些 什么 呢 ? 每 一 个 都 给 H f(x) = 5sec x tan x 的 所 有 反 
导数 ,从 而 每 个 答案 都 是 正确 的 ,不 过 三 个 当中 最 简洁 的 也 是 通常 的 选择 是 最 后 一 个 


|ssee x tan x dx = see x + C. 
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与 差 的 积分 法 则 使 我 们 能 够 对 表达 式 逐 项 积分 - 当 我 们 这 翌 做 时 ,我们 最 后 合并 各 个 积 
分 常数 为 一 个 单一 的 任意 常数 . 


例 2( 逐 项 积分 ) 求 积分 
| - 2x + 5)dx. 
解 MRR x3) - 2 + Sx 是 x? - 2x + S 的 一 个 反 导 数 ,我 们 可 以 求 出 积分 


PEM 

3 
[Q -2x + 5)dx = S C Q+ 5x + C . 
ERK 


如 果 我 们 不 能 直接 写 出 反 导 数 ,那么 可 以 用 和 与 差 法 则 逐 项 生成 它 : 
| ~ 2x + 5)dx = | eadx 一 fzx dx + fsdx 


= +0? + Gy + 5x Gs. 


这 个 公式 过 分 地 长 .如果 我 们 合并 Cj, C, 和 C, 成 一 个 单一 常数 C = C, + C, + GARRA 
ñ -z + 5x + C 


并 且 仍 然 给 出 所 有 反 导 数 .基于 这 一 理由 ,我 们 建议 你 直接 达到 最 终 的 形式 ,即使 选择 用 逐 项 
积分 时 也 一 样 .这 样 来 写 
fe -2x + 5)dx = | edx 一 [2x dx + [sas 


-二 — x2 + 5Sx + C. 
你 可 以 为 每 一 部 分 求 最 简单 的 反 导 数 ,并 在 最 后 加 上 积分 常数 . | 


sin2x 和 cos2x 的 积分 
有 时 我 们 可 以 利用 三 角 恒 等 式 把 不 知道 如 何 求 出 的 积分 变换 为 我 们 会 求 出 的 积分 .sin2x 
和 cosx 的 积分 公式 经 常 出 现在 应 用 中 . 


例 3 simx 和 cos2x 的 积分 


(a)|simz dx = [eosa 


.2 l - cos 2x 
dx six = 一 一 一 一 


2 2 
= bfa ~ cos 2x)dx = 4 fas 一 |eos 2x dx 
2 : ` 2 2 : 


-yeg cop c 
(b) [eons dx = | = a 2x ix cosx = Lcos? 
= 这 + PE, C RES 仅 差 一 个 符号 ， | 


积分 形式 的 军法 则 
F u 是 x 的 一 个 可 微 函数 而 a 是 一 个 异 于 - 1 的 有 理 数 时 , 链 式 法 则 告诉 我 们 
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"i eJ) a du 
CD-ROM i dz n+ll U dx 


WEBsite 这 一 方程 ,从 另 一 观点 看 ,说 的 是 u/n +1) 是 函数 如 (duvdx) 


历史 传记 的 一 个 反 导数 .因此 
š, Hipplcrates of Chios a du wl 
| ( 约 公元 前 440 年 ) Ë e)a =at 


这 个 等 式 左 端的 积分 通常 写成 更 简单 的 “微分 ”形式 . 
aaa, 
这 可 以 看 作 微 分 dx 抵消 了 ,这 就 导致 以 下 法 则 . 


如 果 u 是 任 一 可 微 函 数 , 则 注 : 在 第 6 章 我 们 将 看 到 ,等 


nt 式 (1) 实际 对 任何 实 指 数 
furdu = 二 + C (a g- 1,n 为 有 理 数 )，(1) POIRE. 


在 推导 等 式 (1) 的 过 程 中 ,我 们 假定 ú 是 变量 x 的 可 微 函 数 ,但 是 变量 的 名 称 无 关 紧 要 并 
且 没 有 出 现在 最 终 的 公式 中 ,我 们 可 以 用 9,1,y 或 任何 其 它 字 母 表示 变量 ,等 式 (1) 说 明 , 一 
县 我 们 把 积分 表示 成 形式 


furau (n =- 1), 
HP u 是 一 个 可 微 函数 ,而 du 是 它 的 微分 ,我 们 就 可 以 求 出 积分 为 [ut(n +1)]+ C. 


例 4 EAREN 


K; 279Y = [uau $u = 1+y ,du = 2ydy. 
n+ 
= HR) 116 用 等 式 (1) 积分 ,其 中 n = 1⁄2. 
= Ek +C 更 简单 的 形式 
2 25372 2 
= 30+) Misr hu. 


例 5 用 一 个 常数 调整 积 
É 4t — idt = fu . 本 du Su = 4t- ,du = 4di,(1⁄4)du = dt. 


— 


= 
Š 

a 

€ 


提出 174, ROE EREE 


+ 
° 


Bin = 1⁄2 时 的 等 式 (1) 积分 


EC 
w 
S 

十 

(ap. 


化 简 


(4t -13 4C 把 4: -1 代入 . 


H 


! 
e |— cA +|— p 
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替换 法 : 反 向 运用 链 式 法 则 
例 4 和 例 5 中 的 替换 都 是 下 列 一 般 法 则 的 实例 ， 
|e) . g'(x)dx = IK u)du 1 .转换 u = g(x),du = g'(x)dx 

2. 通 过 求 fu) 的 任何 一 个 

RFR Fu) 积分 上 式 

三 F(g(x)) + C 3. 用 g(x) ER u. 

这 二 步 组 成 替换 积分 法 的 步骤 .这 个 方法 之 所 以 能 够 运用 ,是 由 于 只 要 玉 是 /的 一 个 反 导 数 ， 
则 Fg) 就 是 Cg(z)) g'(x) 的 一 个 反 导 数 : 


AECC) = F (g(x) (r) 链 式 法 则 


= Flu) + C 


=/(g(x)). g (x). HYF =f 
蔡 换 积分 法 
当 / 和 &' 是 连续 函数 时 ,为 求 积分 |/(g(x))g'(x)dx, 采 用 下 列 步 又 


步骤 1: 做 替换 = gC), M du = g'(x)dx, 得 到 积分 |/(u)du. 


步骤 2: 对 u 积分 . 
步骤 3: ”在 上 一 步 的 结果 中 用 g(x) 代替 u. 


例 6 使 用 替换 法 


|eos070 + 5)d0 = feos u =u %u = 70 + 5.du = 7d0,(1/7)du = d8 
= J feos u du 提出 (1Z7) ,积分 成 为 标准 形式 
= 了 sin u+ Ç 对 积分 


了 sin(79 +5)+C B75 u 


例 7 使 用 替换 法 
| esin(e)ds = sinc) -e (x° )dx 


` 
. 1 Qu = du = 322dx, 
= jsin u * zydu 


J 3 (1⁄3)du = vdx. 


lI 


Lj 
3 sin u du 


= +C cos u)+ C Xf u 积分 


= 一 + cos(a?) +C H R u 
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例 8( 使 用 恒等式 和 普 换 法 ) RRD l aÓ. 
解 
| ! dx = fs “2x d =k Se 
La x = |sec2x dx < = 3 
= es . Jdu u = 2x.du = 2dx,dx = (1⁄2)du 
= 二 |seev du 
= Z tan u+ C -ian u = seu 
1 
= —tan 2x + C u = 2x 
2 让 


替换 法 的 成 功 依赖 于 找到 一 个 替换 ,用 它 把 一 个 我 们 不 能 直接 求 出 的 积分 改变 为 可 以 求 
出 的 ,如 果 第 一 个 替换 失败 ,我 们 可 以 尝试 用 一 个 或 两 个 附加 的 替换 进一步 化 简 被 积 机 数 . (如 
果 你 做 了 习题 33 和 34, 你 就 会 明白 我 们 所 说 的 意思 了 , ) 有 时 我 们 也 可 以 重新 开始 .或 许 像 在 
下 例 中 那样 ,有 不 止 一 个 好 方法 . 


例 9( 使 用 不 同 的 替换 ) REAA 
2zdz 
Vri 
解 我 们 可 以 把 替换 法 作为 一 个 探索 工具 : 先 替 换 被 积 函 数 的 最 麻烦 的 部 分 再 相机 行 
事 . 对 于 这 里 的 被 积 函 数 ,我 们 可 以 尝试 令 w = 2 + 1, 其 至 试 一 试 我 们 的 运气 就 取 是 整个 立 
方 根 .以 下 说 明 在 每 种 情形 的 进展 如 何 . 
解法 1 和 替换 = 2 +1. 


Zd: = | du u= 2 +l,du = 2zdz. 
Val vu 
A fatau 形 如 | "dh 
u2?’ 
-一 一 -一 X 12N 
2⁄3 + C Ju 积分 
22 u? + C 


= HaC 用 z + 1 替换 . 


解法 2 另 一 替换 ¿ = pr 
2zdz pi Susi = 
u 


3 EN, = 
z +1 


z2? + 1,3uldu = 2zdz. 


=3fu du 
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习题 4.2 


求 积 分 
通过 用 给 定 的 替换 把 下 列 各 积 


Lfe sin(2x2)dx， u = 2x? 3 


3.|280x — 2) dx, ú= 7x — 2 ES - 1yYdx, u 


J 


9r°dr 


Vi- P 


3 
u = ]- r 


2.|(: — cos £] sin >. u = 


6.| 124 rtty DCO a 2y)dy, u= 


对 u 积分 . 


用 (:: + D Bh a, 


归结 为 标准 形式 , 求 题 1 - 10 中 的 不 定 积 分 . 


1 - cos — 


= x — 1 


yt + 4y? +1 | 


AEE sin? ( x°? -= 1)dx, u= 232 -l s.| 二 eos [1 ) aa ， = 二 
9. | ese26 cot 2040 10. [ de _ 
"V5r+8 
(a) H u = cot 20 (a) Hu = 5x + 8 
(b) Hj u = cse 20 (b) H u = /Sv 18 
求 题 11 - 32 中 的 积分 . 
` 1 3dx 
1. | V3 = Zsds 12. | 一 一 一 一 ds 13. 5 
s ds | Sa lo x 
14. fo J1 0240 15.13y V7- 3ydy 16. | —— dr 
J ` vx( 1 + Vx) 
3 n a 
0.| Uara) ay : 18. | cos(3z + 4)dz 19. |secz(3x + 2)dx 
Ta J . 
` ~ 3 5 
20. sao 本 ds 21. tanz seS dx 22. -|( 18 _ 1) dr 
23. | <! 2sin( x? 4 |)dx 24. [sec( r+ =) tan [ v+ z) de 25. | aia 
. —S6 cor 27.| V cot y cseydy 28. F cos{ 1 _ 1) a 
(2 + sin tY J J. f t 
I - 1 . 1 1 ` cos /0 x-l 
z. f + Š d 30.| —sin —cos —d0 1. | 二 一 一 一 | 二 一 一 
is + 3) di | 22 Sin g cos g 3 | 5 FENTI 32 z5 dx 


逐步 化 简 积分 


如 果 你 不 知道 做 什么 蔡 换 ,尝试 逐步 简化 积分 ,试用 -个 替换 简化 一 


你 尝试 了 题 33 和 34 中 的 替换 序列 ,你 就 会 明白 我 们 的 意思 是 什么 . 


` I8tan?2x sec" x 
33. | — dx 
(2 + tan) 


点 积分 ,再 尝试 另 一 个 更 化 简 一 些 . 如 果 


-vs menm t 


习题 4.2 "355 。 


(a)u = tan x ,随后 v= u? ,进而 c = 2 + 
(b)u = tax ,随后 = 2 + u 
(c)u = 2 + tax 

34. | V l+ sin (x ~ 1)sin(x ~ l)cos(x — 1)dx 
(a)u = x - 1, u = sin u, m w = 140 
(b)u = sin(x - 1), 随 后 = 1 + u° 


(c)u = 1 + sin(x — 1) 


求 题 35 和 36 中 的 积分 . 


3s.| (2r — l)cos Y 3(2r - D tóg 36. | siny 0 dg 
V3(2r -1)+6 ` V0 cos / 0 

初 值 问 题 
解 题 37 - 42 中 的 初 值 问题 . 
37. € = 12:(32 - 12, (1) = 3 38. T = 4x(<° +8), y(0) = 0 

ds ，2 x _ dr 3， zf 工 _ = 
39. $ = 8sin?( í + = ) ， s(0) = 8 40. E = 3cos( 2 - 0), r(0) = 2 
a Èn - 4sin( 2 - =) s' (0) = 100,s(0) = 0 

` dg? 2 . 里 

d? 
42. q: = dse22< tan 2x, 3' (0) = 4,y(0) =- 1 

x 


43. 质点 运动 ” 在 直线 上 向 前 和 向 后 运动 的 质点 的 速度 对 所 有 1 是 v = ds/dt = 6 sin 2: 米 / 秒 .如 果 当 1 = O 
时 s = 0, 求 当 : = x/2 秒 时 :的 值 . 

44. 质点 运动 ”在 直线 上 向 前 和 向 后 运动 的 质点 的 加 速度 对 所 有 ta = ds/dt? = m2cos nt 米 / 秒 ?, 如 果 当 
t=0 时 s=0 和 w=8 米 / 秒 , 求 : = 1 秒 时 的 ;. 

45. 用 不 同 的 替换 。 看 起 来 我 们 可 用 三 种 不 同方 式 对 于 < 积分 2sin x cos x: 


(a)|2 sin x cos x dx = j>. du u = sin x 
= u? + C= six + Cl 

(b)|2 sin x cos x dx = f- 2u du u = cos x 
=- u? + C, =- cosx + C; 

(of2 sin x cos x dx = [sin 2x dx 2sin x cos x = sin 2x 
=- k + C3. 


所 有 三 个 积分 是 否 都 正确 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
46. 用 不 同 的 替换 ”替换 wu = tan x 给 


[ecx tan x de = fu du = Ea 0- mz. c 
替换 u = sec x 给 出 
2 2 
[secx tan z dx = fu du = $ + c = sees C. 


两 个 积分 都 正确 吗 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
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用 有 限 和 估计 


面积 和 心脏 输出 。 行进 的 距离 。 位 移 和 行进 距离 的 比较 。 球 的 体积 。 FARR 
É 


吉 论 


值 . 


CD-ROM 


(oe 这 一 入 说 明 实际 问题 怎样 以 自然 的 方式 引导 出 利用 有 限 和 通 近 . 


面积 和 心脏 输出 

你 的 心脏 在 固定 的 时 间 区 间 里 泵 出 的 血液 的 升 数 称 为 你 的 心脏 输出 .对 于 一 个 静止 的 人 ， 
速率 可 能 是 每 分 钟 5 或 6 升 ,在 紧张 的 锻炼 中 速率 可 能 高 达 每 分 30 升 ,生病 时 还 吕 能 有 最 著 改 
变 .医生 怎样 测量 患者 的 心脏 输出 又 不 中 断 血液 的 流动 呢 ? 

一 种 技术 是 往 心脏 附近 的 主 静 脉 注射 一 种 染料 .染料 被 抽 回 到 心脏 的 右 侧 并 且 被 泵 出 ,经 
肺脏 并 且 出 心脏 左 侧 ,再 进入 主动 脉 ,在 这 里 当 血 液 流 过 时 几 秒 钟 测量 一 次 染料 的 浓度 . 表 4.3 
的 数据 和 (依据 此 数据 画 出 的 ) 图 4.2 中 的 图 形 指出 了 一 个 健康 的 静止 的 就 诊 者 在 注射 5.6 毫 
克 染 料 后 的 回应 . 


R43 染料 浓度 数据 
注射 后 的 秒 数 (经 再 循环 调整 后 的 ) 染料 浓度 


>" 


ce = f(t) 


个 
TTTT TT 


染料 浓度 (mg/L) 
+ 


t 
T 


I 


Ll ll | J| 
5791 15 19 23 27 


时 间 (sec) 


图 4.2 从 表 4.3 得 到 的 染料 浓度 被 画 出 并 且 
被 一 条 光滑 曲线 拟 合 ,时 间 从 注射 的 时 间 上 = 0 
开始 测量 .开始 阶段 染料 浓度 为 0, 其 时 染料 通 
过 肺脏 ,然后 大 约 在 : = 9 秒 时 浓度 达到 最 大 
值 , 而 在 1 = 31 秒 时 减 小 到 零 . 


图 形 显示 了 染料 浓度 (用 每 升 血液 染料 的 片 克 数 测量 ) 是 时 间 ( 以 秒 测量 ) 的 函数 .我 们 怎 
样 用 这 个 图 得 到 心脏 输 出 (以 每 秒 血液 的 升 数 测量 ) 呢 ? 诀 窍 是 用 染料 浓度 曲线 下 的 面积 除 来 
料 的 毫克 数 .如果 你 考虑 单位 的 情况 就 会 了 解 为 什么 这 是 可 行 的 . 
染料 的 毫克 O O 染料 的 毫克 
曲线 下 的 面积 单位 “ 染料 的 党 克 . 各 
血液 的 升 
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染料 的 毫克 ， 血液 的 升 。 ”血液 的 天 
o b REHE B ` 
现在 你 准备 好 了 像 一 个 病理 学 家 一 样 做 计算 . 


例 1( 从 染料 浓度 计算 心脏 输出 ) ”估计 一 个 患者 的 心脏 输出 ,他 的 数据 列 在 表 4.3 中 和 
图 4.2 中 .给 出 每 分 钟 心脏 输出 血液 升 数 的 估计 . 

解 ”我 们 已 经 知道 通过 用 图 4.2 中 的 曲线 下 的 面积 除 染料 用 量 ( 对 于 我 们 的 患者 是 5.6 
E) 就 可 以 得 到 心脏 输出 .现在 我 们 需要 求 面 积 .我 们 知道 没有 面积 公式 可 以 用 于 这 种 不 规 
则 形状 的 区 域 , 但 是 我 们 可 以 通过 用 和 矩形 逼近 夹 在 曲线 和 1 轴 之 间 的 区 域 并 且 对 矩形 面积 求 
和 得 到 这 个 面积 的 一 个 良好 估计 (图 4.3) .每 个 矩形 失去 了 曲线 下 的 一 些 面 积 ,但 是 包含 了 曲 
线 上 面 的 一 些 面积 给 补偿 ,在 图 4.3 中 ,每 个 矩形 的 底 为 2 单位 长 ,而 高 等 于 在 底 的 中 点 所 对 
应 曲线 的 高 ,矩形 的 高 的 作用 类 似 函 数 在 时 间 区 间 上 的 平均 值 ,矩形 的 底 就 是 该 区 间 ,在 从 曲 
线 上 读 出 窍 形 的 高 之 后 ,我们 把 每 个 矩形 的 高 和 底 相 乘 求 出 它 的 面积 ,就 可 得 到 下 列 估计 

曲线 下 的 面积 = 矩形 面积 之 和 
= /(6) - 2 + /(8) -2 + f/ 10): 2 + + /f(28) :2 
=2. (1.4 +6.3+7.5 +4.8+2.8+ 1.9 +1.1 
+0.7+0.5 +0.3 +0.2+0.1) 
=2 - (27.6) = 55.2( 毫 克 / 升 ) . 秒 . 


染料 浓度 (毫克 / 升 ) 


图 4.3 图 4.2 的 浓度 曲线 下 的 区 域 的 面 
FAHER. RTRA t= 29 到 
| Ll. 
15 t = 31 的 部 分 ; 它 的 贡献 可 以 忽略 . 
时 间 ( 秒 ) 
用 这 个 数 除 5.6 毫克 就 给 出 心脏 输出 的 估计 ,单位 是 升 每 秒 . 乘 以 60 就 转换 成 升 每 分 钟 的 估计 : 


5.6 Zw 60 #b 


f 

使 用 技术 

S 用 作 图 器 计算 有 限 和 如 果 你 的 作 图 使 用 程序 有 一 个 计算 和 的 方法 ,你 
就 可 在 本 节 使 用 它 . 在 本 章 后 面 逼 近 * 定 " 积分 时 它 也 能 排 上 用 场 . 在 你 


今后 的 微 积分 的 学 习 中 它 也 有 用 武之 地 . 


ES 


行进 的 距离 

假定 我 们 知道 了 在 高 速 路 上 行驶 的 一 辆 汽车 的 速度 函数 o = ds/dt = f(1) K/H, R 
想 知道 在 时 间 区 间 a 三 上 < 内 汽车 行进 多 远 . 如 果 我 们 知道 /的 一 个 反 导 数 下 ,我们 可 以 求 
得 汽车 的 位 置 函 数 s = F(t) + C, 并 且 求 汽车 在 时 刻 上 = aMi = 6 位 置 的 差 就 可 算出 行进 
的 距离 ( 见 4.1 节 题 65). 
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如 果 我 们 不 知道 = fC) 的 反 导 数 ,那么 可 以 以 下 列 方式 用 和 逼近 答案 .我 人 分割 [e b] 
”距离 = 速率 x 时 间 = G) .A 
去 近 在 每 个 小 时 间 区 间 上 的 行进 距离 ,并 且 把 [a,b) 上 的 各 个 结果 相 加 .为 明确 起 见 ,假定 分 
割 的 区 间 像 


= >l- Ar -| åt > 


| . | .- | . | | (全) 
a ti ty f; b 


其 所 有 小 子 区 间 的 长 度 为 A1, 令 4 是 第 一 小 子 区 间 上 的 一 个 点 ,如 果子 区 间 足 够 短 ,以致 在 子 
区 间 上 速率 几乎 是 常数 ,汽车 在 该 区 间 将 大 约 行进 AFLD Ar 如 果 t 是 第 二 个 区 间 的 一 个 点 ， 
汽车 在 该 区 间 将 行进 一 个 距离 /(1,)Ai; 如 此 下 去 ,这 些 乘积 之 和 通 近 从 1 = a 到 1 = 行进 的 
总 距离 D. 如 果 选 用 ”个 子 区间 , 则 
D = f(At + fAt + + f(tAL. 
我 们 对 于 3.2 节 的 例 5 的 射 弹 试用 这 一 方法 , 射 弹 直射 人 空气 中 , 它 飞 行 e 秒 时 的 速度 是 
v = f(t) = 160 - 9.8:, 在 头 3 秒 内 从 3 米 高度 到 438.9 米 高 度 升 高 了 435.9 米 . 


CD-ROM 例 2( 估 计 射 弹 的 高 度 ) ”一 个 直射 人 空气 中 的 射 弹 的 速度 是 
iela JCD = 160 - 9.81. IWIBIS0GE00:R AIER IEEE 3 秒 内 射 弹 升 高 
rfi 多 少 .该 和 如 何 接近 精确 数值 435.9 米 ? 


YO oy 解 我 们 对 于 不 同 区 间 数 和 求 值 点 的 不 同 选择 探讨 结果 . 


~ 人 ~ 


f 在 : = 0,1 和 2 取 值 ,我 们 有 
D af)At + fA + f(a)At 


~[160 - 9.8(0)](1) + [160 ~ 9.8(1)](1) + [160 - 9.8(2)](1) 
~450.6. 


IPEER I WERKIE, f 在 右 端点 取 值 : 


0 ] 
kar 
/在 : = 1,2 和 3 取 值 ,我 们 有 
局 =AD)AC+AD)AE+ AD)A 
~[160 -9.8(1)](1) + [160 - 9.8(2)](1) + [160 - 9.8(3)](1) 
= 421.2. 
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六 个 长 度 为 172 的 子 区 间 ,我 们 得 到 


t h 5 t4 fs te t 5 h ta lz te 
betebe Le lw > 
0 1 2 0 1 2 3 

= 上 

At At 


用 左 端点 :D = 443.25. 

用 右 端点 :D = 428.55. 

这 些 六 个 子 区 间 的 估计 比 三 个 子 区 间 的 估计 更 接近 精确 值 . 当 子 区 间 变 短 时 结果 会 改进 . 

正如 我 们 从 表 4.4 看 到 的 , 左 端点 和 从 上 面 接近 真 值 ,而 右 端 点 和 从 下 面 接近 真 值 , 真 值 夹 
在 这 些 上 和 与 下 和 之 间 . 最 接近 的 近似 值 的 误差 大 小 ?是 0.23, 仅 是 真 值 的 一 个 小 的 百分数 . 


、 0.23 
误差 百分数 = 435 9 = 0.05%. 


从 表 的 最 后 一 项 推断 射 弹 在 头 3 秒 飞 行 中 升 高 436 米 是 可 靠 的 . 


表 4.4 行进 距离 的 估计 
子 区 间 数 每 个 子 区 间 的 长 度 


0.015625 | 


位 移 和 行进 距离 的 比较 
如 果 一 个 物体 的 位 置 函数 为 ;(1), 沿 坐标 直线 运动 而 不 改变 方向 ,我 们 可 以 通过 像 例 2 那 
样 把 在 小 区 间 上 行进 的 距离 相 加 来 计算 从 : = a 到 : = 5 行进 的 总 距离 .如 果 物体 在 行进 中 一 
次 或 多 次 改变 方向 ,我 们 就 需要 使 用 物体 的 速率 | "(:) | ,这 是 速度 函数 v(4) 的 绝对 值 , 求 行进 
距离 .使 用 速度 本 身 , 像 例 2 那样 , 仅 给 出 物体 位 移 s(5) - s(a) 的 估计 ,位 移 是 初始 和 结束 时 
位 置 之 差 . 
为 了 解 理由 何在 ,分割 区 间 [a b] 成 足够 短 的 长 度 为 At 的 等 长 子 区 间 ,使 得 从 时 刻 a, 
到 4 物体 的 速度 变化 不 很 大 .那么 v(t) 给 出 子 区 间 上 的 速度 的 好 的 逼近 ,相应 地 ,在 该 子 区 
间 上 物体 位 置 坐标 的 变化 大 约 是 
v(t )At. 
WR oln) 是 正 的 ,变化 是 正 的 ;如 果 vC) 是 负 的 ,变化 是 负 的 . 
不 论 哪 种 情形 ,在 子 区 间 这 段 时 间 内 行进 的 距离 大 约 是 
Jol) lAr. 
总 行进 距离 将 由 和 


© 误差 大 小 = | 真 值 - 计算 值 |. 
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(olt) |At + lot) [At + or + [o)l A (2) 
pni 
CU 球 的 体积 


注意 在 例 1 和 例 2 之 间 数 学 的 类 似 性 .在 每 种 情形 ,我 们 有 一 个 定义 在 闭 区 间 上 的 函数 ,我 
们 用 函数 值 乘 以 区 间 长 度 的 和 估计 我 们 要 求 的 量 ,我 们 也 可 用 类 似 的 和 估计 体积 . 


例 3( 估 计 一 个 球 的 体积 ) ”估计 半径 为 4 的 球体 的 体积 . 


图 4.4 (a) 半圆 y = v16- x? 绕 x 轴 旋 转 描 出 一 个 球面 .(b) 实心 球 用 以 截面 为 底 的 圆柱 逼近 . 


解 ”我 们 设想 球体 表面 由 函数 /(x) = V16 - x 的 图 象 绕 x 轴 旋 转 而 生成 (图 4.4a) .我 
们 分 割 区 间 - 4 < x < 4 成 n 个 等 长 为 Ax = 8/n 的 子 区 间 ,再 用 在 分 点 垂直 于 * 轴 的 平面 切 
割 球 ,把 球 分 割 成 n 个 宽度 为 Ax 的 像 圆 面包 片 似 的 平行 切片 . 4 nn 很 大 时 ,每 个 切片 可 用 圆柱 
允 近 ,圆柱 是 一 种 熟知 的 几何 形状 ,体积 为 xr*h. 在 我 们 的 情形 ,圆柱 立 于 其 侧面 上 ,hh 是 Ax， 
而 > 随 在 * 轴 上 的 位 置 而 变化 .让 我 们 取 圆 柱 个 数 为 n = 8, 而 取 每 个 圆柱 的 半径 为 高 Ce) = 
V 16 - ei ,ci 为 每 一 子 区 间 的 左 端 点 (图 4.4b). (在 x = -4 的 圆柱 是 退化 的 ,因为 那里 的 横 截 
面 仅 是 一 个 点 . ) 然后 我 们 用 圆柱 体积 之 和 逼近 球 的 体积 ， 

xr2h = z[./16 - 2) Ax. 

八 个 圆柱 体积 之 和 是 


Sg =x[/ 16 - oi] Ax + zly 16 - o] Ax + zl /16 = c] Ax 
e Sa + nly 16 cn] Ax Az = + = 1 


=r[(16-(-4) + (16 - (— 3)2) + (16 - (— 2)2) + + (16 - (3)2)] 
=n[0 +7 + 12 + 15 + 16+15+12+7] 
= 84r. 

这 个 结果 同 球 的 体积 的 真 值 比较 相当 接近 ， 
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; x 3 4 3 _ 256r 
y = Tr 二 y (4) = 3 . 


Ss 和 了 的 差 是 Y 的 一 个 小 的 百分数 : 


n [V - S| (256/3)x - 84n 
误差 下 分 数 = = ` (256/3)w 


_ 256 - 252 = -L == 1.6%. 


256 64 
分 割 愈 细 ( 子 区 间 愈 多 ) BERK. 


非 负 函 数 的 均值 


| 


为 求 一 个 数值 有 限 集 的 平均 ,我 们 把 它们 相 加 并 且 除 以 数值 的 个 数 .但 是 如 果 我 们 想 求 无 
穷 多 个 数值 的 平均 ,情况 如 何 呢 ? 比 如 ,函数 /(x) = x? 在 [-1,1] 上 的 均值 是 什么 呢 ? 为 了 了 解 
这 类 “连续 的 "平均 是 什么 意思 ,设想 我 们 是 对 函数 抽样 的 民意 调查 员 .我 们 在 - 1 和 1 之 间 随 
机 抽取 一 些 x ,把 它们 平方 ,再 求 这 些 平方 的 平均 值 .由 于 我 们 取 大 的 样本 ,我 们 期 望 这 个 平均 


趋 近 于 某 个 数 ,把 这 个 数 称 为 1 在 [ - 1,1] 上 的 平均 值 应 当 是 合乎 情理 的 . 


图 4.5a 中 的 图 象 暗 示 平 方 的 平均 小 于 1/2, 这 是 因为 平方 小 于 172 的 数 占 到 区 间 [ - 1,1] 
的 70% 以 上 ,如 果 我 们 有 一 个 计算 机 产生 随机 数 ,就 可 进行 上 面 叙述 的 取样 试验 ,但 是 用 有 限 


和 估计 均值 更 加 容易 . 


(一 


0,1) 


y 
D 5 _ (D CLD 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| > 
1 


(a) 


图 4.5 (a)f(x) x. - 1 <x<l 的 图 象 .(b)/ 在 规则 区 间 的 样本 值 . 


例 4( 估 计 均 值 ) ”估计 函数 f(x) = x? 在 区 间 [- 1,1] 上 的 均值 . 


解 RIER y = x? 的 图 象 并 且 分 割 区 间 [- 1,1] 成 6 个 长 度 为 Ax = 1⁄3 的 子 区 间 


(图 4.5b)， 


看 来 在 每 个 子 区 间 上 的 平方 的 平均 值 的 一 个 好 的 估计 是 在 子 区 间 中 点 的 平方 ,因为 子 区 


间 有 同样 长 度 , 我 们 可 以 平均 这 六 个 估计 而 得 到 在 [ - 1,1] 上 的 均值 的 估计 . 
an CERED G) 


_ 1 .25+9+1+1+9+25 _ 70 
7 36 216 


= 0.324 


后 面 我 们 将 说 明 均 值 是 1⁄3. 
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(人 
6 
= 3 [- 4) 3 2225) 3] 
-并 度 " [A ehas) atnese) a] 
1 [Z8 aK] 
[1,1] 的 长 度 “长 度 乘积 之 和 
又 一 次 通过 函数 值 乘 以 区 间 长 度 并 把 对 所 有 区 间 的 结果 求 和 得 到 我 们 的 估计 . _ 
结论 


本 节 的 几 个 例子 叙述 了 这 样 的 实例 ,函数 值 乘 以 区 间 长 度 之 和 提供 回答 实际 问题 的 足够 
好 的 近似 .在 习题 中 你 会 看 到 其 它 的 例子 . 

例 2 中 的 距离 近似 值 当 区 间 变 短 而 区 间 个 数 增加 时 会 改进 .我 们 确信 这 一 事实 是 由 于 我 
们 在 3.2 节 已 经 用 反 时 数 求 得 了 精确 答案 .如 果 我 们 使 时 间 区 间 的 分 割 不 断 变 细 , 和 是 否 趋向 
于 作为 极限 的 精确 答案 呢 ? 在 这 一 情形 下 和 与 反 导 数 之 间 的 联系 仅仅 是 一 个 巧合 吗 ? 我 们 也 可 
以 用 反 导 数 计算 例 1 中 的 面积 , 例 3 中 的 体积 和 例 4 中 的 均值 吗 ? 正 如 我 们 将 看 到 的 ,回答 分 别 
是 “是 的 ,和 将 趋向 精确 答案 ,”“ 不 ,这 不 是 巧合 ,， 以 及 “是 的 ,我 们 能 够 那样 计算 .” 


习题 4.3 


心脏 输出 
1. 像 例 1 那样 , 附 表 给 出 了 染料 - 稀释 心脏 - 输出 测定 中 的 染料 浓度 .这 次 注射 的 梁 料 总 量 是 5 毫克 而 非 5. 
6 毫克 .使 用 矩形 估计 染料 浓度 曲线 下 的 面积 ,再 估计 患者 的 心脏 输出 ， 


注射 后 的 秒 数 (经 循环 调整 后 的 ) f 
染料 浓度 M 
t c T 
2 o 
4 0.6 £ 
6 1.4 m 
8 2.7 ks: 
10 3.7 = 
12 4.1 Š | 
14 3.8 Š l 
16 2.9 
18 1.7 F 
20 1.0 0 2 4 6 8 10 1214 16 18 20 2224 ` 
22 0.5 时 间 ( 秘 ) 
24 0 
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2. 附 表 列 出 像 例 1 那 样 的 心脏 输出 测定 中 的 染料 浓度 .这 次 注射 人 的 染料 总 量 是 10 毫克 , 画 出 数据 点 ,以 光滑 
曲线 连结 这 些 数据 点 ,估计 曲线 下 的 面积 ,并 从 这 一 估计 计算 心脏 输出 . 


>$ i 经 4 N TE 
注射 后 的 秘 数 ee 注射 后 的 秒 数 | 
t C I t c 
5 0 16 7.9 
2 0 18 7.8 
4 0.1 : 20 6.1 
6 0.6 | 22 4.7 
8 2.0 24 3.5 
10 4.2 26 2.1 
12 6.3 | 28 0.7 
14 7.5 | 30 0 
距离 
3. 行进 距离 — 附 表 列 出 了 模型 机 车 沿 轨道 行驶 10 秒 的 速度 .用 长 度 为 1 的 10 个 子 区 间 及 
(a) 左 端点 值 (b) 右 端点 值 
估计 机 车 行进 的 距离 . 

( 秒 ) (英寸 / 秒 ) | W (EFW) 

0 0 6 11 

1 12 7 6 

2 22 8 2 

3 10 9 6 

4 5 10 0 

5 13 


4. 逆流 而 上 行进 的 距离 。 你 坐 在 有 潮汐 的 河 的 岸 边 看 着 来 潮 携 带 一 个 瓶子 逆流 而 上 .你 在 一 小 时 内 每 五 分 
钟 记录 一 次 水 流速 度 ,其 结果 列 在 附 表 中 .在 这 一 小 时 内 瓶子 上 溯 多 远 ? 用 长 度 为 5 的 12 个 子 区 间 及 


(a) 左 端点 值 (b) 右 端点 值 
估计 ， 
时 间 速度 时 间 速度 
(分 ) ( 米 / 秒 ) (分 ) ( 米 / 秒 ) 
0 1 35 1.2 
5 1.2 40 1.0 
10 1.7 45 1.8 
15 2.0 50 1.5 
20 1.8 55 1.2 
25 1.6 60 0 
30 1.4 


5. 一 条 路 的 长 度 ”你 和 同伴 驾驶 一 辆 车 行进 在 一 段 蚁 虹 土 路 上 ,车 的 速度 计 工作 正常 ,而 里 程 计 (英里 计数 
器 ) 坏 了 .为 求 这 段 路 有 多 长 ,你 记录 了 汽车 在 10 秒 内 的 速度 ,结果 列 在 附 表 里 ,使 用 
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(a) 左 端点 值 (b) 右 端点 值 
估计 这 段 路 的 长 度 . 
时 间 速度 (换算 成 英尺 / 秒 ) | 时间 速度 (换算 成 英尺 / 秒 ) 
(p) (30 英里 /时 = 44 英 尽 / 秒 )| ( 秒 ) (30 英里 /时 = 4ER / p) 
O 0 70 15 
10 44 80 22 
20 15 90 35 
30 35 100 44 
40 30 110 30 
50 44 120 35 
60 35 


6. 用 速度 数据 求 距离 — HAS] T 2 z yq £ J. O 加 速 到 
142 英里 /时 每 隔 36 秒 (一 小 时 的 于 分 之 10) 的 速度 数据 . pny 


Caw am | mh e OG HA 
(时 ) (英里 /时 ) (H) (E/M) 140 
0.0 0 0.006 116 120 
0.001 40 0.007 125 
0.002 62 0.008 132 100 
0.003 82 0.009 137 80 
0.004 96 0.010 142 60 
0.005 108 
40 
(a) 用 算 形 佑 计 汽 车 达到 142 英里 4 时 的 36 秒 内 汽车 行进 多 20 
远 . 一 十 [| 
(b) 大 约 经 过 多 少 秒 汽车 达到 路 程 中 点 ?汽车 此 时 大 约 行进 O| 0.002 0.004 0.006 0.008 001 
多 快 ? 
体积 
7. 球 的 体积 ( 续 例 3) ”假定 我 们 这 样 逼 近 例 3 中 球 的 体积 ,把 区 间 -4 < x <4 ， 
qhikow 。 分 成 长 度 为 2 的 4 个 子 区 间 ,并 且 用 底 为 在 子 区间 左 端点 处 的 横 截 面 的 + 


WEBsite 


O RECREA 3 中 一 样 , 最 左边 的 圆柱 底 半 径 为 零 . ) 

(a) 求 各 圆柱 体积 之 和 5,. 

(b) 用 最 接近 的 百分数 表示 | 了 - 5,| 占 的 百分比 . 
8. 球体 体积 ”为 估计 半径 为 5 的 球体 的 体积 ,你 把 其 直径 分 成 长 度 为 2 的 
ROM 五 个 子 区 问 . 再 用 在 于 区 间 左 端点 垂直 于 直径 的 平面 切割 球体 ,并 
e 把 高 为 2 底 为 这 些 平面 确定 的 球 的 模 截 面 的 圆柱 的 体积 相 加 . 

(a) 求 柱 体 的 体积 之 和 5;. 

(b) 用 最 接近 的 百分数 表示 | V - S,| 与 了 的 百分比 . 
9. 半球 体 的 体积 为 估计 半径 为 4 的 半球 体 的 体积 ,设想 它 的 对 称 轴 是 x 
kom ， 轴 上 的 区 间 [0,4] .分割 10,4] 成 等 长 的 八 个 子 区 间 , 用 这 些 阅 柱 体 
e jH F PR (K EER, DI EE 6 IK E: `: pR fE f IX la] A: 58 5 kb 3 8 T x 轴 

的 圆 形 横 截 面 (如 右 图 所 示 )， 


tIWSYW r 3E2 H 


习题 4,3 .365 - 


(a) 为 学 而 写 “ 求 圆 柱 的 体积 之 和 $s. 你 认为 S, 是 的 过 剩 估计 还 是 不 足 估计 ?对 于 你 的 回答 说 明理 由 . 
(pb) 把 |F- | 占 VV 的 百分比 表示 成 最 接近 的 百分数 . 

10. 半球 的 体积 用 底 为 在 子 区 间 右 端点 的 横 截面 重 做 题 9. 

11. 容器 中 水 的 体积 一 个 形状 为 半径 为 8 米 的 半球 形 碗 的 容器 盛 了 深度 为 4 米 的 水 . 
(a) 通过 用 八 个 内 接 圆柱 逼近 求 水 的 体积 的 一 个 估计 . 
(b) 你 将 在 4.5 节 习 题 43 中 看 到 水 的 体积 是 = 320r73 米 ?. 求 误差 | 了 - 8S| 与 V 之 比 ,用 最 接近 的 百 分 

数 表示 . 

12. 游泳 池 中 水 的 体积 ”一 个 矩形 游泳 池 30 英 尺 宽 50 英 尺 长 , 附 表 列 出 了 从 池 的 一 端 到 另 一 端 每 个 5 英尺 区 

间 上 的 深度 h(x), 用 


(a)h 的 左 端点 的 值 (b) 有 的 右 端 点 的 值 
估计 池 中 水 的 体积 . 
位 置 深度 位 置 深度 
(RR) h(x)( 英 尺 )| x( 英 尺 ) h(x)( 英 尺 》 
0 60 | 30 11.5 
5 8.2 35 11.9 
10 9.1 40 12.3 
15 9.9 45 12.7 
20 10.5 50 13.0 
25 11.0 


13. 粤 锥 体积 ”火箭 的 鼻 “ 锥 "是 绕 * 轴 旋 转 曲线 y = /X.0 < x < 5 生成 的 抛物 体 ,这 里 * 的 单位 是 英尺 ,为 
won 估计 鼻 锥 的 体积 ,我 们 分 割 [0,5] 成 五 个 等 长 的 子 区 间 ,用 在 子 区 间 左 端点 垂直 于 + 轴 的 平面 切割 从 
(UU 体 机 造 高 为 1. 底 为 在 这 些 点 处 的 模 蕉 面 的 圆柱 (网 附 图 ) 


y 


(a) 为 学 而 写 ” 求 圆柱 体积 之 和 $5 ,你 认为 S, 是 了 的 不 足 估 计 还 是 过 剩 估计 ?对 于 你 的 回答 说 明理 由 、 
(b) 你 将 在 4.5 节 题 4 看 到 , 鼻 锥 体积 是 V = 25x/2 英尺 :. 用 最 接近 的 百分数 表示 | 了 - S,| 与 了 之 比 . 
14. 鼻 锥 体积 ”用 底 为 在 子 区 间 右 端点 的 横 截面 的 圆柱 重 做 题 13. 


速度 和 距离 


15. 有 空气 阻力 的 自由 落体 一 个 物体 从 直升机 上 直线 落下 .物体 下 落 愈 来 愈 快 ,但 其 加 速度 (速度 的 变化 
R) 由 于 空气 阻力 而 逐渐 减 小 .加 速度 单位 为 英尺 / 秒 :, 并 且 在 下 落 5 秘 钟 内 每 秒 记 录 一 次 ,如 下 所 示 


a | 32.00 19.41 11.77 7.14 4.33 2.63 


(a) 求 1 = 5 时 的 速率 的 过 剩 估计 . (b) 求 : = 5 时 的 速率 的 不 足 估计 . 
(c) 求 当 ! = 3 时 的 下 沙 距 离 的 过 剩 估 计 . 
16. 一 个 射 体 行进 的 距离 。 -- 个 物体 从 海平 面 以 初速 度 400 英尺 / 秘 向 上 射出 . 
(a) 假定 重力 是 作用 在 物体 上 的 唯一 的 力 . 对 于 它 5 秘 后 的 速度 给 一 个 过 剩 估计 .重力 加 速度 g = 32 英尺 / 秒 *. 
(b) 求 5 秒 后 达到 的 高 度 的 一 个 不 足 估计 . 


函数 的 均值 
在 题 17 - 20 中 ,使 用 有 限 和 估计 ./ 在 给 定 区 间 上 的 均值 ,为 此 分 割 区 间 成 等 长 的 四 个 子 区 间 ,并 且 在 子 区 间 中 
点 取 盟 数值 . 

17.f(x) = x°, 10,2] 18.f(x) = 1l/x, 1,91 


4 
19. ft) = (1⁄2) + sinar, [0,2] 20.) = 1- [ce 2) , loa; 


污染 控制 
21. 水 污染 ”石油 从 海上 受 损 的 油船 泄漏 ,油轮 的 损坏 不 断 加 重 ,以致 等 小 时 的 漏 油 量 都 在 增加 ,记录 在 下 表 中 . 


ao | 0 | 1 | 2 | 3 
Ramet) | so | 70 | 97 T 136 | 190 


5 6 | 7 | 8 
| 369 | 516 | 720 


(a) 给 出 5 小 时 后 溢出 石油 总 量 的 不 足 估 计 和 过 剩 估计 . 
(b) 给 出 8 小 时 后 溢出 石油 总 量 的 不 足 估计 和 过 剩 估计 . 
(c) 在 前 8 小 时 之 后 油轮 继续 以 720 加 仑 /时 的 速率 漏 油 .如 果 油 轮 原来 装 有 25 000 加仑 的 石油 ,近似 地 在 
最 坏 情形 下 再 过 多 少 小 时 所 有 石油 漏 完 ? 在 最 好 的 情况 之 下 呢 ? 
2. 空气 污染 一 个 电厂 燃油 发 电 . 燃 烧 过 程 产生 污染 物 ,被 烟 向 中 的 毛 刷 器 除去 ,过 一 段 时间 毛 刷 效力 降 
低 , 当 排放 污染 物 总 量 超过 政府 标准 时 , 毛 刷 最 终 要 被 蔡 换 ,每 月 未 进行 测量 以 确定 污染 物 排 放 到 大 气 中 
的 速率 ,并 记录 在 下 表 中 


月 | 一 月 二 月 三 月 四 月 五 月 六 月 +H AB AB 十 月 十 一 月 十 一 月 


污染 物 排放 速率 ( 吨 / 日 | 0.20 0.25 0.27 0.34 0.45 0.52 0.63 0.70 0.81 0.85 0.89 0.95 


(a) 假定 一 月 30 天 ,而 使 用 新 毛 刷 时 每 日 仅 排放 0.05 吨 , 给 六 月 末 污 染 物 排放 总 吨 数 一 个 过 剩 估计 ,不足 
估计 是 多 少 ? 


© 工 英 加 仑 (UKgal) = 4.546 09 dm ， 1 美加 仑 (USgal) = 7.785 41 dmi. 
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(b) 在 最 好 的 情况 下 ,大 约 何 时 有 125 吨 的 污染 物 被 排放 到 大 气 中 ? 


面积 
23. 圆 的 面积 ”在 半径 为 1 的 圆 内 内 接 一 个 正 a AÉ, FI ”计算 正 多 边 形 的 面积 : 
(a)4( 正 方形 ) (b)8( 正 八 边 形 ) (c)16 (d) 比较 4a) ,(b) 和 (c) 的 面积 和 圆 的 面积 . 
24.( 续 习题 23) 
(a) 在 半径 为 1 的 圆 内 内 接 一 个 正 n 边 形 , 并 且 计 算 由 原 心 到 顶点 画 半 径 形 成 的 4 个 全 等 三 角形 中 的 一 个 
的 面积 . 
(b) 计算 当 -— o 时 内 接 正 多 边 形 面积 的 极限 . 
(e) 对 于 半径 为 的 圆 重复 (a) 和 (b). 


ans Sd |. 
(umu 
在 题 25 - 28 中 ,使 用 一 个 CAS 执行 下 列 步骤 . 
(a) 在 给 定 区 间 上 夯 函 数 图 象 . 
(b) 分 割 区 间 成 n = 100,200 和 1000 个 等 长 子 区 间 并 且 求 在 每 个 子 区 间 中 点 的 函数 值 . 
(c) 计算 由 (b) 产生 的 函数 值 的 平均 值 . 


(d) 用 对 于 n = 1000 的 分 割 ,由 (c) 计算 出 的 均值 ,对 于 < 解 方 程 f(x) = (均值 ). 
25.f(x) = sinx, [0,r] 26. f(x) = sinx, [0,x] 


27./(x) = x sin 二 [到 ,= 28./(x) = x sin +, [Z+] 


黎 曼 和 与 定 积分 


RSH + 积分 的 术语 和 记号 。 非 负 函 数 图 象 下 的 面积 。 任意 连续 下 数 的 平均 值 。 定 
积分 的 性 质 


在 前 一 节 ,我 们 利用 有 限 和 估计 距离 .面积 ,体积 的 平均 值 .和 中 的 项 由 选择 的 函数 值 乘 以 
区 间 长 度 而 得 到 .在 本 节 , 我 们 要 考察 令 区 间 长 度 无 限 变 小 并 且 它 们 的 数目 无 限 增 大 且 有 限 和 
过 渡 到 极限 时 的 情况 . 


CD-ROM 


(C 黎 曼 和 
记号 >，" 使 我 们 能 够 以 紧 次 的 形式 表示 多 项 数 之 和 : 


Z< Gk = Gi + G2 + Q3 + + anai + Qa. 
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大 写 希 腊 字 母 >) (sigma) 表示 "* 求 和 "”. 标 号 上 告 拆 我 们 和 从 哪里 开始 ( >) 下 方 的 数 ) 及 到 
哪里 结束 (在 、， 上 方 的 数 ). 如果 < 出 现在 ,上方 , 即 表明 项 数 趋 于 无 穷 


例 1 使 用 记号 》) 


对 的 每 个 值 写 出 对 应 项 之 和 


1+2+3+4+5 


(-1)'(1) + (— IPO) + (- 1)2(03) 


和 的 下 限 不 必 是 1; 它 可 以 是 任何 整数 . _ | 


CD-ROM 我 们 感 兴 趣 的 和 是 歼 曼 (Riemann) 和 ， 以 Georg Friedrich 
Bernhard Riemann 的 姓 命名 . 黎 曼 和 以 特殊 方式 构成 .我 们 现在 叙述 
这 种 和 的 形式 结构 ,针对 的 是 一 般 情况 ,而 不 仅 局 限于 非 负 函数 . 
我 们 从 定义 在 闭 区间 [a,5] 上 的 任意 连续 函数 f(x) 开始 .与 
Bemard Riemann 图 4.6 中 的 图 象 表示 的 函数 一 样 , 它 既 可 以 取 正 值 ,也 可 以 取 负 值 . 


Georg Friedrich 


图 4.6 AKAL, b] 上 的 一 个 典型 连续 函数 ;= f(x). 


分 割 区 间 [a,6] 成 个子 区 间 ,a 和 4。 之 间 的 分 点 记 作 %) x，… ,xa-1; 它 们 仅 满 足 条 件 


q < Xy < x; <t < Xp < b. 
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为 使 记号 统一 ,我 们 记 a H xoi b H x, . R 
P = {xo, Xi, 2 1" 2.1 
Ala, b] 的 一 个 划分 . 
划分 P 定义 n 个 闭 子 区 间 
[xos, ti1], [x1, x2], ,rai Xn]. 


典型 的 闭 子 区 间 [x;_1,xi] 称 为 P 的 第 个 子 区 间 . 


第 上 个 子 区 间 


| } H p- — 
Xo=a x, x, A Xl Xg TR Xj- x,= b 
第 个 子 区 间 的 长 度 是 Ax = xx xi. 
k Ax oj An] | 一 人 zx 一 一 | | 一 Az 一 :| 
一 | 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 — 二 一 一 | 一 > 
x =a x x, awa Xp x ... Xai x= b 


在 每 个 子 区 间 中 ,我们 选择 某 个 数 .用 ci 表示 从 第 上 个 子 区 间 选 择 的 数 .然后 ,在 每 个 子 区 
间 上 ,我 们 竖 起 一 个 垂直 的 矩形 , 它 立 于 x 轴 上 ,在 (cs,A(er)) 接触 曲线 (图 4.7). 


A 


x y= f(x) 


(cn f(c,)) 


(c. f(c)) 


Ce fi (c) 
图 4.7 SEOB3BIDPSSK y = f(x) 的 图 象 与 < 轴 之 间 的 区 域 . 

在 每 个 子 区 间 上 ,我 们 做 乘积 F(c) Ar :乘积 的 符号 依赖 于 SA a) ,可 以 是 正 的 , 负 的 或 零 . 

最 后 ,我 们 对 这 些 乘积 求 和 : 

Sn = 27 fe) - Axi. 


这 个 依赖 于 划分 P 和 数 。 的 选择 的 和 是 在 区 间 [o , b] HRSA. 
随 着 [a ,5] 的 划分 不 断 变 细 ,我 们 期 望 由 划分 确定 的 诸 矩 形 逼 近 * 轴 和 /的 图 象 之 间 的 区 
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域 的 精确 度 随 之 提高 (图 4.8). 于 是 我 们 期 望 相 应 的 黎 曼 和 有 一 个 极限 值 .下 面 的 定理 1 让 我 


们 确信 , 当 全 体 子 区 间 的 长 度 趋 于 零 时 黎 曼 和 有 极限 ,要求 最 长 子 区 间 的 长 度 , 称 为 划分 的 模 ， 
记 为 | Pl, 趋 于 零 , 即 保证 全 体 子 区 间 的 长 度 趋 于 零 . 


y 


图 4.8 曲线 同 图 4.7, 由 [a,b] 的 更 细 的 划分 形成 矩形 ,更 细 的 划分 产生 底 更 短 的 数量 更 多 的 矩形. 


定义 定 积分 作为 黎 曼 和 的 极限 
设 f 是 定义 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 一 个 函数 ,对 于 [a,6b] 的 任意 划分 P.E ex 是 在 子 区 间 


a 上 任意 选取 的 数 . 
如 果 存 在 一 个 数 1, 使 得 不 论 划分 已 怎样 和 ex 如 何 选取 ,都 有 


lim > f(e,)Ax, = 1 
则 称 / 在 [ae ,5] 上 是 可 积 的 ,而 1 称 为 f 在 区 间 [a,b] 上 的 定 积分 . 


e. 只 要 /在 [a,b] 上 是 连续 的 ,不 论 由 于 划分 的 改变 及 在 每 个 划分 的 子 区 间 上 6 选 
取 的 任意 性 对 于 黎 曼 和 51 (c, Ax, 带 来 的 潜在 的 变化 , 当 | P|— 0 时 黎 曼 和 总 有 同一 
个 极限 . 


定理 1 定 积分 的 存在 性 
所 有 连续 函数 是 可 积 的 . 即 ,如 果 一 个 函数 /在 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 , 则 它 在 [a,5] 上 


的 定 积分 存在 . 


积分 的 术语 和 记号 
莱 布 尼 获 机 智 地 选择 了 导数 记号 ,dy/dx ,其 好 处 在 于 保持 导数 等 于 一 个 “分 数 ", 即 使 其 分 
子 和 分 母 都 趋 于 零 .虽然 导数 并 非 通常 的 分 数 ,但 其 表现 犹如 分 数 ,这 个 记号 使 得 像 链 式 法 则 


dy _ dy , du 
dx du dx 


这 样 深刻 的 结果 显得 几乎 是 显然 的 . 
莱 布 尼 茨 的 记号 同样 富有 启发 性 .在 其 导数 记号 中 ,在 极限 形式 下 ,希腊 字母 (表示 “ 差 ” 
的 “A”) 转换 成 罗马 字母 (表示 “微分 ”的 “d”)， 
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môr dy 
lim Ax = dx’ 
而 在 他 的 定 积分 记号 里 ,在 极限 形式 下 希腊 字母 同样 变 成 了 罗马 字母 
lim X) (e) Ax = Fax. 

注意 只 是 趋 于 零 的 差分 Ax 变 成 了 微分 dx .希腊 字母 ">)” 变 成 了 拉 长 了 的 罗马 字母 <S"， 
这 样 定 积分 保持 了 它 等 于 “和 ”这 一 等 式 .过 渡 到 极限 时 , 诸 cj; 拥挤 在 一 起 ,以 臻 我们 不 再 想到 
在 a 和 46 之 间 的 x 值 的 跳跃 式 选取 ,而 是 想象 为 从 a Plb, a 值 的 连续 的 未 断 开 的 取样 ,这 恰 如 
当 % 从 a 走 到 4&5 时 ,我 们 对 形 如 f(x)dx 的 所 有 乘积 求 和 ,从 而 我 们 放弃 了 在 有 限 和 表达 式 中 的 
k fin. 

符号 


b 
| ads 
WEA a 到 4&6,f(x)dx 的 积分 ”或 "从 a 到 6,f(x) 对 于 x 的 积分 ,各 个 组 成 部 分 还 有 名称 
积分 上 限 WPA S 


xX 是 积分 变量 


积分 号 b 
=f f (x) dx 

当 你 求 得 了 积分 

RIFE S 
Mam yma MEM, MBR 


函数 在 任何 特定 区 间 上 的 定 积分 值 依赖 于 函数 而 不 依赖 表示 其 自 变量 的 字母 . 如 果 我 们 
REN t Ru RE ,我 们 就 简单 地 把 积分 写成 
| /Ca 或 [Audu 以 代替 | x)qs. 
不 论 怎样 表示 积分 , 它 是 同一 个 数 ,定义 为 黎 曼 和 的 极限 .因为 它 不 依赖 于 使 用 什么 样 的 从 a 
到 6 的 字母 ,积分 变量 称 为 跑 元 . 


例 2( 使 用 记号 ) “分割 区 间 [- 1,3] 为 等 长 Ax = 4/n 的 mn FRE. A m, 表示 第 k 个子 
区 间 的 中 点 .把 极限 
lim > GC)? - 2m, + S)Ax 
表示 成 积 
解 ”因为 从 划分 的 子 区 间 选 择 了 中 点 内 ,这 个 表达 式 事实 上 是 黎 曼 和 的 极限 . (选择 的 
点 不 必 是 中 点 ;可 以 在 子 区 间 中 以 任何 方式 选择 点 . ) 被 积 函数 是 f(x) = 3⁄2 - 2x + 5, 积 分 区 
间 是 [- 1,3] ,因此 


a 3 
lim $) (3(m,} - 2m; + 5)Ax = | (3x? - 2x + 5)dx. _ | 
>S kz] -1 


非 负 函数 图 象 下 的 面积 
在 4.3 闻 例 1 中 ,我 们 看 到 可 以 通过 求 许多 插 形 面积 的 和 逼近 非 负 连 续 函 数 y = f(x) 的 
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图 象 下 的 面积 ,这 些 矩 形 的 高 等 于 底子 区 间 中 点 上 方 曲线 的 高 ,我 们 现在 明白 了 为 什么 这 是 正 
确 的 .如 果 一 个 可 积 函 数 y = f(x) 在 整个 区 间 [a,5] 是 非 负 的 ,每 个 非 零 项 /(c,)Ax, 是 一 个 
和 矩形 的 面积 ,该 矩形 从 x 轴 延 伸 到 曲线 y = f(x)( 见 图 4.9). 
黎 曼 和 
> fc)Ax, 
是 这 些 矩 形 面积 之 和 , 它 给 出 从 a 3 b 的 * 轴 和 曲线 之 间 的 面积 的 估计 ,因为 随 着 划分 的 模 不 
断 减 小 ,这 些 矩 形 给 出 区 域 的 愈 来 您 好 的 逼近 ,我 们 称 极 限 值 为 曲线 下 的 面积 . 


定义 (作为 定 积分 的 ) 曲线 下 的 面积 
WR y = f(x) EHAKE [a,b] 上 的 非 负 及 可 积 的 函数 , 则 从 a 到 4b 的 曲线 y = flx) FH 
面积 是 从 a # b, f 的 积分 


"b 
A = |¥Cx)dx. 


这 个 定义 从 两 个 方面 起 作用 :我 们 可 以 用 积分 计算 面积 ,也 可 以 用 面积 计算 积分 . 


y 


(c... f(c)) 


X Ck X a h 
— þb-a— 
J-Ax, >| € 


图 4.9” 非 负 函 数 / 的 黎 曼 和 》)f(c,)Ax 中 的 图 4.10 例 3 中 的 区 域 . 
一 项 或 者 是 0 或 者 是 图 示 的 一 个 矩形 的 面积 . 


例 3( 曲 线 f(x) = x 下 的 面积 ) RË 
[x az, 0 <ac<b. 


E ”我 们 画 出 曲线 y = x,a < x < 5 下 的 区 域 (图 4.10) 并 且 看 出 它 就 是 高 为 (5 - a) 
底 为 a 和 4 的 梯形 ,积分 值 是 这 个 梯形 的 面积 


| 
于 是 
5 (/5)” ar 
Feas = 2 一 2 = 2 
等 等 . 


注意 到 */2 是 x 的 一 个 反 导 数 , 反 导数 和 求 和 之 间 的 联系 更 加 显然 . _ | 
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任意 连续 函数 的 平均 值 
TE 4.3 节 例 4 中 ,我 们 讨论 了 一 个 非 负 函数 的 平均 
值 ,我 们 现在 准备 好 了 对 于 未 必 非 负 的 函数 了 定义 平均 
值 ,在 4.5 节 我 们 将 指出 连续 函数 至 少 取 其 平均 值 一 次 . 
我 们 再 次 从 算术 里 的 想法 开始 ,n 个 数 的 平均 值 是 
这 些 数 的 和 除 以 n 得 到 的 商 ,对 于 闭 区 间 [a,5j] 上 的 一 
个 连续 函数 /, 可 能 有 无 穷 多 个 值 需 要 考虑 ,但 我 们 可 以 
有 次 序 地 对 它们 取样 ,我 们 分 割 [a ,45] 成 个 等 长 (长 度 
为 Ax = (b - a)/n) 的 子 区 间 并 且 在 每 个 子 区间 的 一 个 
点 c, 取 值 (图 4.11),n 个 样本 值 的 平均 值 是 
Fea) + flea) + + /(e,) _ l . N (e) 


n 


y= G) 


图 4.11 区 间 [a,5] 上 函数 的 样本 值 


用 >,， 记号 表示 和 


Ax x b-a 
Sb a” 2 Se) Ax = — 
1 n 
= b-a . > feo, Ax. 


k=1 
一 -一 一 一 一 一 一 一 
f 在 [a,b] 上 的 一 个 黎 曼 和 


于 是 样本 值 的 平均 值 总 是 /在 [a,b] 上 的 歼 曼 和 的 1/(5 - a) 倍 . 随 着 样本 量 的 增加 ,并 令 刘 
分 的 模 趋 于 零 , 平 均值 必 赵 于 (1/( - a))| /(z)dx. 这 一 值得 注意 的 事实 导致 下 列 定义 


定义 ”平均 (中 ) Ë 
著 了 在 [a,5] 上 可 积 , 则 它 在 [ea,5] 上 的 平均 {中 ) 值 是 


av(f) = + | ooa. 
(eee 例 4( 求 一 个 平均 值 ) OR f(x) = V4- x 在 [- 2,2] 上 的 平均 值 . 


解 ”我 们 识别 出 函数 /(x*) = V4 - 空 的 图 象 是 中 心 在 原点 .半径 为 2 的 上 半圆 
上 半圆 和 - 2 到 2 的 x 轴 之 间 的 而 积 可 以 用 几何 公式 


面积 = 二 ,xm = Enl) = 2x 
计算 .因为 面积 也 是 /从 -2 到 2 的 积分 值 
| V4- as = 2r. 
因此 f 的 平均 值 是 
1 2 nm 1 
aA = yoy] V4- Pde = LG) = £. | 
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定 积分 的 性 质 
在 把 | f(x)dx 定义 为 和 (en)Axi 的 极限 时 ,我 们 从 左 到 右 通过 区 间 [a,5]. 如 果 我 们 


在 相反 方向 积分 将 会 怎样 ?积分 变 为 | f(x)dx 一 仍 是 形 如 六 ) (ei)Ax 的 和 的 极限 — 但 
这 -次 每 个 Axi 的 符号 由 于 x 值 从 65 到 a 减少 ,将 是 负 的 .这 将 改变 每 个 黎 曼 和 所 有 项 的 符号 ， 
并 是 最 终 改 变 定 积分 的 符号 ,这 就 瞳 示 了 法 则 
Ka = 一 K 
b a 
因为 原来 的 定义 不 适用 于 在 一 个 区 间 上 反 向 的 积分 ,我 们 可 以 把 这 -法 则 视 作 原 定义 的 逻辑 
延伸 . 
虽然 [a,a] 从 技术 上 看 不 是 区 间 , 定 积分 定义 的 另 一 个 逮 辑 延伸 是 | f(x)dx = 0. 
这 些 是 表 4.5 中 的 头 两 个 法 则 ,其 余 的 都 是 继承 自 对 于 黎 曼 和 成 立 的 法 则 . 
R45 定 积分 法 则 


. 积分 的 次 序 ; [aeae =- [oax 

2. F: [as = Ü 也 是 定义 

3. 常 倍数 ， ZZ dx = JK En 任何 数 k 
Cb b 
| — f(x)dx =- [Koax k =-1 
"6 b b 

4. 和 与 差 : | (f(x) + g(x))dx = [Rodr a | gC dr 

rb e re 
5. 可 加 性 : fo x)d<z + | fds = | Proc)dx 


6. 最 大 - 最 小 不 等 式 : 若 max 了 上 和 min f 分 别 是 f 在 fa,b1 上 的 最 大 值 和 最小 值 , 则 


min f° (b — a) < [Adr < max f ` (b - a). 


7. 控制 :在 Lo ,4 EK) > g(r) 一 [nas > | gta 


`b 
fcla,bl Efx) > 0 | f(x)dx > 0 (特殊 情形 ) 


例 5( 利 用 定 积分 法 则 ) ”假定 
| Aoda - 5, | Asya -_2， 和 和 | Ads - 7, 


l 4 
1. | /de = - [Faar =-(-2)=2 法 则 1 
4 1 
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2. | [2f(x) + 3h(x)]dx = ?| f(x)dx +3| h(x)dx 法 则 3 和 4 
a] £ -1 
= 2(5) + 3(7) = 31 


3.| faas = | Aada + | f(x)ds =5+(-2)= 3. 法 则 5 | 


法 则 3 的 证 明 ”法 则 3 说 的 是 函数 丰 倍 的 积分 是 该 函数 积分 的 大 倍 ,其 理由 是 
[EE = lim 2 k fle) Ax 


lPl—0; 


m k > f(c,)A x, 


= li 
IPI 


=k lim D aan = kf f(x)ds. i! 


l p| =o} 


图 4.12 图 解 了 对 于 一 个 正 函 数 的 法 则 5,18 E: iX 4-5 H| <J fE faj BJ E pi 2 PP pR sy. 


图 4.12 定 积分 的 可 加 性 : 
faas 十 | rodz = | f(x)ax 


J Ads z [Kaz = | raas. 


法 则 6 的 证 明 ”法 则 6 是 说 ,f 在 [a,5] 上 的 积分 决 不 小 于 /的 最 小 值 和 区 间 长 度 的 乘积 ， 
也 决 不 大 于 f 的 最 大 值 和 区 间 长 度 的 乘积 ,理由 是 对 [a b] 的 每 一 个 划分 的 点 c, 的 每 一 个 选择 


min f ° (b - a) =minf. $ Ax, S YARS bsa 
k=1 k=1 

z Y min fe Ax, 
k=1 

< 2 f(c)Ax, min f < Ke) 
k=1 

< D max f- Ar fler) < max f 
k=l 


= max .f ° Dy Ars 
kzl 


=max f * (b — a). 
简 育 之 ,f 在 [a,b] 上 的 所 有 黎 曼 和 满足 不 等 式 


min f ` (b — a) =< SY ta dA < max f» (b — a). 
k=1 
因此 ,作为 黎 曼 和 极限 的 积分 仍 如 是 . 


例 6( 求 一 个 积分 的 界 ) 证 明 | Vl + eos z dx DFF, 
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解 定 积分 的 最 大 - 最 小 不 等 式 告诉 我 们 min f- (4 - a) 是 | /(x)ds 的 值 的 一 个 下 界 ， 
而 max íf: (b-a) 是 它 的 一 个 上 界 .v Í + cos x ys x fE 0.1] 上 的 最 大 值 是 V1 + 1 1 = V2 ,于 是 
| /Te dx < V2 (1-0) = 


“0 

l oeeo ` 
因为 | Vl + os x dx 有 一 个 上 界 /5( 它 等 于 1.414…) BU. | 

0 
习题 4.4 
> 记号 
不 用 >， 记号 写 出 题 1 - 6 中 的 和 ,然后 求 它们 的 值 . 

> _6k NYK-1 NAY 

"E+ 2 过 L 3. ces kr 
4. > sin kx 5. 2 Di 'sin g 6. >30- 1) teos kr 
3⁄2 S 3 rh ËJ 3E É 


在 题 7- 10 中 , Es tH E $K OO 在 给 定 区 间 上 的 图 象 . 分 割 区 间 成 四 个 等 长 的 子 区间 .再 在 你 的 草图 上 画 上 与 黎 


FAD (e )Ax, 对 应 的 第 形 ,其 中 的 ci 是 第 上 个子 区 间 的 (a) 左 端 点 ,(b) 右 端 点 ,(c) 中 点 .( 对 每 个 矩形 集 
分 开 画 草图 . ) 


7./(x) = x-1., [0,2] 8./(x) =- x, 10,1] 

9./(x) = snx, -~ Xn) 10.f(x) = sinx+ l, ~ XN,xn 

把 极限 表示 为 积分 

把 题 11 - 16 中 的 极限 表示 为 定 积分 . 

11. | tim > Ch TAx, 已 是 [0， 2) 的 划分 12. lim, ,> Ax, P 是 [- 1,0] 的 划分 

13. lm > s; (er -304)Aw P ÈL- 7,5] 的 划分 14. lim >; z o P 是 [2,3] 的 划分 

15. lim NI V4 Aw P 是 [0,1] 的 划分 16. lim X Gee o) ars,P 是 | - 下 ,0| 的 划分 
P en r ka 

用 面积 求 积 分 值 


在 题 17 - 22 中 ， 


3 pS cl 
f ( Jar 18. Í V9- rdx 19. | ir] dx 


i “h rb 
20.| (2- |xl)dr zı. | xdx, b > O 22.| 2s ds, O<a<b 
~l 0 va 
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平均 什 
在 题 23 - 26 中 ,利用 例 4 的 几何 方法 求 函 数 在 给 定 区 间 上 的 平均 值 . 
23./(x) = 1- x, [0,1] 24.f(x)= |x|, [-1,1] 


25./(x) = /1- <2, [0.1] 26.f/(x) = VI- (x -2), [1.2] 


用 性 质 和 已 知 值 求 其 它 积 
27. RE f Fü z 是 连续 的 ,而 且 


2 5 É: 
| Fas =-4, | Aa = 6, | g(x)dx = 8. 
1 1 I 
HR 4.5 中 的 法 则 求 下 列 积分 的 值 
(a) (as (| ecodz (| as)dr 
5 5 5 
CINESE (| An — g(x)]dx (D| 14/02) — g(x)]dx 
28. 假定 /和 有 是 连续 的 ,而 且 
9 9 9 
| /as =- 1, | fdas = 5, | as = 4. 
利用 表 4.5 中 的 法 则 求 下 列 积分 的 值 . 
(| -20adz CATES + h(x)]dx (| ara) — 3h(x)]dx 
Cw Cas (e) fds PLAG) - Ao) ldz 


29. 假定 | f(x)ds = 5, 求 下 列 各 值 . 
(| room T Ga)dz (| (a: WPL- fa) as 
1 1 -2 1 
30. 假定 | Ca = V2, 求 下 列 各 值 . 


-3 
(a)| g(r)dt (b) ° g(u)du (c) ° [- g(xz) dx (d) ° SC 
0 -3 3 -3 y2 


31. 假定 / 是 连续 的 ,而 且 | Ade = 3 和 | 7(z)dz = TREIE M. 


(a) [Ca [ou 
32. 假定 h 是 连续 的 ,而 且 | A(r)dr - 0 和 | aoar = 6. 求 下 列 各 值 . 
3 1 
af kr)ar (b) -| hodu 
理论 和 例子 


33. 最 大 化 一 个 积分 。 和 1 的 什么 值 , 使 积分 | (x - +?)dx 的 值 最 大 ? 
34. 最 小 化 一 个 积分 afb 的 什么 值 , 使 积分 | Ge - 2x2)dx 的 值 最 小 ? 
35. 为 学 而 写 解释 为 什么 对 任意 常数 上 ,有 | hdx = k- a). 
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36. 非 负 函数 的 积分 ”利用 最 大 - 最 小 不 等 式 证 明 : 若 /是 可 积 的 . 则 在 .a,b. E f(x) > 0= | f(x)dx > 0. 


37. 上 界 和 下 界 HERA- 最 小 不 求 | 二 dx 的 上 界 和 下 界 ， 
38. 上 界 和 下 界 ( 续 题 37) ”利用 最 大 - 最 小 不 等 式 求 
"0.5S 1 cl 


一 一 一 dx ”和 
vo + x` 


的 上 界 和 下 界 .把 这 些 结果 相 加 以 改进 对 | -dx 的 估计 ， 

39. 一 次 旅行 中 的 平均 速率 “如 果 你 以 每 小 时 30 英里 的 速率 做 1$0 英 里 的 旅行 并 且 以 每 小 时 50 英里 的 速率 
在 同样 150 英里 的 路 程 上 返回 ,你 往返 旅行 的 平均 速率 是 多 少 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 .( 来 源 :David H. 
Pleacher, The Mathematics Teacher, Vol.85 , No .6(1992 年 9 月 ),pp.445 - 446.) 

40. 水 流 的 平均 速率 — 4 kill 10 米 ?/ 分 的 速率 放水 1000 米 : ,再 以 20 米 3/ 分 的 速率 放水 另 一 个 1000 
米 ? .放水 的 平均 速率 是 多 少 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 ， 


(umasa 
R Fe S 


如 果 你 的 CAS 能 够 画 对 应 于 黎 曼 和 的 矩形 ,利用 它 画 出 对 应 于 收敛 到 题 41 - 46 P 80 3 ZY BJ 58 S: 210 3538. E 
每 个 情形 利用 n = 4.10,20 和 50 的 等 长 子 区 间 . 


Cl OR 
41. ja- x)d< = 4 42. | (x? + 1)d<x = 4 43. | cos x dx = 0 
J0 x 
`aZ4 `I 2 
44.| sec2x dx = 1 45. | | x | dx = Í 46. | 二 dx( 积 分 的 值 是 In 2.) 
0 + 1 .1 ` 


中 值 定理 和 基本 定理 


定 积分 的 中 值 定理 。 基本 定理 ,部 分 1。 几何 解释 + 基本 定理 ,部 分 2。 与 面积 的 联系 


CD-ROM 本 节 讲 解 积分 学 的 两 个 最 重要 的 定理 , 定 积 分 的 中 值 定 理 断 
WEBsite 言 闭 区 间 上 的 连续 函数 在 该 区 间 上 至 少 取 一 次 平均 值 ,基本 定理 
历史 传记 连结 了 积分 法 和 微分 法 ,我 们 把 它 分 成 两 部 分 介绍 . 莱 布 尼 蒋 和 
Sir Isaac Newton Newton 独立 做 出 的 这 一 发 现 开创 的 数学 进展 刺激 了 此 后 200 年 的 
' (1642 — 1727) 科学 革命 ,并 且 仍 被 看 作 志 界 方 史 上 的 最 重要 的 计算 方面 的 发 现 . 


定 积分 的 中 值 定理 
在 前 一 节 我 们 把 闭 区 间 上 一 个 连续 函数 的 平均 值 定义 为 定 积分 | /(x)d 除 以 区 间 长 度 


b ~- “所 得 到 的 商 , 定 积分 的 中 值 定理 断言 这 个 平均 值 总 是 在 区 间 上 至 少 取 到 一 次 .这 决 非 偶 
然 , 请 看 图 4.13 中 的 图 象 , 设 想 底 为 ( - a) 而 高 从 /的 最 小 值 (与 积分 相 比 ,此 和 矩形 太 小 ) 修正 
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图 4.13 ”中 值 定理 中 的 值 fc) 在 某 种 意义 


/>0 时 ,阴影 矩形 的 面积 是 /从 a 到 5 的 图 象 
下 的 面积 


f(b- a) = | fa, 
到 /的 最 大 值 (一 个 太 大 的 和 矩形) .在 这 中 间 的 某 处 有 一 个 面积 "恰好 "等 于 积分 的 矩形 ,如 果 / 
是 连续 的 ,该 矩形 的 上 边 将 会 与 了 的 曲线 相交 . 


定理 2” 定 积 分 的 中 值 定理 
如 果 /在 [a,58] 上 连续 , 则 在 [a,65] 中 的 某 点 c 


fle) = ON 


例 1( 应 用 定理 2) Rx) =4-x 在 [0,3] 上 的 平均 值 和 在 给 定 区 间 六 恰 取 这 个 值 的 点 . 
解 


SEx) 在 [0,3] 上 的 平均 值 是 5/2. 当 4 — x = 5/2 或 x = 3/2 时 函数 取 这 个 值 .( 图 4.14) 


CD-ROM 


€= 


图 4.14 ” 底 为 [0,3j] 高 等 于 5/2(f(x) = 4 
= x 的 平均 值 ) 的 矩形 的 面积 等 于 夹 在 / 


的 图 象 和 从 0 到 3 的 x 轴 之 间 的 面积 . 
( 例 1) 
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在 例 1 中 ,我 们 求 出 了 一 个 点 ,方法 是 令 /(x) 等 于 计算 出 的 平均 值 并 且 对 x 求解 ,但 这 并 木 
证 明 这 样 的 点 总 是 存在 , 它 仅 证 明了 在 例 1 中 是 存在 的 ,为 证 明定 理 2, 我 们 需要 更 一 般 的 推理 
定理 2 的 证 明 ”最 大 - 最 小 不 等 式 ( 表 4.5, 法 则 6) 两 端 除 以 (5 - a), 即 得 


b 


min f < ou < max f. 
BJ f SE 22 AR E 22 K aK BJ rB BJ (8 E PE(1.4 节 ), 必 可 断言 /能 取 min /和 max f 之 间 的 
rè 
ED. CE BETEL a, b] 中 的 某 个 点 “ REE ~ a))| f(x)dx. 口 
这 里 /的 连续 性 是 重要 的 ,一 个 不 连续 的 函数 可 以 跨越 它 的 平均 值 ( 图 4.15)， 


y = feo 


-—— 不 取 平均 值 1/2 


| > V 


图 4.15 一 个 不 取 平 均值 的 连续 函数 . 
从 定理 2 还 可 以 获悉 什么 呢 ? 
例 2( 零 平均 值 ) 证明: 如果/ 是 [a,b; 上 的 连续 函数 ,a 2 b, 3 
`b 
| fas = 0, 


则 在 [a,5] 上 至 少 有 一 次 f(x) = 0. 
解 /在 [c,] 上 的 平均 值 是 


av(f) = = [Oa = 1 " ° 0 = 0. 
根据 定理 2,f Ela, b] 的 某 个 点 c 取 这 个 值 . o] 


基本 定理 ,部 分 1 

MES) 是 一 个 可 积 函 数 ,从 任何 固定 数 a 到 另 一 数 x 的 积分 定义 一 个 函数 所 , 它 在 % 的 
值 是 

FO) = [Ca a) 

比如 ,如果 /是 非 负 的 而 x 在 a 的 右 侧 , F(x) EMA a 到 x 图 象 下 的 面积 ,变量 x 是 一 个 积分 区 
间 的 上 限 ,但 F 在 其 它 方面 跟 实 变量 的 实 值 函 数 完全 一 样 ,对 每 一 个 输入 值 *, 有 一 个 完全 确 
定 的 数值 输出 ,这 里 是 /从 a 到 x 的 积分 . 

等 式 (1) 给 出 了 一 个 重要 的 定义 新 函数 的 方式 并 且 表 达 了 微分 方程 的 解 (详情 见 后 ). 现 
在 提 到 等 式 (1) 的 理由 是 它 建立 起 了 积分 和 导数 之 间 的 联系 ,如 果 /是 任何 连续 函数 , 则 下 是 
一 个 可 微 昂 数 并 且 它 的 导数 就 是 了 自己 ,在 任何 点 x， 

dra) = E | ad = f(x). 


这 一 联系 如 此 重要 ,以 致 构成 微 积分 基本 定理 的 第 一 部 分 . 
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定理 3 ” 微 积分 基本 定理 ,部 分 1 
如 果 /在 [a,5] 上 连续 , 则 函数 


F(x) = [aya 
Ela, b) 的 每 个 点 x 有 导数 ,并 且 


= rT = f(x). (2) 


一 结论 是 优美 的 ,有 力 的 ,深刻 的 和 令 人 惊异 的 ,而 等 式 (2) 成 了 数学 中 最 重要 的 等 式 
> SE RI 5 NEIRA 微分 方程 dF/dx = f(x) 有 一 个 解 , 它 断 言 每 个 连续 函数 


了 是 另外 一 个 函数 的 导数 ,ji 这 正 是 | Ko)dt 1 它 申 明 每 个 连续 函数 必 有 一 个 反 导 数 ,最 终 它 说 明 
了 积分 和 微分 的 过 程 是 互 逆 的 . 


cp-gom 例 3( 应 用 基本 定理 ) ”利用 基本 定理 求 


t€ EBsite 


af dr 1 
qz _ 895 tdt 和 dx do lv adt 
解 

cos tdt = cos x 等 式 (2) 中 f(1) = cos t 


d 
d 


* 1 1 r o1 
dx [i FAOD PAD spy 
例 4( 结 合 链 式 法 则 应 用 基本 定理 ) 车 y= | cosi ar RH. 

解 ”积分 上 限 不 是 x 而 是 x*, 这 使 得 y 由 
y = feos tdt M u 2 
复合 而 成 .因此 必须 用 链 式 法 则 求 dy/dx. 


dy dr u (af j 8 
dx du dx ` \du ies td 


li 
= 


d 2 
=cos u + F = cos(x) .2x = 2x cos x? _ | 


例 S( 变 下 限 的 积分 ) K dy/dx. 


5 4 
(a)y = | 3 sin t dt (b)y = N z dt 
解 ”4.4 证 的 积分 的 法 则 1 使 得 对 这 些 积分 能 够 用 基本 定理 . 
(a) Pae sin e di = A- ffar sin t ar) š Hi 
dx J, — dx 5 则 1 


ara 
=- 4 ,3 sin t dż 


=- 3x sin x 
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d 4 1 d [ a 1 F ) 法 则 1 
(b) dx f 2: £ p ~ dx 4 24ť i 
d pe 1 
` dx J4 2+ pn 
1 d 2 
za 1+3 等 式 (2) 和 链 式 法 则 
saas de EaR) 
2x 


从 分 子 和 分 母 约 去 了 3 | 


T 142a + 3⁄4 


例 6( 构 造 一 个 有 给 定 导 数 积 值 的 函数 ) ” 求 一 个 函数 y = fa) EATA 


并 且 满 足 条 件 /3) = 5. 
解 ”基本 定理 使 得 易于 构造 具有 导数 tan x 的 函数 


y = Fian tdt. 
因为 y(3) = 0, 只 需 在 这 个 函数 上 加 上 5 就 构造 出 了 具有 导数 tan x 和 在 x = 3 取 值 为 5 的 函数 : 
f(x) = Juan t di + 5. 


虽然 例 6 中 问题 的 解 满足 所 要 求 的 两 个 条 件 ,你 还 是 可 能 会 质疑 它 是 否 是 有 用 的 形式 .前 
些 年 ,这 种 形式 会 被 提出 计算 问题 .事实 上 ,对 这 类 问题 在 几 个 世纪 之 内 人 们 耗费 大 量 精力 去 
求 不 含 积分 的 解 .在 第 六 章 我 们 会 看 到 其 中 的 一 些 , 在 那里 我 们 将 学 会 (比如 ) 怎样 把 例 6 的 解 
写成 


y = ln 


cos x 
如 今 尽管 计算 机 和 计算 器 能 够 求 积 分 ,但 是 例 6 所 给 的 形式 不 仅 是 有 用 的 ,在 某 些 方面 还 是 更 
可 取 的 . 它 必然 更 容易 求 出 并 且 总 是 有 用 的 . 


几何 解释 
如 果 / 是正 的 ,等 式 
z [oat = fü) | x 
有 一 个 美妙 的 几何 解释 ./ 从 a 到 的 积分 是 夹 在 /的 图 | | 
象 及 从 a 到 x 的 x 轴 之 间 的 区 域 的 面积 .设想 公共 汽车 挡 | o= | 
风 玻 璃 上 被 清除 雨滴 的 刷 扫 过 的 区 域 . 当 雨 刷 移动 通过 WIMA | 
x 时 , 被 清洗 区 域 的 速率 正 是 垂直 刷 的 高 度 /(<) | ANDEREN | 
(图 4.16). | | 
定理 3 的 证 明 ”我 们 通过 对 函数 F(x) 直接 应 用 导 a 
数 定义 证 明定 理 3. 这 意味 写 出 差 商 图 4.16 ”公共 汽车 上 刷 片 移动 x 时 ， 
F(x + h) — F(x) (3) 出 片 清洗 挡 风 玻璃 的 速率 是 刷 片 的 高 
t 度 .用 符号 表示 ,94 = f(a). 


fu). 垂直 刷 片 的 高 度 


| 
一 一 此 一 >/ 
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并 且 证 明 当 天 -一 0 时 它 的 极限 是 f(x). 
当 我 们 用 定 积 分 替换 F(x + h) 和 F(x) 时 ,等 式 (3) 中 的 分 子 变 为 


x+h x 
F(x + h) - F(x) = | fl(i)dt - [Foa 
积分 的 可 加 性 法 则 ( 表 4.5 ,法 则 5) 简化 右 端 成 
Oa, 


于 是 等 式 (3) 成 为 
F(x + s. ~ F(z) _ 


[F(x +h)- F(x)] 


ji f(t)dit. (4) 


根据 定 积分 的 中 值 定理 (定理 2) ,等 式 (4) 中 最 后 一 个 表达 式 的 值 是 了 在 连结 x 和 x + h 的 
区 间 上 取 的 一 个 值 . 即 对 于 这 个 区 间 的 某 个 数 。， 


HE a = fle). (5) 


因此 我 们 通过 观察 当 h -0 时 Ace) 如 何 变化 就 可 以 了 解 当 4 -0 时 { 工 } “(4)at 如何 变化 . 


Z h ORTAC) 如 何 变化 呢 ? 当 天 一 0 时 ,端点 * + h RAE x ,推动 c 在 它 的 前 面 像 推 动 
套 在 金属 丝 上 的 一 粒 珠子 . 


于 是 c 趋向 于 x, 因 为 /在 x 连续 ,/(c) 趋向 于 f(x): 


lim f(c) = f(x). (6) 
回 到 开头 ,我 们 有 
dE ii F(x + h) — F(x) 导数 定义 
x 和 0 h 
= lim Ta Fadi 等 式 (4) 
= lim f(e c) 等 式 (5) 
这 就 完成 了 证 明 . 
基本 定理 ,部 分 2 


Ce 微 积 分 基本 定理 部 分 2 指出 怎样 利用 反 导 数 直 接 计算 定 积分 . 
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定理 3( 续 ) ” 微 积 分 基本 定理 ,部 分 2 
如 果 /在 [a,5b] 的 每 个 点 连续 ,而 是 f 在 [a,8] 的 任何 一 个 反 导 数 , 则 


[Gas = F(b) - F(a). 
基本 定理 的 这 一 部 分 称 为 积分 求 值 定理 . 
证 明 ”基本 定理 的 部 分 1 告诉 我 们 了 的 一 个 反 导数 存在 , 正 是 
G) = | Vd. 


于 是 ,在下 是 j 的 任何 -一 个 反 导 数 , 则 (由 3.2 节 对 于 导数 的 中 值 定理 的 推论 2) F(x) = G(x) + C. 
R FL) - F(a) 的 值 ,我 们 有 
F(b) - Fla) =[6(b) + C] - | G(a) + C] 
= G(b) -— Cla) 


“b Ca 
=| /Gr)di - | fdi 


b 
= | /(t)dt -0 


= Wei L 
我 们 不 庆 其 烦 地 强调 :无 论 怎样 估计 简单 等 式 


Ka = F(b) — F(a) 


的 威力 都 个 会 过 分 , 它 申 明 ,要 求 任何 连续 函数 的 定 积分 ,只 要 求 出 了 / WJ — 4 5 Sh ak ul 88 
出 击 勿 须 求 极限 , 勿 须 计 算 歼 曼 和 ,其 至 往往 勿 须 费 多 大 气力 .如果 你 设想 一 下 在 这 个 定理 (和 
计算 机 ) 出 现 之 前 的 状况 , 那 时 为 了 解决 许多 现实 世界 的 问题 用 完 长 的 和 做 逼近 是 仅 有 的 选 
择 ,那么 你 就 可 以 想象 -- 个 神奇 的 算法 被 想 出 以 后 的 功效 .如 果 有 一 个 等 式 值得 称谓 为 微 积 分 
基本 定理 ,那个 现在 这 个 等 式 就 必定 是 这 样 的 一 个 (第 二 个 ). 


怎样 求 | /(z)dx M 


步骤 1: 求 了 的 一 个 反 导 数 所 ,任何 反 导 数 都 可 以 ,你 可 以 选择 最 简单 的 一 个 . 
步骤 2: 计 算数 Fb) - Fla). 


这 个 数 就 是 | Fada. 


例 7( 求 积分 值 ) 用 反 导 数 求 | (x + 1)qx 的 值 . 
解 xl 的 一 个 最 简单 的 反 导 数 是 (x1/4) + x. AE, 
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| (x + 1)dx = Ë + *] 
CIENIE 
=24, 
注 : 积 分 求 值 记 号 F(b)- Fla) 的 通用 记号 是 


rol 或 [roo], 
这 依赖 有 一 项 或 多 项 .这 个 记号 提供 了 一 个 求 积分 值 的 紧凑 "处方 ", 这 使 得 我 们 可 以 在 中 
闻 的 步骤 显示 反 导 数 . 


与 面积 的 联系 
我 们 现在 能 够 用 反 导数 计算 面积 ,但 是 必须 细心 区 分 净 面积 (其 中 的 在 x 轴 下 面 的 面积 接 
负数 计算 ) 和 总 面积 .不 加 修饰 词 的 “面积 " 理解 为 总 面积 . 


例 8({ 用 反 导 数 求 面积 ) K x 轴 和 f(x) = x) -x -2x,-1 = x < 2 的 图 象 之 间 的 区 域 


的 面积 . 
解 ”首先 求 /的 零点 .因为 
f(x) = x? -—- x2 — 2x = x(x? - x —2) = x(x + 1)(x - 2), 
零点 是 x = 0, - 1 和 2( 图 4.17). 零 点 把 [- 1,2] 分 割 成 两 个 子 区 间 :[ - 1,0], EXE f > 0; 
[0,2] ,在 这 里 f < 0. 在 每 个 子 区 间 上 积分 f, 并 且 把 所 计算 出 的 值 的 绝对 值 相 加 . 


图 4.17 HA y= e-r #lzx 轴 之 
间 的 区 域 .( 例 8) 


EL 1.0] 二 的 各 分 :| (5 - e 2046 = [F - 3 z] 


=0- [r 3-1]: Š 

在 [0.2] 上 的 积分 ，| Cn e 264 = [E-E e] 
Ego 

围 成 的 面积 : 围 成 的 总 面积 = ġel- 全 | = 名 | 
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如 何 求 总 面积 

为 解析 地 求 区 间 [a,b] 上 在 y = /(x) 的 图 象 和 x 轴 之 间 的 面积 , 按 下 列 步 又 作 : 
步骤 1: 用 了 的 零点 分 割 Le ,5]. 

步骤 2: 在 每 个 子 区 间 上 积分 f. 

步骤 3: 把 积分 的 绝对 值 相 加 


例 9( 一 户 的 用 电 ) “我们 的 配 电 室 的 电压 用 止 彼 二 数 


V= Pia | sin 120rt 


ER, OD SBS RR K S A A EPO AASE 1 的 函数 ,每 秒 循环 60 周 ( 它 的 频率 是 60 赫 


兹 ,或 60 Hz). 正 的 常数 Voal Vn) 是 峰值 电压 . 
在 从 0 到 -二 秒 的 半 周 上 的 平均 值 ( 见 图 4.18) 是 


120 
1 l. 120 ' a 120 | 
! = (1 120) -0 | max SIN xt dt 
l 17120 
= 7 — —— cos 12 
=l20v,.|- Dosceos! ori) 
Vmax 
= 一 全 | — cost + cos Oi 
T 
2 Vmax 
T T 


sip 120 7 


yv a V= Vinax 
2 Va 
V. = 元 


n 4.18 ”在 整个 周期 上 的 电压 下 = V..sin 1207 


的 图 象 , 它 在 半 个 周期 上 的 平均 值 是 了 号, 它 在 
荡 个 周期 上 的 平均 值 是 零 ( 例 9). 


从 图 4.18 看 出 ,电压 在 整个 一 周 上 的 平均 值 是 零 . (又 见 题 52.,) 如 果 我 们 用 标准 的 移动 线圈 检 
流 计 ,仪表 读数 为 零 . 
为 有 效 地 测量 电压 ,我 们 使 用 一 种 测量 电压 的 平方 的 平均 值 的 平方 根 
Vi = V Ea 
的 设备 . F bh “rms"( 2 3] PÉ & 4 08) 代表 “平方 平均 的 平方 根 .” 因 为 在 一 个 周期 上 
V = (Vmax) sin 120z: 的 平均 值 是 


(VO = ZA a | (V, O sim 120rt dy = Vaa) ) 
a = (1760) -0 le max? SIN nt dt = 2 , (7 


( 题 52, 部 分 (0)) ,rms 电 庄 是 


tr.xzy W IAE t> $? ch 
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V. = AÍ = = < (8) 


住宅 的 电流 和 电压 表 给 出 的 值 总 是 rms 值 . 这 样 ， 交 流 115 A" 意味 rms 电压 是 115. 由 等 式 (8) 
得 峰值 电压 是 

V, = V2 Vms =v2.115 = 163 伏 ， 
这 明显 地 高 于 电表 所 显示 的 数字 | 


习题 4.5 


求 积分 的 值 
求 题 1 - 14 中 的 积分 值 . 
3 
1f ex + S)dx 2.| (3x 一 £) dx FKE + VXJdx 
4.| dx sfa + cos x)dx 6.| 2sees dx 


3874 aa 
7.| cse 0 cot 0d0 s.f l+ sos 2t 
x/4 


x⁄2 
dt 9.| (8y? + sin y)dy 
-2/2 


' 2 q l 
10.| C+ tar N. N [7 -du 
13.| Jalas 14. f (eos z + | cos x | )dx 
积分 的 导数 
求 题 15 - 18 中 的 导数 
(a) 先 求 积分 的 值 再 对 所 得 结果 求 导 . 
(b) 直接 对 积分 求 导 . 
Vx sin x 
15. 2 | cos £ di 16. È |” ana, 
x ¿1 
mn. 『 Vudu 18. £ N ‘seo? ydy 
在 题 19 - 24 PR dy/dx. 
19.y = [r V 1 + dt 20.y = | +, x >0 21.y = | sn ya: 
x I , sin z dt 元 o d: 
22.y = | eosvidt 23. y -f 万， |< > 24.y = | TY 
用 变量 替换 求 积分 值 


在 题 25 - 28 中 ,利用 变量 替换 求 一 个 反 导 数 ,再 用 基本 定理 求 积 分 ， 
2s.| 0 — 2x)dx 26. | 1 VU + dt 
0 o 
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27. sin (i 十 5) db 28.| sin F cos dx 
初 值 问题 
解 题 29 - 32 中 的 初 值 问题 
29. Š = sec z, y(2) = 3 30.7 = x V I+ Ó, y(l) = - 2 

dy _ og, s o) _ dy _ l vi [=> _ 3) 
31. dy 7 Sos x sin x, y(0) = - 1 32. dr Zea sv x +1, JE 1) = : 
面积 
在 题 33 - 36 P RHR A x 轴 之 间 的 区 域 的 总 面积 . 
33.y=-x -2x, -3gxg2 34.7 = = -3r+2x, Ü< <x=2 
35.y = 3 -4x, —2< x =<2 36.y = x -x, —- l< xr <8 
求 题 37 和 38 中 阴影 区 域 的 面积 . 
37. 38. 
应 用 
39. 由 边际 成 本 求 成 本 MEET x 份 广告 时 印刷 一 份 广告 的 边际 成 本 是 

de __l 
~ 2x 
美元 . 求 


(a) 印刷 2 - 100 份 广告 的 成 本 c(100) - c(1). (b) 印刷 101 - 400 份 广告 的 成 本 (400) - c(100). 
40. 从 边际 收益 求 收益 ”假定 一 公司 生产 和 销售 鸡蛋 搅拌 器 的 边际 收益 是 


其 中 上 以 二 美元 为 单位 ,而 * 以 干 件 为 单位 .销售 产品 x = 3 干 鸡蛋 撑 拌 器 ,公司 期 望 获 得 收益 多 少 ? 为 求 
出 收益 ,从 x = 0 到 x = 3 积分 边际 收益 . 


从 图 象 获取 关于 运动 的 结论 
4. 为 学 而 写 ”假定 了 是 一 个 可 微 函 数 ,其 图 象 通 在 下 左 图 中 , 一 个 沿 坐 标 轴 运 动 的 质点 在 时 刻 !( 秒 ) 的 位 置 是 
s(t) = [ras 


米 . 利 用 图 形 回答 下 列 问 题 ,并 且 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
(a) 质点 在 时 刻 上 = 5 的 速度 是 多 少 ? (b) 质点 在 时 刻 上 = 5 秒 的 加 速度 是 正 的 还 是 负 的 ? 


习题 4.5 ”389 - 


(c) 质点 在 时 刻 : = 3 的 位 置 在 哪里 ? (d) 在 前 9 秒 之 内 的 什么 时 刻 s 有 最 大 值 ? 
(e) 大 约 何 时 加 速度 是 零 ? (f) 质点 何 时 向 着 原点 运动 ? 何 时 离开 原点 运动 ? 


(g) 质点 在 时 刻 : = 9 在 原点 的 哪 一 侧 ? 


(7. 6.5) 


第 41 题 图 第 42 题 图 
42. 为 学 而 写 BE g 是 可 微 函 数 ,其 图 象 画 在 如 右上 的 附 图 中 ,而 沿 坐 标 轴 运 动 的 质点 在 时 刻 上 ( 秒 ) 的 位 置 是 
s) = [eas 
米 . 利 用 图 形 回 答 下 列 问题 .对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


(a) 质点 在 时 刻 ; = 3 的 速度 是 多 少 ? (b) 在 时 刻 í = 3 加 速度 是 正 还 是 负 ? 
(c) 质点 在 时 刻 上 = 3 的 位 置 在 哪里 ? (d) 质点 何 时 通过 原点 ? 
(e) 何 时 加 速度 为 零 ? (f) 质点 何 时 离开 原点 运动 ? 何 时 向 着 原点 运动 ? 


(g) 质点 在 上 = 9 时 在 原点 的 娜 一 侧 ? 


4.3 节 中 的 体积 


43. (4.338811) 遏 近 4.3 节 中 的 题 11 中 水 的 体积 的 和 是 一 个 积分 的 黎 曼 和 ,什么 积分 ?计算 积分 值 以 便 
RER. 

44. (84.313) BEA. PREE 13 中 的 火箭 头 锥 体积 的 和 是 一 个 积分 的 黎 曼 和 ,什么 积分 ?计算 积分 
值 以 便 求 体积 . 


理论 和 例子 
45. Ef Aoa = x — 2x + 1. 求 fax). 


46. # /Dd = xcos xx, 求 f(4). 


47. 线性 化 RA) = 2- | ”di 在 x = 1 的 线性 化 . 


l+ 


48. 线性 化 求 g(x = 3+ | seeti - 1de 在 x = -1 的 线性 化 
49. 为 学 而 写 假定 /对 所 有 x 的 值 有 正 的 导数 ,而 且 /(1) = 0. 对 于 函数 


g) = | fd 
下 列 陈 述 中 的 哪些 必定 正确 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 、 
(a)g 是 x 的 可 微薄 数 . (b)z 是 x 的 连续 函数 . 
(or 的 图 象 在 x = 1 有 水 平 切线 . (d)g 在 x = 1 有 局 部 最 大 值 . 
(eg 在 x = 1 有 局 部 最 小 值 . (pg 的 图 象 在 x = ] 有 拐点 ， 
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(g)dg/dx 的 图 象 在 x = 1 穿 过 x $. 
50. 为 学 而 写 假定 f 对 于 所 有 的 x 值 有 负 的 导数 ,并 且 Al) = 0. 对 于 函数 


h(xr) = [na 
下 列 陈 述 中 的 哪些 必定 正确 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


(a)h 是 x 的 二 次 可 微 函 数 . (b)h 和 dh/dx 都 是 连续 的 . 
Ok 的 图 象 在 x = 1 有 水 平 切线 ， (d)h 在 x = 1 有 局 部 最 大 值 . 
(eh 在 * = 1 有 局 部 最 小 值 . (h 的 图 象 在 * = 1 有 --- 个 拐点 . 


(g)dh/dx 的 图 象 在 x = 1 穿 过 x 轴 . 
51. 阿 基 米 德 的 抛物 线 面积 公式 。 阿 基 米 德 (公元 前 287 一 212) ,发 明 家 ,军事 工程 师 , 物 理学 家 和 西方 世界 十 
典 时 期 最 伟大 的 数学 家 ,发 现 了 抛物 弧 下 的 面积 是 高 与 底 的 乘积 的 三 分 之 二 . 
(a) 用 一 TTE KRIM y = 6- x - 2, - 3 < x < 2 FW. 
(b) 求 该 弧 的 高 . 
(c) 证 明 面 积 是 底 b 乘 高 hh 的 三 分 之 二 . 
(a) MIHM y = h- (Ah7b2)x2, - bZ2 < x < 5b/2 的 草图 ,假定 4 和 4 是正 的 ,再 用 微 积分 求 由 这 个 弧 
# x 轴 围 成 的 区 域 的 面积 . 
52. ( 例 9 续 ) 住宅 的 用 电 
(a) 通过 求 表达 式 


1 160 
(1760) - 0 | Vaa sin 120rt dt 
T lo 


中 的 积分 证 明 V = V,, sin 120rt 在 一 个 完整 周期 上 的 平均 值 是 零 . 
(b) 流 过 你 的 电炉 的 电路 的 rms 电压 是 240 伏 . 人 允许 的 峰值 电压 是 多 少 ? 


(c) 证 明 
| V...) sin2120zt dt = Kaa 
E 53. 基本 定理 若 /是 连续 的 ,我 们 期 望 像 基 本 定理 部 分 1 的 证 明 中 指出 的 ， 
im 去 | KO 
等 于 f(x). 例 如 ,车 f(1) = cos 4, 则 
tot = POD = sin x, (0) 


FAO) 的 右 端 是 正弦 函数 导数 中 的 差 商 ,正如 我 们 期 望 的 那样 , 当 h — 0 时 它 的 极限 是 cos x. 
H — x < x < 2x 时 画 cos x 的 图 象 ,如 果 可 能 ,再 以 不 同 的 颜色 画 等 式 (9) 右 端 x 的 函数 的 图 象 ， 
h 的 取 值 为 2,1,0.5 和 0.1. 观 察 后 面 的 曲线 当天 一 0 时 如 何 收敛 到 余弦 函数 的 图 象 . 
E 54. 对 于 /(:) = 3 重复 题 53. 


. 1 hY 

impl a p 
等 于 什么 ?对 于 - 1 < x < 1 ij f(x) = 3x3 的 图 象 .然后 对 六 = 1,0.5,0.2 和 0.1 画 作为 * 的 函数 商 
((x + h) xi)/h 的 图 象 3036 六 0 时 后 面 的 曲线 如 何 收敛 到 3x? 的 图 象 . 、 


€ 


在 题 55 - 58 中 ,对 于 特定 的 函数 f 和 区 间 [a,b] 令 F(x) = Paar. PA — + CAS IT FIE R B JBE] 28 Ja 


46 定 积分 的 变量 替换 。 391 . 


出 的 问题 . 
(a) 加 在 [a,b5. 上 的 f 和 FF 二 者 的 图 形 . 
(b) 解 方程 F'(x) = 0. 关 于 f 和 在 使 F'(x) = 0 的 点 处 的 图 形 你 能 够 看 出 什么 是 正确 的 ?你 的 观察 是 否 
能 够 用 基本 定理 结合 一 阶 导 数 提供 的 信息 来 证 实 . 解 释 你 的 回答 . 
(ec) 近似 地 ) 在 什么 区 间 F 增加 和 减少 ?在 这 些 区 间 上 关于 /什么 断言 成 立 ? 
(d) 计算 导数 f° 并且 把 它 的 图 形 和 下 的 画 在 一 起 .关于 下 在 使 F'(x) = 0 的 点 的 图 形 你 能 看 出 什么 断言 成 
立 ? 你 的 观察 结果 是 否 能 用 基本 定理 部 分 1 证 实 ? 解 释 你 的 回答 . 


SS.f(x) = * -4x* + 3x, [0,4] 56.f(x) = 2x - 17x? + 46x2 — 43x + 12, [0,9/2] 
57.f(x) = sin 2x cos +, [0,27] 58. f(x) = x cosxx, :0,2x] 


u( x) 


在 题 59 - 64 中 ,对 于 特定 的 a,u fü f £ F(x) = | f(t)dt. 利 用 一 个 CAS 执行 下 列 步 又 并 且 回 答 提 出 的 问题 . 
(a) K FF 的 定义 域 . 
(b) 计算 F'(x) 并 且 确 定 它 的 零点 ,在 什么 区 间 FF 增加 ?减少 ? 
(c) 计算 F"(x) 并 且 确 定 它 的 零点 ,识别 下 的 极 值 和 拐点 . 
(a) 利用 从 (a) 到 (c) 的 信息 ,勾勒 y = f(x) 在 其 定义 域 上 的 草图 .再 在 你 的 CAS LE F(x) 的 图 象 以 支持 


你 的 草图 . 
59.a = l,u(x) = x, f(a) = V 1 - x2 60.a = 0,u(x) = t, f(x) = V 1- x2 
6l.a = 0,u(z) = 1- xz,f(x) = r? - 2x — 3 62.a = 0,u(x) = 1 - 2, f(x) = x - 2x — 3 


63. HAL "(Odi 并 且 利用 一 个 CAS 检验 你 的 答案 


64. HAL “(ar 并 且 利用 一 个 CAS 检验 你 的 答案 


定 积分 的 变量 替换 


变量 蔡 换 公式 + 曲线 之 间 的 面积 。 具有 不 同 表达 式 的 边界 


由 变量 替换 求 定 积分 有 两 种 方法 , 且 都 有 效 . 一 种 是 由 变量 替换 求 对 应 的 不 定 积分 ,再 用 
所 得 的 一 个 反 导 数 通过 基本 定理 求 定 积分 的 值 ; 另 一 种 方法 就 是 使 用 现在 要 学 习 的 公式 . 


变量 替换 公式 


CD-ROM 定 积分 的 变量 替换 


A 


b g(b) 
| go end -| fdu (1) 
a gla 


Isaac Barrow 
(1630 — 1677) 如 何 使 用 它 
做 替换 = g(x),du = g'(x)dx, 并 且 以 gla) 到 g(b) 积 分 ， 


为 了 使 用 这 个 公式 ,做 为 求 对 应 的 不 定 积分 曾 使 用 过 的 u 替换 .然后 从 u 在 x = a 的 值 到 
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u 在 x = b 的 值 对 于 4 积分. 
我 们 看 一 看 为 什么 等 式 (1) 成 立 , 令 下 是 了 的 任何 一 个 反 导 数 .那么 


, jast -d Fg (x)) = F'(g(x))g' (x) 
EEF AEE = Flg(x)) dx `E 
a x=a = f(g(x))g (<) 
= F(g(b))- F(g(a)) 
lu=g(b) 
= Flu)| 
| u= g(a) 
gib) 
= | A udu. 基本 定理 ,部 分 2 
“gla 


例 1( 和 使 用 兰 换 公式 ) ”使 用 等 式 (1) 求 下 列 定 积 分 的 值 
| 3° V x` + ldx. 


解 变换 积分 ,并 且 求 由 等 式 (1) 给 出 的 变换 后 的 积分 限 之 间 的 积分 的 值 . 
1 > 令 u= x + 1,du = 3x?dxz. 
| 3x2Vx + ldx -| Vudu X x =-1 时 ,=(-1)+1=0. 
-4 0 


X“ x = 1BF,u = (1)3+1 = 2. 


= 求 新 的 定 积分 的 值 
~ Q 
= 三 [224 _ 0:21 = Z (2.21 = 4x2 _ | 


除了 使 用 变量 替换 公式 ,我 们 还 可 以 使 用 反 导 数 和 基本 定理 . 


例 2( 不 用 定 积分 换 元 公式 ) ”通过 把 定 积分 变换 为 不 定 积分 , 求 不 定 积分 ,返回 到 x 并且 
使 用 原来 的 < 积分 限 求 下 列 积分 的 值 . 


1 
| 3⁄2 x + ldx 
J -1 
解 
f3 Ve tld = [va du 令 = x + 1,du = 3x2dx. 
2 3⁄2 图 
= zu +C 对 4 积分 
2 a 3⁄2 3 、 
= 3(% + 1 六 + C Ha + 14938 u 
I 1 x Ë ¿| 
| 32 VE TI = SC a P2) 4 刚 求 得 的 积分 
_1 3 | i 应 用 x 的 积分 限 ， 


[EP + 1222 (1) + 1D22 ] 


= 2 pasa _ 02] - 了 [2.5 - 42 


L 


I 
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哪个 方法 更 好 ,变换 成 不 定 积分 , 求 不 定 积分 ,再 反 向 变换 并 且 使 用 原来 的 积分 限 , 抑 或 对 
于 变换 后 的 积分 限 求 变换 后 的 积分 值 ? 对 于 被 积 函数 3.2 v x) + 1, 使 用 例 1 中 的 替换 公式 看 
来 更 容易 些 ,但 并 非 总 是 如 此 ,作为 一 个 规则 ,最 好 是 知道 两 种 方法 ,并且 使 用 当前 看 起 来 更 好 
的 那 一 个 . ' 

这 里 是 对 于 变换 后 的 积分 限 求 变换 后 的 积分 的 例子 . 


例 3 使 用 蔡 换 公式 
& u = cot 0,du =- csc22040, ~ du = csc20d40 


x 0 
| cot 0 sec2 040 = | u ° (- du) 当 0 = x/4 时 ,nu = cot(x/4) = 1, 
x ! - 当 0 = wz=/2BÍË,u = cot(z/2) = 0. 


210 


u 
= 一 2 ， 
0} 0% 1 
--| 2 ` 2 ] 2 -| 
CD-ROM 可 视 化 难以 求 出 的 积分 ”许多 可 积 函 数 , 比 如 在 概率 论 中 的 重 


人 


要 的 /(x) = e-* ,没有 可 以 表示 成 初等 函数 的 反 导 数 .但 是 ,由 
微 积分 基本 定理 部 分 1 ,我们 知道 /的 反 导 数 存在 .使 用 你 的 作 图 
程序 可 视 化 函数 


使 用 技术 


F(x) = f etas. 
0 


关于 F(x) 你 可 以 说 些 什么 ? 它 在 哪里 增加 和 减少 ?如 果 存 在 , 它 
的 极 值 在 哪里 ,如果 有 的 话 ?关于 它 的 凸 四 性 你 可 以 说 些 什 么 ? 


曲线 之 间 的 面积 

我 们 接着 要 确定 如 何 通 过 积分 定义 区 域 边界 的 函数 求 该 区 域 的 面积 . 

假定 我 们 想 求 一 个 区 域 的 面积 ,该 区 域 上 端 由 曲线 y = f(x) 界定 ,下 端 由 曲线 y = g(x) 
界定 ,而 左右 两 端 由 直线 x = a 和 x = b 界定 (图 4.19) .区域 可 能 有 一 种 能 用 几何 方法 求 面 积 
的 形状 ,但 如 果 fA g 是 任意 连续 函数 ,通常 必须 用 积分 求 面积 . 


图 4.19 曲线 y = f(x) fl y = gla) 
以 及 直线 x = a 和 x = b 之 间 的 区 域 . 
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为 了 解 这 个 积分 是 什么 ,我 们 首先 用 n 个 底 在 [a,b] 的 划分 P = ixo, x,t, xnl (E 4.20) 
上 的 矩形 逼近 区 域 .第 个 矩形 (图 4.21) 是 
AA, = 高 x 宽 = [ol) - g(c,)]Ax,. 


图 4.20 我们 用 垂直 于 x 轴 的 矩形 逼近 图 4.21 AA, = 第 大 个 矩形 的 面积 ， 
区 域 . flc) - gle) = 高 , 而 Ax = 宽 . 


再 用 n 个 矩形 面积 的 和 通 近 区 域 的 面积 : 
A= DAA, = Diea) -geo)]Ax EE E 


因为 /和 & 是 连续 的 ,所 以 当 | P| 一 0 时 ,有 端 和 趋向 极限 | [/(z) - 5(x)]dx .我 们 所 取 区 域 
的 面积 就 是 这 个 积分 , 妈 


n 


4 = lim DIe) - gl) lAn = | LG) - gla) ldr. 


l pl oT 


CD-ROM 


CQ 定义 “曲线 之 间 的 面积 
车 /和 g 连续 并 且 在 [a,5] E f(x) > gla) WEA a 到 4b 的 曲线 y = f(x) 和 y 
= g(x) 之 间 的 区 域 的 面积 是 [f - z] 从 a 到 的 积分 


b 
A = | LG) - g(x) ldx. (2) 
为 运用 等 式 (2) ,我 们 执行 下 列 步骤 . 
如 何 求 两 条 曲线 之 间 的 面积 


步骤 1: — 画 曲 线 的 图 并 且 画 一 个 典型 矩形 .这 就 显示 出 哪 条 曲线 是 FL 上 曲线 ) 和 哪 条 曲 


线 是 g( 下 曲线 ). 如 果 你 还 不 知道 积分 限 , 它 还 帮助 你 求 出 积分 限 . 
步骤 2: 求 积分 限 . 


步骤 3: ” 写 出 f(x) -_g(x) 的 表达 式 , 如 果 可 能 的 话 化 简 它 . 
步骤 4: 从 a 到 二 积 分 [LA(z) - g(x)]. 你 得 到 的 数 就 是 该 面积 . 


例 4( 在 相交 曲线 之 间 的 面积 ) ” 求 由 抛物 线 y = 2 - x? 和 直线 y = - x 所 围 区 域 的 面积 . 
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解 ”步骤 1: 画 曲线 和 与 直 逢 形 的 草图 (图 4.22). 识 别 出 上 、 下 曲线 后 ,我 们 取 /(x) = 2 — @ 
和 g(x) = - x. 交 点 的 x 坐标 是 积分 限 . 


图 4.22 例 4 中 的 面积 , 带 有 一 个 典型 近 
似 和 矩形 . 


步骤 2: 求 积分 限 :通过 解 联 立 的 y = 2 - x? 和》 = - % 求 积分 限 . 
2- x2 = x DSa) M g( x) 相等 


2 


x -x%X-2=0 移 项 
(x+1)(x-2) = 0 分 解 因 式 . 
X z=- l, x=2 解 


这 个 区 域 从 > = 一 1 延伸 到 x = 2 ,积分 限 是 aq =- 1 ,2 = 2. 
步骤 3: 化 简 f(x) - g(x) 的 表达 式 . 
f(x) -— g(x) = (2-2) - (— x) =2 — 4+x 稍 许 整理 


2 


=2 + x - x 


PRAM a 到 45 积分 [f(x) - (x)]. 
b 2 
A =f IA) - e(o) lda -| (24 x- de = [2x + - r] 
dep bettes 1.52 E 


CD-ROM 具有 不 同 表达 式 的 边界 


如 果 边 界 曲 线 的 表达 式 在 一 个 或 多 个 点 改变 ,我 们 分 割 区域 为 
对 应 不 同 表 达 式 的 子 区 域 ,并 且 对 每 个 子 区 域 应 用 等 式 (2). 


历史 传记 


| Richard Dedekind 
` (1831 — 1916) 


例 $( 针 对 边界 的 改变 而 改变 积分 ) 求 第 一 象限 中 ,上 面 以 y = 
Va 为 边界 而 下 面 以 x 轴 和 直线 y = x - 2 为 边界 的 区 域 的 面积 

解 步骤 1: 草 图 (图 4.23) 显示 区 域 的 上 边界 是 f(x) = Vx 的 图 象 ,下 边界 从 g(x) = 0, 
0<x<2 改 变 为 g(x) = x -2,2 < x < 4(# x = 2 重合 ). 我 们 在 x = 2 把 区 域 分 割 为 4 和 和 
有 并且 画 每 个 子 区域 的 典型 矩形 . 
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ft 面积 = Vx =x +2) dx y= a 


面积 = 


(x, g(X)) 


图 4.23 边界 曲线 的 表达 式 改变 时 ,面积 积分 随 之 改变 .( 例 5) 


步骤 2: 区 域 4 的 积分 限 是 a = 0 和 8 = 2. 区 域 8 的 左 限 是 a。= 2, 为 求 右 限 ,我 们 解 对 于 
x 的 联 立 方程 y = Vx 和 yy = % 一 2. 


Vx = x-2 $ f(x) fl g(x) 相等 
x= (x -2)2 =x - 4x + 4 两 端 平方 
x - 5x +4 = 0 移 项 
(x= -— 1)(x - 4) = 0 分 解 


x=1, x=4. 求解 
RAW x = 4 满足 方程 /x = x - 2. 值 x = 1 是 由 平方 导致 的 增 根 . 右 限 是 5 = 4. 
步 又 3: 对 于 Ox<2: f(x)- g(x) = /x - 0 = /x 
XFF2< x=<4: f(x)- g(x) = Vx - (x -2) sa Vx _— x +2 
PR 4: 我 们 把 子 区域 4 和 8 的 面积 相 加 以 求 得 总 面积 ， 
总 面积 -| wx dx + [| — x + 2)dx 
0 2 


—r,Ç. 
4 的 面积 8 的 面积 


= [2 2] + [122 _ z + 2z] 


= Za -0+ (Za = 8 + 8) 2 (#2 -24 4) 
2 10 
= 了 (8) -2 二 _ | 


使 用 技术 两 个 图 象 的 交 积分 应 用 中 的 困难 及 有 时 会 导致 受挫 的 因素 之 一 是 求 
积分 限 ,为 求 积分 限 ,我 们 经 常 必须 求 函数 的 零点 或 两 条 曲线 的 交点 . 
为 利用 作 图 程序 解 方 程 f(x) =.g(x) ,你 输入 
y=f(x) 和 y: = g(x) 


习题 4.6 ”397 > 


并 且 使 用 作 图 器 子 程序 求 交 点 , 另 一 个 途径 是 用 求 根 器 解 方程 f(x) - g(x) = 0, 对 于 
f(x)=lInx 和 ¿g(x) = 3- x. 

尝试 这 两 个 过 程 . 当 交 点 显示 得 不 明显 或 你 怀疑 状况 不 明 时 ,可 能 还 需要 用 作 图 实用 程序 做 附 

加 的 工作 或 进一步 使 用 计算 机 


ROOT 
_X = 2.2079400316 y = O 


ISECT 
x = 2.2079400316 y = .79205996845 


(a) 使 用 求 交 点 的 内 置 函 数 求 曲 线 yi = lnx My, = 3 -x 的 交点 . 
(b) 使 用 内 置 的 求 根 器 求 f(x) = Inz — 3 + x 的 零点 . 


习题 4.6 


利用 蔡 换 公式 求 题 1 - 16 中 的 积分 值 . 


3 0 
La)| Vy+ldy (b) | ， vV y+ ldy 
0 - 
n4 N 0 
2.(a) | tan x sec"x dx f tan x sex dx 
0 = n/4 
x 3 3n 
3.(a) | 3 cos"x sin x dx cb)| 3cos?x sin x dx 
0 2r 
V7 > , 0 , 
4.(a)| (C + Dd 人 „ICP + Diad: 
0 / 
! Sr 
. > zad 
5 wf (4 + 7 (b b 0 a a7 


4x 
6. b dx 
Ca | 庆 = Vx? aS | 让 Vx +l 


3 
T| (1 ~ cos 31)sin 3t dt 0) (1 — cos 31)sin 3t di 
8. wf Í 2 + tan — j sec? > dt wf í (2 + tan — ) sec $d 
9. wf o coss _ wf cosz —_ 
I /Id 

10. II sin w W sin w 

(a) -x72 (3 + 2cos wY dw (b) (3 + 2cos w (3 + 2008 u)?” 
n.f V P + 251° + 2)dt 2. WEONES 

0 12/y(1 + /y)2 

#6 312 
s.f cos-320 sin 2040 14.| co (£) sec? (2 )ao 

0 x 6 


x⁄4 " 1 , .. , 
1s. (1 = sin 21)’? ?cos 2: dt 16. | (4y = y+ 4y? 41)? (127? - 2y + 4)dy 
0 
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初 值 问题 
解 题 17 和 18 中 的 初 值 问 题 . 
z 
17. 学 = pai y(4) = 2 18. z = gi tcosyi, |=) = 0 
面积 
求 题 19 - 24 中 的 阴影 区 域 的 面积 . 
19. 20. + IR 


— 


(-2, 8) (2.8) 


y=—4 sin: 


22. 23. 24 


在 题 25 - 28 中 , 画 给 定 区 间 上 的 函数 图 象 ,然后 


(a) 在 给 定 区 间 上 积分 函数 . 

(b) RARA x 轴 之 间 的 区 域 的 面积 . 
25.y = x? -6x+8, [0,3] 26.y =- x° + 5x -4, [0,2] 
27.y = 2x — x?, [0,3] 28.y = x? -4x, [0,5] 
RE 29 - 38 中 由 直线 和 曲线 所 围 区 域 的 面积 . 
29.y =x -2 和 y=2 30.y =— x - 2x fly = x 
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3l.y = 和 Vv =- x + 41 32.y=7~2x 和 Y= x + 4 

33.y = l - 42 + 4 8#l y = <° 34.y = x- 4|f y = (x2⁄2) + 4 

35. v = 2sin x Wy = sin2xO0grsgr 36. y = Beos x My = sex, — m/3 < x < x/3 
37 ， = sin(zx/2) M y = ax 38.y = see y, y = tanxrr = — An/4, 和 x = x/4 


39. 求 第 - -象限 中 由 直线 y= x* ,直线 z = 2, 曲 线 ; = te 和 “ 轴 所 界定 的 区 域 的 面积 . 

40. 求 第 象限 中 左边 由 » 轴 而 右边 由 曲线 y = sin x 和 ;= cos + 所 界定 的 "三 角形 ”区 域 的 面积 . 

41. 求 在 曲 线 ; = 3 - x? 和 直线 y = - 1 之 间 的 区 域 的 面积 . 

42. 求 第 -象限 时 左边 由 v 轴 ,下边 由 直线 y = xy/4, 左 上 边 由 曲线 y = 1+ Vx 而 右上 边 由 曲线 y = 2⁄ Zx 所 
界定 的 区 万 的 面积 . 


r A a 
(umasa 
在 题 43 - 46 中 ,你 将 求 平面 上 曲线 之 闻 的 面积 ,但 不 能 用 简单 的 代数 求 得 交点 ,使 用 一 个 CAS MT? F 22 39. 
(a) 把 曲线 画 在 一 张 图 里 ,以 便 观察 曲线 的 形状 和 交点 的 个 数 . 
(b) 利用 你 的 CAS 中 的 数值 方程 求解 器 求 所 有 交点 . 
(c) 在 相继 两 个 交点 之 间 积 分 | f(x) - g(x)|. 
(d) 把 (e) 中 的 积分 加 在 一 起 . 


3 2 4 


43./Cx) = x -3 = 2r + +, g(x)= x- 1 4f) = Ç - 32 + 10, gle) = 8- 12x 
45. f(x) = x + si(2z), g(r) = x 46. f(x) = x?cos x, g(x) = x? — x 


4.7 数值 积分 


gs BEEE + 梯形 通 近 的 误差 。 用 抛物 线 逼 近 。Simpson 法 的 误差 。 哪 个 方法 给 
出 更 好 的 结果 ?。 截断 误差 


正如 我 们 已 经 看 到 的 那样 , 求 定 积分 | /( z)dx 的 值 的 理想 方式 是 求 /(4) 的 一 个 反 导数 表 
达 式 R(x) ,再 计算 数 FO) - FO) ,但 菜 些 函数 的 反 导数 难以 求 出 ,更 有 其 者, 像 sin +Z 和 
VEE a 的 反 导 数 没有 初等 表达 式 ,这 不 仅仅 意味 着 不 能 对 (sin +)/x 和 WTT 的 一 个 反 时 
数 应 用 基本 公开 ,而 是 意味 着 根本 不 存 这 样 的 初等 表达 式 ， 

不 管 什么 理由 , 当 我 们 不 能 用 反 导 数 求 定 积分 的 值 时 ,我 们 转向 像 本 节 要 叙述 的 梯形 法 和 
Simpson 法 这 类 的 数值 方法 . 


梯形 逼近 
当 我 们 必须 对 了 积分 而 又 求 不 出 它 的 一 个 可 用 的 反 导 数 时 ,我 们 就 分 割 积 分 区 间 ,在 每 个 


于 区 间 上 用 十 分 拟 合 的 多 项 式 代替 六 积分 多 项 式 ,并 且 把 结果 相 加 以 通 近 的 积分 .我 们 从 给 
出 梯形 的 直线 段 开 始 . 
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像 图 4.24 所 显示 的 那样 ,如果 把 [a ,5b] 分 割 为 长 度 丝 为 注 :长 度 h = (b š a)/n 称 为 
= (56--a)/n 的 n 个 子 区 间 ,f 在 [a,5] 上 的 图 象 在 每 个 子 区 间 I C s 
上 可 用 直线 段 逼 近 . WA hR Ax. 


4.24 WE EAHA BURE — E Bf) Hii 
R. AE SA a Bo HRS, RIEBE 
“有 号 ”面积 相 加 ,梯形 由 线段 端点 到 x 轴 
做 垂 线 而 得 到 . 


因此 在 曲线 和 x 轴 之 间 的 区 域 可 用 梯形 组 逼近 ,每 个 梯形 的 面积 是 水 平方 向 的 “高 度 ” 和 垂直 
方向 的 两 “ 底 ” 的 平均 值 的 乘积 .我 们 把 梯形 面积 相 加 ,x 轴 上 方 的 面积 看 作 正 的 ;而 x 轴 下 方 
的 面积 看 作 负 的 : 


1 1 
= 方 Lyo + yi)h + Liy + y2)h + + 2 (y,-2 + Yn-1)h + LO + Ya)h 


a(+ =: 1 ) 
2 Yo + yí + 2 + + Yn-1 + > Yn 


h 
=z (Yo +2yı + 2y; + + 2y,-1 + Yn), 
其 中 


yo = f(a), yi = f(x) a’ Yn-1 = f(xn_1), y, = f(b). 
梯形 法 说 的 是 :用 了 估计 /从 a Rb 的 积分 . 


` CD-ROM 


Ce 梯形 法 
为 逼近 | f(x)dx, 用 


T = 全 (yo + 2y) + 2y> +… + 2y,_1 + Yn). 


各 y 是 f 在 分 点 
žo = G, x = G+h, w= a+2h,,x ír = a +(n- 1)h, x, = b, 


的 函数 值 ,其 中 大 = (b - a)/n. 


例 1( 应 用 梯形 法 ) EHn- 4 时 的 梯形 法 估计 | “dx ,比较 估计 值 和 精确 值 
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解 分 割 [1,2] 成 四 个 等 长 的 子 区 间 ( 图 4.25). 再 求 y = x? 在 每 个 分 点 的 值 ( 表 4.6). 


表 4.6 


图 4.25 在 y = x 图 象 下 的 
从 x=1 到 x = 2 的 面积 的 梯 
形 下 近 是 稍微 过 剩 的 估计 . 


0 I 


在 梯形 法 中 利用 这 些 y 值 ,n = 438 h = (2 - 1)/4 = 1/4, 我 们 有 


h 
T = > (yo + 271 + 2y + 2y3 + y4) 


a(i AB AE Ae Y 2369 


32 

积分 的 精确 值 是 
2 Sl 8 1 7 
| ea = 5 3 3 3 


逼近 了 超过 积分 值 大 约 为 精确 值 7/3 的 半 个 百分点 . 相对 误差 是 (2.343 75 _ 7/3)/(7/3) = 
0.00446 或 0.446% . | 


考虑 图 4.25 中 图 形 的 几何 形状 ,我 们 可 以 预见 到 梯形 法 会 给 出 例 1 中 的 积分 的 过 剩 估 计 . 
因为 抛物 线 从 上 看 是 止 的 ,逼近 线段 位 于 曲线 上 方 ,每 个 梯形 就 给 出 比 对 应 的 曲线 下 的 带 形 稍 
大 的 面积 .在 图 4.24 中 ,在 曲线 从 下 看 是 目的 区 间 上 ， 直线 段位 于 曲线 下 方 ,这 就 使 得 梯形 法 
在 这 些 区 间 上 给 出 积分 的 不 足 估计 , 当 曲 线 位 于 x 轴 下 方 时 ,“ 面 积 ” 一 词 的 解释 发 生 改 变 , 不 
过 较 高 的 y 值 给 出 较 大 的 有 号 面积 这 一 情况 仍然 保持 ,于 是 我 们 总 是 可 以 断言 图 象 从 上 看 加 
时 了 给 出 积分 的 过 剩 估计 ,而 图 象 从 下 看 凹 时 7 了 给 出 积分 的 不 足 估计 . 


例 2( 平 均 温度 ) ”一 观测 者 从 中 午 到 午夜 每 小 时 测量 一 次 室外 温度 ,记录 温度 在 下 表 中 . 


时 间 | 中 午 


温度 


12 小 时 周期 内 的 平均 温度 是 多 少 ? 
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解 ”我 们 考察 一 个 连续 函数 (温度 ) 的 平均 值 ,我 们 知道 该 函数 在 间隔 为 1 个 单位 的 离散 
时 刻 的 值 .我 们 没有 f(x) 的 表达 式 而 需要 求 


av(f) = z | Poar， 


利用 表 中 的 温度 作为 函数 在 12 小 时 区 间 上 的 12 - 子 区 间 划 分 的 各 点 的 函数 值 ( 取 h = 1) , 积 
分 可 用 梯形 法 逼近 . 
T =Ñ (o +2y) + 272 + ' + 2yn + y) 


= (63 + 2: 65 + 2 + 66 +": + 2 + 58 + 55) 


= 782 
M TEES 7(z)dx ,我 们 得 
av(f) = 一 一 ， 7 = E .782 ~ 65.17. 
做 与 给 定数 据 相 一 致 的 截断 ,我们 估计 平均 温度 是 65 EE. 本 | 
图 形 暗示 梯形 逼近 的 误差 


b 
Er = [Kaas 一 T 


随 着 步 长 h 的 减 小 而 减 小 ,因为 当 梯 形 数目 增加 时 梯形 拟 合 曲线 会 更 好 .高 等 微 积分 的 一 个 定 
理 保证 了 当 f 有 连续 二 阶 导 数 时 确实 是 这 种 情况 . 


梯形 法 的 误差 估计 
如 果 f" 连续 并 且 M 是 |f"| 的 值 在 [a,5] 上 的 一 个 上 界 , 则 
|E,| < Sau, (1) 


其 中 有 = (b - a)/n. 


虽然 有 关 定 理 告 诉 我 们 M 的 最 小 值 总 是 存在 ,但 在 实践 中 却 难以 求 得 它 .我 们 可 以 尽 可 
能 地 求 出 最 佳 的 M 值 ,并 以 此 为 出 发 点 估计 | Er | .这 看 起 来 有 些 马虎 , 却 很 实效 . 为 对 给 定 的 
M 使 得 | Br | 小 ,我 们 让 h 小 一 些 . 


例 3( 求 梯形 法 误差 的 界 ) REM n = 10 步 长 时 的 


梯形 法 估计 ?| 
f= sia q 
时 带 来 的 误差 的 上 界 . 
# 对 于 a = 0 = x 和 有 = CO = r gR 
Sa 图 4.26 例 3 中 的 被 积 函 数 
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2 3 
|Er| < (oo 
数 M 可 以 是 f(x) = x sin x 的 二 阶 导数 的 绝对 值 在 [0,x] 上 的 任何 一 个 上 界 . 常 规 的 计算 给 出 
f"(x) = 2cos x -ysinx， 
于 是 
|f"(x)= |2cos x - x sin «x | 
<2|cos x| + |x||sin x| 三角 不 等 式 |a+6b|< lel+15| 
ee ama ap. | cos x | 和 |sin x | 永 不 超过 1, 
并 且 0 < x = x. 


我 们 可 以 保险 地 取 M = 2 + rr, 因此 
w CQO + z) 
| Er| < 1200M = “00 
绝对 误差 不 大 于 0.133. 


为 提高 精确 定 ,我 们 不 是 试图 改进 M 而 是 宁肯 取 更 多 的 间隔 ,比如 对 于 n = 100 个 间隔 ， 
h = z/100, E. 


< 0.133. 截断 是 有 效 的 


| Er| < zí =) u = ae in < 0.001 33 = 1.33 x 10. _ | 
ee 用 抛物 线 逼 近 
DSILE 
历史 传记 黎 曼 和 与 梯形 法 给 出 闭 区 间 上 连续 函数 积分 的 合理 副 近 , 梯 形 


一 一 法 更 有 效 ,对 于 小 的 a 给 出 较 好 的 通过 ,这 使 得 它 成 为 数值 积分 的 一 
A OD 个 比较 快速 的 算法 . 

梯形 法 仅 有 的 不 足 之 处 在 于 来 自用 直线 段 逼近 弯曲 的 弧 , 你 可 
以 设想 这 样 一 个 算法 ,用 弯曲 的 曲线 段 逼 近 曲 线 ,这 将 更 加 有 效 (并 且 对 于 机 器 来 说 更 快 ), 你 


的 想法 是 对 的 .一 个 这 类 的 算法 是 使 用 抛物 线 并 且 称 为 Simpson 法 .用 Simpson 法 逼近 | /( x)dx 
基于 用 二 次 多 项 式 代替 线性 多 项 式 逼 近 /我 们 用 抛物 线 代 替 直 线段 逼近 冰 数 图 象 (图 4.27). 
抛物 弧 


(x1, y|) 
(Xo Yo) 


抛物 弧 抛物 弧 


图 4.27 Simpson 法 用 抛物 线 弧 逼近 一 段 曲线 ， 图 4.28 从 -4 到 h 积 分, 我们 求 出 阴影 部 
分 的 面积 是 地 (7o + 471 + y2). 
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图 4.28 中 的 二 次 多 项 式 } = Ax? + Bx+C 从 x =- hijr = 的 积分 是 

"h 
| (Ax? + Bx + C)dx = E + 471 + y>) (2) 
"h 


(Bg 4).Simpson i Zy a. b] B B $ T TK EE 2 h WERKTE lš] ,对 相 邻 的 区 间 对 用 等 式 (2) ， 
把 所 得 结果 相 加 .这 就 得 到 Simpson 法 ， 


Simpson 法 
` 

| 为 通 近 | Fda, IEH 

Š = i 


Ka 

3 
各 y hz: f fu: yas 
Xx = a, yy=a+h, x = a+2h, “°, Xl=a+(n-1)h, x, = b 
的 值 .n 起 偶 数 , 而 有 = (b - a)/n. 


(yo + 47] + 2y2 + 473 + U + 2y, + 4yn1 + ya). 


li 


2 
例 4( 应 用 Simpson 法 ) JH n = 4 时 的 Simpson 法 通 近 | Sada. 


解 分割 10,2] 成 四 个 子 区 间 并 且 求 y = 5x’ 在 分 点 的 值 ( 表 4.7). 再 对 n = 4 和 户 = 1⁄2 
用 Simpson 法 


表 4.7 


1 
Š = 3 (0 + 4yi + 2y, + 4y3 + y4) 


- (o +4[3), 2(5) + a( $2) + g0) 5 
= 32 D: + 
这 个 估计 值 与 精确 值 (32) 仅 差 1/12, 相 对 误差 小 于 十 分 3 
之 三 个 百分点 ,而 这 里 仅 用 了 四 个 子 区 间 . o ° 


Simpson 法 的 误差 
根据 梯形 法 的 经 验 ,Simpson 法 的 误差 
E; = aaz - S 


随 间隔 量 的 增加 而 减 小 ,不 过 控制 Simpson 法 误差 的 不 等 式 假定 /有 连续 的 四 阶 导数 而 不 仅仅 
是 连续 的 三 阶 导数 ,来 自 高 等 微 积分 的 公式 如 下 所 述 ， 


CD-ROM I 
N Simpson 法 的 误差 估计 
若 /连续 ,而 M E| f O Ela, b] 上 的 一 个 上 界 . 则 


a hM, (3) 


IEP h = (b -— a)/n. 
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跟 梯 形 法 的 情形 一 样 ,我 们 几乎 从 来 不 能 求 出 最 小 可 能 的 M 值 ,我 们 仅 求 出 尽 可 能 好 的 
值 并 以 此 为 误差 估计 的 出 发 点 . 


B] SUR Simpson 法 误差 的 界 ) KRG) 对 于 例 4 中 的 Simpson 逼近 给 出 怎样 的 误 关 
估计 ? 

解 “为 估计 误差 ,我们 首先 求 f(x) = $x 的 四 阶 导 数 的 绝对 值 在 区 间 0 < x < 2 上 的 一 
个 上 界 村 .因为 四 阶 导 数 有 常数 值 / C) = 120, 我 们 可 以 保险 地 取 = 120, 又 5 - a = 2 和 
h = 1/2, 不 等 式 (3) 给 出 


b- a,4 2 (11 . 1 
|Es| < i MM = igol >) 020) = js. J 
哪个 方法 给 出 更 好 的 结果 ? 
回答 体现 在 下 列 公式 中 注 :梯形 法 和 Simpson 法 比 
5 b-a, b- aGa,4 较 既然 Simpson 法 更 加 
Eri < “kM, Esl < h' M. 
Eris [Esl < -im Ka. 3 tr 4 E $ W B 


自然 其 中 的 M 意义 不 同 , 第 一 个 是 les BJ L 32 E 。 形 法 ?理由 有 两 个 . 首先 ， 
1|f | 的 上 界 .还 有 其 它 的 差别 .Simpson 法 中 的 因子 (上 - a)/180 ”梯形 法 在 一 些 特定 的 应 用 
是 梯形 法 中 因子 (8 - a)/12 的 十 五 分 之 一 . 更 重要 的 差别 是 ， 中 会 用 到 ,因为 它 的 表达 
Simpson 法 中 有 ,而 梯形 法 中 仅 有 k ,如果 h Etak, Mh 不 更 加 简单 ;其 次 ,梯形 法 


是 Rhomberg 积分 法 的 基 
是 百 分 之 一 ,而 h 仅 是 万 分 之 一 .比方 说 ,如 果 两 个 VM 都 是 1. 而 O Eze wEu n 
b- a = 1, 则 对 于 有 = 1/10, IPEN ' 


分 法 是 满意 的 机 器 方法 . 
[Erle HES a = 215 
TiS 12\10 = 1200’ 
而 
| E, | HE .1 = l — 1.1 
s S 180110 = 1800000 ` 1500 ` 1200` 


粗略 说 来 ,计算 上 花 同 样 的 功夫 ,用 Simpson 法 会 得 到 更 好 的 精确 度 ,至 少 在 这 个 情形 是 这 样 . 
h? 对 hh 是 关键 .如 果 小 于 1, 那 么 h* 显著 小 于 所. 另 一 方面 ,如 果 久 等 于 1, 那 么 可 与 所 之 
间 没 有 差别 .如 果 h 大 于 1,hs 的 值 会 比 2 的 值 大 得 多 .在 后 两 种 情形 ,误差 公式 提供 少许 帮 
助 ,我 们 必须 返回 曲线 y = f(x) 的 几何 形状 ,以 便 考察 梯形 法 和 Simpson 法 哪 一 个 给 出 我 们 要 
求 的 结果 . 


例 6( 比 较 梯 形 法 和 Simpson 法 逼近 ) ”正如 我 们 将 在 第 6 章 看 到 的 ,ln2 可 以 用 下 列 积 
计算 
”1 
ln 2 = | d. 
表 4.8 指 出 了 用 各 种 什 通 近 | (Z) dx 的 7 和 $ 值 .注意 Simpson 法 如 何 显著 优 于 梯形 法 ， 


特别 地 ,注意 到 当 n 的 值 加倍 ( 从 而 h 相应 改变 ) 时 ,7 的 误差 被 2 的 平方 除 ,而 S 的 误差 则 被 
2 的 四 次 方 除 . 
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表 4.8 In2- | (t)a: 的 梯形 法 逼近 ( 7,) 和 Simpson 法 逼近 (8 ). 
1 3 


T, 


| 误差 | 小 于 … 


| 误差 | 小 于 … 


0.6937714032 
0.6933033818 
0.6932166154 


0.6931862400 
0.6931721793 
0.6931534305 


0.0006242227 
0.0001562013 
0.0000694349 
0.0000390595 
0.0000249988 
0.0000062500 


0.6931502307 
0.6931473747 
0.6931472190 
0.6931471927 
0.6931471856 
0.6931471809 


0.0000030502 
0.0000001942 
0.0000000385 
0.0000000122 
0.0000000050 
0.0000000004 


当 h 非常 小 时 这 就 有 了 引 人 注 目的 效果 .n = 50 时 截断 值 精确 到 第 七 位 小 数 ,而 n = 100 
时 精确 到 第 九 位 ( 百 万 分 之 一 )! z 


例 7( 排 净 一 块 湿地 的 水 ) 一 个 城镇 欲 排 干 并 填 平 
一 小 块 被 污染 的 水 坑 (图 4.29). 水 坑 平均 5 英尺 深 .在 排 
干 水 坑 后 为 填 平 它 大 约 用 多 少 方 码 的 泥土 . 

解 ”为 计算 水 坑 容 积 ,我 们 估计 表面 积 再 乘 以 5. 
为 估计 面积 ,我 们 用 Simpson 公式 ,其 中 hh = 20 英尺 ,而 
y 等 于 水 池 在 各 处 的 宽度 ,如 图 4.29 所 示 . 


英尺 


146 


h 
S = y (yo + 4 + 2y> + 4ys + 2y4 + 4ys + ys) 


忽略 


= 多 (146 + 488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) 


= 8100 水 平 间隔 = 20 ER) 
容积 约 为 (8100)(5) = 40 500 英尺 ?或 1500 码 ，， | a 
截断 误差 


虽然 理论 上 减 小 长 步 h 降低 Simpson 和 梯形 逼近 的 误差 ,但 在 实践 上 却 可 能 令 人 失望 , 当 
4 非常 小 时 ,此 如 说 六 = 10, 求 S 和 7 的 值 时 产生 的 算术 上 的 截断 误差 可 能 标 聚 到 如 此 程度 ， 
以 致 误 差 公 式 不 再 起 到 应 有 的 作用 ,缩小 六 到 某 个 程度 可 能 使 事情 变 糟 .虽然 这 不 是 本 书 的 论 
题 ,如果 你 有 截断 误差 方面 的 问题 ,还 是 应 咨询 有 关 不 同方 法 的 数值 分 析 的 课本 . 


习题 4.7 


oo 
C 估计 积分 
题 1- 10 的 说 明 分 两 部 分 ,一 个 针对 梯形 法 而 一 个 针对 Simpson 法 . 
] .用 梯形 法 
(a) 对 于 n = 4 间隔 估计 积分 ,利用 不 等 式 (1) R | Er | 的 一 个 上 界 . 
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(b) 直接 求 积分 值 并 且 求 | Eri. 

(c) 利用 公式 (| E, | 作 真 值 )) x 100 表示 
H.J Simpson 法 

(a) 对 于 n = 4 间隔 估计 积分 ,并 利用 不 等 式 (2) R | 到 | 的 一 个 上 界 . 

(b) 直接 求 积分 值 并 日 求 | Es]. 

(e) 利用 公式 (| Es | /( 真 值 )) x 100 表示 | Ey | 占 积 分 真 值 的 百分数 . 


Er| 占 积分 真 值 的 百分数 . 


a m" ` 、 

'.| x dx 2.| (2x ~ 1)dx 3.| 人 + 1)dx 
1 1 J- 
0 "2 ` 

a.f (x? - 1)dx s.| (P + td 6.| (+ 1): 
-2 0 、-1 
2 1 4 1 

.| ds s.| sd 

7 a 2 (s—1) 
Li "1 

9.| sin t dt 10. | sin xt dt 
0 Jo 


在 题 11 - 14 中 ,利用 表 列 出 的 被 积 函 数 的 值 对 于 ”= 8 间隔 分 别 用 (a) 梯形 法 和 (b)Simpson 法 估计 积分 .截断 
你 的 答案 到 五 位 小 数 .然后 (c) 求 积分 的 精确 值 和 带 近 误差 E, M Es. 


"1 É 
11. f Vi- edx 12. | Tg 

x VIT è 0 9/ Vi6 1 @ 

0 0.0 0 0.0 

0.125 0.124 02 0.375 0.093 34 

0.25 0.242 06 0.75 0.184 29 

0.375 0.347 63 1.125 0.270 75 

0.5 0.433 01 1.5 0.351 12 

0.625 0.487 89 1.875 0.424 43 

0.75 0.496 08 2.25 0.490 26 

0.875 0.423 61 2.625 0.584 66 

1.0 0 3.0 0.6 

B.Ed 14. [ Cesty) Vet yay 

-a2 (2 + sin t)? das 

t (3cos 1)/(2 + sin tY y (esey) V cot y 

— 1.570 80 0.0 0.785 40 2.0 

— 1.178 10 0.991 38 0.883 57 1.516 06 

— 0.785 40 1.269 06 0.981 75 1.182 37 

- 0.392 70 1.059 61 1.079 92 0.939 98 
0 0.75 1.178 10 0.754 02 
0.392 70 0.488 21 1.276 27 0.601 45 
0.785 40 0.289 46 1.374 45 0.463 64 
1.178 10 0.134 29 1.472 62 0.316 88 
1.570 80 0 1.570 80 0 


— n — — _ 一 
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应 用 
15. 游泳 池 中 水 的 体积 一 个 矩形 游泳 池 宽 30 英 尺 长 50 英尺 .列表 指出 从 一 端 到 另 一 端 每 间隔 5 英尺 水 的 深 
E h(x). 利 用 n = 10 时 的 梯形 法 于 积分 
50 
V = |. 30 - h(x)dx 


以 估计 水 的 体积 . 
位 置 (英尺 ) 深度 (英尺 ) MER) 深度 (英尺 ) 

x h(x) x h(x) 
0 6.0 30 11.5 
5 8.2 35 11.9 
10 9.1 40 12.3 
15 9.9 45 12.7 
20 10.5 50 13.0 
25 11.0 


16. 供应 一 个 鱼 塘 ”作为 你 们 镇 区 主管 钓鱼 运动 的 区 长 ,你 有 责任 在 钓鱼 季节 之 前 为 鱼 塘 提供 鱼 . 鱼 塘 平均 
深度 是 20 英尺 ,利用 一 张 带 比例 尺 的 地 图 ,你 每 隔 200 英尺 的 距离 测量 一 个 宽度 ,结果 示 在 附 图 上 . 
(a) 利用 梯形 法 估计 鱼 塘 中 水 的 体积 . 
(b) 你 计划 在 钓鱼 季节 开始 时 每 1000 立方 英尺 投放 一 尾 鱼 . 你 打算 在 钓鱼 季节 结束 时 至 少 25% 的 开幕 日 
的 鱼 量 保留 着 ,如 果 每 个 许可 证 的 平均 季节 捕获 量 是 20 尾 鱼 ,那么 城镇 可 以 卖 出 的 许可 证 的 最 大 数 


量 是 多 少 ? 
oR) 速度 改变 时 间 ( 秒 ) 
0 到 30 英里 /时 2.2 
WAER) 40 英里 /时 3.2 
50 英里 /时 4.5 
1000 GER) 60 英里 /时 5.9 
1140 (英尺 ) 70 英里 /时 7.8 
80 英里 /时 10.2 
ee/ 90 英里 /时 12.7 
1110( 英 尺 ) 100 英里 /时 16.0 
860 GEF) 110 英里 /时 20.6 
120 英里 /时 26.2 
oR 
== w 130 英里 /时 37.1 
垂直 间隔 = 200 R) 
第 16 题 图 来 源 :Car and Driver,1994 年 由 月 (第 17 题 ) . 


17. Ford® Mustang Cobra™ 右上 表 列 出 了 1994 年 Ford Mustang Cobra 从 静止 加 速 到 130 英里 /时 的 时 间 - JE 
度数 据 . Mustang 在 达到 这 个 速度 的 时 间 内 行进 了 多 远 ?( 用 梯形 估计 速度 曲线 下 的 面积 ,但 要 注意 ,时 间 区 
间 长 度 是 改变 的 .) 

18. 空气 动力 学 阻力 ”一 个 车 辆 的 空气 动力 学 阻力 部 分 地 取决 于 它 的 横 截 面 面 积 ,在 所 有 其 它 事情 相等 的 情 
况 下 ,工程 师 试 图 这 个 面积 尽 可 能 小 ,用 Simpson 法 估计 图 示 的 MTT 的 James Worden 的 太阳 能 Solectria?3& 
车 的 横 截面 面积 . 
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19. MRH “新 飞机 的 设计 要 求 每 个 机 辟 中 的 油箱 的 横 截 面 保 持 不 变 .一 个 按 比例 画 出 的 横 截 面 如 下 . 油 
箱 必 须 装 5000 磅 的 汽油 ,汽油 密度 为 42 磅 /英尺 .估计 油箱 的 长 度 . 


油 消耗 率 
( 升 / 时 ) 
星期 日 0.019 
星期 二 0.021 
yo = 1.5 英尺 ,yi = 1.6 英尺 ,y, = 1.8 英尺 ,y3 = 1.9 英尺 ， 星期 三 0.023 
ys = 2.0 英 尺 ,ys = ys = 2.1 英 尺 ， 水 平 间隔 = 1 英尺 星期 四 0.025 


星期 五 0.028 
20. 探险 者 岛 上 汽油 消耗 ”一 个 柴油 发 电机 连续 运转 , 油 消 耗 的 比率 逐渐 星期 六 0.031 


增加 ,直到 必须 临时 关机 以 更 换 过 滤器 .使 用 梯形 法 估计 发 电机 一 周 EAE 0.035 
内 油 的 消耗 量 . 


(第 20 ER) 
理论 和 例子 
21. 低 阶 多 项 式 。 | 7(z)ds 的 梯形 通过 的 误差 大 小 是 
CE |Er| = ERICo, 


Ep Æla, b) 内 的 某 个 点 (通常 确定 不 了 ). 如果/ 是 x 的 线性 函数 , 则 Ce) = 0, 于 是 E, = 0, 而 了 对 
于 4 的 任何 值 给 出 积分 的 精确 值 ,这 没什么 大 惊 小 怪 的 .实际 上 ,由 于 /是 线性 的 ,逼近 了 /的 图 象 的 线段 严 
格 地 与 图 象 重合 .Simpson 法 才 真 正 令 人 惊异 .Simpson 法 的 误差 大 小 是 


|Es| = BEKSO), 


其 中 c 仍 在 (a,6) 中 .如 果 f 是 低 于 4 阶 的 多 项 式 ,那么 不 管 c 在 哪里 ,f= 0, FÆ Es = 0, 而 SAER 
分 的 精确 值 ,即使 仅 取 两 个 区 间 .作为 相关 情形 的 例子 ,用 n = 2 时 的 Simpson 法 估计 | 2>dz ,比较 你 的 竺 


案 和 积分 的 精确 值 . 
22. 正弦 - 积分 的 有 用 值 Fak - 积分 函数 
SiO = | EHan "v i akmu" 
是 工程 中 的 许多 冰 数 之 一 ,其 公式 不 能 化 简 . (sin 1)/1 的 反 时 数 没有 初等 公式 ,不 过 SiC) 的 值 不 难 用 数 
值 积分 估计 ， 
虽然 在 记号 中 并 没有 明确 指出 ,被 积 吸 数 


sin # 

——. f0 
J) = | t 

1, t = 0. 


是 (sin 1/1) 到 [0,*j KARERE X + 8 Be fE Yt E X 5903 BE 4° 8x 4E EB fr ER £ Et 0 SE 398 C 00 1 9 E. yay 
的 ,并 且 你 可 以 期 望 从 Simpson 法 得 到 好 结果 


Si (x) = | Su dt 
ñ a 了 


a) 利用 在 [0,xA2} 上 ||/ 中 | < 1 这 一 事实 给 出 用 n = 4 时 的 Simpson 法 估计 


si( ) = | tg 
Jo t 


nla 


引起 的 误 益 的 -一 个 上 内. 
(b) Hl n = 4 时 的 Simpson 法 估计 Si(x/2). 
(c) 求 你 在 部 分 (a) 得 到 的 误差 界 占 你 在 部 分 (b) 求 得 的 值 的 百分比 . 
23. 误差 函数 IRAR% 


CD-RONI 2 r: 
Ç erf(x) = a 
€ 


在 概率 论 .热流 理论 和 信号 传输 中 是 重要 的 ,因为 e- 的 反 导 数 没 有 初等 表达 式 , 必 须 对 其 用 数值 方法 求 值 . 
(a) Ħ n = 10 时 的 Simpson 法 估计 erf(1). 
(b) 在 [0,1 | 


ee Die 12. 


出 部 分 (a) 中 估计 的 误差 大 小 的 一 个 上 界 . 
24. 为 学 而 号 在 例 2 中 (截断 之 前 ) 我 们 用 积分 逼近 求 得 平均 温度 是 65.17 度 ， 而 13 个 离散 温度 的 平均 值 仅 
是 64.69 度 . 旁 虑 温度 曲线 的 形状 , 据 此 解释 为 什么 你 会 认为 13 个 离散 温度 的 平均 小 于 温度 函数 在 整个 区 
间 上 的 平均 值 . 


ammi `. 
(umasa 
正如 我 们 在 本 和 开头 所 指出 的 ， 许多 连续 函数 的 定 积分 不 能 用 微 积分 基本 定理 求 值 ,这 这 是 因为 它们 的 反 导 数 
没有 初等 公式 .数值 积分 提供 了 估计 这 些 非 初等 积 上 初等 积分 的 实用 方法 . 如 果 你 的 计算 器 或 计算 机 有 数值 积分 实用 


fe Awa ter mr 一 + 


指导 你 们 复习 的 问题 . 411 - 


程序 ,党 试 把 它 用 于 题 25 - 28 中 的 积分 . 


25.| 2 VTi- edh ,精确 值 是 x. 26.| l+ 总 dz，Newton 在 其 研究 中 提出 的 积分 . 
-1 0 
7 sin tgx. 38. [sint de 与 光 的 折射 有 关 的 一 个 积分 ， 


x 


29. 考虑 积分 | sn x dx. 
(a) 求 n = 10 100 和 1000 时 的 梯形 法 近似 值 . 
(b) 记录 误差 ,按照 你 能 达到 的 精确 度 , 取 相 应 的 小 数位 数 . 
(e) 你 体会 出 什么 样 的 模式 ? 
(d) 为 学 而 写 解释 误差 E, 的 界 如 何 说 明 这 个 模式 . 
30.( 题 29 续 ) 对 于 Simpson 法 和 EE, 重复 题 29. 


31. BR| sinl x? )dx. 


(a) 对 于 f(x) = sin(x) R f”. 
(b) Æl- 1,1] 乘 [- 3,3] KRAPPE y = /”(x) 的 图 象 . 
(c) 解释 为 什么 部 分 (b) 的 图 象 启示 对 于 -1era 18 | /"(x)| = 3. 
(d) 证 明 在 这 一 情况 ,梯形 法 的 误差 估计 是 | Er | < 2⁄2. 
(e) 证 明 若 h < 0.1, 梯 形 法 误差 大 小 将 小 于 或 等 于 0.01. 

32. 考虑 积分 | sin( 2)dx， 
(a) 对 于 f(x) = sin(x*) 求 /4.( 如 果 你 有 一 个 适当 的 CAS, 你 可 以 用 它 检 验 你 的 结果 . ) 
(b) 在 [- 1,1] 乘 [- 30,10] 的 视窗 中 画 y = 1x 的 图 象 . 
(c) 解释 为 什么 部 分 (b) 的 图 象 暗示 当 -1<x<1 时 |f(x)| < 30. 
(d) 证 明 在 这 个 情况 下 ,Simpson 法 的 误差 估计 是 | Es | < ht. 
Ce) 证 明 如 果 h < 0.4, 则 Simpson 法 的 误差 的 大 小 将 小 于 或 等 于 0.01. 
(f) FT h < 0.4,n 必须 多 大 ? 


指导 你 们 复习 的 问题 


. 一 个 函数 可 以 有 多 于 :个 的 反 导 数 吗 ? 如 果 如 此 , 反 导 数 之 闻 的 关系 如 何 ?做 出 解释 . 

. 不 定 积分 是 什么 ?你 如 何 求 不 定 积分 ?你 知道 计算 不 定 积分 的 什么 一 般 公式 ? 

. 你 有 时 怎么 能 够 解 一 个 形 如 dy/dx = f(x) 的 微分 方程 ? 

. 什么 是 初 值 问题 ?你 怎样 解 它 ? 举 一 个 例子 . 

. 你 有 时 能 够 怎样 使 用 三 角 等 式 变换 一 个 不 熟悉 的 积分 成 为 一 个 你 知道 如 何 求 出 的 积分 ? 

< 如 果 你 知道 一 个 沿 坐标 直线 运动 的 物体 的 作为 时 间 的 函数 的 加 速度 ,为 求 物体 的 位 置 函 数 你 还 需要 知道 
什么 ? 举 一 个 例子 . 

7. 换 元 积分 法 如 何 与 链 式 法 则 关联 ? 

8. 你 有 时 怎么 能 够 用 换 元 法 求 不 定 积分 ? 举 几 个 例子 . 

9. 你 有 时 可 以 怎样 用 有 限 和 估计 像 行进 距离 面积、 体积 和 平均 值 这 些 量 ? 你 为 什么 要 这 样 做 ? 

10. 什么 是 希 格 马 记 号 ? 它 提供 什么 好 处 ? 举 几 个 例子 . 

11. 什么 是 黎 曼 和 ?你 为 什么 要 考虑 这 样 的 和 ? 
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12. 什么 是 一 个 财 区 间 的 一 个 划分 的 模 ” 
13. 函数 /在 闭 区 间 [a,b] 上 的 定 积 分 是 什么 ?什么 时 候 你 能 保证 它 存在 ? 
14. 定 积分 和 面积 之 间 的 关系 是 什么 ?叙述 定 积分 的 几 个 其 它 解 释 . 
15. -个 在 财 区 问 上 的 可 积 函 数 的 平均 值 是 什么 ?函数 必定 取 到 它 的 平均 值 吗 ?解释 之 . 
16. 函数 的 平均 值 与 取样 的 郧 数值 有 什么 关系 ? 
17. 叙述 求 定 积分 的 规则 ( 表 4.5). 举 几 个 例子 . 
18. 微 积分 基本 定理 是 什么 ? 它 为 什么 如 此 重要 ?用 例子 说 明定 理 的 每 一 部 分 . 
19. 4 连续 时 .基本 定理 怎样 提供 初 值 问题 yydx = fx), ycro) = vo 的 一 个 解 ? 
20. 如 何 对 于 定 积 分 使 用 替换 法 ? 举 几 个 例子 . 
21. 你 如 何 定 义 和 计 算 两 个 连续 函数 图 象 间 的 区 域 的 面积 ? 举 ~… 个 例子 . 
22. 你 参与 撰写 简洁 的 数值 积分 操作 指南 ,而 你 正在 编写 梯形 法 . 
(a) 关于 方法 本 身 以 及 如 何 使 用 ,你 打算 说 些 什么 ?如 何 达到 精确 度 ? 
(b) 如 果 你 改 为 编写 Simpson 法 ,你 打算 说 些 什么 ? 
23. 你 如 何 比较 Simpson 法 和 梯形 法 的 相对 优点 ? 


实践 习题 


求 不 定 积分 
求 题 1 - 20 中 的 积分 . 
3 3 3 4 
Lfe + Sx — 7)dx 2. {81 -ad 3.|1(3 + 全) 
l 3 ) rdr | 6r°dr 
.|1 一 -本 1d $.| -一 = 6. | 一 一 一 一 一 
4.|[ 77 nj“ | ta (r ~ /2)° 
7.30 V 2 — 0240 sa 9.| ed + x) da 
` 9 /73 + 0° 
10.|02 x) dx 1 fse? i ds 12. [escas ds 
13. [ese v20 cot V28 dg 14. [sec tan Lag 15. [sin Zar 
16. [co Ždx 17. |2(eos x) ?sin x dx 18. [Can x)? secx dx 
2 2 QIY -1 
1.| (1- ; )(: + 1 jd: 20.| K dt 
有 限 和 与 估计 值 


21. 模型 火箭 的 飞行 ” 附 图 显示 发 射 后 头 8 秒 内 一 支 模型 火箭 的 速度 (英尺 / 秒 ). 头 2 秒 内 火箭 直线 加 速 g 
后 速度 下 降 ,在 : = 8 秒 达 到 最 大 高 度 . 
(a) 假设 火箭 从 地 平面 发 射 , 它 大 约 飞行 多 高 ?( 这 是 第 2.2 节 题 15 中 的 火箭 ,但 为 做 这 个 题 不 必 做 那个 
15 Æ.) 
(b) 作对 于 0 < 1 < 8 的 作为 时 间 函 数 的 火箭 在 地 平面 以 上 的 高 度 的 图 象 . 
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200 RT 
~ 上 HHH 
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150 HH HHE 
= wH HAI = 
= r HHH rt ma P) 
mi L LI $ 
0 
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i L OHHH 
0 2 4 6 8 


”时 间 ( 秘 ) 
第 21 题 图 第 22 题 图 
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z 
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zí 
号 


22. 分 析 直 线 运动 
(a) 附 图 显示 了 一 个 沿 ， 轴 运动 的 物体 在 从 ; = 0 到: = 10 秒 的 时 间 区 间 内 的 速度 ( 米 / 秒 ) .物体 在 这 10 
秒 内 行进 大 约 多 远 ? 
(b) 画作 为 的 函数 的 物体 的 位 置 的 图 象 ,0 < + < 10, 假 设 ;(0) = 0. 


定 积 


e 23 -26 P, 人 然后 计算 定 积分 的 值 以 求 极限 .在 每 个 情形 ,P 是 给 定 区 间 的 一 


23, lim p3 (2er - U-I2Ax P 是 [1,5] 的 一 个 分 划 . 


H Pi 


24. lim ~ cs (e -1)13Axi,P 是 [1,3] 的 一 个 分 划 ， 


1LPlox 


t> 
Wn 


. (ee 人 (全 > L) Jan, 已 是 [- x,01 的 一 个 分 划 . 


26. lim ,em cp) (cos cp) Axr 已 是 [0,r2] 的 一 个 分 划 ， 


i p| 一 


用 性 质 和 已 知 值 求 其 它 积 
2 5 5 
27. 若 | fr) de 二 1 ,| az)ds = 56, 而 | eg(z)dx = 2, 求 下 列 值 . 
"5 7 o 
wf. fO x)dx œf, f(x)dx wf z(x)dx 
OIRE ng(x))dx wf Í f(x) + g(x) t fo tü) x 
2 2 
28. OE = ,| 7g(x)dx = 7, 而 | g(x)dx = 2, 求 下 列 值 , 
o n) 0 
f ela)as (| glx)dx (O py 
IEEE Of ea) ~ 3f(x))dx 
求 定 积分 的 值 


求 题 29 - 52 中 的 积分 值 . 
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1 1 2 4 
».| (3x? -4x + 7)dx 30.| (8s3 - 12s? + 5)ds de 
-1 0 
7 4 dt 4 (1 + Vu)! +u)? iu 
3 - 4⁄3 33. et 
32 f x dx i i Ta 
1 36dx | dr x -1⁄3 2/353/2 
3s. Í PEE 36. | 一 一 一 一 一 37. 2 1- d 
o (2x +1) oT sr 8” 人 
1⁄2 x wa z 
38. | x)(1 + 9x4) 32dx 39.| sim2Srdr 40.| cos g 一 E )ar 
0 o 0 
3 3rn/4 Li x 
af sec? 0d 42.| csc2x dx a.f co? v 
0 x⁄4 x 
s 9 3x74 
44.| tan? 40 4s. |° sec x tan x dx a|” sec z cot z dz 
0 -7/3 
| L : "2 3sin x 3sin x cos x 
47.| S(sin x)*2cos x dx as. Í 2x sin(1 - x?)dx 49 a 一 一 -一 一 一 qx 
0 -1 V 1 +3sin x 
0 2⁄4 cosVE 
50. ig ma 51. p — s2.Í St dr 
(1 + 7tan (1 + Ttan x)? Š NET gu = ⁄36 Si sint 
面积 
在 题 53 - 56 中 , 求 的 图 象 和 x 轴 之 间 的 总 面积 . 
53.f(x) = 2 -4x +3, O< x <3 S4.f(x) = 1- (2⁄4), — 2 < x < 3 
SS./(x) = 5-5, -igazg 56. f(x) = 1- Vx, Ogrg4 
RE 57 - 64 中 的 由 曲线 和 直线 围 成 的 区 域 的 面积 . 
57.y = x,y = l⁄xz2,x = 2 58.y = x,y = a,x = 2 
59, Vx +Vy = l,x = 0,y = 0 60.x' + Vy = =0,y=0,0< x<1 
y 
个 ) > 
tr k. 9 t l 
l 
ë >y 
i >x 
6l. y = sin x,y = 2,0 < x < x/4 62.y = |sinz],y = 1, - x/2 < x < 7/2 
63.2y = 2sin x,y = sin2r,0O < x < x 64.y = 8cos x,y = sec2x, - 1/3 < x < xw/3 


65. R f(x) 


x° — 3a? 的 极 值 并 求 由 f 的 图 象 和 x 轴 所 围 区 域 的 面积 . 


66. 求 第 一 象限 内 由 曲线 x1” = 1 工 截 下 的 区 域 的 面积 . 

初 值 问题 

解 题 67 - 70 中 的 初 值 问题 . 

67. 至 = =, y(1) =- 1 68. = (>+ 工 ) ， y(1) 
69. i= 154: e r(D = 8,r(1) = 0 
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dr _ 
d 


71. 证 明 = e, [ (2) a 是 下 列 初 值 问题 的 解 


70. — cos t; (0) = rm) = 0,r(0) =- 1 


dt 2-4 y0)=3, y(D = 1. 


dx? x2 
72. 证 明 = | (1 + 2 SEE a) d 是 下 列 初 值 问题 的 解 
上 = Vsec x tanx; y(0) =3, y(0) = O. 
x 


用 积分 表示 题 73 和 74 中 的 初 值 问题 的 解 . 


n. 于 = 1, y(5) = -3 74. Ë = /2 T Sm, y(-1) =2 
平均 什 
75. K f(x) = mx + b 的 平均 值 . 
(a) 在 [-1,1] 上 (b) 在 [- k.,ki E. 
76. 求 
(a)y = V3x 在 [0,3] 上 (b)y = V ax 在 [0,a] 上 
的 平均 值 . 


77. 为 学 而 写 :平均 变化 率 和 瞬时 变化 率 ” 设 /是 [ae,] 上 的 可 微 函 数 ,在 第 1 章 ,我 们 定义 /在 [a,5] 上 的 平 
均 变化 率 是 人 名 二 信号, 而 /在 x 的 瞬时 变化 率 是 /'(x). 在 这 一 章 ,我 们 定义 了 函数 的 平均 值 .为 使 新 旧 
平均 值 的 定义 一致 ,我 们 应 有 

KBK plab] 上 的 平均 值 . 
果真 如 此 吗 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


78. 为 学 而 写 :平均 值 ”在 长 度 为 2 的 区 间 上 一 个 可 积 函 数 的 平均 值 是 否 是 在 该 区 间 上 函数 积分 的 一 半 ? 对 
于 你 的 回答 给 出 理由 ? 


对 积分 求 导 
在 题 79 - 82 中 , 求 dy/dx. 

x 7 
79. y -| ~ 2 + cos t dt 80.y = V 2 + cost dt 

2 
-| -6 - f 1 

sx. Fd 82.y = 五 和 
数值 积分 


83. 4.2 节 例 3 中 的 直接 计算 证 明 
[paz dx = x. 
0 


用 ”= 6 时 的 梯形 法 和 n = 6 时 的 Simpson 法 你 接近 这 个 值 的 程度 怎样 ?试用 这 两 个 方法 并 求 出 值 . 
84. 燃料 效率 ”汽车 电脑 给 出 每 小 时 消耗 的 燃料 的 加 仑 数字 读数 ,一 乘客 在 一 小 时 的 行程 中 每 隔 5 分 钟 记录 
一 次 燃料 消耗 . 
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时 间 ”加仑 /时 时 间 ”加仑 /时 
0 2.5 35 2.5 

5 2.4 40 2.4 

10 2.3 45 2.3 

15 2.4 50 2.4 

20 2.4 55 2.4 

25 2.5 60 2.3 

30 2.6 


(a) FEBRI I BM i — BF R RBE A HE E . 
(b) 如 果 汽 车 在 这 一 小 时 内 行进 了 60 英里 , 它 在 这 自行 程 中 的 燃料 效率 (英里 /加 仑 ) 是 多 少 ? 
85. 平均 温度 “计算 温度 函数 


f(x) = 3Tsin( ZE (a = 101)) +25 


在 一 年 的 365 天 的 平均 值 .这 是 在 Fairbanks,Alaska 估 计 年 平均 气温 的 一 种 方法 .国家 天 气 服 务 署 正式 给 出 
一 年 的 日 标准 气温 的 数值 平均 是 25.7 下 ,这 稍 高 于 f(x) 的 平均 值 .图 2.34 说 明了 这 是 为 什么 . 

86. 气体 的 热 容 量 SE C, 是 保持 定 体积 的 具有 给 定 质量 的 气体 温度 升 高 1Y 所 需要 的 热量 ,测量 单位 是 
卡 / 度 - 摩尔 ( 卡 每 度 克 分 子 量 ). 氧 的 热 容量 依赖 于 它 的 温度 T 并 且 满 足 公式 

C, = 8.27 + 10-5(267 - 1.87T°). 

求 对 于 20" < T < 675< 的 C, 的 平均 值 和 达到 这 个 值 的 温度 . 

87. 一 块 新 停车 场地 ”根据 停车 需要 ,你们 镇 划拨 了 一 抉 如 图 所 示 的 面积 ,作为 镇 的 工程 师 ,镇 议会 询问 你 停 
车 场 能 否 用 11 000 美元 建成 ,清理 土地 一 平方 英尺 花费 0.10 美元 ,而 铺 砖 一 平方 英尺 花费 2.00 美元 .这 件 
事 花费 11 000 美元 能 否 完成 ?( 如 下 图 所 示 .) 


时 间 ( 秒 ) 速度 (英尺 / 秒 ) 


0 5.30 
3 5.25 
6 5.04 
49.5( 英 尺 ) 9 4.71 
12 4.25 
S4( 英 尺 ) 
15 3.66 
64.4( 英 尺 ) 18 2.94 
67.5( 英 尺 ) < 2,03 
A EA > 24 1.11 
T J 
42( 英 尺 ) 27 0 
忽略 
垂直 间隔 = 15( 英 尺 ) 第 88 题 表 
第 87 题 图 


88. 橡皮 筋 动 力 雷 福 ”一 个 雪 枫 以 强 绕 橡皮 筋 为 动力 , 它 沿 雪 道 滑行 , 摩 氛 和 橡皮 筋 的 松 驰 使 它 逐 渐变 慢 以 
至 停止 . 雪 权 上 的 速度 计 显示 它 的 速度 ,在 27 秒 的 滑行 中 每 3 秒 记 录 一 次 (a) 给 出 雪 榴 行进 距离 的 一 个 过 
剩 估计 和 一 个 不 足 估计 . 
(b) 利用 梯形 法 估计 雪 权 行进 的 距离 . 


Vl Y G 
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理论 和 例子 
89. 为 学 而 写 ”每 个 在 [a,5b] 上 可 微 的 函数 自己 是 ia,b; 上 某 个 函数 的 导数 ,这 是 真 的 吗 ?对 于 你 的 回答 给 
出 理由 . 


90 为 学 而 写 假设 F(x) ÈS) = VTF À NRSA PRR) VI+ tax 并 且 对 于 你 的 答案 给 
出 理由 . 
91. 把 解 表示 为 定 积分 把 满足 8 = E i (5) = 3 的 函数 表示 成 定 积分 


92. 一 个 微分 方程 说明 y = sin x + | cos 2rdt + 1 满足 以 下 两 个 条 件 : 
i.y” = ~ sin x + 2sin 2x 证 . 当 x = rif,y= 1 H y' =-2. 
93. 用 积分 定义 的 一 个 函数 — 函数 /的 图 象 由 一 个 半 贺 和 两 个 线段 组 成 3 


(如 有 图 所 示 ), 令 g(x) = | Dar. Y= RO 
(a) K g(1)， (b) K g(3)， (c) K g(- 1). ww i + x 
(D 求 在 开 区 间 (- 3,4) 上 使 g 取 相对 最 大 值 的 x 的 所 有 什 . -二 


(e) 写 出 g 的 图 象 在 x = - 1 的 切线 的 方程 . 
(f) R g EFKE- 3,4) 上 的 图 象 的 每 个 拐点 的 x 坐标 . 
(g) K g 的 值 域 . 第 93 题 图 

94. 跳伞 跳伞 员 在 盘旋 于 6400 英尺 高 空 的 直 升 飞 机 上 .跳伞 员 4 跳 下 并 且 下 降 4 秒 后 张 开 她 的 降落 伞 , 直 
升 飞机 而 后 攀升 到 7000 英尺 的 高 空 并 且 在 哪里 盘旋 .4 离开 机 舱 13 BE 8 跳 下 并 且 在 下 降 13 秒 后 张 开 她 
的 降落 伞 . 两 位 跳伞 员 在 打开 降落 伞 时 以 16 英尺 / 秒 的 速度 下 降 . 假 定 跳 伞 员 在 她 们 的 降落 伞 打 开 之 前 
(以 加 速度 - 32 英尺 / 秒 *) 自由 下 落 . 
(a)4 在 什么 高 度 张 开 降落 伞 ? (b) B 在 什么 高 度 张 开 降落 伞 ? (e) 哪 位 跳伞 员 首先 着 地 ? 


平均 日 库存 
平均 值 在 经 济 中 用 于 研究 像 平 均 日 库存 这 类 问题 .如 果 1(1) 是 一 个 公司 在 日 期 :手中 所 有 的 收音 机 ,轮胎 , 鞋 或 
任何 产品 的 数目 (我 们 称 7 为 库存 函数 ) ,1 在 时 间 区 域 [0,7] 上 的 平均 值 称 为 公司 的 该 段 时 期 的 平均 日 库存 . 


平均 日 库存 = av(7) = F| roya. 
0 


如 有 果 h 是 每 天 保存 一 件 产 品 花费 的 美元 数 ,乘积 av( 1) . h 是 该 周期 内 的 平均 日 保存 费 . 

95. 作为 一 个 批发 商 ,Tracey Burr Distributors( TBD) 每 30 天 收 到 1200 箱 的 巧克力 的 货 .TBD 以 稳定 的 比率 把 巧 
克 力 给 零售 商 ,在 一 批 货 到 达 后 的 + 日 , 它 的 手头 货 箱 库存 为 1(1) = 1200 - 401,0 < t < 30.TBD 的 30 日 
周期 内 的 日 平均 库存 是 多 少 ?如 果 一 箱 保存 费 是 每 日 3 美元 ,日 平均 保存 费 是 多 少 ? 

96. Rich Wholesale Foods 是 一 个 饼干 生产 厂 ,存放 它 的 饼干 箱 在 空调 库 内 以 便 每 14 天 发 一 次 货 . Rich 试图 保存 
600 箱 做 储备 以 应 付 偶 然 的 高 峰 需求 ,于 是 典型 的 14 天 库存 函数 是 t) = 600 + 6001,0 < t < 14. 每 箱 的 
日 保存 花费 4 美元 . 求 Rich 的 平均 口 库 存 和 平均 日 保存 费 . 

97. Solon Container 每 30 天 收 到 450 个 塑料 小 球 鼓 .库存 函数 (手头 的 鼓 的 数目 作为 日 期 的 函数 ) 是 It) = 450 
- 如/2. 求 平均 日 库存 ,如 果 每 天 一 个 鼓 的 保存 费 是 2 美元 , 求 平均 日 保存 费 . 

98. Mitchell Mailorder 每 60 天 收 到 一 批 600 箱 的 运动 祈 . 一 批 货物 到 达 后 + 日 的 手头 的 箱 的 数 昌 是 1(1) = 600 
- 20 / 151. 求 平均 日 库存 ,如 果 每 天 一 箱 的 保存 费 是 1/2 美元 , 求 平均 日 保存 费 . 
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附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


理论 和 例子 
1. (a) IKOE - T, [Adk = 11039 
CESET = 4 B Ax) > 0.| VA = /á = 2103? 
对 于 你 的 问答 给 出 理由 . 
2. 假定 | oar = S Aada = 3.| edr = 2. 下 列 断 言 的 哪儿 个 正确 ? 


(a) fd =-3 TIRES + g(x) dt = 9 
(c) 在 区 间 2 < x < S E ,f(x) =< glx). 
3 初 值 问题 。 说 明 y= ES f(a)sin al - dr EE SURD. 


EY p ay = fa), X x = 0 时 dy -0 和 v=0. 
dx dx 


(提示 :sin( ax - at) = sin ax cos at — cos ax sin at.) 
EI 


di 联系, 说明 dy/dx? 与 成 比例 ,并 且 求 比例 系数 . 


4. 成 比例 假定 x 和 y 由 方程 x - F 
+ 4t 


fe x) > 
5. 若 wf f(t)dt = xcosnx, f tdt = xcosrx, 3K /(4). 


6. 从 下 列 信息 求 /( =). 
i.f 是 正 的 且 是 连续 的 . 


站 ,在 从 x = 0 到 x = a BHR y = f(x) 下 的 面积 是 全 — sin a + Feos a. 

7. 妙 平 面 上 由 x 轴 ,曲线 y = Ax),Az)z0 和 直线 + = 15 x = _ 6 图 成 的 区 城 的 面积 对 也 有 b>1 是 V b+1 
-V2. 求 /(x). 

8. 证 明 


FARROA) au = us — u)du. 


(提示 :把 右 端的 积分 表示 成 两 个 积分 的 差 . 然 后 说 明 等 式 两 端 有 对 于 * 的 同样 的 导数 .) 

9. 求 曲线 Ro 平面 上 曲线 的 方程 ,该 曲线 过 点 (1，- 1) ,并 且 在 * 对 应 点 的 切线 斜率 总 是 3x? + 2. 

10. 铲 士 “你 从 洞 底 以 32 英尺 / 秒 的 初速 度 上 抛 一 铲 土 , 土 必须 升 高 到 抛 出 点 以 上 17 英尺 以 便 洞口 边缘 保 
持 干净 .这 个 速度 是 否 足以 使 土 抛 出 ? 


分 段 连续 函数 
虽然 我 们 主要 对 连续 函数 感 兴趣 ,但 是 在 应 用 中 的 许多 函数 是 分 段 连续 的 ,函数 /(x) 是 在 闭 区 间 /分 段 连续 


的 ,如 果 /在 7 仅 有 有 限 个 不 连续 点 ,在 了 的 每 个 内 点 ,极限 
lim fx) 和 lim f(x) 


都 存在 而 且 有 限 ,而 在 /的 端点 相应 的 单 侧 极限 存在 且 有 限 所 有 分 段 连续 函数 都 是 可 积 的 . 不 连续 点 把 了 分 
割 成 开 的 和 半 开 子 区 间 ./ 在 其 上 是 连续 的 ,而 上 述 对 极限 的 要 求 保 证 /在 每 个 子 区 间 的 闭 包 上 有 连续 延 拓 。 
为 积分 一 个 分 段 连续 函数 ,我 们 积分 各 个 延 拓 并 且 把 结果 相 加 。 
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1]- x, -1=<=<*<0O0 y 
f(x -fa 0O<x<2 t 
- 1, 2=<x=3 


(图 4.30) 在 [- 1,3] 上 的 积分 是 
noa aoa aca C Das 


= [< 二] + [5] (a 


-3 8 1 2 
=2+3 -6 


基本 定理 应 用 到 有 界 分 段 连续 函数 应 加 限制 , 仅 在 /的 
连续 点 * AMEE AO de 等 于 /(x) .对 于 下 面 的 药 布 尼 


RENAK MARM. 
画 题 11 - 16 中 函数 的 图 象 并 且 在 其 定义 域 上 求 积分 


1. f(x) = Ñ -8<<x=<0 图 4.30 ”对 于 像 这 样 的 分 段 连续 函数 逐 段 求 
-4， 0<sxys3 积分 . 
DO- 人 -4<*<0 
xz — 4, 0 < x=<3 
na) = i O<! <1 14 TEES MER 0<z<1! 
sinxt, lgtg2 (z - 6) -13， 1<y<2 
1, -2< x <-1 r, -1<r<0 
syo s fi- w. -igx<l 16.h(r) = (i-e, 0 三 1 
2, l< x=<2 l, 1<r<2 
17. 求 其 图 象 画 在 图 4.31a EHK 
数 的 平均 值 . M y 
18. 求 其 图 象 画 在 图 4.31b E 00 8 xwp< | 
数 的 平均 值 . 
和 一 人 一 人 一 全 £+— 
(a) (b) 


Leibniz 法 则 


图 4.31 习题 17 和 18 中 的 图 象 . 
在 应 用 中 ,有 时 我 们 会 遇 到 像 


f(x) = N (1+t)di 和 g(x) = [an tdt, 
sin x Jz 
这 类 由 积分 定义 的 函数 ,积分 上 限 和 积分 下 限 同时 都 是 变化 的 .第 一 个 可 以 直接 求 值 , 但 第 二 个 则 不 然 ,不 过 
我 们 可 以 用 称 为 Leibniz 法 则 的 一 个 公式 求 这 两 个 积分 的 导数 . 
Leibniz 法 则 
著 /在 [a,5] 上 是 连续 的 ,而 aC) f JEE E SERER, AARTI”, 5], 则 


£ ft = (v(x)) € P 2 Sula) Š s= 


图 4.32 给 Leibniz 法 则 一 个 几何 解释 . 它 显 示 一 张 宽度 O) TAKE, CEARB, Tü ZE JE] — 一 时 刻 x, 
在 右 注销 开 .( 在 这 个 解释 中 ,时 间 是 ,而 非 1.) 在 时 刻 +, 地 板 从 u(z) 到 o(a) RAE BRENER R 
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必 跟 地 毯 铺 开 的 速率 dv/dx 相同 ,在 任何 给 定 的 时 刻 x ,地 竺 覆盖 的 面积 是 
s( x) 
A(x) = | oa. 


fva) 图 4.32 EMI — É Hh E : Leibniz 
法 则 


EPCOT COW T 
的 一 个 几何 解释 


被 覆盖 的 面积 改变 的 速率 是 多 少 呢 ? 在 时 刻 *,4(x) 增加 的 速率 是 铺 开 的 地 毯 的 宽度 /(o( x)) RULEA 
的 速率 dv/dx. 即 4(x) 增加 的 速率 是 
OaD E. 


在 同一 时 间 ,4 减少 的 速率 是 


d 
f(u(x)) T 


这 是 卷 起 的 一 端的 宽度 与 速率 du/dr 的 乘积 .4 的 净 变 化 率 是 
d4 


q = f(v(z)) E - Ku(z)) SE, 


这 正 是 Leibniz 法 则 . 
为 证 明 这 个 法 则 , 设 FF 是 f 在 [a,5] 上 的 一 个 反 导 数 , 则 


[Aa = POG) = Pa). 
对 于 * 微分 这 个 等 式 的 两 端 就 给 出 我 们 要 的 等 式 ; 
是 [ou = FFROG) = F(u(2))1 


= F'(6(a)) 2 - F (u(a)) E EREN 


= f(e(z)) S - Ra(s)) 92. 
在 第 11 章 附 加 题 3 你 将 看 到 导出 这 个 法 则 的 另 一 种 方式 . 
利用 Leibniz 法 则 求 题 19 - 21 中 的 函数 的 导数 . 
一 dt 21.g(y) = [ain tdt 


x ai 
1 c z Í — t 


1 
89.0) = | Lar 20. (z) = | 
22. 利用 Leibniz 法 则 求 积分 
x+3 
J 1(5 — t)dt. 

取 最 大 值 的 x 的 值 . 像 这 类 问题 出 现在 政治 选举 的 数学 理论 中 , 见 “The Entry Problem in a Political Race 由 

Steven J. Brams 和 Philip D.Straffin Jr .创作 , 载 于 Political Equilibrium, H Peter Ordeshook 和 Kenneth Shepfle 主 

编 (Boston: Kluwer - Nijhoff 1982) ,pp.181 — 195. 


CETE 44/98. mem + 


积分 的 应 用 


概述 ”我 们 想 了 解 的 许多 东西 都 可 以 用 积分 来 计算 , 立 
体 的 体积 ,曲线 的 长 度 ,从 地 下 抽 液 体 做 的 功 ,水 阐 的 压力 ， 
物体 的 重心 坐标 ,我 们 将 所 有 这 些 都 定义 为 在 闭 区 间 上 的 连 
续 函 数 的 Riemann 和 的 极限 ,也 就 是 积分 ,并 且 用 微 积分 计算 
这 些 极限 . 


切片 法 求 体积 和 绕 轴 旋转 


切片 法 求 体积 。 旋转 体 : 圆 盘 形 横 截 面 。 旋转 体 :垫圈 形 横 截 面 


在 4.3 节 , 例 3, 我 们 通过 将 球 切割 成 薄片 来 估计 它 的 体积 ,这 些 薄 片 近似 看 做 柱 体 ,这 些 
柱 体 的 体积 之 和 后 来 证 明了 就 是 Riemann 和 , 那 时 我 们 已 经 知道 了 如 何 把 球 的 体积 表示 为 定 
积分 . 

用 同样 的 方法 我 们 能 求 出 大 量 立体 的 体积 ， 


切片 法 求 体积 
假如 我 们 想 求 一 个 如 图 5.1 所 示 的 立体 的 体积 ,对 于 区 间 [a,6] 中 的 每 一 个 点 ,该 立体 
的 横 截面 是 具有 面积 4(*) 的 区 域 R(x). 如 果 4 是 x 的 连续 函数 ,那么 按 如 下 方式 ,通过 它 就 


_ 一 、 横 截面 区 域 RC. 其 面积 为 A 


Í 


图 5.1 如 果 横 截面 R(x) 的 面积 A( x) 
是 x 的 连续 函数 ,那么 可 通过 Ala) 从 a 
到 2 的 定 积分 来 求 该 立体 的 体积 . 
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可 以 用 定 积分 定义 和 计算 立体 的 体积 . 

我 们 将 [ae ,5] 分 割 为 具有 长 度 Ax 的 子 区 间 并 将 立体 当做 一 块 面包 ,用 通过 点 x 并 垂直 于 
x 轴 的 平面 切 成 薄片 .到 在 平面 x = x, a 和 x = x 之 间 的 第 k 个 截 片 与 夹 在 两 个 平面 之 间 以 
KR R(x ) 为 底 的 柱 体 近 似 地 有 同样 的 体积 (图 5.2). 


EFN C 区 Rn) 为 席 的 — — 
近似 柱 体 在 的 平面 


此 柱 体 的 底 “ 5.2 ”立体 在 过 rpi 和 x, 的 平面 之 间 
PUS RD 的 截 片 及 它 的 近似 柱 体 的 放大 图 . 
柱 体 的 体积 是 
V, = 底面 积 x 高 = A(x,) x Ax. 
其 和 
>V, = 27A(x,) x Ax 
近似 该 立体 的 体积 . 


RÆ Al) Æla, b] 上 的 Riemann 和 .我 们 期 望 当 分 划 的 模 趋 近 于 零 时 ,近似 得 到 改善 ,所 
以 我 们 定义 它 的 极限 ( 即 积分 ) 为 立体 的 体积 . 


定义 立体 的 体积 
BAM x= a 到 x = 6b 横 截面 积 4(x) 的 立体 ,如 果 4(x) 可 积 ,那么 它 的 体积 是 4 从 a 到 
b 的 积分 


rb 
V= | A(x)dx. 


Qe 为 了 应 用 这 个 公式 ,我 们 进行 如 下 操作 


如 何 用 截 片 法 求 体 积 

步骤 1: 画 一 个 该 立体 及 其 典型 模 截面 的 草图 . 
步骤 2: 求 4(x) HAR. 

步骤 4: 积 分 A(x) 求 体积 . 
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例 1( 锥 体 的 体积 ) ”一 个 锥 体高 3 米 , 底 是 边 长 
为 3 米 的 正方 形 . 锥 体 的 顶点 下 方 x 米 处 垂直 于 高 的 
横 截 面 是 边 长 为 * 米 的 正方 形 . 求 锥 体 的 体积 . 

解 ”步骤 1: 画 草图 .我 们 画 了 一 个 高 度 沿 * 轴 ， 
顶点 在 原点 的 锥 体 的 草图 其 中 包含 一 个 典型 的 横 截 
面 ( 图 5.3). 

步骤 2:4(x) 的 公式 .在 x 处 的 横 截 面 是 一 个 边 
长 为 x 米 的 正方 形 , 所 以 它 的 面积 是 

Alx) = x2. 
步骤 3: 积 分 限 . 正 方形 变化 从 x = 0 到 x = 3. 图 5.3 例 1 中 的 棱 椎 的 横 截面 是 正方 形 . 
步 又 4: 积 分 求 体积 . 


典型 模 截面 


x (m) 


V = | .40oaz = fas = ， = 9 X° 到 


CD-ROM 
WEBsite 
历史 传记 例 2( Cavalieri 体积 定理 ) Cavalieri 体积 定理 是 说 ,具有 同样 
Bonaventura Cavalieri 高 度 和 恒 等 横 截 面积 的 立体 具有 相同 的 体积 (图 5.4). 这 是 直接 
(1598 一 1647) 根据 体积 的 定义 得 到 的 , 因为 对 这 两 个 立体 来 说 横 截 面积 函数 


4(x) 和 区 间 [a,5] 是 相同 的 . 


一 相同 体积 


在 每 一 水 平面 有 


相同 横 截 面积 
图 5.4 Cavalieri 定理: 这 些 立体 有 相同 的 体积 . 5.5 例 3 的 模 形 , 截 片 垂直 HH. ARTE 
你 自己 可 以 用 探 硬币 实验 来 解释 其 几何 意义 . 是 和 矩形. 


例 3( 槐 形体 的 体积 ) ”一 个 棉 形 体 是 从 一 个 半径 为 3 的 圆柱 上 用 两 个 平面 切 下 的 .其 中 第 
一 个 平面 垂直 该 圆柱 的 轴 , 第 二 个 平面 过 圆柱 的 中 心 并 与 第 一 个 平面 夹 成 45° 角 . 求 该 棉 形 体 
的 体积 . 

解 ”步骤 1: 画 草图 .我 们 画 了 模 形 与 一 个 垂直 于 x 轴 的 典型 截面 (图 5.5). 

步骤 2:4(x) 的 公式 .在 点 x 处 的 横 截 面 是 矩形 ,其 面积 是 
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Alx) = (高 )( 宽 ) = (x)(2V9 x) 
=2x V9 - 好 (平方 单位 ) 
步骤 3: 积 分 限 . 该 矩形 从 x = 0 到 x = 3 移动 . 
PR 4: 积 分 求 体积 . 


b 3 
V -| A(x)ds = |x. V 9 - x*dx 
a 0 


2 3 * u= 9-x, 
=- $ (9 - x°)” du = —2x dx, 
0 积分 并 回 代 . 
=0+ 2 (92 
= 18( 立 方 单位 ) _ | 


旋转 体 : 圆 盘 形 横 截面 
切片 法 最 通常 的 是 用 于 旋转 体 ,旋转 体 的 形状 由 平面 区 域 绕 某 轴 旋 转 一 周 所 产生 . 当 旋 转 
体 的 横 截面 是 圆 时 ,变化 的 唯一 事情 是 面积 4(x) 的 公式 . 
旋转 体 的 垂直 于 旋转 轴 的 典型 横 截 面 是 半径 为 R(x) 的 圆 盘 , 其 面积 是 
A(x) = x( 半 径 )? = x[ R(x)]. 
鉴于 这 个 理由 ,常常 称 这 个 方法 为 圆 盘 法 .下 面 是 几 个 例子 . 


例 4(( 绕 x 轴 施 转 的 ) 一 个 旋转 体 ) ”曲线 y = Vx,0 < x < 4 fl x - 轴 之 间 的 区 域 绕 x 
轴 旋 转 一 周 产生 一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 . 
解 ”我 们 画 出 这 个 区 域 ,一 个 典型 的 半径 和 所 产生 的 立体 的 草图 (图 5.6) .其 体积 是 


V -| xL R(x) Paz 


= faiva ]?dx R(x) = Vx 


= (4 gx( 立 方 单位 ) 可 
0 


图 5.6 例 4 中 的 区 域 (a) 和 立体 (b) . 
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在 下 一 个 例子 里 ,旋转 轴 不 再 是 x 轴 , 但 是 计算 体积 的 法 则 是 一 样 的 ,在 适当 的 积分 限 下 
对 CF) TRD. 


例 S(( 绕 直线 y = 1 旋转 的 ) 一 个 旋转 体 ) RA y = Vx 和 直线 y = 1,x = 4 所 围 成 的 
区 域 绕 直线 y = 1 旋转 一 周 所 产生 立体 的 体积 . 


5.7 例 5 中 的 区 域 (a) 和 立体 (b). 


解 我们 画 出 这 个 区 域 ,一 个 典型 的 半径 和 所 产生 的 立体 的 草图 (图 5.7) ,其 体积 是 
V = U RGO Paz 


4 > 
-| «lvs 二 1] ?dx R(x) =Vx-1 
= INP. -2Vx 十 1] dx 


2 
-.|2- 2.462, 4] = 下 (立方 单位 ) x 


(Oh 在 圆 截面 情况 下 如 何 求 体积 ( 圆 盘 法 ) 
步骤 1: 画 区 域 草图 和 确定 半径 函数 R( x). 
步骤 2: 平方 R(x) FRA z. 
步骤 3: 积 分 求 体积 . 


为 了 求 y 轴 与 曲线 x = R(y),c < y < d 之 间 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 产生 立体 的 体积 ， 
我 们 用 同样 的 方法 ,不 过 用 y 代替 x 而 已 .在 这 种 情况 下 ,该 圆 截面 的 面积 是 
A(y) = zx[ 半 径 ] = x[ R(y)]2. 


例 6( 绕 y 轴 旋 转 ) 求 y 轴 与 曲线 x = 2/y,1 < y 4 之 间 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 产 
生 立 体 的 体积 . 


解 ”我 们 画 出 这 个 区 域 ,一 个 典型 的 半径 和 所 产生 的 立体 的 草图 (图 5.8). 其 体积 是 
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[aoa faija wasa 
4 
= | dy 三 4r| - A = 4z| 2] 
= 3r( 立 方 单位 ) 


图 $.8 例 6 中 的 区 域 (a) 和 立体 (b). 


例 7( 绕 某 个 铝 直 轴 旋 转 ) ” 求 抛物 线 x = y? + 1 和 直线 z = 3 之 间 的 区 域 绕 直线 x = 3 
旋转 一 周 所 产生 立体 的 体积 . 


y R(y))=3-(2+ D y 


图 5.9 例 7 中 的 区 域 (a) 和 立体 (b). 
解 ”我 们 画 出 这 个 区 域 ,一 个 典型 的 半径 和 所 产生 的 立体 的 草图 (图 5.9) .其 体积 是 


2 
y =| ERCO) Pay 


v2 R(y) = 3- (7+1) 
z _ 212 y) = y + 
=| rl2 y dy Sa 
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2 4 
=f [4 -4y + yt]dy 
- 2 


4 5. 2 
=x|47 一 s + sl 
= r2 yty) 


旋转 体 :垫圈 形 横 截面 


如 果 用 其 旋转 产生 旋转 体 的 区 域 不 是 相 吡 邻 或 不 通过 旋转 轴 , 那么 该 旋转 体 就 含有 洞 
(图 5.10). 这 时 垂直 于 旋转 轴 的 横 截 面 不 是 圆 盘 而 垫圈 .典型 圆 盘 的 尺寸 是 
外 半径 : R(x), 内 半径 : r(x) 


Æ 5.10 此 旋转 体 的 模 规 面 是 垫 图 而 非 贺 盘 ,于 是 | 4(z)dx 引导 出 有 些 不 同 的 公式 . 


执 较 的 面积 是 
A(x) = rxL R(x)? -x[r(x)] = z([R(x)] - [r(z)J2). 


Bl 8(( 绕 x 轴 旋 转 的 ) 垫圈 形 横 截面 ) ”由 曲线 y = x? + 1 和 直线 y = - x + 3 围 成 的 区 
域 绕 x 轴 旋 转 一 周 产生 一 个 立体 , 求 该 立体 的 体积 . 
解 克昌 1: 作 出 该 区 域 的 章 图 并 画 一 条 垂直 于 旋转 轴 的 线段 横 穿 它 (图 5.11 中 的 粗 线段) . 


R(X) =—x+3 


T y=-x+3 
r) = < 
bF i R 图 5.1 在 例 8 中 ,被 一 条 垂直 于 旋转 轴 


y=x2+1 ”的 线段 跨越 的 区 域 . 当 这 个 区 域 绕 x DJE 
网 转 一 周 时 ,这 条 线段 产生 一 个 垫圈 ， 
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步骤 2: 通 过 求 图 5.11 中 曲线 和 直线 交点 的 x 坐标 定 积分 限 . 
x +1=- x+3 
x2 + x - 2 = 0 


(x +2)(x - 1) =0 


x=-2, x =1 

步骤 3:; 求 垫圈 的 内 外 半径 .如 果 在 图 5.11 中 的 那 条 粗 线段 与 区 域 一 起 绕 x 轴 旋 转 一 周 ， 

那么 这 条 线段 将 扫 出 一 个 垫圈 .( 在 图 5.12 中 我 们 画 出 了 垫圈 的 草图 ,但 是 你 自己 做 作业 时 不 
必 画 这 个 图 . ) 内 外 半径 是 该 线段 端点 到 旋转 轴 的 距离 ， 

外 半径 : R(x) =— x +3 内 半径 : 


r(x) = %+1 


R(x) 
| rx) =x“+] 
— 
执 圈 的 面积 是 xR* 一 tr 
垫圈 横 截面 ik 
外 半径 : Rix) =-x4+3 


内 半径 : r(x) = x2+1 


图 $.12 在 图 5.11 中 被 那 条 线段 打出 来 的 
垫圈 的 内 外 半径 . 


了 -| x [LRCx)] -[r(x)]?)dx 


1 
=| aC- art) (a? Dde 这 些 值 来 自 步骤 2 和 3 


1 
-| (8 - 6x - 2? - sds 表达 式 平方 再 合并 
mn n n o 
š 3 si | 15 


gt tr Hr 
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如 何 利用 垫圈 横 截面 求 体积 

小 骤 1: 作 出 要 旋转 区 域 的 草图 并 在 区 域 上 画 一 条 模 突 它 的 线段 委 友 于 帮 轩 四. 当 这 个 区 域 被 
旋转 一 周 时 ,伴随 着 立体 的 产生 ,这 条 线段 同时 扫 出 一 个 该 立体 的 典型 的 垫圈 截面 . 

步 又 2: 求 积分 限 . 

步骤 3: 求 线段 所 扫 出 的 垫圈 的 内 外 半径 . 

步 又 4: 积 分 求 体积 ， 


为 了 求 一 区 域 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 产生 立体 的 体积 ,我们 用 上 述 所 列 的 步骤 ,不 过 积分 是 对 
y 而 不 是 x， 


例 9(( 绕 y 轴 旋 转 的 ) AMERRE) ”由 在 第 一 象限 内 的 抛物 线 y = x? 和 直线 y = 2x 
所 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 一 局 产生 一 个 立体 , 求 该 立体 的 体积 . 


解 ”步骤 1: 作出 区 域 的 草图 并 在 区 域 上 画 一 条 横 穿 它 的 线段 ,此 线段 垂直 于 旋转 轴 , 当 
前 旋转 轴 就 是 y 轴 ( 图 5.13). 


步骤 2: 因 为 直线 和 抛物 线 在 y = O f y = 4 处 相交 ,所 以 积分 限 是 c = 0 和 d = 4. 


步骤 3 :线段 所 扫 出 的 垫圈 的 内 外 半径 是 r(y) = y/2,R(y) = Vy( 图 5.13 和 5.14) 
步骤 4: 积分 求 体 积 : 


d 
v =| (TROP - Er) Pay 
= (v5 - [4] )ay 这 些 值 来 自 步骤 2 和 3 


Jay = T = r = S EFM) 


积分 区 间 


图 5.13 在 例 9 中 的 区 域 积分 限 和 半径 . 图 $5.14 由 在 图 5.13 中 的 线段 扫 出 的 垫圈 
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习题 5.1 


截面 面积 


在 题 1 和 2 中 求 立 体 的 垂直 于 < 轴 的 横 截 面 的 面积 4(r) 的 公式 . 
1. 一 个 立体 位 于 在 x = -1 和 x% = 1 处 垂直 于 * 轴 的 两 个 平面 之 间 . 在 以 下 每 .种 情况 下 ,在 这 两 个 平面 之 间 
并 垂直 于 < 轴 的 横 截 面 都 是 从 半圆 y = - v 1 - x 跑 到 半圆 y= / 1 - <. 
(a) 横 截 面 是 直径 在 x y FELKAR. (b) 横 截 而 是 底 边 在 < y 平面 上 的 正方 形 . 


(c) 横 截 面 是 对 角 线 在 x v 平面 上 的 正方 形 . (正方 (d) 横 截 面 是 底 边 在 x y 平面 上 的 等 边 三 角形 . 
形 对 角 线 长 度 是 其 边 的 长 度 的 V2 fB.) 


2. 一 个 立体 位 于 在 x = 0 和 >* = 4 处 垂直 于 < 轴 的 两 个 平面 之 间 .在 这 两 个 平面 之 间 并 垂直 于 x 轴 的 模 截面 
都 是 从 抛物 线 y = - Vx 跑 到 抛物 线 y = Vx. 
(a) 横 截 面 是 直径 在 x y 平面 上 的 圆 盘 . (b) 模 截 面 是 底 边 在 x y 平面 上 的 正方 形 . 


(e) 横 截 面 是 对 角 线 在 x y 平面 上 的 正方 形 . (d) 横 截 面 征 底 边 在 + y 平面 上 的 等 边 三 角形 . 
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用 切片 法 求 体 积 

求 题 3 - 10 中 的 立体 的 体积 . 

3. 一 个 立体 位 于 在 x =0 和 >* = 4 处 垂直 于 x 轴 的 两 个 平面 之 间 ,在 区 
间 0 < <x < 4 CEET x 轴 的 横 截 面 都 是 正方 形 ,并 且 它 们 的 对 角 线 
都 是 从 抛物 线 y = - Vx 跑 到 抛物 线 y = Vx. 

. 一 个 立体 位 于 在 * = - 1 和 x = 1 处 垂直 于 * 轴 的 两 个 平面 之 间 , 所 有 
垂直 于 x 轴 的 横 截 面 都 是 圆 盘 ,并且 它们 的 直径 都 是 从 抛物 线 y = x? 
跑 到 抛物 线 y = 2 - x?( 如 右 图 所 示 ). f 

.一 个 立体 位 于 在 x = -1 和 x = 1 处 垂直 于 x 轴 的 两 个 平面 之 间 . 所 有 
垂直 于 x 轴 的 横 截 面 都 是 正方 形 , 并 且 它 们 的 底 边 都 是 从 半圆 > 
y=- V1i- 必 跑 到 半圆 y = Vi- <. 

. 一 个 立体 位 于 在 * = - 1 fll x = 1 处 垂直 于 * 轴 的 两 个 平面 之 间 . 所 有 
垂直 于 x 轴 的 横 截 面 都 是 正方 形 , 并 且 它 们 的 对 角 线 都 是 从 半 回 
y =- V1- 必 h 跑 到 半圆 y = VT- 2. 

7. 一 个 立体 的 底部 区 域 是 由 曲线 y = 2 Vsin x 和 x 轴 上 的 区 间 [0,r] El 
成 的 .垂直 于 x - 轴 的 横 截面 是 . 第 7 题 图 
(a) 底 边 从 x 轴 跑 到 曲线 y = 2 wsin x 的 等 边 三 角形 (如 右 图 所 示 ). 

(b) 底 边 从 x 轴 跑 到 曲线 y = 2 wsin x 的 正方 形 . 

. 一 个 立体 位 于 在 x = - x/3 fll x = xz/3 处 垂直 于 x 轴 的 两 个 平面 之 间 . 垂 直 于 x 轴 的 横 截 面 是 
(a) 直径 从 曲线 y = van x BAHR y = sec x HAR. 

(b) 底 边 从 曲线 y = tan x 跑 到 曲线 y = sec x 的 正方 形 . 

. 一 个 立体 位 于 在 y = 0 fl y = 2 处 垂直 于 y 轴 的 两 个 平面 之 间 . 垂 直 于 y 轴 的 横 截面 是 直径 从 曲线 y 轴 跑 
到 曲线 x = V5y? HAA. 

10. 一 个 立体 的 底部 是 圆 盘 +y < 1. 在 y = -1 与 y = 1 之 间 垂 直 于 y 轴 的 横 截面 是 一 个 边 在 圆 盘 上 的 等 

采 直 角 三 角形 . 


人 


nh 


a 


y= 2 /sinx K x 


© 


第 10 题 图 第 12 题 图 


1. 一 个 螺旋 体 ”在 一 个 与 直线 垂直 的 平面 上 ,有 一 个 边 长 为 ;的 正方 形 .正方 形 的 一 个 项 点 在 L 上 . 当 这 
个 正方 形 沿 着 工 移动 距离 4 时 ,同时 这 个 正方 形 绕 工 旋转 一 周 产生 一 个 螺旋 形 的 具有 正方 形 截面 的 柱 体 . 
(a) 为 学 而 写 求知 该 柱 体 的 体积 . 
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(b) 为 学 而 写 “如果 用 正方 形 绕 世 旋转 两 周 代 蔡 旋 转 一 周 ,该 柱 体 的 体积 将 是 多 少 ?对 你 的 答案 给 出 理由 . 

12. 为 学 而 写 ”一 个 立体 位 于 在 x = 0 fll x = 12 处 垂直 于 x 轴 的 两 个 平面 之 间 . 被 垂直 于 x 轴 的 平面 截 出 的 
横 截 面 都 是 直径 从 直线 y = x/2 跑 到 直线 y = “的 圆 盘 , 如 图 ( 见 上 页 ) 所 示 . 试 解释 为 什么 该 立体 与 具有 
底 半 径 3、 高 12 的 直 圆 锥 有 相同 的 体积 . 


旋转 体 : 圆 截面 
在 题 13 - 16 中 , 求 下 列 阴影 所 示 区 域 绕 指定 轴 旋 转 一 周 产生 的 立体 的 体积 . 
13. 绕 x 轴 14. 绕 y 轴 


yú 


15. 绕 y 轴 16. % x 轴 


y = SIN X COS X 


CD-ROM 
ç= 在 题 17 - 22 中 , 求 下 列 直线 和 曲线 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 一 周 产生 的 立体 的 体积 . 


17.y = <2,y = 0,x = 2 18.y = 2,y = 0,x = 2 
19.y = /9- x2,y = 0 20.y =x- x2,y = 0 
21.7y = V cos x,0 < x < x/2,y = 0,x = 0 22.y = sec x,y = 0,x = - z/4,x = T/4 


在 题 23 和 24 中 , 求 下 列 所 给 区 域 绕 指定 直线 旋转 一 周 产生 的 立体 的 体积 . 

23. 指定 区 域 是 在 第 一 象限 ,其 上 方 是 直线 y = v2, 下 方 是 曲线 y = sec x tan x 并 且 其 左边 是 y 轴 , 绕 直线 
y = V2 旋转 . 

24. 指定 区 域 是 在 第 一 象限 ,其 上 方 是 直线 y = 2, 下 方 是 曲线 y = 2sin 1,0 < x < 于 并 且 其 左边 是 了 轴 , 绕 
直线 y = 2 旋转 . 

在 题 25 - 30 中 , 求 下 列 直线 和 曲线 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 一 周 产生 的 立体 的 体积 . 

25. 区 域 由 x = V5y?,x = 0,y =-1,y s 1 所 围 成 

26. 区 域 由 x = y?,x = 0,y = 2 所 围 成 

27. 区 域 由 x = V2sin2y,0 < y < x/2,x = 0 所 围 成 

28. 区 域 由 x = V coslny/4), -2 < y < 0,x = 0 所 围 成 

29. 区 域 由 x = 2/(y + 1),x = 0,y = 0,y = 3 所 围 成 

30. 区 域 由 x = V2y/(yY + 1),x = 0,y = 1 所 围 成 
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旋转 体 :垫圈 形 模 截面 
在 题 31 和 32 中 , 求 下 列 阴影 所 示 区 域 绕 所 指定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 


31. 


£ x 轴 32. 绕 y 轴 


ol l 


Ee 7ER 33- 38 中 , 求 由 下 列 曲线 和 直线 所 界定 区 域 绕 * 轴 施 转 所 成 旋转 体 的 体积 . 


33. 
. 区 域 由 y = 2Vx,y = 2,x = 0 所 围 成 

. 区 域 由 y = x*+1,y = x+3 所 围 成 

. KRH y = 4 - x?,y = 2 -xx 所 围 成 

. KRH y = sec x,y = Y2, ~ x/4 < x < m4 所 围 成 
. 区 域 由 y = sec x,y = tan x,x = 0,x = 1 所 围 成 


区 域 由 y = x,y = l,x =0 所 转 成 


在 题 39 - 42 中 , 求 下 列 每 个 区 域 绕 y 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 


39. 
40. 
41. 
42. 


区 域 由 顶点 是 (1,0) ,(2,1),(1,1) 的 三 角形 所 围 成 . 

区 域 由 顶点 是 (0,1) ,(1,0),(1,1) 的 三 角形 所 围 成 . 

指定 区 域 是 在 第 一 象限 ,其 上 方 是 抛物 线 y = x, F rE x 轴 并 且 其 右边 是 直线 x = 2. 

指定 区 域 是 在 第 一 象限 ,其 左边 是 圆 x? + y = 3, 其 右边 是 直线 z = V3 并 且 其 上 方 是 直线 y = V3 


在 题 43 和 44 中 , 求 下 列 每 个 区 域 绕 指定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 ， 


43. 指定 区 域 是 在 第 一 象限 ,其 上 方 是 曲线 y = “2 ,下 方 是 x 轴 并 且 其 右边 是 直线 x = 1, 绕 直线 x = -1 旋转 . 
44. 指定 区 域 是 在 第 二 象限 ,其 上 方 是 曲线 y = - x?, 下 方 是 x 轴 并 且 其 左边 是 直线 x = - 1, 绕 直线 x = - 2 旋转 . 
旋转 体 的 体积 
45. RH y = Vx 和 直线 y = 2 和 x = 0 所 围 成 的 区 域 绕 所 指定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 
(a) 绕 x 轴 (b) 绕 y 轴 (c) RER y = 2 (d) RER x = 4 
46. 求 由 直线 y = 2x,y = 0 和 % = 1 所 围 成 的 三 角形 区 域 绕 指定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 
(a ERr = 1 (b) 绕 直 线 x = 2 
47. 求 由 抛物 线 y = x? 和 直线 y = 1 所 围 成 的 区 域 绕 指 定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 
(a) 绕 直 线 y = 1 (b) 绕 直 线 y = 2 (ce) 绕 直 线 y = - 1 
48. 用 积分 , 求 由 顶点 是 (0,0),(b,0)(0,4) 所 围 成 的 三 角形 区 域 绕 指 定 轴 旋 转产 生 的 立体 的 体积 . 
(a) 绕 x 轴 (b) 绕 y 轴 
理论 和 应 用 
49. 轮 环 的 体积 MA +y < a? 绕 直线 4 = b(b > a) 产生 一 个 立体 , 它 的 形状 象 汽车 轮胎 而 被 称 为 轮 


环 , 求 它 的 体积 (提示 | Vd- pdy = "22 ,因为 它 是 半径 为 a 的 半 加 的 面积 .) 
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50. 碗 的 体积 一 个 碗 形 如 类 在 直线 y = 0 与 y= 5 之 间 的 y = x2/2 的 图 象 绕 > 轴 旋 转 一 周 所 产生 的 曲面 . 
(a) 求 这 个 碗 的 体积 . 
(b) 相关 的 变化 率 ”如果 我 们 用 每 秒 3 个 立方 单位 的 常数 速率 往 碗 里 灌水 ,试问 当 碗 里 的 水 深 4 个 单位 
时 碗 里 的 水 面 上 升 的 速率 是 多 少 ，? 
51. 砚 的 体积 
(a) 一 个 半径 为 a 的 半球 状 的 碗 内 装着 深度 为 h 的 水 . 求 碗 内 水 的 体积 . 
(b) 相关 的 变化 率 ”一 个 半球 状 的 四 陷 的 混凝土 坑 半 径 为 5 米 ,以 0.2 米 ;/ 秒 的 速率 往 坑 里 灌水 ,试问 当 
坑 里 的 水 深 4 米 时 , 坑 里 的 水 面 上 升 的 速率 是 多 少 ? 
52. 为 学 而 写 将 一 玲 灯 放 在 一 个 旋转 体 的 上 方 使 光线 平行 于 该 旋转 体 的 旋转 轴 方 向 直接 投射 到 旋转 体 上 ， 
试 解释 为 什么 你 可 以 通过 测量 桌子 上 的 影子 来 估计 这 个 旋转 体 的 体积 . 
53. 半球 的 体积 ”一 个 立体 是 从 具有 半径 R 和 高 度 R 的 直 圆 柱 中 挖 去 具有 底 半 径 和 高 度 RR 的 直 圆 锥 产生 
的 . 试 通过 比较 这 个 立体 的 横 截 面 与 半球 的 横 截面 来 推导 半径 为 R 的 半球 的 体积 公式 为 Vy = (2/3)xR3. 


54. 体积 定义 的 一 致 性 ” 微 积 分 中 的 体积 公式 与 来 自 几何 的 标准 公式 ,两 者 在 对 于 具体 对 象 都 适用 的 意义 上 
是 一 致 的 . 
(a) 作为 恰当 的 例子 ,如 果 我 们 绕 x 轴 旋转 一 个 半圆 y = Vai - x? 5 x - 轴 围 成 的 区 域 产生 一 个 球 ,用 本 

节 开 头 的 公式 给 出 其 体积 是 4/3xa? 这 正如 几何 的 标准 公式 所 给 出 的 . 

(b) 用 微 积分 求 底 半径 为 r, AEH h 的 直 圆 锥 的 体积 . 

55. 一 个 煎 锅 的 设计 ”你 正在 设计 一 个 形状 为 有 柄 球状 碗 的 前 锅 . 在 家 里 做 过 一 些 实验 之 后 ,你 发 现 若是 锅 
深 9 厘米 ,半径 16 厘米 的 话 , 容 量 可 达 3 升 (1 升 = 1000( 厘 米 ). ) 为 了 确定 起 见 ,你 用 下 左 图 所 示 的 旋转 
体 表示 它 , 并 用 积分 计算 它 的 体积 ,确切 的 体积 究竟 是 多 少 ? 


y (cm) 


~r (cm) 
6 


~ x (cm) 


⁄ 4 
16 | p 
9 cm i£ 
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56. 一 个 黄岗 悬 锤 的 设计 ”有 人 要 求 你 设计 一 个 重 约 190 克 的 黄 铜 悬 锤 ,你 决定 其 形状 为 如 上 右 图 所 示 的 旋 
转 体 (曲线 y = +; V 36 - 22 (0 < x < 6) 绕 x 轴 旋 转 一 周 产生 的 立体 ). 试 计算 最 锤 的 体积 .车 你 指定 用 比 
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重 为 8.5 W, / 厘米? 的 黄 钢 为 材料 ,那么 该 悬 锤 重 约 多 少 ?( 精 确 到 克 ) 
57. 最 大 值 - RME WM y = sin x(0 < x < z) RAR y= c,0 < c < 1 旋转 产生 如 下 图 所 示 的 立体 . 
(a) K c 的 值 ,使 得 该 立体 的 体积 最 小 .最 小 体积 是 多 少 ? 
(b)c € [0,1] 取 何 值 时 ,该 立体 的 体积 最 大 ? 
RE (ec) 为 学 而 写 。 画 出 该 立体 体积 作为 c 的 函数 的 图 形 ,首先 对 于 0 < c < 1, 然 后 考虑 在 更 大 的 范围 . 当 
c 越 出 [0,1] 范围 时 ,该 立体 的 体积 会 发 生 什么 情况 ?有 什么 物理 意义 ?对 你 的 答案 给 出 理由 . 
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58. 一 个 辅助 的 燃料 油箱 你 正在 设计 一 个 辅助 油箱 来 扩大 直 升 飞机 的 航程 ,在 绘图 板 上 试验 后 ,决定 辅助 
燃料 油箱 的 形状 为 y = 1- (<2/16), - 4 < x < 42 x 轴 旋 转 所 得 的 曲面 (单位 用 英尺 ). 
(a) 这 个 油箱 能 装 多 少 燃 料 ( 精 确 到 立方 英尺 )? 
《b) 已 知 1 立方 英尺 装 7.841 加 仑 ,车 直 升 飞机 耗 1 加 仑 可 飞行 2 英里 , 则 装 上 辅助 油箱 后 可 多 飞 多 少 英里 

(精确 到 英里 )? 

59. 一 个 花瓶 ”我们 想 只 用 一 个 计算 器 .一 根 绳子 和 一 把 尺子 来 估计 一 个 花瓶 的 体积 .我 们 测量 花瓶 的 高 是 6 
英寸 .然后 我 们 用 绳子 和 尺子 从 上 到 下 每 隔 半 英 寸 测量 一 次 花瓶 的 圆周 长 (单位 用 英寸 ) ,并 把 结果 列 于 
下 表 中 ， 


° 圆周 长 
5.4 10.8 
4.5 11.6 
4.4 11.6 
5.1 10.8 
6.3 9.0 
7.8 6.3 

0 9.4 


(a) 求 对 应 于 给 定 圆周 长 的 横 截面 的 面积 . 
(b) AKF y 在 区 间 [0,6] 上 的 积分 来 表示 花瓶 的 体积 . 
(c) 以 n = 12 应 用 梯形 法 近似 计算 这 个 积分 . 
(d) 为 学 而 写 以 ”= 12 应 用 Simpson 法 近似 计算 这 个 积分 .你 认为 哪 一 个 结果 更 精确 ?对 你 的 答案 给 出 
理由 . 
60. 帆船 的 排水 量 。 为 了 求 被 帆船 排 开 的 水 的 体积 ,通常 的 做 法 是 将 吃水 线 10 等 分 , 先 测量 在 每 一 个 分 点 处 
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淹没 部 分 船体 的 模 截 面积 4(x) ,然后 应 用 Simpson 法 近似 计算 4(x) 从 了 吃水 线 一 端 到 另 一 端的 积分 .对 于 
如 图 所 示 的 Pipedream 游览 单 攀 船 ,这 里 的 表 列 出 了 从 0 到 10 各 个 位 置 上 测量 到 的 面积 ,0 到 10 即 为 各 个 
分 点 的 名 称 .通常 子 区间 的 长 度 ( 相 邻 位 置 间 的 距离 ) 是 h = 2.54 英 尺 (为 了 施工 人 员 的 方便 ,大 约 选取 2 


英尺 6 二 英寸.) 


(a) 试 估计 Pipedream 游览 单 桥 船 的 体积 ,精确 到 立方 英尺 . 


位 置 淹没 面积 (英尺 ?) 
0 
1.07 
3.84 
7.82 
12.20. 
15.18 
16.14 
14.00 
9.21 
3.24 
0 


N @ — QN Q + Q D — O 


— 
° 


(b) 表 中 的 数字 是 在 重 64 磅 /英尺 :的 海水 中 测量 的 . 问 这 稻 游 览 单 桥 船 排 开 多 少 磅 水 ?( 排 水 量 对 于 小 船 
来 说 用 磅 , 对 于 大 船 来 说 用 长 吨 (1 长 吨 = 2240 加 仑 ) 做 单位 ,)( 数 据 来 源 Skene Elements of Yacht 
Design) 

(c) 棱柱 系数 ”一 个 船体 的 棱柱 系数 是 指 船 排 开 水 的 体积 与 一 个 高 度 等 于 船体 吃水 线 长 度 .底面 积 等 于 
沉没 部 分 船体 横 截 面积 最 大 的 值 的 棱柱 体积 之 比 .最 好 帆船 具有 的 棱柱 系数 是 在 0.51 与 0.54 之 间 . 
求 Pipedream 游览 单 攀 船 的 棱柱 系数 ,已 知 吃水 线 长 度 25.4 英尺 和 沉没 部 分 船体 横 截 面积 最 大 值 
16.14 英尺 *( 在 第 6 个 位 置 ). 


以 圆柱 薄 壳 模式 计算 体积 


用 圆柱 薄 壳 求 体 积 。 圆柱 薄 壳 公式 


当 旋 转 体 的 旋转 轴 垂 直 于 包含 积分 自然 区 间 的 直线 时 ,有 另外 一 种 求 旋转 体 体积 的 方法 
是 很 有 用 的 .我 们 用 薄 圆 柱 壳 的 体积 和 代替 莱 切片 的 体积 和 ,这 些 薄 圆柱 壳 像 树 的 年 轮 一 样 从 


5.2 ”以 圆柱 薄 壳 模式 计算 体积 - 437 - 


旋转 轴 向 外 增长 ， 


用 圆柱 薄 过 求 体 积 
这 里 有 一 个 周 圆柱 薄 壳 求 立 体 体积 的 例子 . 


例 1{ 用 圆柱 薄 壳 求 一 个 体积 ) 由 x 轴 和 抛物 
线 y = f(x) = 3x - x2 围 成 的 区 域 绕 直 线 x = -1 旋 
转 一 周 产 生 一 个 立体 (图 5.15 和 5.16). 这 个 立体 的 
体积 是 多 少 ? 

E ”这 里 对 y 积分 是 难 使 用 的 ,因为 原来 的 抛 
物 线 表示 为 y 的 函数 是 不 容易 的 .( 当 你 试 着 通过 垫 SSS Ia 
圈 截 面 方法 求 这 个 体积 时 , 你 很 快 就 会 体会 到 我 们 图 5.415 在 例 1 中 ,旋转 前 的 区 域 图 形 . 
的 意思 . ) 为 了 对 x 积分 ,你 可 以 用 圆柱 过 法 解 这 个 
问题 ,这 个 方法 要 求 你 用 相当 不 寻常 的 方式 切割 该 立体 


图 5.16 ”在 图 5.15 中 的 区 域 绕 直 线 
x = - 1 旋转 一 周 产生 的 一 个 立体 块 . 
积分 的 自然 区 间 是 沿 着 x - 轴 的 ,并 
且 垂 直 于 旋转 轴 .( 例 1) 


旋转 轴 


x 三 一 ] 


步骤 1: 不 是 切割 成 一 个 个 棉 形 ,而 是 靠近 洞 内 侧 平行 于 旋转 轴 从 上 往 下 切割 出 圆柱 状 落 
片 , 接 着 再 切割 出 另 一 个 圆柱 状 薄片 靠近 扩大 了 的 洞 内 侧 , 然 后 一 个 再 一 个 .圆柱 的 直径 逐渐 
地 增加 ,而 圆柱 的 高 跟着 抛物 线 的 轮廓 走 : 从 小 到 大 ,然后 倒 过 来 从 大 到 小 (图 5.17). 每 个 薄 
片 横 跨 x 轴 上 一 个 长 度 为 Ax 的 子 区 间 . 它 的 半径 近似 为 (1 + xi) ,而 它 的 高 近似 为 3xx - x7. 


图 5.17 从 内 向 外 切割 立体 为 薄 圆 柱 片 ， 
每 一 个 圆柱 在 某 一 个 x, 处 出 现 并 且 具 有 
š 厚度 Ax.( 例 1) 


步骤 2: 如 果 你 在 xx 处 打开 这 个 圆柱 片 并 将 它 展 平 ,那么 它 变 成 (基本 上 ) 一 块 具有 厚度 
Ax 的 长 方 体 平板 (图 5.18). 圆 柱 的 内 圆周 长 是 2x x 半径 = 2r(1+ x), 而 这 正 是 所 打开 的 长 
方 体 平板 的 长 度 . 因 此 ,这 块 近乎 长 方 体 ( 近 似 ) 的 体积 是 
AV 二 长 度 x 高 x 厚度 
2r(1+ x,) * (3x, — x3) ` Ax 
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Nx à 
Ji- BRAK = 27 半径 =2x(1 + u) 
半径 = 1 + x 


CD-ROM 
WEBsite 
历史 传记 
Archimedes | 
(287 BC-212 BO) (ix. — x, 


图 $5.18 想象 切割 立 
体 为 薄 圆 柱 片 并 将 它 
展 平 为 近乎 为 长 方 体 
的 平板 .( 例 1) 


l = 27x(1 +x) 


Ax = 宽度 


步 又 3: 对 区 间 0 < x < 3 上 的 各 个 圆柱 薄 壳 体积 求 和 得 到 一 个 Riemann 和 D12rx(1l + xk) 
(x - x4) ° Az. 当 厚 度 Ax — 0 取 极 限时 得 到 体积 


3 3 
y -| 2r(x + 1)(3x - x2)dx = | 2r(3x + 34 — x? — x2)dx 
0 


3 3 
= 2 Ap a 2 3 3 2 1 4 
= 2x 2 + 3x sa)dx = 2z| + z +3” - £], 


= 和 (立方 单位 ) | 


圆柱 薄 达 公式 

假设 我 们 绕 铅 直线 旋转 在 图 5.19 中 的 y = f(x) 下 的 区 域 产生 一 个 立体 .为 了 估计 这 个 立 
体 的 体积 ,我 们 可 用 底 在 区 间 [a,6] 的 分 划 的 子 区 间 上 的 矩形 来 近似 这 个 薄 区 域 ,区 域 应 在 
[4,5] 之 上 .具有 代表 性 的 近似 矩形 宽 Ax 单位 ,高 fc) 单位 ,其 中 c, 是 矩形 底 边 的 中 点 .一 
个 几何 公式 告诉 我 们 由 这 个 矩形 扫 出 的 体积 是 


垂直 旋转 轴 


y=f(x) 


| < 
i 图 5.19 第 上 个 矩形 扫 出 的 圆柱 薄 壳 . 


~ 
™ 
x 


5.2 以 圆柱 薄 壳 模式 计算 体积 * 439 ， 


AV, = 2x x 平均 圆柱 薄 壳 半径 x 圆柱 薄 壳 高 度 x 圆柱 薄 壳 厚度 . 
我 们 用 n 个 立 在 P 上 的 矩形 扫 过 的 体积 总 和 来 近似 事先 要 估计 的 立体 的 体积 : 


当 | Pj 0 时 这 个 和 的 极限 给 出 立体 的 体积 : 
V = lim 27AV, 


I pl — 
ama 


绕 铅 直线 旋转 的 圆柱 薄 壳 公式 
夹 在 连续 函数 y = f(x) > 0,0 < a < x < b 与 4 轴 之 间 的 区 域 绕 一 根 铅 直线 旋转 一 同 
产生 的 立体 体积 是 

p, (DEWE 圆柱 薄 过 


| (ma) (MEWA), 


例 2( 绕 y 轴 旋 转 的 圆柱 薄 壳 ) ”由 曲线 y = /x,x 轴 和 直线 x = 4 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 
转 一 周 产生 一 个 立体 . 求 这 个 立体 的 体积 . 

解 ”步骤 1: 绘 制 所 指定 区 域 的 略图 并 画 一 根 平行 于 旋转 轴 的 线段 栅 穿 过 它 (图 5.20) .给 
线段 的 高 度 ( 圆 柱 薄 壳 高 度 ) 和 到 旋转 轴 的 距离 (圆柱 薄 壳 半径 ) 做 上 标记 .线段 的 宽度 是 圆柱 
薄 这 的 厚度 dx. (在 图 5.21 中 我 们 画 了 圆柱 薄 沉 的 草图 ,但 是 你 们 不 必 做 这 些 . ) 


游 充 半径 


积分 区 间 <W 
图 5.20 在 例 2 中 的 区 域 .圆柱 薄 壳 . 图 5S.21 在 图 5.20 中 的 线段 扫 出 来 的 圆柱 薄 壳 . 
尺寸 和 积分 区 间 . 


步骤 2: 针 对 厚度 变量 (x 从 a = 0 变 到 5 = 4) 求 积分 限 并 用 圆柱 菏 壳 公式 写 出 体积 积分 ， 
s {圆柱 薄 壳 \ ( 圆柱 薄 壳 
r = fiza TERA) mauwa), 


SORE 
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步骤 3: 积 分 求 体积 
V = Fani x)(V x)dx 


4 4 
= 2z| a*d = 27| 23] ? 
= ET e s) _| 


迄今 为 止 ,我 们 已 经 用 了 铅 直 旋 转轴 .对 于 水 平 旋转 轴 , 我 们 用 x 代替 7. 


例 3( 绕 x 轴 旋 转 的 圆柱 薄 壳 ) ”由 曲线 y = Vx,x 轴 和 直线 x = 4 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 
转 一 周 产生 一 个 立体 . 求 这 个 立体 的 体积 . 

解 ”步骤 1: 绘 制 所 指定 区 域 的 略图 并 画 一 根 平行 于 旋转 轴 的 线段 横 穿 过 它 ( 图 5.22) .给 
线段 的 高 度 ( 圆 柱 菏 壳 高 度 ) 和 到 旋转 轴 的 距离 (圆柱 薄 壳 半径 ) 做 上 标记 .线段 的 宽度 是 圆柱 
EREE dy. (在 图 5.23 中 我 们 画 了 圆柱 薄 壳 的 草图 ,但 是 你 们 不 必 做 这 些 . 


— 


消光 高 度 


图 5.22 ”在 例 3 中 的 区 域 . 贺 柱 薄 壳 尺寸 和 积分 区 间 . 图 5.23 在 图 5.22 中 的 线段 扫 出 来 的 圆柱 薄 壳 . 


步骤 2: 针 对 于 厚度 变量 求 积分 限 (y 从 0 变 到 2) ,并 用 圆柱 薄 这 公式 写 出 体积 积分 . 
圆柱 薄 壳 \ / 圆柱 落 壳 
v = or 半径 )[ 高 度 Jax 


= [orty - ay. 
步骤 3: 积 分 求 体积 


2 2 
V = | 2x07)04 SE yd 


= 2x| 272 一 =] = 8x( 立 方 单位 ) | 
o 


习题 5.2 - 441 ` 


如 何 应 用 圆柱 薄 壳 方法 

不 考虑 旋转 轴 的 位 置 (水 平 或 垂直 ) ,执行 圆柱 薄 壳 方法 的 步骤 如 下 . 

步骤 1: 作 出 区 域 的 草图 并 在 区 域 上 画 一 根 平行 于 旋转 轴 的 线段 横 穿 过 它 .给 线段 的 高 度 (圆柱 
薄 这 高 度 )、 到 旋转 轴 的 距离 (圆柱 薄 壳 半径 ) 和 线段 的 宽度 (圆柱 薄 壳 厚度 ) 做 上 标记 . 

步骤 2: 针 对 厚度 变量 求 积 分 限 并 且 写 出 体积 的 积分 . 

步骤 3: 对 厚度 变量 (x 或 y) ,积分 “乘积 2x( 圆 柱 薄 壳 半 径 )( 圆 柱 薄 壳 高 度 )” 以 求 体积 . 


习题 5.2 
在 题 1 -6 中 ,用 圆柱 薄 壳 方法 求 阴 影 区 域 绕 指 定 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 
1 2. E 


4. 
绕 y 轴 旋 转 

用 圆柱 薄 膏 法 求 由 题 15 - 22 中 的 曲线 和 直线 所 界定 的 区 域 绕 y 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 . 
Ty = x,y =- x/2,x = 2 8.y = 2x,y = x/2,x = 1 

9.y = 2,y = 2—- z,x = 0,33 x > 0 10.y = 2— x2,y = x2,x = 0 
lI.y=2x-1,y=Vx,x=0 12.y = 3/(2Vx),y = 0,x = 1,x = 4 


(sin x)/x, O < x < x 


13. 令 K ) = Í 
A L, x =0 
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(a) 证 明 xf(x) = sin x,O0 < x = x. (b) 求 下 左 图 中 阴影 部 分 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 体积 . 


| sın x 


Ü TT 


第 13 题 图 第 14 题 图 


2 
14. $ g(x) = Gà Zx, 0< x < x/4 
, x=0 


(a) 证 明 x g(x) = (tan x) ,0 < x 二 Tv/4 (b) 求 上 右 图 中 阴影 部 分 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 体积 . 


绕 x 轴 旋 转 

在 题 15 - 22 中 ,用 圆柱 薄 沉 方法 求 曲 线 和 直线 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 

15.x = My,x =-y,yY=2 16.x = yx =-— y,y = 2,y > 0 17.x = 2y — y2,x = 0 
18.x = 2y — y2,x = y 19.y = |z] ,y = 1 20.y = x,y = 2x,y = 2 
21.y = Vx,y = 0,y = x-2 22.y = Vx,y = 0,y =2- x 

绕 水 平 直线 旋转 

在 题 23 和 24 中 ,用 圆柱 薄 壳 法 求 阴影 区 域 绕 指定 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 

23.(a)x 轴 b 直线 y = 1 (c) 直线 y = 8⁄5 (d) 直线 y = - 2⁄5 


24.(a)x $ (b) 直线 y = 2 (c) 直线 y = 5 (d) 直线 y = - 5/8 
垫圈 和 注 过 模式 的 比较 


对 于 某 些 区 域 ,垫圈 和 圆柱 薄 壳 两 种 方法 都 可 以 方便 地 用 来 计算 该 区 域 绕 坐 标 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 但 是 并 
非 总 是 这 样 . 例 如 当 一 个 区 域 绕 y 轴 旋 转 ,使 用 垫圈 法 我 们 必须 对 y 积分 .然而 ,用 y 表示 这 样 的 积分 也 许 是 不 
可 能 的 .在 这 种 情况 下 ,圆柱 薄 壳 方法 却 允 许 我 们 代 之 以 对 x 积分 .这 一 点 将 在 题 25 和 26 中 得 到 某 些 启示 . 

25. 计算 曲线 y = x? 和 直线 y = x 所 围 成 的 区 域 绕 每 一 个 坐标 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 ,分 别 用 


“a. nts + 


saram 
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(a) 圆柱 薄 壳 法 (b) 垫圈 法 
26. 计算 由 直线 2y = x +4,y = x 和 x = 0 所 围 成 的 三 角形 区 域 绕 指 定 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 
(a) 绕 x 轴 旋 转 , 用 垫圈 法 (b) 绕 y 轴 旋 转 , 用 圆柱 薄 壳 法 


(c) 绕 直线 x = 4 旋转 ,用 圆柱 薄 壳 法 (b) 绕 直 线 y = 8 旋转 ,用 垫圈 法 


选择 圆柱 薄 壳 法 或 垫圈 法 

在 题 27 - 32 中 , 求 各 个 区 域 绕 指定 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 .如 果 你 认为 ,在 任 一 所 给 的 场合 使 用 垫圈 法 将 是 
好 一 些 的 ,就 放心 这 样 做 . 

27. 以 (1,1),(1,2), 和 (2,2) 为 顶点 的 三 角形 绕 


(a)x #H (b)y 轴 (c) 直线 x = 10/3 (0 直线 y = 1 
28. H y = /x,y = 2,x = 0 围 成 的 区 域 绕 

(a)x 轴 (b)y 轴 (ec) 直线 x = 4 (d) 直线 y = 2 
29. 区 域 是 在 第 一 象限 内 由 曲线 z = y - y 和 y 轴 围 成 的 , 绕 

(a)x 轴 b 直线 y = 1 
30. 区 域 是 在 第 一 象限 内 由 曲线 < = y-yix=1 和 7y=1 围 成 的 , 绕 

(a)x 轴 (b)y 轴 (c) 直线 x = 1 (O 直线 y = 1 
31. 区 域 是 由 曲线 y = Vx My = x?/8 围 成 的 , 绕 

(a)x 轴 (b)y $ 
32. 区 域 是 由 曲线 y = 2x - x? fl y = x 围 成 的 , 绕 

(a)y 轴 (b 直线 x = 1 


33. 区 域 是 在 第 一 象限 内 ,其 上 方 是 曲线 y = 1/x*, 左 边 是 直线 x = 1/16 和 下 方 是 直线 y = 1. 绕 x 轴 旋 转产 
生 一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 ,用 
(a) 垫圈 法 (b) 圆柱 薄 壳 法 

34. 区 域 是 在 第 一 象限 内 ,其 上 方 是 曲线 y = 1/VY ,左边 是 直线 y = 1⁄4 和 下 方 是 直线 y = 1. 绕 y 轴 旋 转产 
生 一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 ,用 
(a) 垫圈 法 (b) 圆柱 薄 壳 法 


选择 圆 盘 法 、 垫 圈 法 或 圆柱 薄 壳 法 
35. 下 左 图 所 示 的 区 域 绕 * 轴 旋 转产 生 一 个 立体 . 圆 盘 法 .垫圈 法 或 圆柱 薄 沉 法 中 哪 一 个 方法 可 以 用 来 求 这 个 
立体 的 体积 .在 每 一 种 情况 下 各 要 计算 多 少 个 积分 ?对 你 的 答案 给 出 理由 . 


第 35 题 图 第 36 题 图 


36. 上 右 图 所 示 的 区 域 绕 y 轴 旋转 产生 一 个 立体 . 圆 盘 法 .垫圈 法 或 圆柱 薄 这 法 中 哪 一 个 方法 可 以 用 来 求 
这 个 立体 的 体积 .在 每 一 种 情况 下 各 要 计算 多 少 个 积分 ?对 你 的 答案 给 出 理由 . 
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5.3 平面 曲线 的 长 度 


EAR o 光滑 曲线 的 长 度 。 处 理 dy/dx 的 不 连续 性 。 简洁 微分 公式 。 参 数 弧 长 公式 


你 正 沿 着 大 峡谷 的 边缘 郊游 ,你 如 何 估 计 步 行 了 多 少 英里 ?你 是 一 个 高 速 公 路 的 工程 师 ， 
你 如 何 根据 其 总 长 估计 铺 一 段 弯 曲 的 山路 的 成 本 ?为 了 回答 诸如 此 类 问题 ,你 必须 知道 如 何 计 
算 曲 线 的 长 度 . 


正弦 波 

-DERE 5.24) AZK? 

波长 的 通常 意义 是 波 的 基本 周期 ,对 于 y = sin x 是 2x. 但 是 曲线 本 身 有 多 长 ?如 果 你 把 它 
看 作 一 段 细 绳 沿 正 x - 轴 把 它 拉 直 , 一 端 固定 在 0, 另 一 端 将 在 哪里 ? 


y 


| pA tAyo 
Q y=sinx 
2 
P 
/ | Ax, | 
2 i 1 
7 I I 
I / | 1 
/ I 
了 l 
i l L >x 
[0, 27] x [-2. 2] of -1 Yk 


图 5.24 ”正弦 曲线 的 一 个 波 的 长 度 大 于 27. 图 5.25 ”直线 段 逼近 正弦 曲线 在 子 
KBL anl] 上 方 的 弧 PO.( 例 1) 


例 1( 一 个 正弦 波 的 长 度 ) ”曲线 y = sin x 从 x = 0 到 x% = 2 的 长 度 是 多 少 ? 

解 ”按照 我 们 剖 分 整体 成 可 测 部 分 的 惯例 ,我 们 用 积分 回答 这 一 提问 .我 们 分 割 [0,27] 
成 如 此 短 的 子 区 间 ,使 得 在 子 区 间 正 上 方 的 一 段 曲 线 ( 称 之 为 * 弧 ") 近乎 是 直 的 . 这 就 使 得 每 
段 弧 跟 连结 其 端点 的 直线 段 近乎 一 样 ,于 是 我 们 可 以 取 线段 的 长 度 作 为 弧 长 的 近似 值 . 

图 5.25 显示 逼近 子 区 间 [ xx- xz] 上 方 的 弧 的 线段 .线段 的 长 度 是 VA x + A y .针对 整 
个 分 割 的 和 

2 VA x + À yË 

就 逼近 曲线 的 长 度 . 我 们 现在 需要 的 一 切 就 是 求 分 制 的 模 趋 于 零 时 这 个 和 的 极限 .这 是 通常 的 
计划 ,但 这 次 有 一 个 难题 .你 看 出 来 了 吗 ? 

难题 在 于 上 面 写 出 的 和 并 非 黎 曼 和 . 它 的 形式 不 是 > (e Ax... 如果 我 们 把 每 个 平方 根 
乘 以 和 除 以 Ax; ,就 可 以 把 它 改写 成 黎 曼 和 ， 

N aa a e N ra, 


X, 
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xND 
= > l 十 (2 Ax; 


这 更 好 了 一 些 , 但 我 们 还 需要 把 最 后 的 平方 根 写成 一 个 函数 在 第 个 子 区 间 的 某 点 ci 的 值 .为 
此 目的 ,我们 回顾 对 于 可 微 函 数 的 中 值 定 理 (3.2 节 ), 它 说 ,因为 sin x 在 [xi_1,xis] 上 是 连续 
的 ,在 (xx .1, x;) 上 是 可 微 的 ,存在 [ x ,Xk 上 的 一 个 点 c 88 Ay ZA x, = siwe, (Ë 5.26). H 


斜率 sin (c) 
— 


i 
I Ax, 1 
| I I 
l I l 
l 1 l 
i i | 
| 图 5.26 ERRE noa] 上 方 的 一 
| 段 (经 放大 后 ). 在 区 间 的 某 个 csin Ce) 
l 1 I > 
ooo | = 全 ,这 是 线段 PQ 的 斜率 .( 例 1) 
| 1 xk 
Xl Ck Xk 
此 得 
> V1+ (sinc) Ax, 
这 是 获 曼 和 . 


现在 我 们 求 当 划分 的 模 趋 于 零 时 的 极限 ,并且 发 现 正弦 函数 一 个 波 的 长 度 是 
Ñ V1 + (sin'z)2dx = F Vl + cos2xwdx = 7.64. 
我 们 用 计算 器 的 数值 积分 器 得 到 了 积分 的 (近似 ) 值 . _ 


光滑 曲线 的 长 度 

利用 例 1 的 程序 ,我 们 几乎 已 做 好 了 把 曲线 长 度 定义 为 定 积分 的 准备 .我 们 首先 提醒 注意 
沿 这 条 途径 运作 的 正弦 函数 的 两 个 性 质 . 

当 我 们 援引 中 值 定理 用 区 间 [ a 1,x,] ERA c, 
的 sin (cs) 代替 Ay. ZA x, 时 ,显然 用 到 了 可 微 性 .在 从 
ŠI Vl Gina An 过 渡 到 黎 曼 积分 时 我 们 还 不 太 
明显 地 用 到 了 正弦 的 导 函数 的 连续 性 . 因此 用 这 个 方 
法 定义 曲线 长 度 的 要 求 是 函数 有 连续 的 一 阶 导数 .我 
们 称 这 个 性 质 为 光滑 .具有 一 阶 连 续 导 数 的 函数 是 光 
滑 的 ,而 它 的 图 象 是 光滑 曲线 . 

让 我 们 复习 上 述 过 程 ,不 过 这 次 面 对 一 个 一 般 的 "ú 
光滑 函数 /(x). 假定 / 的 图 象 以 (a,c) 为 起 点 , 以 852 用 直线 段 罗 近 / 的 图 旬 ， 


| 
I 
| 
| 
! 
| 
| 
| 
| 
b 
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(b,d) 为 终点 ,把 它 表示 在 图 5.27 中 .我 们 分 割 区 间 a < x 生成 如 此 短 的 子 区 间 ,以 致 在 其 
上 的 曲线 张 近 似 是 直 的 . 殖 近 子 区 间 [ ww ,xs1 上 方 的 曲线 弧 的 线段 的 长 度 是 VA x + A y. 
和 VA wx + À y 逼近 整个 曲线 的 长 度 .在 每 个 子 区 间 上 对 于 了 应 用 中 值 定 理 就 把 这 个 和 
改写 为 黎 曼 和 
Moo ws 

NA ON Ayy 

> V x rAr = X 1a (Z) ax 
Ck (x. 1, xk) 
中 的 某 个 点 . 


= Dy Vl+(f'(co Ax. 
当 划 分 的 模 趋 向 零 时 过 渡 到 极限 就 得 到 曲线 的 长 度 
= 上 V1l+(f’'(x)) dx = Eis (4) dz. 


我 们 通过 除 以 和 乘 以 Ayi 可 以 同样 容易 地 变换 51 VA x +Ayz 成 
黎 曼 和 ,进而 给 出 包含 [c,d] 上 y 的 函数 x( 记 成 x* = g(y)) 的 公式 


一 V (Ax)? + (Ay, )2 Ax 2 
La Y LO] [x] 
5 Ay, Ay, Lu l+ Ay; Ax; 


7 ; > XIF Cyr yk) 
= Yvi Ce DP An. aAa 


当 划 分 的 模 趋 于 零 时 这 个 和 的 极限 就 给 出 计算 曲线 长 度 的 另 一 个 合 


理 的 方法 
L = | va + (g'(y))2dy = Fy 1+ (E) ay. 


把 这 两 个 公式 摆 在 一 块 儿 ,我 们 就 得 到 下 列 光 滑 曲线 长 度 的 定义 . 


历史 传记 


` Gregory St.Vincent 
A" (1584 — 1667) 


CU 光滑 曲线 长 度 的 弧 长 公式 
车/ 在 [a,b] 是 光滑 的 ,从 a 到 6 的 曲线 ;= f(x) 的 缴 长 是 数 


r= 1+ (B) as. (1) 


# g 在 [c,d] 上 是 光滑 的 ,从 。 到 4 的 曲线 x = z(y) BJ 3M48 E 38 


L = [ia (E) ay. (2) 


例 2( 应 用 弧 长 公式 ) RAR 


准确 的 弧 长 . 
解 


5.3 平面 曲线 的 长 度 - 447 ` 
在 [0,1] 是 连续 的 .因此 
l dy 2 -L ! 1/232 
L= V1+ ($) dx = | V1+ OV2z Y dx 
! 2 1 32| 1 
-| VTrBids = 2. LG + 8x) = 车 _ | 
0 


0 


处 理 dy/dx 的 不 连续 性 


在 曲线 上 的 一 点 dy/dx 不 存在 时 ,dx/dy 可 能 存在 ,此 时 我 们 有 可 能 通过 把 x 表示 成 y 的 


函数 应 用 等 式 (2) 求 曲 线 弧 长 . 
例 3( 应 用 等 式 {2)) RA x =0 到 >* = 2 的 曲线 y = (x/2)22 KRK. 
解 导数 
d 2 - 1⁄3 1 1 2 1⁄3 
dx = |) [z)- ($) 


在 x = 0 没有 定义 ,从 而 不 能 用 等 式 (1) 求 曲线 的 弧 长 . 
因而 我 们 改写 方程 ,用 y 表示 x: 


x 122 
r= [2] 

y= 两 端 3/2 k 3E 
x = 2⁄2. 解 出 x 


由 此 看 出 ,我们 欲求 其 弧 长 的 曲线 也 是 从 y = 0 到 y = 1 的 x = 2y”? 的 图 象 (图 5.28). 


2,9 图 5.28 J xz = 03 x = 2 的 7 


x = 2⁄2⁄2 的 图 象 . 


| L x 
2 


导数 


在 [0,1] 连续 ,因此 我 们 可 以 用 等 式 (2) RARIK 


Í (8 = | Vl+9ydy c=0,d = 1 时 的 等 式 (2) 


L 


II 


. za + 9y)? 
0 


] 
9 积分 并 且 回 代 
2 


方 (10 /10 - 1) = 2.27. 


(1/277 的 图 象 也 是 从 y = 0 到 y = 1 的 


! $ u = 1+9y 于 是 du/9 = dy, 
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简洁 微分 公式 
等 式 (1) 和 (2), 即 
r= fia (2) ) ax 和 i = fiia (a, 
经 党 写成 微分 形式 以 代办 导 数 形式 .考虑 到 导数 是 微分 之 商 并 且 把 根 号 外 的 dx 或 dy 移 到 根 
号 内 以 消去 分 母 就 可 达到 这 个 目的 .在 第 一 个 积分 中 ,我 们 有 
dry (dy (dy) da 2 VU 7 
Jiel KERNIE + ge = (da + 49) (dx) (dx)? + (dy). 
在 第 二 个 积分 中 ,我 们 有 
„(eF (dz (yy a VDT ay 
| z) dy =,/ l+ (dy ydy = ay + (dy jey) = v (dx) + (dy)2. 
不管 于 种 情况 并 们 都 过 到 同一 个 微分 公式 
L = F V (dx) + (dy)2, (3) 


自然 ,dx 和 dy 必须 用 一 个 公共 变量 表示 ,并 且 在 求 等 式 (3) 中 的 积分 之 前 必须 求 适当 的 积分 
R a 和 8p. 


图 5.29 设想 dx 和 dy 是 直角 三 角形 的 
两 个 直角 边 , 它 的 “ 斜 边 ”是 ds = 
V (dx): + (dy). 


PX 


o] 

我 们 还 可 以 进一步 缩短 等 式 (3) ,设想 dx 和 dy 是 一 个 小 直角 三 角形 的 两 边 , 其 “ 斜 边 ” 是 

=v (dx)* + (dy)*( 图 5.29). 我 们 把 ds 看 作 弧 长 的 微分 ,在 适当 的 积分 限 之 间 对 它 积分 就 
得 到 曲线 的 绚 长 . 令 vV drz? + dy 等 于 ds, FAG) 中 的 积分 就 简写 为 ds 的 积分 . 


WEBsite 定义 MEIMEKOAR 


历史 传记 ds = V dz? + dy L = fas 
James Gregory 弧 长 微分 弧 长 微分 公式 


(1638 — 1675) 


参数 弧 长 公式 

处 理 dy/dx 不 连续 性 的 另 一 手段 是 利用 平面 曲线 的 参数 表示 . 

假设 曲线 C 用 参数 方程 x = /(1),y = g0) a < t < 8B 表示 .曲线 是 光滑 的 ,如 果 / 和 gg 
有 连续 一 阶 导数 并 且 二 者 不 同时 为 零 .为 导出 求 光 消 曲线 = f(t),y = g(t),a < t < BHII 


长 的 积分 ,以 下 列 方式 改写 等 式 (3) 中 的 积分 了 = | ZG: + (Qy; 


习题 5.3 ”449 > 


L -| V (dx? + (dy)2 


ce Ee 


除了 被 积 kh 车 续 性 ,唯一 的 要 求 是 点 P(x,y) = ne 


线 不 多 于 一 


绝 长 的 参数 公式 
如 果 曲 线 C 用 参数 方程 x = f(1),y = glt) a < t < 表示 ,其 中 的 f' 和 gg' 是 连续 的 并 
且 在 [< ,8] 上 不 同时 为 零 ,并 且 当 ; 从 a 增加 到 8 BF, C 刚好 被 经 过 一 次 , 则 C 的 弧 长 是 


(4) 


如 果 对 于 一 条 我 们 欲求 长 度 的 曲线 有 两 个 不 同 的 参 
数 表示 ,该 如 何 呢 ? 我 们 在 意 使 用 哪 一 个 吗 ? 从 高 等 微 积 
分 得 到 的 回答 是 “不 ”, 只 要 我 们 选择 的 参数 表示 满足 等 
式 (4) 前 叙述 的 条 件 . 


例 4( 应 用 参数 公式 ) REER 5.30) 


x = cost, y = sint, O< t< 2=x 
IMEK. 
解 ”由 于 曲线 对 于 坐标 轴 的 对 称 性 , 它 的 弧 长 是 第 
一 象限 那 一 部 分 的 四 倍 . 我 们 有 ， 


x= cost, y = sint 


— 
~ 


= |= = 
= SS 


= [3cos2;(— sin 1)]* = 9cos*t sint 图 5.30 例 4 中 的 星 形 线 ， 


= [3sin’t(cos 1)]* = 9sintt cost 


Í [%) + ) = 991 sr (esa x sie) t) 


= V 9cos?t sin2; 


= 3 | cos ¿sin t] 


s 


= 3cos t sin t. 34 0 < t < z/2 BÍ,cos t sin t > 0 


因此 
四 分 之 一 部 分 的 弧 长 = |” 3em tsin tdi 


3 x/2 
= 3f sin 2t dt cos £ sin t = (1/2)sin 21 
0 
x⁄2 
= 一 eos 2t 
旦 形 线 的 弧 长 是 这 个 值 的 四 倍 :4(3/2) = 6. 


Q 


> X 
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习题 5.3 


求 曲 线 弧 长 
求 题 1 - 10 中 曲线 的 弧 长 ,如 果 你 有 一 个 作 图 器 ,你 可 以 画 这 些 曲线 的 图 以 使 看 一 看 它们 的 样子 . 
l 3 3 _ CD-ROM 
Lys (4) + 22 Ka = 08 = 3 2y = ð A = O#j x = 4 (= 
3 2 
Í”), l T O 13. = K: dx 完全 3 
3 = (于 ) iy A= 1 到 ，= 3( 提 示 ,1 (F) 是 完全 平方 ) 
4x = (B) -Mys 1 到 y= 9( 提 示 :1+ [35 是 完全 平方 .) 
Y 
4 2 
3 2 
Xj - dx = 
r= (Z) G o 2 到 3 3( 提 示 :1 + [ z) 是 完全 平方 .) 
3 CD-ROM 
Ty (4) ($) etss, 1 和 YYs8 8 = (jerre z Osx <2 (MEss 
y x CD-ROM 
9.x f V set — ldt -} < v< + 0. = | V3r = ldt, -2<x=<-1 WEBsite 
0 -2 
参数 曲线 的 弧 长 
求 题 11 - 16 中 的 曲线 的 弧 长 . 
ll.x = acos t,y = asin t,0 < t < 2 12.x = cost,y = t+ sin t,0 < t < z 
2 2 3⁄2 
13.a = n. = Eosti 14.x = Í — .O< t< 4 
3.2 2 
15.x = Qt dD, = í + 70s tg3 16. x = 8cos t + 8t sin t.y = sin : ~- 8t cos t,0 < t < > 
理论 和 例子 


17. 为 学 而 写 是 否 存 在 -条 光滑 曲线 ,其 在 区 间 0 < x < a 上 的 长 度 总 是 /2a? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
18. 用 切线 鱼 导 出 曲线 弧 长 公式 。 假定 /在 [a,5] 是 光滑 的 ,以 通常 方式 分 割 区 间 [a,45], 在 每 个 子 区 间 
[x r X] f(x, fe x. .1)) 做 切线 铺 , 见 下 图 


(a) WEA EKE aan] 上 的 第 人 个 切线 鱼 的 长 度 等 于 V(Ax) + (aa Any. 


(b) WEM: lm > (第 上 个 切线 铺 的 长 ) = | VI TOP REEN y= (x) 从 a D WAKL. 


a 
— 斜率 为 foo 1) 
Gf) | 的 切线 鱼 
| i 1 第 18 题 图 
Ax. | : 
| f 
L i >x 
1 x 


习题 5.3 


19. (a) 求 过 点 (1,1) ,其 弧 长 积分 为 


£ J 1 
z=| l+ gdr 


的 曲线 . 
(b) 为 学 而 写 ”有 和 多少 条 这 样 的 曲线 ,对 于 你 的 回答 出 理由 . 
20. (a) 求 过 点 (0,1) ,其 弧 长 积分 为 


2 1 
kef 1 + dy. 
1 y 


的 曲线 . 
(b) 为 学 而 写 这样 的 曲线 有 和 多少 条 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


对 曲线 弧 长 求 积分 
在 题 21 - 28 中 做 下 列 几 件 事 . 
D (a) 建立 一 个 积分 表示 曲线 的 弧 长 ， 
EN (b) 夯 曲 线 的 图 以 便 看 一 看 它 的 形状 . 
(e) 用 你 的 作 图 器 或 计算 机 的 积分 求 值 器 数值 地 求 曲线 的 弧 长 ， 


CD-ROM CD-ROM 
21.y = 2, - 1 < x < 2 q 22. y = tan x, -1⁄3 < x < 0 C= 
23.x = sin y,Ü0 < y < x 24.x = V 1 - X2, - 1⁄2 < y < 1⁄2 
25.y + 2y = 2x + 1, A(- 1, - 1) 3J(7,3) 26.y = sin x — x cos x,0 < x < x 
x 党 
27.y = [tan t dt,0 < < Z 38.a = |? Vsi idn -Z <y e Z 
0 0 


29. 加 工 金属 薄板 ”你 的 金属 加 工 公司 正 投标 签订 加 工种 盖 房 顶 的 波浪 形 钢板 ,其 形状 如 附 图 所 示 ,波浪 形 


钢板 的 横 截 面 形状 如 曲线 


y= sin( 34), O < x < 20 3 +F. 


如 果 屋 项 钢板 由 平板 冲压 而 成 ,并 且 在 冲压 过 程 中 材料 不 延展 ,原来 材料 的 宽度 是 多 少 ?用 两 位 小 数 给 出 


ER. 


原来 的 板 y 波浪 形 板 


第 29 题 图 


y y = 25 cos (mx/50) 


300 英尺 
SS 


“sss 
ka. ` 


x (ft) 
不 按 比 例 标记 


第 30 题 图 


30. 隧道 建设 你 的 工程 公司 投标 一 个 建设 图 示 的 隧道 的 合同 .隧道 300 英尺 长 , 底 的 宽度 是 50 英 尺 . 横 截面 
形状 像 曲 线 y = 25cos(xx/50) 的 一 拱 . 建 成 后 ,隧道 内 部 表面 (道路 除外 ) 用 防水 密封 层 处 理 , 设 每 平方 英 


RER 1.75 美元 .该 密封 层 花费 多 少 ? 
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A 
(umn 
在 题 31 - 36 中 ,利用 -个 CAS 对 于 在 闭 区 间 上 的 给 定 曲 线 执行 下 刘 步 又 . 
Ca) MER ,同时 画 出 对 于 区 间 上 的 n = 2,4,8 个 划分 点 作出 的 多 边 路 径 逼 近 .( 见 图 5 27)， 
(b) 通过 对 线段 长 度 求 和 求 曲线 弧 长 的 对 应 近似 值 . 
(c) 用 积分 求 曲线 的 弧 长 值 .比较 = 2.4,8 时 你 的 近似 值 和 由 积分 给 定 的 实际 弧 长 . 当 吧 增加 时 实际 弧 长 
与 近似 值 互 相 比 较 的 结果 怎样 ?解释 你 的 回答 . 


31./(x) = VI- _ 1 < x<! 32. Ar) = x + 22.0 < x < 2 
33./(x) = sin(z<x2),0 < x = V2 34. Ar) = x2cos x,0 =< x < x 
35./(x) = = =l L < x <1 36./( <) = t-t, -Ilgrgi 


5.4 PESE. FOR RI FH 


吊 力 做 的 功 。 变 力 沿 直线 做 的 功 。 WRH Hooke EE: F - kv 。 从 容器 中 抽出 流体 


is。 大 多 数 水 坝 建筑 时 配 有 通称 为 " 坚 并 "(glory hole) 的 溢 水 设备 ,为 水 平面 超过 基 个 高 度 时 坝 
内 的 水 提供 一 个 出 口 .可 惜 的 是 ,竖井 可 能 被 堆积 物 堵塞 ,只 有 坚 并 中 的 水 被 罕 出 以 后 才能 
清除 这 些 堆积 物 . 为 获得 足够 强力 的 抽水 机 完成 这 项 工作 ,有 必要 求 得 泵 出 竖 并 中 的 水 所 需要 的 功 
在 日 常生 活 中 , 功 意味 需要 体力 或 脑力 的 活动 . 在 科学 中 ,这 个 词 特别 涉及 到 作用 到 物体 上 的 力 和 
物体 随 之 产生 的 位 移 .这 一 - 节 说 明 如 何 计算 功 . 


常 力 做 的 功 
当 一 个 物体 滑 直线 移动 一 个 距离 4, 而 这 是 沿 运动 方向 的 固定 大 小 为 的 力作 用 在 其 上 
的 结果 ,我 们 用 公式 
W = Fd ( 功 的 常 力 公式 ) (1) 
计算 力 在 物体 上 做 的 功 WW. 我 们 马上 可 以 看 出 习惯 上 称呼 的 功 yen 
和 这 个 公式 所 说 的 功 之 间 的 显著 差别 .如果 你 在 街 上 推 一 辆 汽 g Xue MS 3 |a p s 
车 ,那么 从 你 自己 的 估算 和 从 等 式 (1) 两 方面 你 都 做 功 . 但 是 如 为 "jewel”, 以 英国 物理 学 家 
果 你 推 在 汽车 上 而 汽车 没有 移动 ,方程 (1) 说 明 你 在 汽车 上 没有 Janes Prescutt Joule( 1818 一 1889) 
功 , 即 使 你 推 了 一 个 小 时 而 得 名 .定义 等 式 是 
做功 ,即使 你 [小 时 ， 1 焦耳 = (1 牛顿 )(1 米 ). 
从 等 式 (1) 我 们 看 出 功 的 单位 在 任何 单位 制 里 都 是 力 的 。 用 符号 表示 J IN M 
单位 乘 距 离 单位 .在 S1 单 位 制 里 (SI 代表 国际 制 ) , 力 的 单位 是 “你 用 大 约 1 和牛 加 的 力 从 桌面 
牛顿 ,距离 单位 是 米 ,于 是 功 的 单位 是 牛顿 - 米 (N . m). 这 个 PETER aaa 
和 个， ` A = mm 全 | 1 米 ,那么 你 在 苹果 上 做 了 大 
组 合 经 常 出 现 , 便 有 了 一 个 特殊 的 名 称 ,焦耳 . 在 英制 里 , 功 的 二 1 asap 
单位 是 英尺 - 磅 ,这 是 在 工程 中 常用 的 单位 ， 


PEA -nrr，， 


5.4 HE RAPRA -453 ， 


HAFA) “如果 你 用 千斤 了 顶 把 2000 磅 的 汽车 抬 起 1.25 英 矿 以 便 调 换 一 个 
轮胎 (你 必须 施 以 约 1000 磅 的 常 垂直 力 ) ,你 在 汽车 上 做 的 功 是 1000 x 1.25 = 1250 英 尺 . 磅 .在 IS 
制 里 ,你 在 0.381 米 的 距离 上 施加 4448 牛顿 的 力 ,做 的 功 是 4448 x 0.381 ~ 1695 焦耳 .  _ | 


变 力 沿 直 线 做 的 功 

如 果 你 施加 的 力 沿路 径 变 化 ,比如 你 抬 起 一 个 漏 油 的 桶 或 者 压缩 一 个 弹 咎 ,公式 克 = Fd 
必须 用 积分 公式 代 赫 以 体现 F 的 变化 . 

假定 做 功 的 力 沿 一 条 直线 作用 , 取 该 直线 为 x 轴 , 而 力 的 大 小 F 是 位 置 的 连续 函数 .我 们 
想 求 从 x = a 到 x = b 的 区 间 上 做 的 功 .以 通常 方式 分 割 [a ,pb 并 且 在 每 个 子 区 间 [ xx] 
选择 任意 一 点 ci. 如 果子 区 间 足 够 短 , 由 于 户 的 连续 性 ,从 x, 2l zxi; 下 的 变化 不 很 大 .此 区 间 
上 做 的 功 的 值 将 大 约 是 F) 倍 距离 Axi ,车 严 是 固定 的 ,应 用 等 式 (1) 得 到 与 此 同样 的 结果 
从 a 到 6 做 的 总 功 近 似 的 是 歼 曼 和 


> F(c,)Ax,i. 


我 们 期 望 当 划 分 的 模 趋 于 零 时 ， 近似 值 会 改进 ， 于 是 我 们 定义 力 从 a 到 上 做 的 功 是 严 从 a 到 六 的 
定 积分 . 


(e 定义 ý 
沿 * 轴 方 向 的 变 力 P(z) 从 = a 到 = b 做 的 功 是 
W = | FC)dx. (2) 


如 果 F 的 单位 是 牛顿 ,x 的 单位 是 米 ,那么 积分 的 单位 是 焦耳 ;如 果 FF 的 单位 是 磅 ,x 的 单位 是 
英尺 ,那么 积分 的 单位 是 英尺 - s. 


例 2( 应 用 功 的 定义 ) 力 F(x) = 1/x? 牛顿 沿 x 轴 从 x = 1 米 到 x = 10 米 做 的 功 是 
10 
=- +1=0.9 焦 耳 . _ | 


例 3( 起 重 一 个 漏 桶 ) ”一 个 5 磅 的 漏 桶 通过 以 常 速 率 拉 _- 
条 20 英尺 长 的 绳子 从 地 面 升 至 空中 (图 5.31). AE L 
0.08 磅 /英尺 . 开始 时 桶 中 装 2 加 仑 (16 磅 ) 的 水 并 以 常 速率 20 
漏水 . 桶 到 顶 时 水 刚好 漏 完 . 下列 诸 种 情形 : 
(a) 单独 升 高 水 á 
(b) 升 高 水 桶 两 者 
(c) 升 高 水 , 桶 及 绳子 
消耗 的 功 是 多 少 ? Z 
解 (a) 单独 升 高 水 ” 升 高 水 需要 的 力 等 于 水 的 重量 , 它 M 


地 面 x 英尺 时 ,水 重 


图 $.31 例 3 中 的 漏 桶 . 
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F(x)= 16 . (2#) = 161- Ž) = 16- 8 g. 


Win 5 
TENKE HENE TEKA EA 
做 的 功 是 
w - | F(x)dx 利用 对 于 变 力 的 等 式 (2) 
加 4x 
=| (16 E f2) ax 
2x? 20 
= [16% £ 二 | 


= 320 - 160 = 160 英尺 . 磅 
(b) 水 和 桶 一 起 根据 等 式 (1) ,提升 重 5 磅 的 桶 20 英尺 做 功 5 x 20 = 100 英 尺 . 磅 . 因 
此 提升 水 和 桶 消耗 的 功 是 
160 + 100 = 260 英尺 . 磅 . 
(c) K AMR ERR x 处 的 总 重 是 


磅 /英尺 英尺 
Wig 


F(x) = [16 = 4z) + 5 +(0.08)(20 - x) 
国定 前 桶 重 “在 高 度 为 "时 利 们 交融 年 
变化 的 水 重 


提升 绳子 的 功 是 
在 绳子 上 做 的 功 -| (0.08)(20 -wx)dx = Fas ~ 0.08x)dx 


=[1.6x -0.04xz]i = 32 - 16 = 16 K . S. 


对 于 水 、 桶 和 绳子 的 组 合 的 总 功 是 
160 + 100 + 16 = 276 英尺 . ES. | 
弹簧 的 Hooke 定律 :FF = kx f egy 压缩 了 的 弹簧 
人 AAAAAAAA / / 
Hooke 定律 表达 的 是 使 弹 筑 从 它 的 自然 (不 受 力 时 WW /Vyyy NM 
或 压缩 x 个 DA f Wy pg | 
的 ) 长 度 伸 长 或 压缩 = 个 长 度 单位 所 施加 的 力 正比 于 x. 用 Vy w 4. 
符号 表示 为 )| | 未 压缩 的 弹簧 1 
= kx. (3) | (a) 


常数 不 以 每 长 度 单位 力 测量 , 它 是 弹簧 的 特征 , 称 为 力 党 
数 (或 弹簧 常数 ). 等 式 (3) 所 表达 的 Hooke 定律 给 出 正确 
的 结果 ,只 要 力 不 会 使 弹簧 中 的 金属 扭曲 . 在 本 段 中 我 们 È) 
假定 力 十 分 小 以 致 确定 如 此 . = 


F |, x=0 š) x = 0.25 
例 4( 压 缩 一 个 弹簧 ) ” 求 把 自然 长 度 为 1 英尺 的 弹簧 C w 
压缩 至 0.75 英 尺 所 需 的 功 ,假定 力 常数 是 4 = 16 磅 /英尺 O 05 
解 ”我 们 沿 * 轴 夯 未 压缩 弹簧 的 图 , 把 可 动 端点 放 e 
在 原点 ,而 把 固定 端点 放 在 < = 1 英尺 (图 5.32) .这 样 我 Se 
们 就 能 够 用 公式 F = 16x 表示 把 弹簧 从 0 压缩 到 * 所 需要 SS 保持 扫 筑 压缩 需要 的 力 隐 


弹簧 被 压缩 的 长 度 线性 增长 . 
的 力 .为 把 弹簧 从 0 压缩 到 0.25 英尺 , 力 必须 从 
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F(0) = 16.0=0 傍 增加 到 F(0.25) = 16.0.25 = 4 磅 . 
F 在 这 个 区 间 做 的 功 是 
0.25 等 式 (2) P a= 0, 


0.25 
2 _ Tr . 
W = | l6x dx = 8x | =0.5 RR 磅 0 25,p(x) = 16x —_ 


例 S(Pr K — 33) ”一 个 弹簧 的 自然 长 度 为 1 米 .24 牛顿 的 力 拉 
长 弹簧 到 1.8 米 的 长 度 . 
(a) 求 力 常数 k. 
(b) 为 把 弹 自 从 其 自然 长 度 拉 长 2 米 需 做 功 多 少 ? 
(e)45 牛顿 的 力 能 把 弹簧 拉 长 多 少 ? 
解 (a) 力 常数 ”我 们 由 等 式 (3) 求 力 常数 .24 牛 顿 的 力 把 弹簧 o 
拉 长 0.8 米 , 于 是 
在 等 式 (3) 中 取 
F = 24,x = 0.8 
k =24/0.8 = 30 牛顿 / 米 . 0.8 
(b) 把 弹 得 拉 长 2 米 的 功 ”我 们 设想 未 受 力 的 弹簧 沿 * 轴 悬 挂 ， | 
其 自由 端 在 x = 0( 图 5.33). 把 弹 自从 它 的 自然 长 度 拉 长 x 米 需要 的 
力 就 是 把 弹簧 的 自由 端 从 原点 拉 到 x 单位 需要 的 力 .k = 30 时 的 


24 = k(0.8) 


> 
< 
< 
> 
> 
> 
~ 
< 
< 
< 
š 
24N 


Hooke 定理 告诉 我 们 这 个 力 是 
F(x) = 30x. x (m) 
F 对 弹簧 从 x = 0 米 到 * = 2 米 做 的 功 是 图 5.33 - -个 对 牛顿 的 


2 Éa 
WW | ao: dx = 15221 = 60 ÈH. 力 拉 长 弹簧 0.8 米 .( 例 5) 
0 
(c) 45 牛顿 的 力 拉 伸 弹簧 多 长 ? 把 F = 45 代 入 等 式 = 30x, 得 
45 = 30x， 或 “x= 1.5 2. 
45 牛顿 的 力 拉 长 弹簧 1.5 米 . 求 这 个 值 无需 微 积分 . 


从 容器 中 抽出 液体 

从 容器 中 抽出 全 部 或 部 分 液体 做 多 少 功 ?为 求 得 其 值 , 我 们 设想 一 次 把 一 水 平 薄 层 的 液体 
提升 ,并 且 对 每 层 应 用 等 式 W = Fd. 当 薄 层 厚度 变 得 越 来 越 薄 而 薄 层 数目 变 得 越 来 越 多 时 这 
就 引导 我 们 要 求 积 分 值 .我 们 每 次 得 到 的 积分 依赖 于 液体 的 重量 和 容器 的 尺寸 ,但 是 我 们 求 得 
积分 的 方式 却 总 是 相同 的 .下 面 的 例子 说 明 要 做 什么 . 


例 6( 从 柱 形 槽 中 抽水 ) ”为 从 充满 水 的 底 半 径 为 5 米 、 高 为 10 米 的 直 圆 柱 形 槽 中 把 水 抽 
到 槽 顶 以 上 的 4 米 高 处 ,要 做 多 少 功 ? 
解 ”我 们 画 出 水 槽 (图 5.34) ,添上 坐标 轴 ,并 且 想 象 把 水 用 在 区 间 [0,10] 的 一 个 划分 的 
各 点 处 垂直 于 y 轴 的 平面 分 成 水 平 薄 层 , 夹 在 y 和 y + Ay 处 的 平面 之 间 的 典型 薄 层 有 体积 
AV = x( 半 径 )*( 厚 度 ) = x(5)?Ay = 25zAy 33. 
提升 薄 层 所 需 的 力 等 于 其 重量 
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l n H? ha 
re ji | 
Pp í 
e Say 
| Í 图 5.34 为 求 从 柱 形 槽 中 抽出 水 所 做 的 
E- 功 , 想 想 一 次 提升 一 个 薄 层 的 水 . 
cinan F(y) =9800 AV 水 重 9800 牛顿 / %3 
" WEBsi A = 9800(25rAy) = 245 000zAy 牛顿 . 
历史 传记 F 的 作用 距离 大 约 是 (14 - y) 米 , 于 是 提升 薄 层 做 的 功 大 约 是 


Lazare Carnot 
(1753 — 1823) 


AW = JJ x 距离 = 245 000x(14 - y)Ay RH. 
提升 全 部 水 要 做 的 功 近 似 地 是 


W = Sav - = Sus 000r(14 - y)Ay 焦耳 . 


这 是 函数 245 Sr qa - y) 在 区 间 0 <yY 近 10 上 的 黎 曼 和 ,把 水 槽 抽 
干 要 做 的 功 是 | P|— 0 时 这 个 和 的 极限 : 


10 10 
wW -| 245 000r(14 - y)dy = 245 000r| (14 - y)dy 
0 


2110 
= 245 000x| 14y - 2] = 245 000x[90] 
0 


==69 272 118 = 69.3 x 105 焦 耳 . 
速率 为 746 焦耳 / 秒 的 1 马力 的 输出 发 动机 抽空 水 槽 需 时 略 小 于 
26 小 时 . zl 


例 7( 从 圆锥 形 槽 中 抽 油 ) E 5.35 中 的 圆锥 形 槽 注 人 


比重 57 磅 / 英尺? 的 橄榄 油 , 油 面 距 项 2 英尺 .把 油 抽 到 模 1 =a Rah) 


的 边缘 需 做 功 多 少 ? 

解 ”我 们 设想 油 被 过 [0,8] 的 一 个 划分 的 各 个 分 点 算 
ETF y 轴 的 平面 分 割 成 薄 层 . 夹 在 过 y 和 y + Ay 的 平面 之 
间 的 一 个 典型 薄 层 的 体积 大 约 是 


2 
AV = x( 半 径 )?( 厚 度 ) = <( 方 y) Ay = Z ay ER’. 


提升 这 个 薄 层 需要 的 力 FO) 等 于 其 重量 
重量 = 每 单位 体积 


_ _ S7x 2 
F(y) = 57AV = qy Ay 磅 重量 x 体积 


图 5.35 例 7 中 的 橄榄 油 
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为 把 这 一 层 提升 到 锥 的 边缘 水 平 , F( y) 作用 的 距离 大 约 是 (10 - y) ER, FERREE 


片 所 作 的 功 是 


AW = (10 - y)y Ay 英尺 W. 
提升 从 y = 0 到 y = 8 的 所 有 薄 层 到 边缘 所 做 的 功 近似 的 是 
W ~ > >G - yy Ay AR- B. 


这 是 函数 (57x/4)(10 - y) 在 从 y = 0 到 y = 8 的 区 间 上 的 黎 曼 和 . 抽 油 到 边缘 的 功 是 这 个 


和 当 划 分 的 模 趋 于 零 时 的 极限 . 
8 57x 2 
W = go- y)y dy 
0 


S7r fs 2 


-375 [10 tyi 
~ 4 3 


0 


例 8( 从 一 个 竖井 (Glory Hole) 抽水 ) ”一 个 竖井 是 
一 个 竖 直 排 水 管 ,用 以 避免 水 坝 后 的 水 位 太 高 . 一 个 水 
坝 的 竖井 的 项 部 在 坝 顶 以 下 14 英尺 ,而 在 坝 底 以 上 375 
英尺 (图 5.36). 竖 井 需 及 时 抽水 以 便 清理 季节 性 杂 物 ， 
在 本 节 的 开场 白 中 曾 指出 了 这 一 点 . 

从 图 5.36a 中 的 横 截 面 图 我 们 看 到 竖井 是 一 个 漏斗 
状 排水 管 .漏斗 的 管 宽 20 英尺 ,而 顶部 宽 120 英尺 .顶部 
截面 的 外 边界 是 半径 为 50 英 尺 的 四 分 之 一 圆周 , 见 图 5. 
36b. 竖 井 由 其 截面 绕 中 心 旋转 而 成 .因此 ,所 有 水 平 截 
面 是 贯穿 整个 坚 井 的 一 个 个 圆 盘 . 我 们 计算 从 

(a) 润 的 喉 部 ， 

(b) 漏斗 部 分 ， 
抽水 所 需 的 功 . 

解 (a) 从 喉 部 抽水 . 夹 在 过 y My + Ay 处 的 平面 
之 间 的 典型 薄 层 的 体积 大 约 是 

AV = (FY ORE) = x(10)?Ay ÆR, 
提升 这 个 薄 层 所 需 的 力 等 于 其 重量 (水 的 比重 是 62.4 
磅 /英尺 ?)， 
F(y) = 62.4AV = 6240rAy ÉZ. 

提升 这 个 薄 层 到 洞 顶 , 力 F(y) 作用 的 距离 是 (375 

- y) 英尺 ,于 是 提升 这 一 薄 层 做 的 功 是 


4 
- Z] = 3056 R É 


389 ft 


120 英 尺 ->| 坝 底 上 375 英 尺 


坝 底 上 约 325 英 尺 


(a) 


半径 为 90 英尺 x 
的 1/4 圆 周 


(b) 


图 5.36 (a) 一 个 坝 的 竖井 的 模 截 面 . 
(b) 竖井 的 顶部 


AW = 6240r(375 ~ y)Ay 英尺 .了 磅 . 
从 喉 部 抽水 做 的 功 是 一 个 微分 薄 层 元 素 从 y = 0 到 y = 325 的 积分 . 
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w = | ez4or(375 - y)dy 
325 
= 62401| 375y - sT 
= 1,353 ,869 ,354 ER + 磅 . 
(b) AI HABIAK. AIHA EARBA RA y = 325 到 y = 375 的 水 所 需 的 
D, RAIE RIHAR 5.37 所 示 的 近似 漏斗 部 分 元 素 的 AV, 从 图 可 以 看 出 , 薄 层 的 半径 双 随 高 度 y 
而 变化 . 


y=375 


图 5.37 


在 题 33 和 34 中 ,要求 你 完成 对 于 确定 抽出 竖井 的 水 需要 的 功 和 必须 的 泵 的 功率 的 
分 析 ， _| 


习题 5.4 


变 力 做 的 功 


1. 漏 桶 。” 例 3 中 的 工人 改 用 一 个 更 大 的 桶 , 盛 水 5 加 仑 (40 磅 ) ,但 是 新 桶 的 漏洞 更 大 ,水桶 到 达 顶 部 时 还 是 漏 
光 了 .假定 水 桶 以 稳定 速率 漏水 , 提 水 做 的 功 是 多 少 ?( 不 包含 绳子 和 桶 . ) 

- 漏 桶 ”以 两 倍 的 速度 往 上 拉 例 3 中 的 桶 ,这 样 当 桶 到 达 顶 部 时 桶 中 还 剩 1 加 仑 (8 磅 ) 的 水 .这 次 提升 水 做 
的 功 是 多 少 ?( 不 包括 强 子 和 桶 ). 

3. 提升 绳子 ”一 登山 者 忙于 往 上 拉 一 条 长 50 米 的 悬 索 . 如 果 悬 索 的 比重 是 0.624 牛顿 / 米 , 做 的 功 是 多 少 ? 

4. MOR -SORRE 144 磅 , 它 以 固定 速率 被 提升 .在 它 升 起 的 过 程 中 ,沙子 以 常 速 率 漏出 .在 沙袋 升 高 
18 英尺 时 沙子 漏 掉 了 一 半 . 提 升 沙 袋 到 这 个 高 度 做 的 功 是 多 少 ?( 忽 略 袋子 和 提升 设备 的 重量 . ) 

5. 握 升 电梯 钢 索 ”一 个 电梯 的 电动 机 在 顶部 , 它 有 多 股 钢 索 ,比重 为 4.5 磅 /英尺 . 当 梯 厢 在 第 一 层 时 , 松 开 
180 英 太 的 钢 索 , 当 梯 呆 到 达 顶 部 时 ,有效 松 开 是 0 英尺 . 当 电 动机 把 梯 果 从 第 一 层 提升 到 顶部 时 , 它 提 升 钢 
索 做 的 功 是 多 少 ? 

6. 引力 ”一 个 质量 为 m 的 位 于 (x,0) 的 质点 受到 指向 原点 的 大 小 为 kie 的 引力 .如 果 质 点 由 静止 从 x = b 
出 发 且 设 有 其 它 力 的 作用 , 求 质点 到 达 x = a 时 引力 对 它 做 的 功 , 这 里 0 < a < b. 

7. 压缩 气体 ”假定 截面 积 为 4 的 圆柱 中 的 气体 被 活塞 压缩 .假定 在 每 平方 英寸 上 气体 压力 是 p 磅 ,而 了 是 体 
积 的 立方 英寸 数 ,证 明 从 状态 (pi, V) 压缩 气体 到 状态 (p;, V.) 做 的 功 由 等 式 

(p, K) 
功 = Jn mf 


给 定 . (提示: 在 附 图 所 示 的 坐标 里 ,dV = Adx, 对 于 活塞 的 压力 是 pA.) 


N 
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8. GRED ”利用 题 7 中 的 积分 求 把 气体 从 V. = 243 英寸 :压缩 到 y, = 32 E 所 做 的 功 .假定 p, = 50 磅 /英寸 ”， 
而 p 和 遵守 定律 pV = 常数 (对 于 绝热 过 程 .) 


Eg 


9. 弹簧 常数 “把 弹簧 从 其 自然 长 度 2 米 拉 长 到 5 米 做 功 1800 焦耳 . 求 弹 得 的 力 常数 . 
10. 拉 伸 弹簧 ”一 个 弹簧 自然 长 度 为 10 英寸 . 一 个 800 磅 的 力 把 弹簧 拉 长 到 14 英寸 . 
(a) 求 力 常数 . 
(b) 把 弹簧 从 10 英寸 拉 长 到 12 英寸 做 的 功 是 多 少 ? 
(c)1600 磅 的 力 把 弹簧 从 其 自然 长 度 拉 长 多 少 ? 
11. 拉 伸 一 个 橡皮 筋 ” 2 牛顿 的 力 把 橡皮 筋 拉 长 2 厘米 (0.02 米 ) .假定 Hooke 定律 适用 ,4 牛顿 的 力 把 橡皮 筋 拉 
长 多 少 ? 把 橡皮 筋 拉 长 这 么 多 做 功 多 少 ? 
12. 拉 伸 弹簧 ”假定 90 牛 顿 的 力 把 弹 往 从 其 自然 长 度 上 拉 伸 1 米 ,把 弹 敌 从 其 自然 长 度 上 拉 伸 5 米 做 功 多 少 ? 
13. 地 铁 车 厢 的 弹簧 21714 磅 的 力 把 New York City Transit Authority 地 铁 车 啉 的 盘 绕 弹簧 组 从 其 自由 高 度 8 
英寸 压缩 到 完全 压缩 高 度 5 英寸 . 
(a) 弹簧 组 的 力 常数 是 多 少 ? 
(b) 压缩 弹簧 组 第 一 个 半 英 十 做 功 多 少 ?第 二 个 半 英 寸 呢 ? 答 案 精确 到 英寸 . 磅 . 
(部 分 公众 运输 公司 ,1985 至 1987 递交 给 New York City Transit Authority 的 地 铁 车 叮 弹 簧 组 )， 
14. WER ” 当 -- 个 体重 150 磅 的 人 站 在 一 浴室 的 秤 上 时 , 它 被 压缩 1/16 英寸 .假定 秤 的 状况 跟 弹 赞 一样 遵 
SF Hooke 定律 ,一 个 人 把 秤 压缩 了 1⁄8 英寸 ,他 有 和 多重? 把 年 压缩 1⁄8 英寸 做 功 多 少 ? 


从 容器 中 抽水 


水 的 重量 

由 于 地 球 的 转动 和 它 的 重力 场 的 变化 ,在 海平 面 一 立方 英尺 的 水 的 重量 可 以 从 在 赤道 的 约 62.26 磅 变 
到 在 极点 附近 的 62.59 磅 ,有 大 约 0.5% 的 变 差 .在 Melbourne 和 New York City 一 立方 英尺 的 水 重 62.4 
磅 ,在 Jeneau 和 和 Stochholm 将 重 62.5 磅 .虽然 62.4 是 通用 教科 书 上 的 值 ,在 各 处 还 是 有 相当 可 观 的 变化 . 


15. 抽水 。 图 示 的 长 方 体 槽 ,其 顶部 在 地 平面 上 ,此 档 用 于 搜集 流失 的 水 .假定 水 的 比重 是 62.4 磅 / ERS, 
(a) 当 槽 盛 满 水 时 ,把 槽 抽空 需 做 功 多 少 ? 
(b) 如 果 用 (5711) 马力 (hp) 的 电动 机 (输出 功率 250 英尺 . 磅 / 秒 ) 抽水 到 地 平面 ,为 抽空 感 满 水 的 水 槽 需 
多 长 时 间 ( 精 确 到 分 )? 
(c) 证 明 在 部 分 (b) 的 抽水 中 ,在 头 25 分 钟 的 抽水 中 ,水 面 降低 10 英尺 (一 - 半 ). 
(d 水 的 重量 ”在 一 个 地 方 ,水 的 比重 是 62.26 磅 /英尺 ?. 对 于 部 分 (a) 和 (b) 的 答案 是 什么 ? 改 为 62.59 
磅 / 英尺 ? Bo? 


16. 


17. 
. 从 半 满 水 槽 中 抽水 ”假定 例 6 中 的 水 槽 不 再 是 满 的 而 仅仅 是 半 满 的 .为 把 剩余 的 水 抽 到 槽 顶 以 上 4 米 高 


19. 


21. 


22 


. 抽 海 水 ”为 设计 一 个 巨大 的 不 锈 钢 槽 的 内 表面 ,你 绕 y 轴 旋 转 曲 线 y = x?， 


. 抽空 一 个 革 水 池 。 我 们 采用 跟从 其 它 容 器 抽水 一 样 的 方式 ,用 沿 着 球 的 竖 Ú MUQU) 


. 为 学 而 写 ”你 主管 抽空 和 修理 图 示 的 贮存 摔 . 半 球形 铅 的 半径 为 10 英 尺 并 且 盛 满 了 莱 , 比 重 为 56 磅 / 英 
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; 10 英尺 
x 
也 F ij 

ÜT '' 


0 地 平面 


10 英尺 


12 英尺 


Y 2038 
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heki 。 上 面 的 附 图 所 示 的 长 方形 鞭 水 池 ( 储 存 雨 水 用 ) 的 顶部 在 地 平面 以 下 10 英尺 . 蕾 水 池 目 前 

充满 了 水 ,为 对 它 做 检查 需 把 水 抽 到 地 平面 以 使 它 变 空 . 

(a) 为 抽空 蕾 水 池 的 水 需 做 功 多 少 ? 

(b)1⁄2 马力 的 抽水 机 (功率 275 英尺 . 磅 / 秒 ) 把 蓄 水 池 抽 干 需 时 间 多 长 ? 

(c) 为 把 更 水 池 抽 空 一 半 ,在 部 分 (b) 的 抽水 过 程 中 需要 时 间 多 长 ?( 这 将 少 于 完全 抽空 著 水 池 所 需 时 间 的 
一 半 .) 

(d) 水 的 比重 ”在 水 的 比重 为 62.26 磅 /英尺 ;的 一 个 地 方 , 部 分 (a) 到 部 分 (b) 的 答案 是 多 少 ? 改 成 62.59 ` 
磅 / 英尺" 呢 ? 

抽水 ”把 例 6 中 水 槽 的 水 抽 到 槽 顶 (而 非 再 高 4 米 ) 需 做 功 多 少 ? 


处 需 做 功 多 少 ? 
EAEI 。 一 个 直 圆柱 形 的 权 高 30 英尺 ,直径 20 英尺 槽 中 装 满 比重 为 51.2 ES /英尺 ? 的 煤油 .把 煤油 抽 
到 模 顶 需 做 功 多 少 ? 


, 为 学 而 写 ”这 里 图 示 的 柱 形 槽 可 以 从 槽 底 以 下 15 英尺 的 湖 中 抽水 来 灌 满 . 


有 两 种 方式 达到 这 一 目的 .一 种 是 通过 一 个 连接 到 槽 底部 阀门 的 软 管 抽 水 ; 

另 一 种 是 把 软 管 连接 到 权 的 边缘 而 让 水 注入 . 哪 种 方式 更 快 ?对 于 你 的 回答 

给 出 理由 (如 右 图 所 示 ). 

(a) 抽 牛 奶 假定 例 7 中 的 锥 形容 器 盛 的 不 是 橄榄 油 而 是 牛奶 (比重 64.5 
BRR) .把 牛奶 抽 到 容器 边缘 需 做 多 少 功 ? 

(b) 抽 油 ”把 例 7 中 的 油 抽 到 锥 边缘 以 上 3 英尺 高 度 需 做 功 多 少 ? 


_ 打开 的 顶部 


O< x < 4. 容 器 尺寸 用 米 来 测量 ,其 中 盛 满 海水 ,海水 比重 10 000 牛顿 / 米 3. 
把 水 抽 到 槽 顶 使 槽 变 空 需 做 功 多 少 ? 


直 轴 的 积分 对 从 球形 容器 抽水 建 模 . 利 用 这 里 的 附 图 求 通过 把 水 抽 到 半球 
形 著 水 池 顶 部 以 上 4 米 高 处 从 而 把 充满 水 的 蓄 水 池 抽 空 需 做 功 多 少 ?水 的 比 第 20 题 图 
重 是 9800 牛顿 / 米 ?. 
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r inte S E £ >B? n 39 393 TN E k Ki 5000 美元 预算 ,你 付 得 起 公司 的 工钱 吗 ? 


第 23 题 图 第 24 题 图 


功 和 动能 
25. 动能 。 如 果 大 小 为 F(x) 的 变 力 把 质量 为 m 的 物体 沿 < 轴 从 x 移动 到 x, 物体 的 速度 ov 可 以 写成 dx/di( 


CD-ROM 表示 时 间 ). 利 用 Newton 第 二 运动 定律 F = m(dv/dt) 和 链 式 法 则 
人 dv dv dx dv 


di T dx dt" "dx 
证 明 力 把 物体 从 x 移动 到 <, 做 的 功 是 


W = reo = T mo _ Tm, 
六 


其 中 o 和 o, 是 物体 在 x, 和 x, 的 速度 .在 物理 学 中 ,表达 式 (1/2) mv? 称 为 质量 为 m .运动 速度 为 ç 的 物体 
的 动能 .因此 , 力 做 的 功 等 于 物体 的 动能 的 变化 ,因而 我 们 可 以 通过 计算 这 个 变化 求 功 . 

在 题 26 - 32 中 ,利用 题 25 的 结果 . 

26. 网 球 ”一 个 2 内 司 的 网 球 以 160 英尺 / 秒 (大 约 每 小 时 109 英里 ) 的 速度 被 发 出 . 为 使 球 达到 这 一 速度 做 
的 功 多 少 ?( 为 从 球 的 重量 求 它 的 质量 ,重量 用 磅 表示 , 且 除 以 重力 加 速率 32 英 斥 / 秒 :.) 

27. 棒球 ”以 每 小 时 90 英里 的 速度 投掷 一 个 棒球 做 的 功 是 多 少 英尺 - 磅 ?棒球 重 5 次 司 或 0.3125 EE. 

28. 高 尔 夫 ”一 个 重 1.6 僚 司 的 高 尔 夫 球 以 280 英尺 / 秒 ( 约 191 英里 /时 ) 的 速度 被 击 出 球 座 . 为 使 球 到 空 
中 需 做 功 多 少 ( 英 尺 - Bs). 

29. 网 球 在 1990 年 美国 公开 赛 Pete Sampras 赢得 男子 网 球 冠 军 的 比赛 中 ,他 击 出 了 一 个 计时 器 测 出 的 时 速 
为 124 英里 的 发 球 . Sampras 对 于 重 2 矢 司 的 球 必 须 做 多 少 功 才 能 使 球 达 到 如 此 高 的 速度 . 

30. MER ”一 个 四 分 卫 以 88 英尺 / 秒 (60 英里 /时 ) 的 速度 投掷 重 14.5 条 司 的 橄榄 球 .为 达到 这 一 速度 在 
球 上 做 的 功 是 多 少 ( 英 尺 - 磅 )? 

31. @3R ”为 以 132 英尺 / 秒 (90 英里 /时 ) 的 速度 投掷 重 为 6.5 崎 司 的 鱼 球 需 做 功 多 少 ? 

32. 一 个 重 2 盘 司 的 滚 球 轴承 放 在 力 常数 为 = 18 磅 /英尺 的 竖 直 的 弹 纂 上 .弹簧 被 压缩 2 英寸 而 后 释放 , 轴 
承 大 约 升 高 多 少 ? 

33. 从 竖井 的 漏斗 抽水 ( 续 例 8) 
(a) 求 例 8 的 竖井 的 (漏斗 部 分 ) 的 模 截 面 的 半径 ,把 它 表示 为 坝 面 以 上 的 高 yO y = 325 到 y = 375) 的 

函数 ， 
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(b) 求 竖井 的 漏斗 部 分 对 应 的 AV( 从 yy = 325 Aj y = 375). 
(c) 通过 建立 积分 式 和 求 积分 值 求 抽出 漏斗 部 分 的 水 所 需要 的 功 . 
34. 抽出 杂 物 的 洞 中 的 水 ( 续 习 题 33) 
Ca) 通过 把 抽出 咽喉 和 漏斗 两 部 分 的 水 所 需要 的 功 相 加 ,从 而 求 抽出 竖井 的 水 所 需要 的 总 功 . 
(b) 你 对 于 部 分 (a) 的 答案 用 的 是 英尺 - 磅 .一 个 更 有 用 的 形式 是 马力 - 小 时 ,这 是 因为 电动 机 的 功率 是 
用 马力 表示 的 .为 从 英尺 - 磅 转换 为 马力 - 小 时 需 除 以 1.98 x 105. 一 个 1000 马力 的 电动 机 要 把 竖井 
的 水 抽出 需 多 少 小 时 ?假定 电动 机 是 完全 有 效 的 . 


重量 与 质量 比较 
重量 是 对 一 个 质量 的 地 心 引力 .二 者 由 Newton 第 二 定律 的 方程 联系 起 来 ， 
重量 = 质量 x 重力 加 速度 
于 是 
牛顿 = 千克 x 米 / 秒 ?， 
磅 = 斯 勒 格 x 英尺 / 秒 ?. 
| 为 把 质量 转换 为 重量 , 乘 以 重力 加 速度 . 为 把 重量 转换 成 质量 , 除 以 重力 加 速度 . 


35. 喝 泡 沫 奶 这 里 图 示 的 截 锥 形容 器 盛 满 了 比重 为 4/9 R7 /英寸 3 的 草莓 泡沫 牛奶 .从 图 看 出 ,容器 深 7 
英寸 ,底面 直径 2.5 英寸 ,顶部 直径 3,5 英寸 (Boston 的 Brigham 里 的 标准 尺寸 ). 麦 管 伸 出 顶部 1 英寸 .为 通 
过 麦 管 吸 泡 淋 牛 奶 需 做 多 少 功 (忽略 摩擦 )? 用 英寸 - 盎司 为 单位 回答 ， 


10 英尺 


潜水 抽水 机 


单位 为 英尺 不 按 比例 标记 


第 35 题 图 第 36 题 图 


36. 水 塔 你 的 城镇 决定 钻 一 口 井 以 增加 水 的 供给 . 作为 城镇 的 工程 师 , 你 确定 必须 用 一 个 水 塔 提供 配水 所 
需 的 压力 ,你 设计 了 一 个 如 图 所 示 的 系统 .水 从 300 英 尺 深 处 的 水 并 经 直径 4 英寸 的 水 管 抽出 ,水管 连 接 到 
直径 20 英 尺 \ 高 25 英 尺 的 柱 形 槽 .水 槽 底部 在 地 面 上 60 英尺 处 .抽水 机 是 3 马力 的 , 即 其 速率 为 1650 英尺 
. 磅 7/ 秒 .第 一 次 使 水 槽 充满 水 需 多 长 时 间 ? 精 确 到 小 时 (包括 使 水 管 充满 水 的 时 间 ). 假定 水 的 比重 是 
62.4 磅 /英尺 3， 

37. 发 射 一 颗 人 造 卫星 到 轨道 ”地 球 的 引力 场 随 到 地 心 的 距离 而 变化 ,而 质量 为 m 的 一 个 卫星 在 发 射 过 程 
中 和 发 射 后 受到 的 引力 大 小 是 
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F(r) = 
r 


这 里 , M = 5.975 x 10” 千克 是 地 球 的 质量 , G = 6.6720 x 10-" 牛 顿 . 米 : 千 克 -? 是 普 适 引力 常数 ,而 r 以 
米 测 量 ,从 地 球 表面 使 一 个 质量 1000 kg 的 卫星 升 高 到 地 心 以 上 35 780 公里 的 贺 形 轨道 做 的 功 是 积分 


35 780 000 
al 1000ME i, 焦耳 . 
6 370 000 r 


求 积 分 值 .积分 下 限 是 在 发 射 地 点 的 地 球 半径 (单位 : 米 ). (这 个 计算 没有 考虑 升 高 发 射 运载 工具 和 消耗 
的 能 量 和 使 卫星 达到 轨道 速度 消耗 的 能 量 . ) 
38. 推动 电子 靠拢 距离 为 r 的 两 个 电子 互相 排斥 的 力 是 
_ 23x ioy 


F 牛顿 . 


(a) 假定 一 个 电子 保持 固定 在 x 轴 上 的 点 (1,0)( 单 位 为 米 ) .为 把 第 二 个 电子 沿 x 轴 从 点 (- 1,0) 移动 到 原 
点 需要 做 多 少 功 ? 
(b) 假定 在 点 (~ 1,0) 和 (1,0) 各 固定 一 个 电子 .把 第 三 个 电子 沿 x 轴 从 (5,0) 移动 到 (3,0) 需 做 多 少 功 ? 


EEN wo 


流体 力 的 常 深度 公式 。 B- 深度 公式 


因为 水 坝 受 的 压强 随 着 深度 而 增加 ,工程 师 把 水 坝 设计 得 底部 比 顶 部 更 厚 . 为 产生 水 电 
能 , 阅 门 ( 称 为 水 阀门 ) ,安置 在 水 坝 底 部 附近 ,打开 闸门 就 让 高 压 下 的 水 流 和 人 涡轮 发 电机 .工程 
师 必须 计算 在 不 同 深度 顶 着 这 些 闸 门 的 总 力 以 设计 闸门 本 身 和 开启 它们 的 水 力 系统 . 引 人 注 
目的 是 对 水 坝 的 每 一 点 的 压强 仅仅 依赖 该 点 距 水 平面 多 远 而 不 依赖 水 坝 表面 在 该 点 是 如 何 倾 
斜 的 .在 水 面 以 下 hh 英尺 的 点 处 每 平方 英尺 的 压力 总 是 62.44. 数 字 62.4 是 水 的 以 每 立方 英尺 
磅 为 单位 的 水 的 比重 . 

压强 = 62.4h 这 一 公式 使 你 联想 到 涉及 到 单位 时 下 式 的 意义 : 
正如 你 看 到 的 ,这 个 等 式 只 依赖 于 单位 而 不 依赖 于 所 涉及 的 流体 .在 任何 流体 表面 以 下 英尺 
处 的 压强 是 流体 密度 的 f. 


比重 
流体 的 比重 是 单位 体积 的 重量 . 典型 值 
(以 每 立方 英尺 磅 计 ) 

汽油 42 

水 银 849 

牛奶 64.5 

糖蜜 100 

橄榄 油 57 图 5.38 为 阻挡 增长 的 压力 ， 
海水 64 水 坝 愈 往 下 建 得 愈 厚 . 
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压强 - 深度 等 式 
在 静止 流体 中 ,在 深度 h 处 的 压强 p 是 流体 比重 w BJ h Ë: 
p = wh. 5 (1) 


在 本 市 ,我 们 利用 等 式 P = wh 导出 流体 作用 在 竖 直 或 水 平 的 容器 壁 上 的 整体 或 一 部 分 上 
的 总 力 . 


流体 力 的 常 深度 公式 C2 © 
在 一 个 有 水 平底 面 的 流体 容器 里 ,流体 作用 在 底面 上 的 | 
总 力 可 以 通过 用 底面 压强 乘 以 底面 的 面积 计算 .我 们 之 所 以 


可 以 这 样 做 ,是 因为 总 力 等 于 单位 面积 的 力 (压强 ) 乘 面 积 
( 见 图 5.39) .如 果 F,p 和 4 分 别 是 总 力 ,压强 和 面积 , 则 


F -4J = 单位 面积 的 力 x 面积 图 5.39 这 两 个 容器 的 注水 到 同一 深 
-压强 x 面积 = pA 度 并 且 有 同样 的 底面 积 .因而 每 个 容器 
底 所 受 的 总 力 是 同样 的 .这 里 容器 的 形 
= whA. 由 1 = uh 
10 等 式 (1) 知 p = w RELEE. 
作用 在 常 深度 曲面 上 的 流体 力 
F = pÀ = whA (2) 


例 1(1919 年 糖蜜 大 泛滥 ) 1919 年 1 月 15 日 下 午 1:00( 一 个 非 季 节 性 的 暖 日 ) ,一 个 90 3: 


w t EGA MY F 
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尺 高 ,90 XR EAEE ER EE Boston 北端 的 Foster 街 和 Commercial 街 拐角 处 爆炸 了 , BË 
中 储存 的 是 Puritan Distilling 公司 的 糖蜜 .糖蜜 淹没 街道 达 30 英 尺 深 ,拦住 了 行人 和 马匹 ,冲垮 
了 建筑 ,并 且 涌 进 了 房屋 .最 终 糖 蜜 的 踪迹 遍布 了 整个 城镇 ,其 至 通过 电车 车 大 和 人 们 的 鞋子 
延伸 到 了 郊区 .花费 数 周 才 把 糖蜜 清除 干净 .假设 铅 里 装 满 了 糖蜜 ,其 比重 为 100 磅 /英尺 : , 负 
破裂 时 糖蜜 作用 在 钠 底 的 总 力 是 多 少 ? 

解 ”在 饶 底 ,糖蜜 作用 一 个 常 压 强 : 


磅 ER) = 
E TE (100 s< as] (90 英尺 ) = 9000 
因为 底面 面积 是 x(45) ,作用 在 底面 的 总 力 是 
[9000 xs) (2025x 英尺 2) ~ 57 255 526 É. | 


— 
RR? 


对 于 水 平 淹没 的 平板 , 像 例 1 P RR RER, H TW KE 
强 作用 在 其 上 表面 的 向 下 的 力 由 等 式 (2) 计算 .但 若 板 是 垂直 淹 
没 的 ,对 于 它 的 压强 在 不 同 的 深度 是 不 同 的 ,等 式 (2) 那 种 形式 
不 再 适用 (因为 关 变 化 ). 通 过 分 割 平板 成 许多 窗 的 水 平 带 形 条 ， 
我 们 可 以 建立 黎 曼 和 , 其 极限 就 是 对 于 垂直 平面 板 侧面 的 流体 
力 .其 过 程 如 下 所 述 . 图 5.40 ” 例 1 糖 蜜 铅 的 示意 图 . 


变 - 深度 公式 

假定 我 们 想 知道 流体 对 于 混入 比重 为 w 的 流体 中 的 垂直 平 
板 的 一 侧 的 作用 力 . 为 求 得 这 个 力 ,我 们 把 平板 建 模 成 x y 平面 里 从 y = a 延伸 到 y = b 的 一 
个 区 域 (图 5.41) .我 们 按 通 常 的 方式 分 割 [e,b] ,并 且 设 想 区 域 被 在 分 点 处 垂直 于 y 轴 的 平面 
切 成 了 水 平 条 .从 y 到 y + Ay 的 典型 条 是 Ay 个 单位 宽 乘 上 (y) 个 单位 长 .我 们 假定 L(y) 是 7 
的 连续 函数 . 


流体 表面 O 
被 淹没 的 | 
垂直 平板 
Z~ ENN 
FF 一、 
ke. | 图 5.41 流体 对 于 水 平 条 形 牵 平 板 的 作 
用 力 大 约 是 AF = 压强 x 面积 = w x (条 
| -一 LO 一 一 | 形 深度 ) x L(y)Ay. 
在 水 平面 y 处 的 条 形 长 度 


从 顶部 到 底部 穿越 条 形 时 压强 发 生变 化 .如 果 条 形 足 够 罕 , 压 强 将 保持 接近 于 窦 条 底 边 的 
值 w x (RERE) .流体 作用 在 条 形 奉 平板 一 侧 上 的 力 将 大 约 是 
AF = ( 沿 底 边 的 压强 ) x (面积 ) 
=w x (RÉRE) x L(y)Ay 
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对 于 整个 平板 的 力 将 大 约 是 
> AP = > (ax( 条 形 深度 ) x L(y))Ay. (3) 


FAG) 中 的 和 是 [ec ,6] 上 一 个 连续 函数 的 黎 曼 和 ,我 们 期 望 在 划分 的 模 趋 于 零 时 近似 程度 会 
改善 ,对 于 平板 的 力 就 是 这 些 和 的 极限 ， 


作用 在 垂直 平板 流体 力 的 积分 
假定 垂直 淹没 在 密度 为 w 的 流体 内 的 平板 在 y 轴 上 以 y = a 延伸 到 y = b. 令 L(y) 是 水 
平 条 在 水 平面 y 处 沿 平板 表面 从 左 到 右 的 长 度 . 则 对 于 平板 一 侧 流体 的 作用 力 是 


F = | w (条 形 深度 ) .L(y)dy. (4) 


例 2( 应 用 流体 力 的 积分 ) ”一 个 等 腰 直 角 三 角形 平板 底 边 6 英尺 高 3 英尺 , 它 被 垂直 淹没 
在 游泳 池 中 ,其 底 边 在 水 面 以 下 2 英尺 . 求 水 对 于 平板 一 侧 的 作用 力 . 


y (英尺 ) l 


RE Z . 3) 
+ AyN $ _ M. x = (y. y) 
图 5.42 为 求 例 2 rH B) 98 W£ 22 BJ E 48 Fr 


x (英尺 ) 受 的 力 ,我 们 可 以 使 用 像 这 样 的 坐标 系 . 


解 ”我 们 建立 坐标 系 , 把 原点 放 在 平板 的 底部 所 对 的 顶点 ,而 y 轴 沿 平板 对 称 轴 向 上 延 
伸 ( 图 5.42). 池 的 水 表面 沿 直线 y = 5 放置 ,而 平板 顶部 沿 直线 y = 3. 平 板 的 右手 边沿 直线 
y = x 放置 ,右上 顶点 在 (3,3). 在 水 平面 y 的 罕 条 长 度 是 

L(y) = 2x = 2y. 
条 形 在 水 面 以 下 的 深度 是 (5 - y). 因 此 水 对 于 平板 一 侧 的 作用 力 是 


F s [u x (条 形 深度 ) x L(y)dy 等 式 (4) 


3 3 
= 62.4(5 - y)2ydy = 124.8| (5y - y°)dy 


3 


3 
=124.8| 2 2- E] = 1684.8 8. 


如 何 求 流体 力 

不 论 你 使 用 什么 样 的 坐标 系 ,你 都 可 以 按 下 列 步骤 求 对 于 被 淹没 的 垂直 平板 的 流体 力 ， 
步骤 1: 求 - -个 典型 水 平 条 形 的 长 度 和 深度 的 表达 式 . 

步 又 2: 把 它们 的 乘积 乘 以 流体 的 比重 w, 并 且 在 被 平板 或 壁 所 占据 的 深度 的 区 间 上 积分 ， 


5.5 流体 力 ° 467 ` 


例 3(Snake 河水 坝 和 水 电能 ) ”从 Snake 河水 坝 引 来 的 水 用 于 在 

“sa 附近 的 电厂 产生 水 电能 . RA E KIE Jy 0 k Wu = 4- W LE Ezk Il 
Yapa — 门 ,其 位 置 如 图 5.43a BUR. M184R S #£ SURE 101 英尺 处 ,而 最 
高 点 位 于 坝 底 上 方 129 英尺 处 .闸门 在 其 中 心 处 的 宽度 是 16 英尺 .每 

Nar n 个 闸门 竖 直 放置 .为 设计 和 建造 闹 门 ,工程 师 必须 知道 阿门 可 能 承受 


(1824 1907) 


的 最 大 力 . 
| 坝 底 上 方 389 英 尺 

$ # @ | y=2 | 处 的 水 面 

| 129 英尺 | 
101 英 尺 | | | 
坝 的 底部 $ 4 % 条 形 深度 = | 

ka. 条 形 长 度 274 英 尺 
L(y | 
WL | 
7 E 
£ | dy | 
| s | | 
| 5 | 
8 英尺 | 
| l 
| 115 英尺 

i | 

一 16 英 尺 一 v=-115 下 坝 底 

(b) 不 按 比例 标记 
图 5.43 (a) 从 坝 的 底部 算 起 的 水 闸门 的 图 5.44 ”计算 作用 在 每 个 闸门 的 最 大 可 能 的 力 
位 置 . (b) 水 闻 门 分 为 水 平 条 的 放大 图 的 尺寸 和 坐标 系 .( 例 3) 


为 简化 闸门 边界 的 方程 ,我 们 使 用 原点 在 坝 底 上 方 115 英尺 处 的 闸门 中 心 的 坐标 系 .为 计算 对 
于 闸门 的 最 大 作用 力 我 们 假定 竖井 失效 并 且 自 始 至 终 水 位 达到 坝 顶 , 坝 底 上 方 389 英尺 .这 就 
导致 图 5.44 所 示 的 尺寸 . 

我 们 现在 用 宽 dy 长 L(y) 的 水 平 矩形 条 通 近 闸门 .从 等 式 (4) 得 对 于 疗 门 的 力 是 


F = | w x (条 形 深度 ) x L(y)dy 


-| 62.4(274 - y)L(y)dy. (5) 


ARII RIAA ATRA ROTERE L(y) 的 表达 式 并 且 进行 积分 ( 题 13) .你 会 为 
被 设计 的 闸门 所 经 受 的 巨大 压力 而 惊讶 . 
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习题 5.5 


下 列 各 题 中 的 流体 比重 可 以 从 本 节 的 表 中 找到 . 
1. 三 角形 平板 ”利用 这 里 指出 的 坐标 系 计算 例 2 中 的 平板 一 侧 所 受 的 流体 力 . 


m a U N 


ka] 


? (英尺 ) 


第 1 题 图 第 2 题 图 


三 角形 平板 ”利用 这 里 指出 的 坐标 系 计算 例 2 中 的 平板 所 受 的 流体 力 . 

, 降低 的 三 角形 平板 ” 例 2 中 的 平板 又 往 水 中 降低 2 英尺 .现在 作用 在 平板 一 侧 的 流体 力 是 多 少 ? 

. 升 高 的 三 角形 平板 — 例 2 中 的 平板 被 升 高 , 它 的 顶 边 在 池 的 水 面 .现在 作用 在 平板 一 侧 的 流体 力 是 多 少 ? 
. 三 角形 平板 ” 图 示 的 等 腰 三 角形 垂直 浸入 一 个 淡水 湖水 面 以 下 1 英尺 . 


(a) 求 作 用 在 平板 一 面 的 流体 力 . 
(b) 如 果 淡 水 换 为 海水 ,作用 在 平板 一 侧 的 流体 力 是 多 少 ? 


表面 水 平 线 


ARR >| | 英尺 


i` K; 


| å N imk FQ 


1 
1 英尺 
e 


| A — NB 


第 5 题 图 第 6 题 图 


. 施 转 三 角形 平板 ” 题 5 中 的 平板 绕 直线 AB 旋转 180°, 这 样 平板 就 伸 出 了 湖面 , 见 上 图 .现在 水 作用 在 平板 


一 面 的 力 是 多 少 ? 


- New England 水 族 馆 水族 馆 的 典型 鱼缸 的 矩形 玻璃 窗 的 可 见 部 分 宽 63 英寸 ,从 水 面 以 下 0.5 英 寸 延伸 到 


水 面 下 33.5 英 寸 . 求 推 窗 户 的 这 一 部 分 的 流体 力 .海水 比重 是 64 磅 /英尺 ;. (如 果 你 感到 惊奇 的 话 , 请 注意 
玻璃 有 .3/4 英寸 摩 ,并 且 鱼 缸 壁 在 水 平面 以 上 延伸 4 英寸 以 防止 鱼 跳出 . ) 


. 鱼 红 一 个 水 平 放置 的 长 方形 鱼缸 底 2 x 4 英尺 而 高 为 2 英尺 (内 部 尺寸 ) ,其 中 盛 水 到 离 顶 部 2 英寸 . 


(a) 求 作用 在 鱼缸 每 个 侧面 和 底 的 流体 力 . 
(b) 为 学 而 写 ”如 果 鱼 缸 是 密封 的 并 且 被 竖 起 来 (水 没 溢出 ) ,使 得 正方 形 侧 面 是 其 底 , 作 用 在 矩形 侧面 上 


习题 5.5 ”469 ， 


的 流体 力 是 多 少 ? 

9. 半圆 形 平板 ”一 个 直径 2 英尺 的 半圆 形 平板 垂直 浸 人 清水 中 ,其 直径 沿 着 水 面 . 求 水 作用 在 平板 一 侧 上 
的 力 . 

10. 奶 钠 车 ”一 辆 奶 钠 车 拉 着 装 在 直径 6 英尺 的 水 平 直 圆 柱 的 炙 内 的 牛奶 . 当 经 中 装 满 一 半 奶 时 在 铅 的 每 个 
侧面 牛奶 的 作用 力 是 多 少 ? 

11. 带 抛物 形 痊 门 的 钠 — 这 里 图 示 的 立方 体形 金属 铅 有 一 个 抛物 形 阀 门 , 该 处 用 塞 子 堵 住 . 塞 子 被 设计 得 以 
承受 160 磅 的 力 而 不 破裂 .你 要 贮存 的 流体 比重 为 50 磅 /英尺 :. 
(a) 当 液体 有 2 英尺 深 时 作用 在 阅 门 上 的 流体 力 是 多 少 ? 
(b) 容器 可 以 充满 又 不 超过 设计 限度 的 最 大 高 度 是 多 少 ? 


抛物 形 阀门 抛物 形 阀 门 的 放大 图 


第 11 题 图 第 12 题 图 


12. WOW ”这 里 图 示 的 长 方 体形 槽 有 一 个 1 英尺 x 工 英尺 的 正方 形 窗 口 , 距 模 底 1 英尺 .窗口 设计 得 能 抵 
抗 312 磅 的 力 而 不 破裂 . 
(a) 如 果 槽 盛 水 到 3 英尺 深 , 窗 口 受 的 流体 力 是 多 少 ? 
(b) 水 槽 盛 水 到 什么 高 度 才 不 致使 窗口 受 力 超过 设计 限度 ? 
13. 对 水 疗 门 的 力 ( 例 3) 
(a) 求 图 5.44 中 椭 回 阀门 边界 的 方程 . 
(b) 利用 部 分 (a) 求 得 的 方程 写 出 条 形 长 度 L(y) 的 公式 . 
El (c) 利用 部 分 (b) 求 得 的 公式 完成 等 式 (5) 中 的 积分 并 且 数 值 地 求 积分 值 . 
14. 游泳 池 的 排水 孔 。 以 1000 英尺 3/ 小 时 的 速度 向 如 图 所 示 的 游泳 池 里 注水 . 
(a) 求 注水 9 小 时 后 推 三 角形 排水 板 的 流体 力 . 
(b) 排水 板 设计 得 能 抵抗 520 磅 的 流体 力 , 游 泳池 注入 多 高 的 水 才 不 致 超过 这 一 限度 . 


y (ft) 


50 英尺 10 英尺 


:角形 排水 板 排水 板 的 放大 图 


15. (a) 平均 压强 ”一 个 垂直 矩形 平板 a 单位 长 条 5 单位 宽 ,把 它 淄 人 比重 为 w 的 流体 中 ,其 长 边 平行 于 流体 
表面 . 求 沿 平板 的 竖 直 尺寸 压强 的 平均 值 . 
(b) 证 明 作用 在 平板 一 侧 的 流体 力 等 于 平均 压强 乘 平 板 面积 . 
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16. 


排水 孔 


17. 


18. 


21. 


PADME ”水 以 4 ER? Eb B) PE RIE A. hl E Fr zç É zk #8 , 88 B E R IB E: Br £ 4 ER BJ E [8 JE. E B5 
一 侧 是 可 移动 的 , 它 的 移动 增加 了 容积 并 压缩 一 个 弹簧 .弹簧 力 常 数 是 上 = 100 R/R. HH F RB 55 I| Ií 
推动 弹 筑 移动 5 英尺 ,水 将 从 底部 的 排水 孔 以 速率 5 英尺 3/ 分 排出 .水 槽 溢出 之 前 移动 侧面 是 否 会 到 达 排 
水 孔 ? 


可 移动 的 侧面 内 装 的 水 


EZZ) PT 


可 移动 
侧面 
mam ” , 


f 


”排水 孔 


第 16 题 图 第 17 题 图 


饮水 权 ”一 饮水 模 的 竖 直 侧面 呈 如 图 所 示 的 等 腰 三 角形 (尺寸 以 英尺 计 ). 

(a) 求 水 槽 满 时 推 侧 面 的 流体 力 . 

(b) 你 必须 使 槽 中 的 水 面 降低 多 少 英寸 ,才能 使 作用 在 侧面 的 流体 力 减 去 一 半 ?( 答 案 精 确 到 半 英 寸 . ) 
(c) 为 学 习 而 写作 。 权 有 多 长 是 否 重要 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 

饮水 模 ”饮水 杰 竖 直 侧 面 是 边 长 为 3 英尺 的 正方 形 . 

(a) 求 水 槽 盛 满 水 时 推 侧面 的 流体 力 . 

(b) 为 使 流体 力 减少 25% ,你 必须 使 槽 中 的 水 面 降低 多 少 英 寸 . 


. 奶 盒 ”一 个 长 方 体形 的 盛 牛奶 的 硬 纸 盒 尺 寸 是 3.75 x 3.75 英 寸 的 底 和 7.75 英 寸 的 高 . 求 奶 盒 装 满 时 牛奶 


对 于 一 个 侧面 的 流体 力 . 


. 橄榄 油缸 ”一 个 标准 橄榄 油 饶 尺 寸 是 5.75 x 3.5 英寸 的 底 和 10 英寸 的 高 . 当 饶 装 满 时 对 于 钒 底 和 每 个 侧 


面 的 流体 力 是 多 少 ? 
柳 中 的 水 ”设计 如 下 图 示 的 槽 的 平板 侧面 承受 6667 磅 的 流体 力 .此 模 可 以 盛 多 少 立方 英尺 的 水 才能 不 超 
过 这 个 限度 ?精确 到 立方 英尺 . 


(-4,10) 10| (4,10) n a 


模 的 侧面 图 — 槽 的 尺寸 图 
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矩 和 质心 


沿 直线 的 质量 。 金属 丝 和 细 杆 。 分 布 在 平面 区 域 上 的 质量 。 薄板 。 质心 


许多 结构 和 力学 系统 的 行为 跟 它 的 质量 集中 在 单独 的 一 
个 点 那样 ,该 点 称 为 质心 . (图 $.45) .知道 如 何 求 这 个 点 的 位 置 
是 重要 的 并 且 做 这 件 事 基本 上 是 数学 工作 .我 们 暂时 只 处 理 一 
维和 二 维 物体 . 三维 物体 最 好 用 第 12 章 * 的 重 积分 处 理 . 


沿 直线 的 质量 
我 们 分 阶段 发 展 数学 建 模 . 第 一 阶段 是 设想 在 刚性 x 
轴 上 的 质量 mi, m. 和 ms 被 支撑 在 位 于 原点 的 支点 上 . 


图 5.45 (b) 


图 5.45 (a) 这 个 在 冰 上 滑行 的 板 手 的 运动 看 似 杂乱 无 章 , 但 仔 
细 观 察 发 现 板 手 简单 地 绕 其 质心 旋转 而 质心 沿 直线 滑行 . (b) 我 
们 太阳 系 的 行星 ,小 行星 和 蔡 星 绕 着 它们 的 集体 质心 (位 于 太阳 
系 内 部 ) 旋转 . 


这 样 生成 的 系统 可 能 平衡 ,也 可 能 不 平衡 ,这 取决 于 质 
量 多 大 以 及 如 何 安 置 它们 . 

每 个 质量 m, 生成 一 个 向 下 的 力 msg , 它 等 于 质量 大 小 
乘 以 重力 加 速度 . 这 些 力 的 每 一 个 都 有 一 个 绕 原点 使 轴 转 
动 的 倾向 , 跟 你 转动 一 个 跷 跷 板 一 样 , 这 个 称 为 转 矩 的 效果 
H JJ mg 和 从 作用 点 到 原点 的 有 号 距离 的 乘积 来 测量 .在 
原点 左边 的 质量 施加 一 个 负 的 ( 反 时 针 ) 转 矩 .原点 右边 的 


* 第 12 章 的 陈述 完全 是 自给 自足 的 .如 果 愿 意 ,本 节 可 以 略 去 .在 第 12 章 还 会 重复 基本 思想 . 


质量 施加 一 个 让 的 ( 顺 时 针 ) FEKE. 
转 捧 的 和 测量 一 个 系统 绕 原点 转动 的 倾向 ,这 个 和 称 为 系统 转 算 ， 
系统 转 答 = migr + MgX; + ms Xs 
当 且 仅 当 系统 的 转 矩 是 零 , 它 将 平衡 . 
如 果 在 等 式 (1) 中 提出 公 因 子 g .我们 看 到 系统 转 矩 是 
g (mii + mox + mxa) 


—_ 
环境 的 系统 的 “下 特许 
-个 特征 


(1) 


然 处 于 其 中 ,而 数 m ixi + miax + ma 是 系统 本 身 的 特征 ,这 是 一 个 常数 ,不 论 系统 位 于 哪里 ， 


它 都 保持 问 一 但 . 


Hima + maxr + ma) 称 为 系统 关于 原点 的 矩 . 它 是 个 别 质量 的 抢 mx, mx, ma x; 之 和 . 


Mo = 系统 关于 原点 的 答 = ©) ma 
(这 电 我 们 转换 成 、,， 记 导 , 以 便 能 含有 更 多 的 项 ,、\)， ma, IBERA ma.) 


我 们 通常 想 知道 把 支点 放 在 哪里 可 使 系统 平衡 , 即 把 坟 。 注 ,比较 质量 和 重量 


点 放 在 什么 点 可 使 转 和 矩 之 和 为 零 . 重量 是 地 心 引 力 拉 一 个 质量 
， | 的 结果 ,如果 一 个 质量 为 m 的 
o O g i DENNO 物体 放 在 重力 加 速度 为 g 的 
” <N Á Ma 位 置 , 物体 在 那里 的 重量 ( 按 
特殊 位 置 ” BOE E T E Ë) 是 


F = mg. 


每 个 质量 关于 在 这 个 特殊 位 置 的 支点 的 转 矩 是 
m, AT BRIE = (m, 离开 的 有 号 上 距离 )( 向 下 的 力 ) 


= (x, = x)mig. 
写 出 说 明 这 些 转 矩 的 和 是 零 的 等 式 ,我 们 就 得 到 能 够 解 出 x 的 方程 : 
N Ca, -ime =0 转 知 之 和 等 于 零 
g(r- i)m, =0 求 和 的 常 乘 数 法 则 
N Cmax; - xm.) =0 除 以 g ,分配 m, 
N Ima, -N äm, =0 求 和 的 差 法 则 


` mix, = £ ` m, 移 项 ,再 用 常 乘法 则 


£ = —. 解 出 x 


这 最 后 的 等 式 告诉 我 们 为 求 x , 需 用 系统 的 总 质量 除 系统 的 矩 ; 
S mu 系统 关于 原点 的 知 


x = = =. 


Sim, 系统 质量 


点 x 称 为 系统 的 质心 . 


>l ac 
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金属 丝 和 细 杆 

在 许多 应 用 中 ,我 们 需要 知道 杆 或 细 丝 的 质心 .在 这 类 情况 下 ,我 们 可 以 用 一 个 连续 函数 
为 质量 分 布 建 模 ,我 们 公式 中 的 求 和 符号 就 以 我 们 就 要 叙述 的 方式 变 为 积 

设想 一 段 沿 x 轴 从 x = a 到 x = 8 放置 的 细 长 条 并 且 通 过 区 间 [a bJ 的 一 个 划分 把 它 切 
成 质量 为 Am, 的 小 段 . 


F k PK Ax, 单位 ,并 且 距 离 原点 近似 为 x .现在 注意 三 件 事 情 . 
首先 , 细 长 条 的 质心 * 近似 地 和 质点 系统 的 质心 一 样 ,把 每 一 质量 Am 放 在 点 xi 就 得 到 这 
个 质点 系统 : 


。 系统 从 
“系统 质量 
其 次 , 细 长 条 的 每 一 段 关 于 原点 的 矩 近 似 地 是 xiAmi ,于 起 ,系统 抢 近 似 地 是 x, Am, ZA: 


系统 矩 ~ S nAn. 
最 后 ,如 果 细 长 条 在 x; 的 密度 是 SC(x) ,用 每 单位 长 度 的 质量 表示 ,如 果 6 是 连续 的 , 则 
Am, 近似 地 是 6(xi)Axi( 每 单位 长 的 质量 乘 长 度 ); 
Am, = Ó(x,)Axk. 注 : 密 度 
组 合 这 三 个 考察 , 即 得 一 种 物质 的 密度 是 每 单位 你 
积 的 质量 .但 在 实践 中 ,我 们 
(2) 往往 使 用 测量 方便 的 单位 .对 
于 金属 丝 , 杆 和 窄 条 ,我 们 使 


š RIIE SrAm X ndla) Ar 
”系统 质量 ~ DAm > 060 Ax ` 


近似 式 (2) 中 的 分 子 是 连续 函数 x6(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 歼 用 单位 长 度 的 质量 .对 于 平 的 


曼 和 ,而 分 母 则 是 函数 6(x) 在 这 个 区 间 上 的 黎 曼 和 .我 们 期 望 。 薄片 和 平板 ,我 们 使 用 每 单位 
近似 式 (2) 中 的 逼近 随 着 分 割 愈 来 愈 细 而 改进 ,这 就 导致 等 式 面积 的 质量 . 


| God 


I IELE l 


这 就 是 我 们 用 以 求 x 的 公式 ， 


具有 密度 函数 (x) 沿 着 x - 轴 的 细 杆 或 条 的 和 矩 ,质量 和 质心 
关于 原点 的 窍 : Mo = | acoas (3a) 


注 : 


b 
质量 : M = | 5(odx (3b) | ARES AKERE. 


六 | 去 : 


(3c) 
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例 1( 常 密度 条 和 杆 ) ”证 明 常 密度 直 的 细 条 或 杆 的 质心 位 于 其 两 个 端点 之 间 的 线段 的 中 
点 . 

解 ”我 们 把 细 条 建 模 为 x 轴 上 从 x = a 到 x = b 的 部 分 (图 5.46). 我 们 的 目的 是 证 明 
£ = (a + b)/2,a 和 6 之 间 的 中 点 . 


QI 


5.46 ” 常 密 度 的 直线 的 细 杆 或 条 的 质 
心 位 于 其 两 个 端点 之 间 的 中 点 . 


关键 是 密度 有 常数 值 .这 使 我 们 能 够 把 等 式 (3) 积分 中 的 6(x) 看 作 一 个 常数 ( 称 它 为 8)， I 
结果 为 


b b 1 b ë 
Mo = |x dx = 3| dx = alze], = PALA - a°) 
b b 
M =| ddz = a| az = isli = 3- a) 
m 2#- a°) 
M ` &lb-a) I 
在 z 的 公式 中 消去 了 58 |] 


例 2( 变 密度 杆 ) ”图 5.47 中 的 10 米 长 的 杆 从 左 至 右 变 粗 , 以 致 其 密度 不 是 常数 ,而 是 
6(x) = 1 + (2/10) 千克 / 米 . 求 杆 的 质心 ， 


T ms 我 们 可 以 把 粗细 不 均匀 的 杆 视 
作 变 密度 的 杆 .( 例 2) 


解 。” 杆 关于 原点 的 矩 (等 式 3(a)) 是 
Mo SETO = fafi + Žas = KE + z) 
z 3410 
= [和气 + 51, = 50 + 190 = 22 +g , £ 
杆 的 质量 (等 式 3(b)) 是 
241 


M= J or)as Ë I L + )ax = [z+ ol = 10+5 = 15 千克 . 
质心 (等 式 3(c)) 位 于 点 


矩 的 单位 是 
质量 x 长 度 


THLE. 
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分 布 在 平面 区 域 上 的 质量 


假定 我 们 有 分 布 在 平面 上 的 质量 的 有 限 集 ,在 点 (xi ,Yi) 的 质量 为 mi( 见 图 5.48). 系统 的 


图 5.48 每 个 质量 m, 关于 每 个 轴 
有 一 个 和 矩 . 


质量 是 


系统 质量 : M = Dm. 
每 一 个 质量 有 关于 每 个 轴 的 矩 . CEF x 轴 的 矩 是 m y, ,而 它 关 于 y 轴 的 矩 是 mua, . 整个 系统 
关于 两 个 轴 的 和 矩 是 


关于 x 轴 的 和 矩 : M, = S) my 


关于 y WE: M, = X ma. 
系统 质心 的 x 坐标 定义 为 


_ M, Xma 


x = +í = . 4 
M Sim, (4) 
对 于 这 样 选择 的 大 , 跟 一 维 情形 一 样 ,系统 关于 直线 r = z 平 衡 ( 图 5.49). 
系统 质心 的 y 坐标 定义 为 


y = m = Sim . (5) 

k 
对 于 这 样 选择 的 了 ,系统 关于 直线 y = y 也 平衡 .质量 关于 直线 y = 7 的 转 矩 相互 抵消 .这 样 ， 
只 要 涉及 到 平衡 问题 ,整个 系统 的 行为 就 跟 它 的 质量 在 单独 一 点 (z ,7) 一 样 . 我 们 称 这 个 点 为 
系统 的 质心 . 


图 5.49 


二 维 质量 组 在 它 的 质心 平衡 . 
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薄板 
在 许多 应 用 中 ,我 们 需要 求 钢 圆 盘 , 钢 三 角形 等 这 些 薄 平板 的 质心 .在 这 样 的 情形 ,我 们 假 
定 质量 分 布 是 连续 的 ,用 以 计算 x 和 5 的 公式 包含 积分 而 非 有 限 和 ,积分 以 下 列 方式 出 现 ， 


质量 为 Am 的 条 形 


图 5.50 一 个 平板 被 切 成 平行 于 y 轴 的 
案 条 .一 个 典型 条 形 关于 每 个 轴 作 用 的 矩 
是 它 的 质量 Am 集中 在 条 形 的 质心 (xz ,7) 
作用 的 算 . 


设想 平板 占据 xy 平面 的 一 个 区 域 , 把 它 切割 成 平行 于 一 个 坐标 轴 ( 在 图 5.50 中 ,是 ， 轴 ) 
的 窗 条 .一 个 典型 窗 条 的 质心 是 (z ,7 ) .我 们 把 这 条 的 质量 Am HERPE, y) KER FA 
关于 y 轴 的 矩 就 是 5Am; 罕 条 关于 < 轴 的 矩 是 了 Am. 等 式 (4) 和 (5) 就 成 为 
a Mr 2 iAm M, 27Am 
+“ >am s s DAm ` 
BEREE RE 12 0 3 S TI , 3 B Hh FA DJ Ñ 0 3 RAKAR NAER. 我们 
把 这 些 积分 符号 化 地 写成 
x dm y dm 
fian s ba 


š = y = 
fam fam 


覆盖 * y 平面 上 一 个 区 域 的 薄板 的 矩 . 质 量 和 质心 
关于 x ME: M, = fz ii 


关于 y MWE: — M, = fè dm 
(6) 


质量 : M = [am 
M M 
个 、。 二 SSS x 
质心 : X= 7 = 


为 求 这 些 积分 的 值 ,我 们 在 一 个 坐标 平面 上 画 出 平板 并 勾画 出 一 个 平行 于 一 个 坐标 轴 的 质量 
条 .然后 我 们 用 x 或 y 表示 细 条 的 质量 dm 和 罕 条 的 质心 坐标 (# ,7) .最 后 ,我 们 由 平板 在 平面 
上 的 位 置 确定 积分 的 限 ,积分 了 dm,x dm 和 dm. 
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例 3( 常 密度 板 ) ”图 5.51 所 示 的 三 角形 平板 有 常 密度 6 = 3 W / 厘米?. 求 
(a) 平板 关于 y MME M,. 

(b) 平板 的 质量 M. 

(e) 平板 质心 的 x 坐标 


> x 


x(cm) 0 >| 1 
单位 为 厘米 


图 5.51 例 3 中 的 平板 . 图 5.52 用 竖 直 条 形 为 例 3 中 的 平板 建 模 . 


E 方法 1: 紧 直 窒 条 (图 5.52). 
(a) 矩 M :典型 的 竖 直 条 有 
质心 (cm.): (&,y) = (x,x) 


KE: 2x 

宽度 : dx 

面积 : d4 = 2x dx 

质量 : dm = 8dA = 3.2x dx = 6x dx 


质心 到 y 轴 距 离 : x = x. 
FRAT y WEE 
dm = x 6x dx = 6xr2dx. 


= 


于 是 平板 关于 y 轴 的 矩 是 


1 


M, = fa dm = [sas = 2 x° = 2 克 . 厘米 . 
0 0 
(b) 平板 质量 : 
1 1 
一 一 _ 2 一 
M = [am = [6x dr = 33| = 33. 
(c) 平板 质心 的 x 坐标 
. M 2 3 - 厘米 2 
Ian 5 ga 5 3 E. 
M, 


由 类 似 的 计算 ,我 们 可 以 求 得 M, 和 7 = M: 
FE 2: kR 5.53). 
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(a) 8: M, :典型 水 平 窗 条 质心 的 y 坐标 是 y( 见 
图 5.53) ,于 是 
y = y. 
质心 的 x 坐标 是 二 角形 的 横 截 线 的 中 点 的 x 坐标 .这 
使 它 是 yZ2( 罕 条 左 端的 x 值 ) 和 1( 罕 条 右 端 的 x 值 ) 
的 平均 值 


(y2)+1 y 1 y+2 


> x (cm) 


x = 2 = 4 + 2 = 4 
我 们 还 有 
HF. X _2-y 
KE: il-75 
宽度 : dy 
图 5.53 ”用 水 平 窗 条 为 例 3 中 的 平板 建 模 . 

面积 : d4 = 2 Yay 
质量 : dm = 6d4 = 3- dy 


质心 到 y 轴 的 距离 。 之 = HF. 
FRAT y 轴 的 矩 是 


2 2 -7 . 
3 dy = 六 (4 y)dy. 


x dm = 


平板 关于 y MEE 


(b) 平板 质量 : 


242 3 
|, = 了 (4- 2) = 3 38. 


(c) 平板 质心 的 x 坐标 : 


M, 2m: 厘米 _ 2 EK. 


= 3 W 3 
通过 类 似 的 计算 ,我 们 可 以 求 得 M. My. 
如 何 求 平 板 的 质心 


步骤 1: 在 xy 平面 夯 出 平板 的 图 形 ， 

步骤 2: 画 平行 于 一 个 坐标 轴 的 质量 条 形 并 且 求 它 的 尺寸 . 
步骤 3: 求 该 条 形 的 质量 dm 和 质心 (# ,7). 

步骤 4: 积 分 7dm ,5dm 和 dm AR M,, M, 30 M. 

步骤 5: 用 质量 除 矩 以 计算 My. 
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如 果 在 薄 平 板 中 的 质量 分 布 有 一 个 对 称 轴 ,质心 将 在 这 个 对 称 轴 上 ,如果 有 两 个 对 称 轴 ， 
质心 将 在 它们 的 交点 上 ,这 些 事实 经 常 帮助 我 们 简化 工作 . 


例 4( 常 密度 板 )” 求 常 密度 为 6 的 一 个 薄板 的 质心 , 它 覆 盖 上 由 抛物 线 y = 4 - x 下 由 
x 轴 界定 的 区 域 ( 图 5.54). 


图 5.54 用 (a) 水 平 条 形 为 例 4 中 的 平板 建 模 导致 困难 的 积分 ,于 是 我 们 用 (b) 竖 直 条 形 取代 它 . 


解 因为 平板 关于 y 轴 对 称 ,其 密度 又 是 常 值 ,质量 分 布 关于 y 轴 对 称 , 所 以 质心 位 于 y 
轴 上 .于 是 x = 0. 留 下 的 事情 是 求 7 = M,/M. 
一 个 利用 水 平 窗 条 (图 5.54a) 的 尝试 性 计算 导致 一 个 困难 的 积分 


M, = 2 V4- ydy. 
因此 我 们 换 用 竖 直 细 条 为 质量 分 布 建 模 (图 5.54b) . t 3 BJ tz Br $E 3583 , 


2 
质心 (c.m.): (k) = (1,455) 
KE: 4 - 2 
宽度 : dx 


面积 : dA = (4 - x2)dx 
EE: dm = 6dA = 3S(4 - x2)dx 


质心 到 办 的 距离 了 = t= 
FRAT ç 轴 的 矩 是 


4- 


2 
>. . 6(4 - x2)dxz = G ~ x2)2dx. 


y dm = 
平板 关于 x 轴 的 和 矩 是 
M, -|; dm = | 2a - x2)2dx 
-2f ae - 8x? +x4)dx = 28. (7) 
平板 的 质量 是 
2 
M = fam = faa - x)dx = 8. (8) 
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_ M, _ (256/15)ó _ 8 
Y“ M ` (3⁄36 ` 5° 


平板 的 质心 是 点 


u |o 


(xX,y) = (0, ): _ 
例 $( 变 密度 平板 ) ” 求 例 4 中 平板 的 质心 ,假定 在 点 (x,») 处 的 密度 是 6 = 2x’, 即 点 到 y 
轴 距 离 平 方 的 两 倍 . 
E 质量 分 布 仍 是 关于 y- 轴 对 称 的 ,于 是 二 = 0. 对 于 6 = 2x ,等 式 (7) 和 (8) 成 为 
M. =f; dm = | ĉa - x Ydx = | La - x2)2dx 


-| (62 — 8x? + x°)dx = ra (7) 


2 


M = fam = | aa - x`)dx 


| wa - x° )dx 


-| (sz - 2xt)dx = > (8') 


因此 
M, 2048 15 8 


y = M = 105 ` 256 = 7' 


平板 的 新 质心 是 
(x,y) = [o]. _ | 


例 6( 常 密度 细 丝 ) ” 求 常 密度 为 6 的 形状 是 半径 为 a 的 半圆 的 细 丝 的 质心 . 


解 ”我 们 用 半圆 y = va - x° 模仿 细 丝 (图 5.55). 质 量 分 布 关 于 y 轴 是 对 称 的 ,于 是 
x = 0. 为 求 了 ,我 们 设想 把 细 丝 分 割 成 短 的 小 段 .典型 的 小 段 (图 5.55a) 有 


y 

人 金属 丝 的 -一 个 典型 的 

小 段 的 dm = ó ds = ó ad6. 
人 

< y)= 

(a ços 0, a sin 0) 


> "< 


a F2, a 
Y TU U a+ x 


(a) (b) 


图 5.5$ 例 6 中 的 半圆 金属 丝 .(a) KA HAS Fm EB (b) 质心 不 在 金属 丝 上 . 


KH; ds = adb 
质量 : dm = ds = 6adb 每 单位 长 度 质 量 乘 以 长 度 
质心 到 x 轴 的 距离 : 7 = asin 0. 
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因此 
Ë dm [asin 0 ° 9ad0 6a | — cos Olg 2 
; n _ - - . = a, 
[am | Sad8 ĉar i 
、 “0 
质心 位 于 对 称 轴 上 的 点 (0,2a7x) ,在 从 原点 往 上 的 2/3 的 地 方 . - 
质心 


当 密 度 函 数 是 常数 时 , 它 就 从 和 7 的 公式 中 被 消去 .在 本 节 的 近乎 每 个 例子 里 都 如 此 . 
这 时 涉及 到 x 和 7 时 ,9 都 可 当 作 是 1. 这 样 . 当 密度 是 常数 时 ,质心 是 物体 的 几何 特征 而 非 构成 
它 的 物质 的 特征 .在 这 种 情形 ,工程 师 可 以 称 质心 为 形状 的 质心 ,比如 在 “ 求 三 角形 或 锥 体 的 质 
心 ”. 为 求 形 状 的 质心 ,只 须 令 8 等 于 1, 像 前 而 那样 求 x Ay, DARRERA. 


习题 5.6 


细 杆 


1. 个 80 磅 的 孩子 和 一 个 100 磅 的 孩子 在 跷 跷 板 上 平衡 .80 磅 的 孩子 距 支 点 5 英 
尺 .100 磅 的 孩子 距 支点 多 远 . 

2. 一 根 原木 的 两 端 放 在 两 个 秤 上 ,一 个 读数 100 公 斤 ,而 另 一 个 200 公 斤 .原木 的 

质心 在 哪里 ? 

3. 两 个 等 长 的 细 钢 杆 的 末端 焊接 在 一 起 构成 一 个 直角 支架 . 求 支架 的 质心 . 
(提示 : 每 个 杆 的 质心 在 哪里 ?) 

4. 你 焊接 两 个 钢 杆 的 末端 成 直角 支架 ,一 个 杆 的 长 度 是 另 一 个 的 两 倍 .支架 的 
质心 在 哪里 ?( 提 示 ;每 个 杆 的 质心 在 哪里 ?) 

题 5 -12 给 定 了 放置 在 4 轴 的 不 同 区 间 上 的 杆 的 密度 英 数 .利用 等 式 (3a) 到 (3b) 

求 每 个 杆 关于 原点 的 矩 .质量 和 质心 . 


5.6(x) = 4, O< x <2 6.6(x) = 4, l< x<3 第 3 题 图 
7.06(x) = 1 + (1⁄3), O< x < 3 8.6(x) = 2- (x/4), O < x< < 4 
9.0(x) = 1+ (i/r), l< x <4 10.8(x) = 3(x ?2 + x), 0.25 < x < 1 

2- x, O< <1 x+], Ogsx<l 
11.9(*) = l 12.6(x) = | 

x, l< x <2 2, [< x <2 
具有 常 密度 的 薄板 


在 题 13 - 24 中 , 求 覆 盖 给 定 区 域 密度 为 常数 ó 的 薄板 的 质心 . 
13. 由 抛物 线 y = < 和 直线 y = 4 界定 的 区 域 . 

14. 由 抛物 线 和 < 轴 界 定 的 区 域 . 

15. 由 抛物 线 y = x - 2 和 直线 y = — x 界定 的 区 域 . 

16. 由 抛物 线 y = -3M y = -2x? 围 成 的 区 域 . 

17. 由 yy 轴 和 曲线 x = y -yi,0 < y < 1 界定 的 区 域 . 

18. 由 抛物 线 x = y- y 和 直线 y = x 界定 的 区 域 . 
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19. 由 * 轴 和 曲线 y = cos x, - x/2 < x < r/2 界定 的 区 域 . 
20. ZE x 轴 和 曲线 y = sec*x, - r/4 < x = zá ZAKR. 
21. 由 抛物 线 y = 2⁄2 - 4x 和 y = 2x - x? 界定 的 区 域 . 
22. (a) AHA x? + 六 = 9 从 第 一 象限 切 下 的 区 域 . 
(b) h x 轴 和 半圆 y = V9 - 界定 的 区 域 . 
比较 部 分 (b) 的 答案 和 部 分 (a) 的 答案 . 
23. 在 第 一 象限 里 夹 在 加 x? + y = 9, 直 线 x = 3 和 y = 3 之 间 的 “三 角形 ". (提示: 用 几何 知识 求 面积 .) 
24. 上 边 由 曲线 y = 1/x ,下边 由 曲线 y = - 1⁄2 而 左右 由 直线 x =1 和 x=a> 1 界定 的 区 域 .再 求 lm x. 


具有 变 密度 的 薄板 
25. 求 一 个 薄板 的 质心 ,该 薄板 覆盖 了 夹 在 x 轴 和 曲线 y = 2/<2,1 < x < 2 之 间 的 区 域 ,假定 板 在 点 (x,y) 的 
密度 是 6(x) = x?. 
26. 求 一 个 薄板 的 质心 ,该 薄板 徐 盖 了 下 由 抛物 线 y = x*、 上 由 直线 y = x 界定 的 区 域 ,假定 板 在 点 (x,y) 的 
密度 是 5(x) = 12x. 
27. 由 曲线 y = + 4/Vx 和 直线 x = 1 及 x = 4 界定 的 区 域 绕 y 轴 旋 转产 生 一 个 立体 . 
(a) 求 该 立体 的 体积 . 
(b) 求 履 盖 该 区 域 的 薄板 的 质心 ,假定 板 在 点 (x,y) 的 密度 是 6(x) = 1/x. 
(c) 画板 的 草图 并 且 在 你 的 草图 中 指出 质心 . 
28. 夹 在 曲线 y = 2/x 和 x 轴 之 间 从 x = 1 到 x = 4 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 
(a) 求 该 立体 的 体积 . 
(b) 求 覆盖 该 区 域 的 薄板 的 质心 ,假定 板 在 点 (x,y) 的 密度 是 6(x) = Vx. 
(c) 画板 的 草图 并 且 在 你 的 草图 中 指出 质心 ， 


三 角形 的 质心 
29. 三 角形 的 质心 位 于 三 角形 中 线 的 交点 (图 5.56a) ”你 回想 起 三 角形 的 一 个 内 点 , 它 位 于 每 一 边 到 相对 顶 
点 的 路 程 的 三 分 之 一 处 , 它 是 三 角形 的 三 条 中 线 的 交点 .证 明 三 角形 的 质心 位 于 三 条 中 线 的 交点 .这 就 要 
证 明 它 也 位 于 从 每 一 边 到 相对 顶点 路 程 1⁄3 的 地 方 .为 此 ,采取 下 列 步 骤 . 
i. 把 三 角形 的 一 边 如 图 5.56b 那样 放 在 x 轴 上 .用 LA dy 表示 dm. 
站 .利用 相似 三 角形 证 明 L = (b/h)(h - y). 把 这 个 表达 式 代 入 你 的 dm 的 公式 中 的 工 . 
ii.i y = h/3. iy. 将 这 一 推理 推广 到 其 它 的 边 . 


(a) (b 
图 $.56 题 29 中 的 三 角形 .(a) 质心 .(b) 在 确定 质心 位 置 时 使 用 的 尺寸 和 变量 . 
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利用 题 29 的 结果 求 三 角形 的 质心 ,它们 的 顶点 给 定 在 题 30 - 34 中 .假定 a,b > 0. 


30.(- 1,0),(1,0),(0,3) 31.(0,0),(1,0),(0,1) 32.(0,0),(a,0)(0,a) 
33.(1,0),(a,0),(0,5) 34.(0,0)(a,0),(a/2,b) 
细 丝 


35. 常 密度 KA HBEBJI A x = 0 到 x = 2 的 曲线 y = Vx 放置 的 细 丝 关于 x 轴 的 矩 . 
36. 常 密度 。 求 常 密度 的 沿 从 x = 0 到 x = 工 的 曲线 > = x 放置 的 细 丝 关于 WHE. 
37. 变 密度 。 假定 例 6 中 细 丝 的 密度 是 9 = ksin 0( 上 是 常数 ). 求 质心 . 

38. 变 密度 。 假定 例 6 中 细 丝 的 密度 是 8 = 1 + |cos 9| (是 常数 ). 求 质心 . 


工程 技术 中 的 公式 
验证 题 39 - 42 中 的 陈述 和 公式 
39. 可 微 平 面 曲线 的 质心 的 坐标 是 (如 下 图 所 示 ) 


“一 一 


x ds [yas 


> X 


第 39 题 图 第 40 题 图 


40. 对 方程 y = x*/(4p) 中 p > 0 的 任何 值 ,这 里 图 示 的 抛物 线段 的 质心 的 y 坐标 是 7 = (3⁄5)a. 
41. 对 于 常 密度 ,形状 为 中 心 在 原点 的 关于 y 轴 对 称 的 圆 弧 的 细 丝 和 细 杆 ,质心 的 y 坐标 是 


asin a C 
a s 


y = 
42. ( 续 题 41) 
(a) 证 明 当 a 较 小 时 ,从 质心 到 弦 AB 的 距离 约 是 24/3( 用 图 中 的 记号 ), 为 此 采用 下 列 步 又 . 


，、 d si 一 
让 证 明志 = 1n a @ COS - y 
Q&Q — acos a 1 
ç 


MW. z(a) = Eo 2 的 图 象 并 且 利用 轨迹 特性 | i 
说 明 lim Fa) ~ 子 ， ; [ 


(b) RÆ (d 和 2h/3 之 间 的 差 ) 即 使 对 于 大 于 45° 的 角 也 是 


1.0 弧度 时 的 值 你 自己 就 能 看 出 这 一 事实 . 


指导 你 们 复习 的 问题 
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. 你 怎样 用 切片 法 定义 和 计算 立体 的 体积 ? 举 一 个 例子 . 

,如何 从 切线 法 导出 计算 体积 的 男 盘 法 和 垫圈 法 ?给 出 用 这 些 方 法 计算 体积 的 例子 . 

. 叙述 圆柱 注 克 法 . 举 一 个 例子 . 

. 如何 定义 和 计算 一 条 在 .个 财 区 间 上 的 光滑 曲线 ， = f(x) 的 长 度 ? 举 -个 例子 ， 

. 如 何 求 光滑 参数 曲线 x = AD = guess 的 长 度 ? 求 弧 长 必须 的 光滑 性 是 什么 ?为 求 曲 线 的 长 


度 ,关于 参数 老夫 还 需要 知道 什么 ? 举 一 个 例子 


6. 如 何 定义 和 计算 沿 着 x 轴 部 分 的 有 向 变 力 做 的 功 ? 如 何 计 算 从 烛 中 抽 液 体 需 要 的 功 ? 举 几 个 例子 

7. 弹簧 的 Hooke 定律 是 什么 ?在 为 弹簧 的 行为 建 模 时 ,什么 时 候 Hooke 定律 给 出 不 好 的 结果 ? 

8. 如 何 计算 液体 对 于 垂直 平 壁 -- 部 分 的 作用 力 ? 举 -- 个 例子 . 

9. 什么 是 质心 ? 

10. 如 何 确定 直 的 细 杆 或 条 形 物 的 质心 的 位 置 ? 举 - :个 例子 .如 果 物 质 的 密度 是 常数 .你 可 以 立刻 告诉 质心 在 


哪里 , 它 在 哪里 呢 ? 


11. 你 如 何 确 定 物质 薄板 的 质心 的 位 置 ? 举 … 个 例子 


实践 习题 


体积 


求 题 1 - 6 中 的 立体 的 体积 . 
1. 立体 夹 在 在 x = 0 和 x = 1 垂直 于 * 轴 的 平面 之 间 .在 这 两 个 平面 之 问 垂直 于 x 轴 的 横 截 面 是 圆 盘 , 它 们 


N 


d 


n 


. 立体 夹 在 在 x = O fl x = 6 # Ë T x< 轴 的 平面 之 间 .在 这 两 个 个 平面 之 
间 的 横 截 面 是 正方 形 , 它 们 的 一 边 从 * 轴 向 上 伸展 到 曲线 v12+ y12 = 
V6( 如 右 图 所 示 ) 


. 立体 来 在 在 x = 0 和 * = 4 垂直 于 * 轴 的 两 平面 之 问 , 立 体 的 垂直 于 


. 立体 的 底 是 由 xy 平面 上 的 抛物 线 y* = 4x 和 直线 x = 1 界定 的 区 域 . 


的 直径 从 抛物 线 ; = e 伸展 到 抛物 线 ; = Vx. 


. 立体 的 底 是 第 一 象限 中 夹 在 直线 y = x 和 抛物 线 ; = 2Vi 之 间 的 区 域 .立体 的 垂直 于 * 轴 的 横 截 面 是 等 边 


三 角形 ,它们 的 底 从 直线 伸展 到 曲线 . 


MERETE x = nA/4 和 = 5z/4 EH T zx 轴 的 两 平面 之 间 . 在 这 两 个 平 


面 之 间 的 横 截 面 是 圆 盘 ,它们 的 直径 从 曲线 y = 2cos x 伸展 到 曲线 
y = 2sin x. 


x 轴 的 横 截面 是 圆 盘 ,它们 的 直径 从 曲线 e = 4y 伸展 到 曲线 YY = 4x. 


每 个 垂直 于 > 轴 的 截面 是 一 个 等 边 三 角形 ,其 一 个 边 在 * y PEE. 
(所 有 三 角形 都 在 xy 平面 的 同一 侧 . ) 


第 4 题 图 


. 求 由 x 轴 ,曲线 y = 3x! 和 直线 x = 1 以 及 x =- 1 界定 的 区 域 绕 


(a)x 轴 (b)y 轴 (c 直线 x = 1 (d) 直线 ， = 3 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 


实践 习题 ” 485 : 


8. 求 由 被 曲线 y = 4/x? 和 直线 * = 1 以 及 y = 1⁄2 界定 的 “三 角形 "区域 绕 


(a)x 轴 (b)y 轴 (c 直线 x = 2 (d) 直线 y = 4 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
9. 求 由 左边 被 抛物 线 x = y + 1. 右 边 被 直线 x = 5 界定 的 区 域 绕 
(a)x 轴 (b)y 轴 (c 直线 x = 5 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
10. 求 由 抛物 线 v = 4x 和 直线 y = x 界定 的 区 域 绕 
(a)x 轴 (b)y 轴 (c) 直线 x = 4 (d) 直线 y = 4 


旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
DROM 11. 求 第 一 象限 中 由 rM, ER x = x/3 和 曲线 y = tan x 界定 的 “三 角形 "区域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立 
ç= 体 的 体积 . 
12. 求 由 曲线 y = sin x 和 直线 x = 0,x = x 以 及 y = 2 界定 的 区 域 绕 直 线 y = 2 旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
13. RKE x 轴 和 曲线 y = x? - 7x 之 间 的 区 域 绕 


(a)x 轴 (b 直线 y=-1 y 
(c) 直线 x = 2 (d) 直线 y = 2 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 


14. 求 由 y = 2tan x,y = 0,x = - w/4 #l x = x/4 界 定 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 
成 的 立体 的 体积 (区 域 位 于 第 一 象限 和 第 三 象限 并 且 像 一 个 斜 的 蜡 又 
结 .) 

15. 立体 球 洞 的 体积 。 从 一 个 半径 为 2 英尺 的 球 外 出 一 个 半径 为 有 英尺 的 
回 洞 . 求 从 球 去 掉 的 物质 的 体积 . 

coom 16. 榴 机 球 的 体积 。 寥 窗 球 的 剖面 像 这 里 图 示 的 椭圆 . 求 烙 模 球 的 第 16 超 图 

体积 ,精确 到 立方 英寸 


曲线 长 度 
求 题 17 - 23 中 的 曲线 的 长 度 . 
. CD-ROM , 
17.y = x? _ (1⁄33)x?, 1 < x < 4 fWEBsie 18.x = y, l< y=<8 


CD-ROM 
19.y = (5/12)<%5 - (5/8)x*5, 1 < x < 32 Wepsite 


20.x = (y/12) +(l/y), l< y < 2 


21.x = 5cos ft — cos 5t,y = 5sin t - sin5t, O< i < > 

22.x = ,y=21, O< t=<1 

23.x = 3cos Q@,y = 3sin 0, O < 0 < 3xz/2 

24. 求 右 图 所 示 的 封闭 环 x = 2,y = (2⁄3) - 1 的 长 度 .闭环 从 
t = -V3 开始 到 +: = Y3 结束 . 


25. 提升 设备 。 一 攀岩 者 往 上 拉 用 挂 在 她 下 面 的 40 米 长 的 绳子 
上 的 重 100 牛顿 ( 约 22.5 磅 ) 的 装备 ,绳子 每 米 重 0.8 牛顿 .这 
将 做 多 少 功 ?( 提 示 :分 别 对 绳子 和 装备 求解 ,再 相 加 . ) 

26. WKE ”你 驾驶 一 个 800 加 仑 的 水 镀 车 从 Washington LI 第 24 题 图 
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的 山脚 到 山顶 ,在 色 达 时 发 现 水 镀 车 只 是 半 满 了 .你 出 发 时 水 钢 是 满 的 ,以 稳定 的 速率 攀升 ,在 50 分 钟 内 
升 高 了 4750 英尺 .假定 水 以 稳定 的 速率 漏出 ,把 水 拉 到 山顶 做 功 多 少 ? 不 计 对 你 自己 和 卡车 做 的 功 .水 的 
比重 是 8 磅 /美国 加 仑 . 

27. HKR 如果 保持 阐 短 比 其 不 受 力 时 的 长 度 长 0.8 米 需 20 磁 的 力 . 把 弹 赞 拉 长 这 么 多 需 做 功 多 少 ? 青 
增加 1 英尺 呢 ? 

28. 车 库 门 的 弹 筑 。 200 牛顿 的 力 把 车 库 门 的 弹簧 比 不 受 力 时 的 长 度 拉 长 了 0.8 米 .300 牛 顿 的 力 将 拉 长 多 少 ? 
从 不 受 力 的 长 度 把 弹 敌 拉 长 这 么 多 需 做 功 多 少 ” 

29. 从 容器 抽水 -- 个 容器 形状 如 和 直 圆 锥 ,顶点 在 下 , 顶 模 截 而 直径 20 英 尺 , 深 8 英尺 , 盛 满 了 水 .把 其 中 的 水 
抽 到 容器 顶部 以 上 6 英尺 高 度 需 做 多 少 功 ? 

30. 从 容器 中 抽水 ( 续 题 29) ”容器 盛 水 到 5 英尺 的 深度 ,水 被 抽 到 容器 顶部 同 .- 高 度 . 这 和 需 做 功 多 少 ? 

31. 从 锥 形 槽 抽 吸 ”一 个 正 圆锥 槽 顶点 在 下 ,项 部 半径 5 英尺 ,高 10 英尺 ,. 盛 满 了 比重 为 60 磅 /英尺 ;的 液体 . 
把 液体 抽 到 档 以 上 2 英尺 的 一 个 点 需 做 多 少 功 ?如 果 抽 水 机 由 一 个 275 英尺 . 磅 / 秒 (172 马力 ) 的 电动 机 
带动 ,抽空 这 个 模 需 多 长 时 间 ? 

32. 从 柱 形 缸 抽 吸 ”一 个 贮存 负 是 正 圆柱 体 ,长 20 英尺 ,直径 8 英尺 ,以 < 轴 为 水 平 轴 . 如果 把 盛 了 半 满 的 比重 
为 57 磅 /英尺 "的 橄榄 油 , 求 通过 一 条 从 镀 的 底部 到 比 缸 顶部 高 6 英尺 的 出 口 的 管子 把 镀 抽 空 需 做 的 功 . 


流体 力 


33. 这 里 图 示 的 竖 直 三 角形 是 个 盛 满 水 (un = 62.4) 的 水 槽 的 侧面 平板 , 推 平 板 的 流体 力 是 多 少 ? 
34. PUTRE ” 这 里 图 示 的 是 -个 盛 满 了 比重 75 磅 /英尺 "的 糖 枫 汁 槽 的 坚 直 侧 面 平板 (梯形 ). 当 糖 枫 汗 有 
10 英寸 深 时 ,作用 在 侧面 平板 上 的 力 有 多 大 ? 


一 一 一 


8 
以 英尺 为 单位 以 英尺 为 单位 尺寸 以 英尺 为 单位 
第 33 题 图 第 34 题 图 第 36 题 图 


35. 作用 在 抛物 形 门 上 的 力 ”水 坝 正 面 的 一 个 竖 直 门 的 形状 像 夹 在 曲线 y = 4x? 和 直线 y = 4 之 间 的 抛物 形 
KR FENER. TEMEM KENE SER, 求 水 对 于 门 的 作用 力 (w = 62.4). 

36. 作用 在 梯形 上 的 力 这 里 图 示 的 等 腰 梯 形 平板 竖 直 温和 人 水 (w = 62.4) 中 ,上 底 在 水 面 以 下 4 英尺 . 求 作 
用 在 平板 一 侧 的 流体 力 . 


质心 

37. 求 由 抛物 线 y = 2x? 和 Y=3- x 围 成 的 区 域 的 薄 平 板 的 质心 

38. RH r W, ER x= 2 和 *=-2 以 及 抛物 线 y = x? 围 成 的 区 域 的 薄 平 板 的 质心 

39. 求 畴 盖 第 一 象限 中 由 轴 ,抛物 线 ; = x*/4 和 直线 + = 4 界定 的 区 域 的 蒲 平板 的 质心 
40. 求 由 抛物 线 = x 和 直线 x = 2y 围 成 的 区 域 的 薄 平 板 的 质心 . 


附加 习题 :理论 、 例 子 、 应 用 - 487 ， 


4. EERE ” 求 由 抛物 线 y = x 和 直线 x = 2y 围 成 的 区 域 的 薄 平 板 的 质心 ,假定 密度 函数 是 SC7y) = 1+ y. 
《利用 水 平 条 形 .) 

42. (a) 常 密度 ” 求 常 密度 的 夹 在 曲线 y = 3/2 和 x 轴 之 间 的 从 x = 13 x = 9 的 区 域 的 薄板 的 质心 . 
(b 变 密度 常 密度 改 为 密度 是 8(x) = x, 求 平板 的 质心 . CAZARE.) 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


体积 和 长 度 


1. 一 个 立体 由 连续 旺 数 y = Ax) 的 图 象 ,x 轴 和 直线 x = 0 以 及 x = a 界定 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 .对 所 有 
a > 0, 它 的 体积 是 o + a. 求 f(x). 

2. 假定 函数 当 x > 0 时 是 非 负 和 连续 的 .再 假定 对 于 每 个 正 数 5, 由 /的 图 象 ,坐标 轴 和 直线 * = b 围 成 的 区 
域 绕 y 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 为 2rd. R f(x). 

3. 假定 增 函 数 f(x) 当 x > 0 时 是 光滑 的 且 f(0) = a. 用 s(x) 表示 f(x) 的 图 象 从 (0,a) 到 (x,f(x))(x > 0) 
的 长 度 .如 果 对 于 某 个 常数 C,s(x) = Cx, 求 Aa). HF C 允许 的 值 是 什么 ? 

4. (a) 证 明 对 于 0 < a < r/2， 


| V 1 + co20d0 > V a? + sina. 
(b) 推广 部 分 (a) 的 结果 . 


功 和 流体 力 


5. 功 和 动能 ”假定 1.6 短 司 的 高 尔 夫 球 放 在 一 个 力 常 数 为 = 2 磅 /英寸 的 竖 直 弹簧 上 .弹簧 被 压缩 6 英寸 ， 
而 后 松 开 . 球 大 约 升 高 多 少 (从 弹簧 的 静止 位 置 量 起 )? 

6. 流体 力 ”一 个 三 角形 平板 ABC 垂直 浸 和 人 水 中 .4 英尺 
长 的 边 48B 在 水 面 下 6 英尺 ,而 顶点 C 在 水 面 下 2 英尺 . 
求 水 作用 在 平板 一 侧 的 力 . 

7. 平均 压强 ”一 个 竖 直 和 矩形 板 淄 入 液体 中 ,其 顶 边 平行 
于 液 面 .证 明 液体 作用 在 平板 一 侧 的 力 等 于 板 的 上 部 
和 下 部 的 压强 的 平均 值 乘 平板 的 面积 . 

. 竖 直 正方 形 板 ”这 里 画 出 了 剖面 图 的 容器 盛 着 不 混合 
的 比重 分 别 为 w 和 w 的 两 种 液体 . 求 竖 直 正 方形 平板 
ABCD 受 的 流体 力 , 顶 点 B 和 D 位 于 分 界 层 ,正方 形 边 
长 6Y2 英 尺 .( 提 示 : 如 果 y 从 液 面 往 下 测量 , 则 对 于 0 < 
y <8, EIRE p= wiy; 而 对 于 y > 8, 压 强 是 p = 8w) 
+ waly -8).)( 如 右 图 所 示 .) 


第 8 题 图 


和 矩 和 质心 

9. 质心 的 极限 位 置 ” 求 下 由 * 轴 上 由 曲线 y = 1 - x" 界 定 的 区 域 的 质心 ,n 是 偶 正 整数 . 当 mn -> o 时 质心 的 
极限 位 置 在 哪里 ? 

10. 电话 线 杆 如果 你 拉 一 根 放 在 卡车 后 面 的 二 轮 车 上 的 电话 线 杆 , 你 希望 两 个 轮子 在 杆子 质心 之 后 比如 3 
英尺 ,以 便 提供 适当 的 “ 栈 " 重 .NYNEX 的 1 类 木质 电话 线 杆 长 40 英尺 ,顶部 圆周 长 27 英寸 ,底部 圆周 长 
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11. 


12. 


14. 


43.5 英寸 .质心 大 约 距 顶部 多 过 ? 

常 密度 假定 面积 为 4、 常 密度 6 的 薄 金 属 平板 占据 * * 平面 的 区 域 丸 , 令 M, 是 平板 关于 + 轴 的 矩 .证明 
平板 关于 直线 x = b BDM 

(a)M, - 664 ,如 果 平 板 位 于 该 直线 右边 . 

(b)2664 ~ M, ,如 果 平 板 位 于 该 直线 左边 . 

变 密 度 求 由 曲线 y = 4axr 和 直线 + = a 界定 的 区 域 的 薄板 的 质心 ,这 里 a 是 正常 数 ,假定 在 (x,y) 的 
密度 正比 于 (a)x,(b)|y|. 


. (a) 同心 圆 ” 求 第 一 象限 内 的 由 两 个 同心 圆 和 坐标 轴 界 定 的 区 域 的 质心 ,假定 圆周 的 半径 是 a 和 4b,0 < a 


< ,而 它们 的 圆心 在 原点 . 
(b) 为 学 而 写 ”从 边 长 为 1 英尺 的 正方 形 切 去 -个 三 角形 的 角 沙 .去 掉 的 三 角形 的 面积 是 36 英寸 ?. 如 果 
剩 下 区 域 的 质心 离 原来 正方 形 的 一 边 7 英寸 , 它 离 其 余 的 边 多 远 ? 
求 质心 的 位 置 ”从 边 长 为 1 英尺 的 正方 形 切 去 - :个 三 角形 的 角落 .去 掉 的 三 角形 的 面积 是 36 英寸 .如 果 
剩 下 区 域 的 质心 离 原来 正方 形 的 一 边 7 英 寸 , 它 离 其 余 的 边 gi? 


超越 函数 和 微分 方程 


概述 函数 lnx 和 er 或 许 是 最 熟知 的 同时 是 极其 重要 
的 互 逆 函数 对 .当做 适当 限制 时 ,三 角 函 数 有 重要 的 反 函 数 ， 
并 且 还 有 其 它 的 有 用 的 对 数 和 指数 函数 对 .在 这 一 章 , 我 们 
研究 这 些 函 数 的 微 积分 并 且 把 我 们 的 经 验 拓 广 到 我 们 能 够 
解决 的 问题 的 令 人 惊异 的 领域 . 


自然 对 数 函 数 + , = In x 的 导数 。ln x 的 值 域 。 积 (u) du e tan x 和 cot x 的 积分 
。 对 数 微分 法 + logu 的 导数 + SA loge 的 积分 


在 这 一 节 我 们 基于 微 积分 基本 定理 通过 积分 定义 自然 对 数 .这 是 跟 在 预备 章 里 从 ez 出 发 
并 且 把 ln x 定义 为 它 的 反 函 数 ( 以 及 在 学 习 微 积 分 以 前 的 数学 课程 里 介绍 这 些 函 数 ) 不 同 的 
方式 . 

对 数 的 重要 性 首先 来 自 它 给 算术 带 来 的 进步 . 对 数 的 创新 性 质 使 得 17 世纪 在 远洋 航行 和 
天 体力 学 巨大 进展 中 的 计算 成 为 可 能 . 现今 我 们 用 计算 器 做 复杂 的 算术 计算 ,但 是 对 数 的 性 质 
在 微 积 分 和 建 模 中 会 永远 保持 其 重要 性 . 


自然 对 数 函 数 
IEX x 的 自然 对 数 , 记 作 ln x, 是 一 个 积分 值 . 
Ce 定义 。 自然 对 数 函 数 
ln x = | Has, x. > 0 


如 果 x > 1, 则 ln x 是 在 曲线 y = 1⁄2 F): = 1 到 1 = x 的 面积 (图 6.1); 对 于 0 < x < 
l,ln x 给 出 曲线 下 从 x 到 1 的 面积 的 负 值 ;对 于 x < 0 函数 没有 定义 .我 们 还 有 
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In1 = | 上 dt = 0。 。 上 限 和 下 限 相等 
1 


注意 在 图 6.1 中 我 们 画 的 是 y = 1/x 的 图 象 , 但 在 积分 中 我 们 使 用 y = 1/:. 每 一 处 用 记号 
x 会 让 我 们 写 出 
[a |. Lax, 


这 里 x 表示 了 两 件 不 同 的 事情 ,于 是 我 们 就 把 积分 变量 改 成 了 上 以 示 区 别 ， 


给 出 面积 负 值 
车 x> 1, 则 ln x = | Lär 


给 出 面积 i 


若 z= 1, 则 lnx= | las 0 


图 6.1 y = Inx HERMEEN AK 
y = 1/x,x >0 的 关系 . 当 * 从 1 向 右 移 
动 时 对 数 函 数 的 图 象 升 到 x 轴 之 上 ;而 
当 % 从 1 和 疝 左 移动 时 它 落 在 x 轴 之 下 . 


y = ]n x 的 导数 
根据 微 积分 基本 定理 第 一 部 分 ( 见 4.5 节 ) ,对 每 个 正 数 x 
day d Bao L 
dx T dx; t x` 
CD-ROM 
CE mr 


| 4 _ 1 
qz ln z = z? x > 0. 


因为 m x 的 定义 域 为 x > 0, 我 们 看 到 它 的 导数 总 是 正 的 ,因此 In x 在 其 定义 域 里 处 处 增 


加 .二 阶 导数 ，- 十, 是 负 的 ,于 是 in 的 图 象 处 处 是 下 四 的 . 
如 果 ú 是 x 的 可 微 函 数 ,其 值 是 正 的 , 则 nu 是 有 定义 的 ,对 于 函数 y = Inu 应 用 链 式 法 则 


dy _ dy du 
dx ` du dx 
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得 
d1 d du 1 du 
de dz da u dx 
dinu = l du u > 0 (1) 
u dx 


例 1 自然 对 数 的 导数 


d 1 d 1 1 
(a) da” 2x = 2x Ja 2%) T Za D = x 
(b) 对 于 wu = x + 3, 等 式 (1) 给 出 
d 2 1 d, 2 1 2x 
一 = . 3 = x 一 . 2 = ` 
danl +3) x43 d + 3) = 3 “C 213 


注意 例 1(a) 中 的 一 个 重要 事实 .函数 y = In2x RAX y = In x 有 同样 的 导数 . 当 a 为 任 
何 数 时 ,这 对 y = Inax 都 是 成 立 的 : 


A nax = L, d (ax) = L(a) = 1, (2) 
d< ax dx ax x 


对 数 法 则 
对 任何 数 a > O # x > 0, 


l.lnax = lna + ln x 
2.In = lna ~ ln x 
x 


3.ln x" = nln x. 


Inax = Ina + In x 的 证 明 推理 是 不 平常 和 优雅 的 . 它 从 观察 到 lnax 和 ln x 有 同样 的 导数 出 
发 ; 见 等 式 (2) .那么 按照 中 值 定理 的 推论 1, 两 函数 必 只 差 一 个 常数 ,这 表明 对 某 个 C, 
lnax = BB x+ C (3) 
这 已 完成 了 证 明 的 大 部 分 , 留 下 的 仅 仪 是 说 明 C 等 于 lna. 
FAG) 对 x 的 所 有 正 值 都 成 立 ,于 是 对 于 x = 1 它 必 定 成 立 .因此 
lnla- 1) =I 1 + C 
Ina =0+ C Ini = O 
C = lna. 整理 
把 C = na 代 人 等 式 (3) ,就 给 出 我 们 需要 证 明 的 等 式 : 
lnax = lna + ln x. H0 


In( a/x) = Ina - In x 的 证 明 我 们 从 等 式 (4) 分 两 步 得 到 这 个 定律 .在 等 式 (4) 中 用 1⁄x 代 
换 a 得 


myrmxz=n( 工 zj=-mlc-o0， 
x x 
于 是 
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In + = -— lnx. 
x 


等 式 (4) 中 的 + 换 为 二 给 出 


In & =In(a +) = ma + 1 1 
x x x 


=lna -ln x. [J 


lIn x” = n In x BERRE n 是 有 理 数 ) ”我 们 再 次 使 用 同一 导数 推理 ,对 于 x 的 所 有 正 值 


din x" |l daun) 等 式 (1) h u = x" 
d x” dx 
1 这 里 是 需要 n 为 有 理 数 的 
= ~n"! 地 方 ,至 少 对 于 当前 .我 们 
* 仅 对 有 理 数 证 明了 短 法 则 . 
=zn' + = En In x). 


因为 In x" 和 nn In x 有 同一 导数 ,对 于 某 个 常数 C 
Ix" = nln xz + C 
B x 为 1 以 确定 C 是 零 ,并 且 证 明 完 毕 . 口 
当 对 于 n 的 无 理 值 使 用 法 则 ln x = n In x 时 ,可 以 直接 提前 使 用 . 它 对 所 有 的 n 都 成 立 ， 
不 必 回 避 这 一 事实 ,要 明白 的 只 是 这 一 法 则 远 未 完全 证 明 . 


ln x 的 值 域 
我 们 可 以 通过 数值 积分 估计 ln 2 大 约 是 0.69. 由 此 知道 
In2" = nln2> .[2) = 5 
和 
n2" s- nam2<-a(4)]=- 2. 
于 是 得 到 
limln x = ° 和 lim ln x =- æ, 
In x 的 定义 域 是 止 实数 集 , 值 域 是 整个 实 直 线 ， — O 
CD-ROM 积分 | (lzzjdz 
当 u 是 正 的 可 微 函 数 时 ,由 等 式 (1) 导出 积分 公式 
oy fades mesc š 


但 当 u 为 负 时 如 和 何 呢 ? 如 果 ¿ 是 负 的 ，- ú 就 是 正 的 ,而 且 
1 1 
Jar foo 


=ln(— u) + C. 


等 式 (5) 中 的 
u RRN -u (6) 


AAA ler nr 一 


6.1 对 数 - 493 - 


我 们 可 以 把 等 式 (5) 和 (6) 合并 成 一 个 单一 的 公式 ,只 须 注意 到 ,在 每 个 情形 等 式 右 端 都 是 
In|w|+ C. 在 等 式 (5) 中 ,因为 > 0,; 所 以 Inu = lnjw|; 在 等 式 (6) 中 ,因为 w < 0, 所 以 
In(- u) = In u | .不论 uw 是正 的 还 是 负 的 ,(1/w) du 的 积分 都 是 ln|w|+ C. 


WR u 是 从 不 取 0 值 的 可 微 函数 , 则 
[Las = mlul+ C. (7) 


我 们 知道 


n+l 
u 
"du = — ， , = — 1. 
ferau ni tC n = 


等 式 (7) 解释 了 当 n 等 于 - 1 时 该 如 何 做 .等 式 (7) 说 明 某 种 形式 的 积分 导致 对 数 . 即 


fx) _ 
| res, dx = IB /(x)|] + C 


只 要 f(x) 是 可 微 函 数 , 它 在 其 定义 域 上 保持 固定 符号 . 
例 2 应 用 等 式 (7) 
2 2x -l du 
É _ 5dx -| Pa = ln] u | 


=ln|-1|-In|-5 = In ii-In5=- In5 | 


-1 
u = x? —-5,du = 2x dx, 


u(0) =- 5,u(2) = - 


-5 


例 3 应 用 等 式 (7) 
f 4cos 0 -f 2i u = 3 + 2sin 0,du = 2cos 0d0, 
-33 + 2sin 0” TJ u” ul- z/2) = l,u(x/2) = 5 


5 


= 21n|5| - 2 In|1| = 2 n 5 _ 


I 


=2lnlzl| 


tan x 和 cot x 的 积分 
FRO) 最 后 告诉 我 们 如 何 积分 正切 函数 和 余 切 函数 .对 于 正切 ， 


tan x dx = Sn Yax = = du u = cos x,du = — sin x dx 
COS x u 
du 
=- |% nlul+c 等 式 (7) 


=~ Inleos |+ C = Inq + € 倒数 法 则 


= ln|sec x| + C. 


对 于 余 切 , 
feot x ax = [oszd = | du u = sin x,du = cos x dx 
sin x u 
=lniz|+ C = In|sin x] + C =- n|cse x| + C 
ftan u du = — In| cos ul+C= In | sec ul+ C 


foot u du = ln|sin u| + C = ~ lnļese x|+ C 
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例 4 应 用 tan u 的 积 


asa sas. isa a munasa 
a tan x dx = 0 an u 2 ` 2 an u du u(0) = 0, u(n/6) = 7⁄3. 


t 
0 


laso _ 1 
s(ln2- In 1) = 52 _ | 


0 


1 
= 村 tn | sec u] 


对 数 微 分 法 

由 包含 乘积 . 商 和 乘客 的 公式 给 定 的 正 函数 的 积分 经 常 可 以 更 快 地 求 得 ,如 果 在 求 导 之 前 
在 等 式 两 端 取 自然 对 数 .这 就 使 得 我 们 在 求 导 之 前 利用 对 数 法 则 化 简 公 式 , 这 个 过 程 称 为 对 数 
求 导 法 ,在 下 例 中 予以 说 明 . 


BJ S( 利 用 对 数 求 导 法 ) 如果 


1 
(x? + 1)(x + 3)2 
y= x-1 , 


RÉ. 
dx 
解 ”我 们 取 两 端的 自然 对 数 并 且 利 用 对 数 法 则 化 简 结果 ; 


n (x? + 1)(x + 3) 


Iny =1 


x — 1 

=In((a? + 1)(x + 3)2) - In(z - 1) 法 则 (2) 

Inx? + 1) + In(x +3)? -Inla — 1) 法 则 (1) 

sin(a? + 1) + Z In(z + 3) (a -1). 法 则 (3) 
然后 两 端 对 于 x 求 导数 ,对 于 左 端 利用 等 式 (1): 

ok A EERE EET 

REMEI, 

z = (aa ra) 
最 后 代 换 y: 

1 
9 - + Dt 2 y t o H). E 

logu 的 导数 


为 求 以 为 底 的 对 数 的 导数 ,我们 首先 把 它 转换 成 自然 对 数 ( 见 预备 章 第 435). u EE x 


的 正 的 可 微 函 数 , 则 
(lnu) = l. 1 du 


lna u dx’ 


ne) = 1 d 
jnac ` Ina dx 


d _ d 
Ja 18au) u i| 


习题 6.1 ` 495 > 


d I 1 du 
Ja log.) = ha u dx (8) 
例 6 对 以 a 为 底 的 对 数 求 导 
dzlogot3x+) = I 10 32 + 1 d OF + 1) = Gn 10)(3x + D 一 


含有 loga 的 积分 
为 求 含 底 为 a 的 对 数 的 积分 ,我 们 把 它们 转换 为 自然 对 数 . 


例 7 利用 替换 
log ;x 1 [In x In x 
|= dz -过 | z d 1627 = In2 
=] IL du u = ln x,du = 一 dx 
l x 1 naz” 
=i 22 f C = 2 2 +C 
(In x)2 

= 2m2 +C -| 
习题 6.1 
对 数 的 导数 
在 题 1 - 22 中 , 求 y 对 于 x,i 或 9 的 导数 . 
1.y = ln3x 2.y = In( 2) 3.y = lh — 
4.y = In(0 + 1) 5.y = In 2 6.y = (nz) 

4 4 
7.y = i(Ini)2 8.y = : / lnt 9.y = n x 一 16 
_ Int _ l+ Int I in x 
10.y = n ll.y= —— 12.y = FF hna 
13.y = nz. 14.y = ln(ln x) 15.y = In(In(In x)) 
16.y = 0(sin(lng) + cos(In0)) 17.y = ln(sec ð + tan 0) 18.y = ln - = 
19.y = HHE 20.y = V Ini 
2 5 

21.y = In(sec(In0)) 22.y = m( S) 


在 题 23 和 24 里 ,利用 第 4 章 附 加 习题 中 的 Leibniz 法 则 求 y 对 于 x 的 导数 . 


Ë E 
23.y = | amvia 24.y = f Int dt 
= ; 
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积 
求 题 25 - 42 中 的 积分 
-2 dx 0 3dx 2y dy 
dx adx 27.) 三 
zf x 26.| ,3 7 225 
8rdr "sint (3 _4sinð _ 
JES 2| — cos (d! 30... 1 — 4cos 0 
2 r4 pa 
a.f 2ln X dx 32. | dr 33. dx 3 
i Jax I x Jzx(ln xY 
16 dx 3sec t [ sec y tan 
uf 2x VIn x 35.| p a 36.) 2 + sec y dy 
Poa : Paat 
37. | tan% dx 38.| cott dt 39. | 2cot —d0 
0 2 z JZ 3 
40.| tan 3x dx a| — 8 42. Ë sec x dx 
0 2 x +2x - V In(sec x + tan x) 
对 数 求 导 法 
在 题 43 - 52 中 ,利用 对 数 求 导 法 求 > 对 于 给 定 自 变量 的 导数 . 
43.y = V x(x + 1) 44. y = = 45.y = VO + 3sin 0 
46.y = (tan 0) /20 +1 47.y = (t+ 1)(t + 2) 48.y = E 
49.y = Osin 0 50. y = x V x` +1 
~ sec 0 (a + 1)3 
3 3 
/x(x - 2) x(x + 1)(x - 2) 
Si.y = Ft — = 52. y = pA A 
了 x +1 N (x? + 1)(2x + 3) 
初 值 问题 
解 题 53 和 54 中 的 初 值 问题 
d 1 ? 2 
53. z = l+ 7(1) = 3 54. iy = sec" x, y(0) = 0, y' (0) = 1 
对 于 其 它 底 的 对 数 
求 题 55 - 60 中 的 积分 . 
1 ‘4 In 2 log 23 2 log, 
$s. | edx s6. | = Etir 57. | logale +2) u, 
x 1 x “0 x +2 
9 21 l ` 
[P ee + 1)d。 | dz 60. | — 
0 x +1 x logio% $ x (log gx) 
在 习题 61 - 66 中 , 求 y 对 于 相应 的 x,t, 或 9 的 导数 . 
61.y = log 2350 62.7 = log ix + log ¿x` 63. v = logar * log jr 
xr + Ts? . 
64.y = logs( (2 一 7 ) 65.y = bsin(log70) 66.+ = 3logs(log2i) 
理论 和 应 用 


67. 绝对 极 值 R 


习题 6.1 ”497 : 


(a)ln(cos z) 在 [ - z] 上 (b)cos(In <) 在 [二 ,3] 上 
的 绝对 极 值 点 和 绝对 极 值 . 


68. Äx > 1BF in x < x 

(a) 证 明 当 x > 1 时 ,fx) = x- B x 8 Ji 

(b) 利用 (a) 证 明 : 若 x > 1, 则 In x < x. 
69. 面积 。 求 夹 在 曲线 y = ln x fly = In 2x 之 间 从 x = 1 到 x = 5 的 面积 . 
70. 面积 。 求 炎 企 曲线 y = tn x 和 x 轴 之 间 从 + =- 于 到 x = T BS BB 


2 


n 一 Ae PBH, BL = kx = 
71. 体积 ”第 一 象限 里 由 坐标 轴 ,直线 y = 3 和 曲线 ysi 


个 立体 的 体积 . 


72. 体积 KERR y = Vcotx 和 x 轴 之 间 从 x = r: 到 < = > 的 区 域 绕 < 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 求 这 个 
立体 的 体积 . 


界定 的 区 域 绕 y 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 求 这 


73. 体积 KERRY = 点 和 < 轴 之 间 从 x = 十 到 * = 2 的 区 域 绕 y 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 求 这 个 立体 的 
体积 . 
74. 弧 长 ” 求 下 列 曲线 的 长 度 
(a)y = (x2⁄8)—In z,4 < x < 8 (b)x = ( y/4)2 - 2In( y/4) ,4 <£ y = 12 
OM e 75. In(1 + x) 在 x =0 的 线性 化 代替 在 x = 1 EERI in x ,我 们 在 x = 0 附近 逼近 In(1 + x). 
C= 用 这 一 方法 我 们 得 一 个 更 简单 的 公式 . 
(a) 导出 线性 化 :在 x = O,ln(1 + x) = x. 
(b) 估计 在 区 间 [0,0.1] 上 用 x 代替 In(1 + xz) 产生 的 误差 到 5 位 小 数 . 
(¢) 对 于 Os<x<0.5, 把 lIn(1 + x) fll x 的 图 象 画 在 一 起 .如 果 可 能 ,用 不 同 的 颜色 .In(1 + <) 的 逼近 看 起 
来 在 哪个 点 最 好 ?最 不 好 ?通过 从 图 象 上 读 坐 标 , 在 你 的 作 图 器 所 能 允许 的 误差 内 求 尽 可 能 好 的 上 界 . 
76. In(1 + x} Æx = 0 的 二 次 逼近 
(a) 求 y= In(1 + x) 在 x = 0 J IB AR (L 3.6 节 题 46). 
(b) 对 于 0 < x < 1,fË n(1 + x) 和 它 的 二 次 逼近 的 图 象 画 在 一 起 .如 果 可 能 用 不 同 的 颜色 .ln(1 + x) 的 下 
近 在 哪些 点 看 起 来 最 好 ?最 坏 ? 
(c) 利用 你 的 二 次 逼近 计算 In(1.1) 和 jln 2 的 近似 值 . 
77. 从 Simpson 法 得 到 的 ln x 估计 值 虽然 在 短 的 区 间 上 线性 化 对 于 代替 对 数 函 数 是 好 的 ,Simpson 法 对 于 佑 
计 Inx 的 特殊 值 则 更 好 . 
作为 例证 ,in(1.2) 和 in(0.8) 精确 到 5 位 小 数 的 值 是 
in(1.2) = 0.18232, ln(0.8) = - 0.22314. 
先 用 ln(1 + x) = x 再 用 = 2 时 的 Simpson 法 估计 ln(1.2) 和 ln(0.8).( 印 象 深刻 ,是 吗 ?) 
加 7s. 为 学 而 写 ”在 窗口 0 < x <22,- 2 =< y < 0r'Riši y = In|sin xi 的 图 象 .解释 你 看 到 什么 ?为 使 拱 形 
上 部 颠倒 向 下 你 可 以 怎样 改变 公式 ? 
EE. (a) 对 于 4 =2,4,8,20 和 50 及 0<x<23 把 y= sin x 和 曲线 y = Inla + sin x) 的 图 象 画 在 一 起 . 
(b) 为 什么 当 a 增加 时 曲线 变 平 ?( 提 示 : 求 |y | 的 依赖 a 的 一 个 上 界 . ) 
加 so. 一 个 图 象 y= Vx-lnx,x > 0 的 图 象 是 否 有 拐点 ?尝试 
(a) 用 图 形 (b) 用 微 积 分 
回答 . 
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指数 函数 


可 微 为 数 的 反 图 数 的 导数 。 考虑 定理 1 的 另 一 种 方式 。in x 的 反 函 数 和 数 。。 自 然 指数 
AR y = e" ve 的 导数 和 积分 。 用 极限 表示 数 ee -RESAN oe RANCAK 
T) ° a" 的 导数 和 只 分 


只 要 我 们 有 一 个 量 y, 其 关于 时 间 的 变化 率 正比 于 y 的 当前 值 , 我 们 就 有 一 个 函数 满足 微 
分 方程 
sy = ky. 
再 设 当 上 = 0 时 y = yo, 该 函数 就 是 指数 函数 y = yo .本 节 把 指数 函数 定义 为 jn x 的 反 函 数 
并 且 探 讨 其 性 质 , 这 些 性 质 解释 了 这 个 函数 在 数学 及 其 应 用 中 令 人 惊异 地 频繁 出 现 的 理由 .在 
下 一 节 我 们 考察 一 些 这 样 的 应 用 .首先 我 们 需要 知道 什么 时 候 一 个 反 函 数 有 导数 . 


可 微 函 数 的 反 函 数 的 导数 


如 果 我 们 计算 预备 节 4 例 3 中 的 f(x) = (1⁄2) x +1 和 它 的 反 函 数 F a) = 2x - 2 的 导 
数 , 便 会 看 到 


d .~ d 
L = 到 (2x - 2) = 2. 


这 两 个 导数 互 为 倒数 .的 图 象 是 直线 y = (1⁄2) x + 1, 而 广 ! 的 图 象 是 直线 y = 2x — 2( 图 6.2). 
它们 的 斜率 互 为 倒数 . 


图 6.2 把 f(x) = (1⁄2)x + 1 Mf) = 图 6.3 非 竖 直 的 关于 直线 y = x 对称 的 
2x - 2 的 图 象 画 在 一 起 ,显示 两 图 象 关于 直线 两 条 直线 的 斜率 互 为 倒数 . 
y = x 对 称 .它们 的 斜率 互 为 倒数 . 


6.2 指数 函数 ` 499 、 


这 不 是 一 个 特殊 情形 .通过 直线 y = x 反射 任何 一 条 恬 水 平 或 非 竖 直 的 直线 永远 颠倒 该 
直线 的 斜率 . 即 如 果 原 来 的 直线 有 和 斜率 m x 0( 图 6.3), 则 反射 后 的 直线 有 和 斜率 1/m( 习 题 69). 


了 


1 


Aa df 
dx 


-1 
RERE Ar — 


a 


图 6.4 反 函 数 的 图 象 在 对 应 点 有 倒数 斜率 . 


对 于 其 它 函 数 , 互 为 反 函 数 的 图 象 的 斜率 之 间 的 互 为 倒数 的 关系 仍 保持 . 如果 y = f(x) 
在 点 (a,f(a)) 的 斜率 是 f'(a) = 0, UJ y = Fx) 在 对 应 点 (f(a),a) 的 斜率 是 1/f' (a) 
(图 6.4). 这 样 ,f°' 在 f(a) 的 导数 等 于 /在 a 的 导数 的 倒数 ,正如 你 想象 的 那样 ,为 使 这 个 结 
论 成 立 须 对 /加 上 某 些 数 学 条 件 . 从 高 等 微 积 分 得 到 的 通常 的 条 件 会 在 定理 1 中 叙述 . 


定理 1 反 函 数 的 导数 法 则 
如 果 了 在 区间 7 上 的 每 个 点 是 可 微 的 而 且 df/dx 在 :上 从 不 为 零 , 则 产 ! 在 区 间 f(7) 的 每 
个 点 上 是 可 微 的 .df-!/qx 在 任 一 特定 点 f(a) 的 值 是 df/dx 在 a 的 值 的 倒数 : 


a o 
简 言 之 
GY = F (2) 


例 1( 检 验 定理 1) 对 于 f(x) = x2,x > 0 和 它 的 反 函 数 /-!(x) = Vx( 图 6.5) ,我 们 有 


_ Í " 
L =- (22) = 2x, 而 -AR 0 
x dx x 


点 (4,2) 是 点 (2,4) 关于 直线 y = x 的 镜像 . 


在 点 (2,4): s£ = 2x = 2(2) = 4. 


da _ 1 _ 1 _ 1 1 
在 点 (4,2): da "2. = 2⁄4 — 4 df/dx ` — 


FRO) 有 时 候 使 我 们 能 够 求 df-'/dx 的 特定 值 而 不 必 知 道 广 ! 的 公式 ， 
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ERRADH E 


图 6.5 f'a) = Vx 在 点 (4,2) 的 导数 是 f(x) 
= 在 (2,4) 的 导数 的 倒数 . 


例 2( 应 用 定理 1) Sfax) = x -2, 求 gf”! 
ZK. 
解 
u = 3x? = 
df! - 
dx x= f(2) 
见 图 6.6. 


考虑 定理 1 的 另 一 种 方式 
如 果 y = f(x) fE x = a 是 可 微 的 ,我 们 改变 
x 一 个 微小 的 量 dx , y 的 相应 改变 量 近 似 为 
dy = f'(a)dx. 
这 意味 y 的 改变 量 约 是 x 的 改变 量 的 f'(a) 倍 ,或 
x 的 改变 量 约 是 y 的 改变 量 的 1/f'(a) 倍 . 


In x BJ P 29 AH 38 e 

图 数 ln x 是 一 个 增 函 数 , 其 定义 域 为 (0, + = ) 
而 值 域 是 (- o, + om), 它 有 一 个 道 lnrlx ,定义 域 为 
(- æ, + œ), WERO, +). Inx RAE ln 
x 的 图 象 关于 直线 y = x 的 反射 像 .正如 你 看 到 的 
那样 
-Iy = oo 且 
数 In 1 用 字母 e 表示 (图 6.7). 


lim lIn-'x = 0. 


y= x3- 2 


FE 3.2 =302) = 12 


斜率 的 倒数 : 二 


图 6.6 /(+) = = - 2#E < = 2 的 导数 告 
诉 我 们 广 : 在 x = 6 的 导数 . 


/dx 在 x = 6 = AD 的 值 而 不 求 a) 的 


等 式 (1) 


图 6.7 y= In x #ly = n'r 的 图 象 . 数 e = Inl. 


62 指数 函数 ` 501 > 


定义 He 


e = lnrll 
e 不 是 一 个 有 理 数 , 在 本 节 后 面 我 们 会 看 到 一 种 用 极限 值 计 算 它 的 方法 . 


自然 指数 函数 y = e 
我 们 可 以 按 通常 的 方式 把 数 e。 提升 到 有 理 寡 x; 


e = ese, e= L, e? = Ve, 
e 
等 等 .因为 e 是 正 数 ,e* 也 是 正 数 .于 是 e* 有 一 个 对 数 . 当 我 们 求 对 数 时 ,我 们 发 现 
line = xlne = x `l = x. (3) 
因为 ln x 是 一 对 一 函数 且 Inn!) = x,2£ (3) 告诉 我 们 
e* = Inx, 当 w 是 有 理 数 时 . (4) 


等 式 (4) 提供 了 把 e* 的 定义 推广 到 的 无 理 值 的 一 种 方法 . 函数 n e 对 所 有 有 定义 ， 
于 是 我 们 可 以 用 它 对 e* 以 前 没有 值 的 每 个 点 指定 一 个 值 . 


EX 自然 指数 函数 
对 于 每 个 实数 x ,ex = Intr. 


因为 In x fil e 互 为 反 函 数 , 我 们 有 


关于 e 和 ln x 的 互 为 反 函 数 等 式 
enz x (所 有 x >0) (5) 
In(e*) = x (所 有 x) (6) 


ex 的 导数 和 积 
指数 函数 是 可 微 的 ,这 是 因为 它 是 一 个 可 微 函数 的 反 函 数 , 其 导数 从 不 为 零 .从 y = ez 出 
发 ,我 们 依次 有 


< < 
il 
om 


= 


=1 ”两边 对 * 求 导数 


一 | 一 
E RE FE 


=eř. H e" 替换 7 


从 这 串 等 式 我 们 推导 出 了 一 个 惊人 的 结论 :ez 的 导数 是 它 本 身 . 
正如 我 们 在 6.4 节 将 看 到 的 那样 ,其它 具有 这 一 特征 的 函数 是 ez 的 常 倍数 . 


= 
= 
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— e" = e“ 


dx 


链 式 法 则 把 这 个 结果 以 通常 的 方式 推广 到 更 一 般 的 形式 . 


如 果 u Ak x 的 任意 一 个 可 微 函 数 , 则 
(7) 


注 : 超 越 数 和 超越 函数 。 一 个 数 ,如 果 是 带 有 理 系 数 的 多 项 式 方程 的 解 , 则 称 之 为 代数 
数 .如 -2 是 代数 数 , 因 为 它 满 足 方程 x + 2 = 0,Y3 也 是 代数 数 ,因为 它 满足 方程 x* _ 3 = 0. 
不 是 代数 数 的 数 称 为 超越 数 ,由 Euler 起 的 这 个 名 字 描 述 像 。 和 x 这 样 的 看 来 “超越 代数 能 力 ” 
的 数 .Euler 去世 后 不 到 一 百年 (1873) 年 Charles Hermite( 埃 尔 米 特 ) 证 明了 我 们 所 描述 的 e 的 
超越 性 . 几 年 以 后 (1882) 年 C.L.F.Lindemann( 林 德 曼 ) 证 明了 x 的 超越 性 . 

如 今 ,我 们 称 函 数 y = f(x) 为 代数 的 ,如 果 它 满足 一 个 形 如 

P + * + P iy + Po = 0 
的 方程 ,其 中 各 个 P, 是 带 有 理 系 数 的 x 的 多 项 式 .函数 y= 1/Vx+1 是 代数 的 ,因为 它 满足 
方程 (x + 1)y” -1 = 0, 这 里 多 项 式 是 P， = x + 1,P, = 0 #: P, = -1. 带 有 理 系数 的 多 项 式 
和 有 理 函 数 是 代数 的 ,代数 函数 的 所 有 和 、 积 、 商 \ 有理 宕 和 有 理 根 都 是 代数 的 ， 

不 是 代数 函数 的 函数 称 为 超越 的 .六 个 三 角 函 数 是 超越 的 ,三 角 函 数 的 反 函 数 , 指 数 和 对 
数 函 数 也 都 是 超越 的 ,这 些 都 是 本 章 研 究 的 主要 对 象 . 


例 3 对 指数 函数 求 导 


d -x -x d 
(a) ge =e go») 
= e° (-1)=-6e" 在 等 式 (7) 中 令 w=-x 


历史 传记 


Charles Hermite 
(1822 — 1901) 
C.L.F.Lind (b) dass = e°" x d Csin x) 

.L.F.Lindemann dx Ja 


1852 — 1939 . 
í ) = e™ *oos x 在 等 式 (7) PS u = sin x | 


与 (7) 等 价 的 积分 是 


fet du = e" + C. 


例 4 积分 指数 函数 


z 


Lu. . N 2 
e" *cos x dx = e™* 
0 


= el 一 e? =e-l _ | 
例 5( 解 一 个 初 值 问题 ) ” 解 初 值 问题 


e dY = 2x, x >Vv3; y(2)=0. 
x 


来 自 例 3 的 反 导 数 


6.2 指数 函数 ` 503 > 


解 ”我 们 对 x 积分 微分 方程 的 两 端 ,得 e? = x2 + C. 我 们 用 初 值 条 件 确 定常 数 C: 
C=el-(2) =-1-4=-3. 
这 就 求 出 了 er 的 公式 : 
er = x? — 3. (8) 
为 求 y ,对 上 式 两 边 取 对 数 : 
ln e = ln(x? — 3), y = ln(x? - 3). (9) 
注意 : 解 对 于 x > V3 是 有 效 的 . 
在 原 方程 中 检验 一 个 解 总 是 一 个 好 主意 .从 等 式 (8) 和 (9) ,我 们 有 


er ir =e” Ena? - 3). 等 式 (9) 
=e -Ft o (a? 3322 等 式 (8) 
x — 3 x° 一 
=2x. 
解 通过 了 检验 . -| 


用 极限 表示 数 e 
我 们 曾 把 e 定义 为 满足 in e = 1 的 数 .下 一 个 定理 指出 计算 e 为 一 个 极限 值 的 一 个 方法 . 


定理 2 数 e 是 极限 


lim(1 + x) = 
x-0 


证 明 Efa) = Inx, 则 f'(x) = 1/x, 于 是 f'(1) = 4. 而 由 导数 的 定义 
PO) slim fz O) lnAL+z) -AD 
` T a0 h T 0 x 


= lim PQ + x)— lnl = im Ln(! + x) 
rO x z % 


17x 


= limln(1 +x)” = Inf amdl + +) | PS $ In 是 连续 的 
因为 4'(1) = 1, 所 以 我 们 有 


In lim( 1 十 x)! |] = 1 


2.70481 
2.71692 
2.71815 
2.71827 
2.71828 


于 是 
lim(1 + x) = e Ine=1 且 In 是 一 对 一 的 . G 


使 用 一 个 计算 器 ,我 们 制 成 图 6.8 所 示 的 表 . 精 确 到 
15 位 小 数 


图 6.8 f(x) = (A+) | 的 数值 表 . 


e = 2.718281828459045. 


一 般 指 数 函 数 a* 
因为 对 于 任何 正 数 a,a = e"” ,我 们 可 以 认为 a El) = erme. 因 此 我 们 得 到 下 列 定义 ， 
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定义 ”一 般 指数 函数 
对 于 任何 数 a > 0 和 任何 x 


a“ = ex ha 
CD-ROM 例 6 求 指数 函数 值 
WEBsite (a)2 = eP? ~ eb? 3,32 
历史 传记 (b)2" = er ell 8.8 _ | 
z Siméon Denis Poisson 
(1781 — 1840) WAN (RAER) 


我 们 现在 可 以 对 任 一 - x > 0 和 任 一 实数 n E S x" H 
enhi, NIE, EI In z” = n In x 中 的 不 再 限于 是 有 理 数 ;只 要 x > 0, 它 可 以 是 任何 数 : 
In x" = In(e“""*) =nl1nx -] e 对 任何 4 有 Ine*=u 
= nln x. 
法 则 je = at 2 ME = en > 在 一 起 使 我 们 能 够 建立 最 终 形式 的 寡 求 导 法 则 .对 于 
x, X x" +K Sp f 


x" 的 定义 .x > O 

=e had nina) ee 的 链 式 法 则 
dx 

= x 又 是 ze 的 定义 


简 言 之 ,只 要 x > 0, 就 有 
d n n-1 


y X = nx 
dx 


链 式 法 则 把 这 个 等 式 推广 为 最 终 形式 的 短 法 则 


宪法 则 (最 终 形式 ) 
# u NB F BJ £ 的 可 微 函 数 而 n 是 任何 实数 , 则 w" 是 x 的 可 微 函 数 , 且 
d nn n-l du 


dr” = nu dz 


例 7 ”利用 对 于 所 有 寡 的 守法 则 
(a) mai = V2x4- (x > O) 
x 
(b) AE + sin 3x)" = n(2 + sin 3x)! (cos 3x) * 3 = 3z(2 + sin 3x)! (cos 3x). | 
a* 的 导数 和 积分 
我 们 从 定义 a = e" Fig.: 
—a* = era ~ exha, (x lna) EREM 
x 
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= a“lna. 


如 果 a > 0, 则 


d s x]n 
dx? = a a. 


利用 链 式 法 则 ,我 们 得 到 更 一 般 的 形式 


# a > 0, H u Ær 的 可 微 函 数 , 则 a" 是 x 的 可 微 函 数 , 且 


u 


d a du 
Jo = a Ina dx (10) 


等 式 (10) 说 明了 为 什么 e 是 微 积分 中 优先 的 指数 函数 . 若 a = 1, 则 na = 1 且 等 式 (10) 简化 为 


Le = eřlne = e. 
例 8 对 一 般 的 指数 函数 求 导 
d x x d -x _ Q-x d _ 一 区 
(a) 二 3 = 3*ln 3 (b) q;3 = 3 (In 3) rz) =-3 7n3 
(c) agns 一 3s xz(ln 3) dL (sin x) = 35" *(]n 3)cos x _ | 


从 等 式 (10) RIAH, Æ lna > 0 或 a > 1, 则 a* 的 导数 是 正 的 ;而 若 lna < 1 或 9090<a<1， 
则 a 的 导数 是 负 的 .于 是 若 a> 1, 则 a* 是 x 的 增 函 数 ;而 若 0 < a < 1, 则 war 是 x 的 减 函 数 ,对 
每 一 情形 , a 是 一 对 一 的 .二 阶 导数 
d 


d, , 
Jae ) = dx 
对 所 有 x 都 是 正 的 ,于 是 a* 的 图 象 在 实 直线 的 每 个 区 间 都 是 上 目的 (图 6.9). 


# a zz 1, 则 Ina < 0, 等 式 (10) 两 端 除 以 Ina 就 得 到 


"du _ 1 d. “) 
a dx ` Ina dx < 


(alna) = (Ina V a” 


对 x 积分 两 端 ,给 出 


udu, _ få d; u - | £ u l a 
fa da” T > 到 (Co )dx = Ina. axe )dx = Ina + C. 


图 6.9 若 0< aa<1, 指 数 函 数 是 减 孙 
数 ; 若 a > 1, 则 是 增 函 数 . 当 x 一 w 时 , 若 
0<a<1l, 则 a 一 0 且 若 a >1 则 a* 一 
%. 当 x->- æ 时 ,我 们 有 ,车 0 < a <1， 
则 a 一 %, 若 a > 1, 则 a — 0. 
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把 第 -一 个 积分 成 微分 形式 ,给 出 


| 
I 
~ 
a 
= 
= 
"I 
— 
= = 
a = 


例 9 积分 一 般 的 指数 函数 
(a)|2'a+ = 5 +C 


(b) [o “cos x dx 


gu 2 ana 、 

= |2 du = n +C u = sin xy,du = cos x dr. 
PAS ` . 

= — + C 用 sin x 替换 i 
ln 2 


习题 6.2 


带 自然 指数 的 导数 
在 题 1 - 14 中 . 求 对 于 相应 的 x,! 或 9 的 导数 . 


1.7 = e" 2. v = e" 
4.y = xe*— e' 5. y = (x? — 2x + 2)e* 
7.y = ln(30e-?) 8.y = coste”) 
0 3 
10.y = mn( 5) ll.y = 1 (2) 
l+e - 1 + /0 
“in x e: 
13.y = | sin e' dt 14.， = | dt 
Jo Je 
PEET 
在 题 15 - 18 中 , 炒 dy/dx. 
15.lny = eřsin x 16.ln xy = e 17. e™ 
带 自 然 指数 的 积分 
求 题 19 - 32 中 的 积分 . 
Pin 3 
19. [ae + Se )dx 20. e"dx 
R la 2 

m9 er 
22. | e" dx 23. | —— dr 

In- S Vr 

e! r e`! x 
25.| da 26. y dx 

x x 
28.| (1 + e Jest0 d0 29.|es “sec mt lan zt dt 

x 4 ` 


等 式 (11) 中 a = 2,4 


sin(x + 3y) 


及 等 式 (11) 


3.Y = ME EERE 
6.y = e"(sin 0 + cos 0) 


9.y = In(2e ‘sin t) 


12.y = e'nr + 1) 


21. |8e Pdr 


24 [zre `ar 


* (l + ew" 0)sec20 d0 
0 


27.| 


Vinz 2 ñ 2 
30.| 2x e" cos(e* )dx 
"0 


18.tan y = e* + ] x 


rr n ler rc ! 
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31.| e dr 32.| -2 
l+ e 1 +e 
包含 一 般 指 数 的 导数 
在 习题 33 - 44 中 , 求 y 对 于 给 定 自 变量 的 导数 ， 
33.y = 2° 34.7 = xs 35.y = x" 
36.y = (cos 0)? 37.y = 7* ?In7 38.y = 23 
-e x x+1 In 3 
Byer 40. y = (hng) A. = ba( (5) ) 
7x h5 sin 0 cos 0 I re 

42.y = loga) (于 + ;) 43.y = 7 ) 44.7 = b|; = ==] 
对 数 求 导 法 
在 题 45 - 50 中 ,利用 对 数 求 导 法 求 y 对 于 给 定 自 变量 的 导数 . 
45.y = (x + 1)” 46.y = tt 47.y = (sin x)” 
48. y = xn 49. y = xm 50.y = (ln x)!" 
包含 一 般 指 数 的 积 
求 题 51 - 58 中 的 积分 . 

J z/2 2 əln x 
si.| PECARI 52. Í 7% tsin t dt s3. Í 2a 

1 0 1 % 
s4.|3s5dv 55.| x5-1dx s6. | W3 + 1) qx 

0 

e ee 3 
s7.| xm2) Idy ss. Í d: 

1 1 t 
初 值 问题 
解 题 59 - 62 中 的 初 值 问题 
59. e = etsin(e - 2), y(In2) = 0 60. g = e'sec (re '), y(in4) = r: 

2 2 
6.92 = 2e, y(0) = 1,y' (0) = 0 62. SF = 1 - e”, y(1) =- 1,y'(1) = O 
理论 和 应 用 


63. AIRE K /(xz) = e - 2x 在 [0,1] 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 . 


64. 一 个 周期 函数 ”局 期 函数 f/x) = 2 在 哪里 取 极 值 ? 这 些 极 值 是 什么 ? 


y 


Sin (x/2) 


y = 2e 


65. WIRKE KA) = x?In(1/x) 的 绝对 最 大 值 并 且 告 诉 在 哪里 取得 . 
66. 面积 à 求 第 一 象限 内 ,上 由 有 曲线 y= ez ,下 由 曲线 y = e* ,而 右 由 直线 x = ln 3 界定 的 "三 角形 ” 区 域 的 面积 . 
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67. 指数 极限 证 明 lim (1 + (r/k))* = e. 
68. 曲线 的 长 度 。” 求 I v FI LE RHR, aps M = 0 到 4 = 1 的 长 度 是 


L = [yw l+ Feds. 
69. 一 条 直线 表示 的 函数 的 反 函 数 mm 和 0 是 常数 ,m 0. WEAS) = mr + 6b 的 反 沙 数 的 图 象 是 直线 ,其 斜 
ZA l/m, mi y- 截 距 是 - b/m. 
70. 面积 REEERE ; = 2!" 和 x 轴 的 区 间 - 1 < x < 1 之 间 的 区 域 的 面积 . 
71. 积分 的 和 证 明 :对 二 任何 数 a > 1, 
lna 


[in x dx 十 | edy = alna . (BL FBI.) 
S1 Jo 


第 71 题 图 


72. 几何 、 对 数 和 算术 平均 不 等 式 
(a) 证 明 e 的 图 象 在 x 轴 的 每 个 区 间 上 都 是 上 目的， 
(b) 参考 右上 图 ,证 明 : 若 0 < a < b, W 


Iné ehe g ert 
elratind)/2 (Inb — ina) < | e"dx < > (inb - Ina). 
Ina 


Ce) 利用 部 分 (b) 的 不 等 式 推出 结论 


六 一 b-a a+b 
ab < nb Ina < 2 ` 


这 一 不 等 式 是 说 ,两 个 正 数 的 几何 平均 值 小 于 它们 的 对 数 平均 值 ,而 后 者 小 于 它们 的 算术 平均 值 .( 有 关 这 一 

不 等 式 的 更 多 内 容 ， 见 “The Geometric,Logarithmic,and Arithmetic Mean Inequality”,Frank Burk, American 

Mathematical Monthly ,Vol.94,No.6(June - July 1987) ,pp .527 - 528.) 

加 ?73. 把 f(x) < (x -3)>e 及 其 一 阶 导 数 的 图 象 画 在 一 起 ,解释 /的 行为 同 广 的 符号 以 及 数值 之 间 的 关系 . 
根据 需要 ,用 微 积分 确定 图 象 上 的 重要 的 点 ， 


74. 正 交 曲线 族 ”证明 曲 线 族 y - - s + 4(4 是 任意 常数 ) 中 的 所 有 


曲线 和 族 y = In x +e(c 是 任意 常数 ) 中 的 所 有 曲线 在 其 交点 正 交 . 
75. e* 和 ln x 之 间 的 互 逆 关系 ”发 现 你 的 计算 器 在 求 复合 函数 


enz 和 Inle"). Ca 
ç 
的 值 时 是 如 何 的 好 . es 一 
76. e 的 小 数 表示 ”通过 解 方程 mn x = 1 求 e 到 你 的 计算 器 所 允许 的 小 [=3,6]X [-3,3] 
数位 数 . 


第 74 题 图 


习题 6.2 < 509 - 


77. e RRDA? 计算 器 去 掉 了 一 些 这 个 一 度 上 共有 挑战 性 的 问题 的 
神秘 性 . (动手 检验 ,你 会 发 现 一 个 相当 大 的 惊奇 . ) 不 过 ,不 用 计算 器 
你 也 能 够 回答 这 个 问题 . 
(a) 求 一 条 过 原点 切 于 7 = In x 的 图 象 的 直线 的 方程 . 
(b) 给 出 一 个 基于 y = In x 的 图 象 和 切线 的 推理 ,用 以 解释 为 什么 对 
HAIER x >< c,ln x < x/e. 
(c) 证 明 对 所 有 正 数 x 2 e,ln( x°) < x. 
(d) H (c) 得 出 结论 ;对 所 有 正 的 x Z e,x° < e. 
(e) 这 样 -- 来 ,x 或 e" 哪个 更 大 呢 ? 


[—3,6]X [—3,3] 
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线性 化 


78. e* 在 x = 0 的 线性 化 
(a) 导出 在 x = 0 的 线性 通 近 er ~ 1 + x. 
(b 对 于 -2 三 x 达 2, 把 er 和 1+x 的 图 象 画 在 一 起 ,如 果 条 件 允 许 , 采 用 不 同 的 颜色 .在 什么 区 间 , NE 
是 e* 的 过 剩 估计 ?不 足 估计 ? 
Bo 估计 在 区 间 [0,0.2] 上 用 1 + < 代替 er 产生 的 误差 的 绝对 值 (到 5 位 小 数 ) 
DROM 79. 27 的 线性 化 
(a) K f(z) = 2" 在 x = 0 的 线性 化 .再 计算 其 系数 到 两 位 小 数 . 
(b) HF -3< x <3ff- 1< y =< 1 把 线性 函数 和 函数 的 图 象 画 在 -- 起 . 
gih 80. los + 的 线性 化 
C= (a) R f(x) = log 3x 在 x = 3 的 线性 化 .再 计算 其 系数 到 2 位 小 数 . 
(b) 在 0O<x<8 和 2 < y < 4 的 窗口 内 把 线性 函数 和 函数 的 图 象 画 在 一 起 . 


计算 机 探究 


反 函 数 和 导数 


在 题 81 - 88 中 ,你 将 探索 某 些 函数 及 其 反 函 数 ,以 及 它们 的 导数 和 在 某 些 给 定点 处 的 线性 逼近 函数 . 使 用 你 
的 CAS 执行 下 列 步 又 . 
(a) 在 给 定 的 区 间 上 把 函数 y = f(x) 及 其 导数 的 图 象 画 在 一 起 .解释 你 怎样 知道 在 给 定 区间 上 / 是 一 对 一 的 . 
(b) 对 < 解 方程 y = f(x), 把 解 表 为 y 的 消 数 并 把 所 得 到 的 反 函 数 记 为 &. 
(c) 求 了 的 图 象 在 指定 点 (xo,f(xo)) 的 切线 的 方程 ， 
(d) K g 在 点 (f(x0) ,xo) 的 切线 的 方程 , (f(x0) , xo) 是 (xo,f/( x0)) 关于 直线 y = x( 它 是 恒 等 函数 的 图 象 ) 
的 对 称 点 .利用 定理 1 求 这 条 切线 的 斜率 . 
(e) 画 出 函数 /和 gg, 恒 等 函 数 ,两 条 切线 ,连结 点 (x0,f(x0o)) 和 ( xo), xo) 的 线段 .讨论 你 看 到 的 关于 主 对 
角 线 y = x 的 对 称 性 . 


" 
81.y = V3 2, — cç r< 4,x0 = 3 82.y = 3z+2， -2< x <2,x = — 
3 2x = 11 ` 2 
4x 1 x? 1 
8.y = >T -l<x=<l,o = > 84.y = TT -lsxsgl,x=7 
3 2 27 3 3 
85.y = x -3x - 1, 2=< x <5,x = 10 86.y = 2 -x= x3, -`2< x =<2,x = > 


87.y = e, —3< x =<5,xo = 1 88.y = sin x, - 2 S< x=< m = 1 
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在 题 89 和 90 中 ,对 于 由 区 间 上 给 定 方 程 隐 式 定义 的 函数 y = f(x) 和 有 = f'( y), ER I E b. 


89. -l= (x +2), — 5 =< <x=<5,x =- 3⁄2 90.cosy = x, O< x < l,xo = 1⁄2 


反 三 角 函 数 的 导数 ;积分 


友 正 弦 的 导数 。 反正 切 的 导数 。 反正 割 的 导数 。 其 它 三 个 反 三 角 国 数 的 导数 。 积分 公式 


有 反 二 角 函 数 提供 了 在 数学 工程 技术 和 物理 学 中 产生 的 许多 函数 的 反 导 数 .在 这 一 节 ,我 
们 求 反 三角 遇 数 的 导数 并 且 讨 论 相关 的 积 


反正 弦 的 导数 
我 们 知道 函数 * = sin y 在 区 间 - rv2 < y < x/2 是 可 微 的 ,并 且 它 的 导数 cos x 在 此 区 间 
上 是 正 的 .因此 定理 1 保证 反 函 数 y = sin-!x 在 区 间 -1<x< 1 上 是 可 微 的 .但 是 我 们 不 能 
期 望 它 在 点 x = - 1 或 x = 1 是 可 微 的 ,因为 过 这 些 点 图 象 的 切线 是 竖 直 的 (图 6.10). 
我 们 求 y = sinrlx 的 导数 的 步 又 如 下 : 


y 
y = sin-1x . 
sin y = x F 83 X # , 
d : = d D x=sin yi 
ga (sin y) = 4. 两 端 求 导 K 
cos y dy = 1 隐 函 数 求 导 
dx 
dy __1 La- 
dx cos y` 5 y=sin ' x 


EXI: —1<x<1 
最 后 一 步 的 除法 是 合理 的 ,这 是 因为 当 - nx/2 < y < 值 域 ， 一 x/2<y<n/2 
z/2 Hf cos y 关 0. 事 实 上 ,对 于 -zxv2 < y <x/2,cosy 


是 正 的 ,于 是 我 们 可 以 用 V1- (sin y): MVI- x fÈ 


替 cos y .这样 一 来 ， 
d... 1 
a Sin 1x ) 二 a 
如 果 ú 是 x 的 可 微 函 数 并 且 |u| < 1, 我 们 应 用 链 式 
法 则 得 到 
| 
Esin lu = = ; 和 ， [u| < 1. | 图 6.10 y = sin zx 的 图 象 在 x =-1 和 x* = 1 
-u | 处 有 竖 直 切 线 ， 
例 1 应 用 公式 
£ -1 2 _ 1 — d, 2) 2 x 
d sin x 1 Cy dx x I - w. _ 


63 反 三 角 函 数 的 导数 ;积分 < 511 > 


反正 切 的 导数 
REAR y = sin's 有 十 分 狭 窑 的 定义 域 [ - 1,1] ,函数 y = tan x 却 对 所 有 实数 都 有 定义 . 
它 对 所 有 实数 也 是 可 微 的 ,正如 我 们 一 会 就 会 看 到 的 一 样 .微分 过 程 跟前 面 的 正弦 十 分 相似 . 


y = tan x 


tan y = x F RRK # 
d y 4d 
dx tan y) = dx” 
secoy $Ë = 1 隐 函 数 求 导 法 
dy _ _1 
dx ` sec? y 
1 = $a AR AE = 2 2 
= 1 + Gan ME 三 角 恒 等 式 :seczy = l + tan'y 
_ l 
] + x° 


导数 对 于 所 有 实数 都 有 定义 .如 果 u 是 x 的 可 微 函 数 ,我 们 得 到 链 式 法 则 的 形式 ; 


例 2( 一 个 运动 质点 ) ”一 质点 沿 x 轴 运 动 , 它 在 任何 时 刻 : >= 0 的 位 置 是 x(1) = tani. 
质点 在 上 = 16 的 速度 是 多 少 ? 
解 


1 .dr 1 .ll 
1+ (i)? d; l+: 2Vi 


v(t) 三 Stan! Vi = 


当 1 = 16 时 的 速度 是 


1 1 1 
"(16) = T. 162 Ag ` 136: — 
反正 割 的 导数 
我 们 求 y = see xz 当 |x| > 1 时 的 导数 ,与 跟 其 它 两 个 反 三 角 函 数 同样 的 方式 开始 . 
y= sec x 


sec y= x 反 函 数 关系 


d d 
qz (sec y)= 1 


d 1 因 为 | x | > 1,y 属于 
T= " (0,7/2) U (xr/2,7r) 
x sec y tan y # H sec y tan y = 0. 


为 用 x 表示 结果 ,我 们 利用 关系 


ys 一 了 一 
seey = x 和 tany =+ V secy- 1 =+ vx" -l 


d< wa 
x Vx" — Í 
关于 + 号 我 们 能 够 做 些 什么 看 一 看 图 6.11 就 知道 
y = seca RR RRE k uc R F 89. F A 
1 Et- 


+ —— £ x >l 
d | xvx 一 1 
du x = 1 
- -一 一 # x < -上 


x Je- 1 
NAE ATELA S, FRR] OT A E R T BP REA JE H 2 
掉 了 含混 不 清 的 "4+” 号 : 


Ka =- 1 图 6.11 曲线 y = seia 的 斜率 对 于 
dx x| vV 1 x<-1 和 x > 1 都 是 正 的 . 
如 果 u 是 x 的 可 微 函 数 并 且 |u| > 1, 我 们 有 公式 
sec-lu = 一 ] du > 1 
dx lu | u? 1 dx 
例 3 利用 公式 
dd l/c l _ saa 
sec (5x°) = WU 2 q5 ) 
-—- (20x7) 
4 23 -1 
4 一 
x V2Sxg _ 1 一 1 _ 


其 它 三 个 反 三 角 函 数 的 导数 

我 们 可 以 使 用 相同 的 技巧 求 得 其 它 注 个 反 三 角 需 数 一 - 反 余弦 、 反 余 切 和 反 余 割 一 的 导 
数 , 但 由 于 下 列 恒等式 ,有 一 个 更 简捷 途径 . 
RAA - 反 余 函 数 恒等式 


T . 
cos x = — sn x ! 
2 | 
| 
| 
-1 x -1 I 
cot x = 一 tan x I 
2 | 
l| 
-l T - | 
cse X = — — sec x i 
2 | 


EE 22 f8 R A R O Sh RE XG py RR R AO Sh 388 BV f IB (L 3J ER 45 到 47). 
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例 4( 反 余 切 曲线 的 切线 ) OK y = cot''x B 表 6.1 反 三 角 函 数 的 导数 
图 象 在 + = - 1 的 切线 的 方程 . i 
解 ”首先 我 们 注意 de VI 
cot! (= 1) = tan-!(- 1) d(cos u) _ _ _du/dx lul<1 
? i 
x T 3x 
2 (- 1] ` 4: düan u) _ _du/dx 
: dx / 
切线 的 斜率 是 l+? 
dy 1 | ~ d(cot™ a) _ _ _du/dx 
dx aa laz? azi dx V l+ u? 
_ 1 _ 1 | d(sec'lu) _ du/dx luj>1 
rR 4 Ve 
于 是 切线 方程 是 y — 3z/4 = (- 1⁄2)(x + 1). | d(csc u) — du/dx 


= ; lu|>1 


dx | 


反 三 角 函 数 的 导数 汇集 在 表 6.1 h. 


积分 公式 
表 6.1 中 的 导数 公式 导出 了 表 6.2 中 的 三 个 有 用 的 积分 公式 .这 些 公式 容易 地 由 对 右 端 的 
函数 求 导 来 验证 . 


表 6.2 ”用 反 三 角 函 数 求 值 的 积 
下 列 公 式 对 任何 常数 a 2 0 成 立 . 


|= = sim) C Of? < ?成立 ) 
` a" 一 u 


2.| = = lees (对 所 有 u RY) 


u 


d > 
3.|: — = = o Ele (对 局 > e RY) 
u — a 


ER 6.1 的 导数 公式 中 a = 1 ,而 在 大 多 数 积分 中 a xz 1, 因 此 表 6.2 中 的 公式 更 有 用 . 
例 5 利用 积分 公式 


V3/2 dx 3⁄2 
wf = sin x 
2⁄2 1 - x? Ba 
- ia: [13] - in [2] z m= z 
= sin"! [5 sin 3)=3-4= 5 
(b) d = lan"! x | = tan !(1) -tanrl(0) = Z -0 =- = 
ol x 0 4 4 
V2 d 22 
(of — = -1 = = _ T = T 
2⁄3 y /x2 — 1 see < 243 4 6 12 = 


例 6 “利用 替换 法 和 表 6.2 
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af dx - | 一 = sin (+ C ERO) P a=3,u = x 
` v 9 一 x y BY x? 
Cb)| - dx 5 du a = V3,u = 2x pE = dx 
3 - 4x° a? — u° 
= si" [Z] C 等 式 (1) 
las [22 
= z Sin 万 + C _] 
` dx 
例 7( 配 成 平方 ) 求 | 一 些 -- 
Vár- x° 


解 ”表达 式 V 4x - x? 跟 表 6.2 中 的 任 一 公式 都 不 相 匹 配 ,于 是 我 们 首先 把 4x - x? 通过 
配 成 完全 平方 , 重 写 为 
Ax -x = (x 4x)=- (x — dx +4) +4 = 4- (x- 2). 
然后 我 们 做 替换 a = 2,u = x - 2, 且 du = dx, 便 得 


| dx | dx 


= |- du _ a = 2.u = x-2, 
i a? 一 w 于 是 du = dx 
= sia [2], C 等 式 (1) 
-If x -2 
= sin [ 2 ) + C E 


例 8( 配 成 平方 ) R| 


4x? + 4x + 2' 


解 ”我 们 把 二 次 多 项 式 4x2 + 4x 配 成 平方 : 


402 Au t2 Alata) 2 = [2 . t) 


2 
= [x+ >) +1 = (2x+1) + 1. 


于 是 
| dx _ dx ;| du a= l,u = 2x+1, 
42 +4xX+2 J(2x+1)Y+1 2Ju + a du/2 = dx 
= + anoh E) 等 式 (2) 
a a 
1 
= Ftan (x + 1) + C a= l,u = 2xe+1 


例 9( 利 用 替换 法 ) R| — 
| e” -6 
解 


tA 


习题 6.3 .515 ， 


dx f du/u u = e", du = edx， 
| e -6 wa dx = du/e* = du/u,a = V6 


= >se! |, C FAG) 
|=) 
= —sec + C 
/6 (3 _ | 
习题 6.3 
求 导 数 
在 题 1 - 14 中 , 求 y 对 于 适当 变量 的 导数 . 
l.y = cos-!(1/x) 2.y = sin™'(1 ~ t) 3.y = sec“! (2s +1) 
4. y = esc! (x? +1),x > 0 5.y = sec! È ,0 < t< 1 6.y = cott 
7.y = ln(tan lx) 8.y = tanr (inx) 9.y = cos! (Ce 0) 
10.y = s V L- s? + cos"!s ll.y = tan lV x — 1 + cse lx, x > 1 
12.y = cot! + — tan"! 13.y = x si'r + / 1 - x2 14.y = In(xz + 4) — x un" Í 2) 
求 积 
求 题 15 - 26 中 的 积分 . 
H274 
15. | — 2 16. Í da 7. | — 5 
Jiad ° 9+3x x / 252 -2 
3⁄2⁄4 2 -4/272 
18. Í i 19. i 20. — 
M9- 4x2 08 +2t -1 y 42 1 
3dr d 
21.| r zn |— i 23. | -一 一 
w1_-4(r -1 GL TI fin y 
á 2cos_0d0 7s ” erdx 2 i 4dt 
J- 1+ (sin 9)? Jo 1+e” o (l+ nt) 
求 题 27 - 32 中 的 积分 . 
7. | -— s| 广 半 = 29.| 4 _ 
V = x2 + Ax — 3 V3 - 2: É y -2y+5 
2 8dr 31. | 一 一些 一 一 - dx 
3o. Í — 32. | 
12 2x + 2 人 十 2x (x<-2) V x - dx — 3 
求 题 33 - 36 中 的 积分 . 
=l 
sin “dx (sin! x )2dx d: 2 sec (sec'x)dx 
a3. | 三 一 些 34.) 一 一 一 一 一 35 | 36. | — 
1- x Vi- (tan'y) (1 + y?) B asa-i 
积分 公式 


验证 题 37 - 40 中 的 积分 公式 . 
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-1 
37.| un T dx = hr x: — Jini + x?) 
x 


$ 5 xz4dx 
38.| 3cos l(5x) dx = “-cos"t(Sx) + =Í 一 一 -一 
4 4. Ji- 
39. | (sim'z)?dx = xw(sin`!x)2 — 2x+2V1- m2sin lx + C 


40. finta? + x?)dx = x lnla? + x°) - 2x + 2atan”! 5 +C 


初 值 问题 
解 题 41 - 44 中 的 初 值 问题 . 

dy _ 1 3 dy _ _1 .(0) = 
41. 3; = a y(0)=0 42. dz = i- y(0) = 1 

dy _ 1 f " dy _ i 2 k 
8. aT === x > 1;y(2) = w Hd irr JA y0) = 2 
理论 和 例子 


45. 利用 恒等式 cos-lu = - sin'u 从 sin'u 的 导数 公式 导出 表 6.1 中 cos lz 的 导数 公式 . 


S 
2 
46. 利用 恒等式 co'u = > — tan 以 从 taniu 的 导数 公式 导出 表 6.1 中 cot''u 的 导数 公式 ， 
工 
2 


47. 利用 恒等式 csc "lu = - sec 从 sec-!'u 的 导数 公式 导出 表 6.1 中 


csc'lu 的 导数 公式 . 
48. 求 角 的 最 大 值  x 的 什么 值 使 这 里 画 出 的 角 6 取 最 大 值 ?9 在 这 点 取 
何 值 ?从 证 明 9 = x- cotrlx - cot-!(2 — x) 开始 (如 右 图 所 示 ). 
49. ERKSA 。 使 用 6.2 节 的 导数 法 则 即 定理 1 导出 
d. 1 
dz ly = VT 
50. 反正 切 的 导数 。 使 用 6.2 节 的 导数 法 则 即 定理 1 导出 


d, -lx = i 
dx TEE 


51. 旋转 体 体积 。 求 如 右 图 画 出 的 施 转 体 的 体积 ， 
s.m RR y -= -m -y < r< + BE. 


用 切片 法 求 体积 人 
53. 立体 夹 在 在 * = -1 和 > = 1 垂直 于 x 轴 的 两 平面 之 间 . 重 直 于 x 轴 aai 


的 横 截 面 是 第 51 题 图 
i 51 题 图 


(a) 图, 其 直径 从 曲线 y = - == MREMA y= -上 
x + x 


(b) 竖 直 正方 形 ,其 底 边 从 曲线 y = - 


-]<x<l. 


1 1 
伸展 到 曲线 y = 
V l+ x T V 1 + x? 


54. 立体 夹 在 在 z = -V2/2 和 x = V2/2 EEF x 轴 的 两 平面 之 间 . 委 直 于 x 轴 的 横 截 面 是 
(a) 圆 ,其 直径 从 x 轴 伸 展 到 曲线 y = 


2 
VI- 好 


AWA ee 
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2 
A TAR 到 曲 > + : 
(b) 正方 形 , 其 对 角 线 从 x 轴 伸 展 到 曲线 y 1 
55. 一 个 估计 ”用 数值 积分 估计 
| 0.6 dx _ 
sin 0.6 = | 过 = 


的 值 .作为 参考 , 取 5 位 小 数 的 sin '0.6 = 0.64350. 
56. 估计 x。 用 数值 积分 估计 = 4| 一 -sdx 88. 


1 + <° 
El s. 为 学 而 写 。 把 /(x) = sin!'x 及 其 前 两 阶 导数 的 图 象 画 在 一 起 .说 明太 的 行为 和 /的 图 象 的 形状 同 f, 
AS” 的 符号 以 及 数值 之 间 的 关系 . 
E 58. 为 学 而 写 。” 把 /(x) = un" 及 其 前 两 阶 导 数 的 图 象 画 在 起. 说明/ 的 行为 和 /的 图 象 的 形状 同 /' 和 
六 的 符号 以 及 数值 之 间 的 关系 . 


6.4 一 阶 可 分 离 变量 微分 方程 


一 般 一 阶 微分 方程 及 其 解 。 可 分 离 变量 方程 。 斜率 场 :看 出 解 曲 线 。 指数 变化 律 。 连 
续 复 利 。 放射性 。 热 转移 :回顾 Newton 冷却 定律 。 正比 于 速度 的 阻力 。 从 滑行 到 停止 的 物 
体 。 Torricelli 定律 


在 用 风范 数 求 导 法 求 导 数 时 (2.6 节 ) ,我 们 发 现 导数 dy/dx 的 
表达 式 中 经 常 同时 包含 变量 x 和 y ,而 不 仅仅 是 自 变量 x. 在 这 一 节 ， 
我 们 研究 初 值 问题 ,其 中 的 导数 就 有 形式 dy/dx = f(x,y). 


一 般 一 阶 微分 方程 及 其 解 
一 阶 微分 方程 是 关系 
= f(x,y) (1) 


其 中 f(x,y) 是 定义 在 xy 平 面 一 个 区 域 上 的 二 元 函数 .方程 (1) 的 一 个 解 是 定义 在 关于 * 值 的 
一 个 区 间 ( 可 能 是 无 穷 的 ) 上 的 可 微 函数 y = y(x) ,使 得 在 该 区 间 上 


Jules Henri Poincaré 
(1854 — 1912) 


E ya) = f(x, y(z)). 
初 值 条 件 y(xo) = yo 相当 于 要 求解 曲线 y = y(x) 通过 点 (x0, yo). 


B 1( 验 证 一 个 函数 是 解 ) ”证 明 函 数 


是 下 列 一 阶 初 值 问题 的 解 . 
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解 方程 
dy L Ë 
dx x 
是 一 阶 微分 方程 ,其 中 的 f(x,y) = 1- (y/x). 
函数 y = (1⁄x)+ (x/2) 是 微分 方程 的 解 ,这 是 因为 , 当 用 (1/x)+ (x/2) 替 换 y 时 方程 两 


左 端 
dy dfL xy} 1 1 
Palag) +: 
右 端 
y 1/1 XY 1 l. 1 1 
1 
因为 
1 x 1 2 3 
Ds (w+) = 
所 以 该 函数 满足 初 条件 . _ | 
可 分 离 变量 方程 


方程 y = /(x,y) 是 可 分 离 变 量 的 ,如 果 / 可 以 表示 成 一 个 x 的 函数 和 注 : 有 时 我 们 把 
一 个 y 的 函数 的 乘积 .于 是 微分 方程 有 形式 dy/dx = fü.) 
dy 写成 y = f(x,y). 
Z z z(x)h(y). 


dx 
如 果 h(y) 0 REITORA h 分离 变量 ,依次 得 到 
l dy 
hG) dx 780) 


l dya, o 
2 h(y) dx = | g(x) 两 端 对 « 积分 


| = el )dx. 
现在 x My 已 经 分 离 ,我 们 只 需要 简单 地 积分 两 端 就 得 到 我 们 要 找 的 解 ,把 y 表示 成 x 的 显 函 
ARARA ,其 中 含有 一 个 任意 常数 . 
B| 2{( 解 一 个 可 分 离 变量 的 方程 ) ” 解 微 分 方程 


v- (1 + ye. 


解 ”因为 1+ y 从 不 为 零 , 我 们 可 用 分 离 变量 法 解 这 个 方程 . 
g =(1+ y`)e* 


dy/dx # fE f 
Doaa ed Ë dy BERILA 


并 且 两 端 乘 以 dx. 
-dY -erdx 除 以 1 + >° 
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6.4 


C 表示 积分 的 组 合 常数 
出 了 y. 当 -x/2 < e" + C < x⁄/2 Hf, irii Wm BJ IE 


=e + C 


y 


ex + C 作 为 x 的 隐 函 数 


切 我 们 可 以 把 y 表示 成 x 的 显 函 数 : 


-1 


tan 


AAA 
H 


2 


等 式 tan`! y 


tan(e* + C) 


y) = 


-1 


tan(tan 


tanle” + C). 


y = 


CD-ROM 


C am mumam 


yo ,就 要 求解 曲线 ( 解 的 


f(x,Y) 的 解 指 定 一 个 初 条 件 y( xo) 


图 象 ) 通过 点 (xo, yo) ,并 且 在 该 点 有 斜率 F(xo, yo) .我 们 可 以 用 图 形 画 出 这 


每 当 我 们 给 微分 方程 y 


斜率 ,为 此 在 xy 


些 


, y) 处 画 一 个 短 的 斜率 为 AFLx,y) 的 线段 .每 
于 是 跟 解 曲线 在 那里 相 切 .跟随 这 些 线段 我 们 可 看 


(x 


义 域 区 域 ) 的 每 个 选 定 的 点 
个 线段 跟 过 (x,y) 的 解 曲线 有 相同 的 斜率 


平面 的 区 域 (f 的 定 
出 曲线 的 行为 如 


这 些 


, 


何 (图 6.12). 


SANANANANAN 
SNSNNANANXAA A | 


//7Z72Z22 
J7Z722222_ 
7222222272 

7 7722222 
NA 
— ANN 72222 


LA 
PE AG ER Aaaa 


II PSI II SSS TS aaan 
PO TT sen 
Se 
RA 


(c) y=(—z)y+ 


ï 


1+x2 


(b) 7 一 一 


(a) y'=y—x2 


— 


OE 
2222222 


ARE GA 
ddAd a 


斜率 场 ( 上 一 行 ) 和 选 定 的 解 曲线 (下 一 行 ) .在 计算 机 演示 中 ,斜率 线段 有 时 带 箭 


头 , 正 如 你 从 上 图 看 到 的 那样 .这 并 不 表示 斜率 有 方向 ,其实 斜率 没有 方向 . 


用 铅笔 和 纸 构造 斜率 场 十 分 单调 乏味 .所 有 我 们 的 j 


图 6. 12 


例子 都 是 由 计算 机 生成 的 ， 


这 些 


2 


指数 变化 律 


假定 我 们 对 于 量 y( 人 口 ,放射 性 元 素 ,货币 ,等 等 ) 感 兴趣 ,该 量 以 正比 于 当前 量 的 速率 增 
加 或 减少 .假定 我 们 还 知道 在 时 刻 : = 0 的 量 , 记 作 yo ,我 们 可 以 通过 解 下 列 初 值 问题 求 y(i 的 


函数 ). 


ky 


微分 方程 ; 


如 果 y 是 正 的 而 且 是 增加 的 , 则 & 是 正 数 ,而 和 且 增 长 率 正比 于 已 经 积累 的 量 ; 如 果 y 是 正 的 但 
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在 减少 , 则 是 人 负 的 ,而 减少 率 止 比 十 仍旧 留 下 的 量 . 
常 函数 y = 0 是 微分 方程 的 解 ,但 通常 我 们 对 此 解 不 感 兴趣 .为 


CD-ROM =E w N 
到 非 零 解 ,我 们 分 离 变量 并 且 积 
WEBsite R £ gy 
历史 传记 y = hdi 
Josiah Willard Gibbs In|y] = t + G 积分 
(1839 — 1903) l| y| pe = 
e" * = e f + (. RE 
|y] = el. e" e" = u,e? = ef. eb 
y = + ee" y| = Ty =+r 
y = Ae" 令 4 = +e 


允许 A 取 值 0, 添 加 到 + e 所 有 可 能 的 取 值 当中 ,就 可 以 把 解 y = 0 包括 在 内 .这 就 解 了 微分 方程 . 
为 解 初 值 问题 ,我们 令 上 = 0 和 7y = yo, 并 解 出 A. 
yo = Ae'*)(0) = À 


初 值 问题 的 解 是 y = yo". 


人 指数 变化 律 
WR y 以 正比 于 当前 数量 的 速率 (dy/dt = ky) BEFA: = 0 时 y = yo M 
kt 
y = Yo ， 


这 里 上 > 0 表示 增长 ;而 上 < 0 表示 衰减 . 数 上 是 方程 的 速率 常数 . 


连续 复 利 


假定 以 固定 的 年 利率 r( 用 小 数 表示 ) 投资 Ao 美元 . 若 -- 年 内 上 不 次 把 利息 加 入 帐 目 , 则 ; 年 
后 的 现金 总 数 是 


A(t) = 4ul 1 + z)" 


利息 可 以 每 月 (hk = 12) ,每 周 (上 = 52) ,每 日 (有 = 365) ,或 甚至 更 频繁 地 ,每 小 时 或 每 分 钟 加 人 
(银行 家 称 为 “ 复 利 ”). 
如 果 不 是 在 离散 的 区 间 加 入 ,而 是 连续 地 以 正比 于 帐户 现金 的 速率 把 利息 加 和 人 帐 目 ,就 可 
用 一 个 初 值 问题 为 帐 目 的 增长 建 模 
d4 


微分 方程 : qr = rÁ 


W RAIF: A(0) = A. 
年 后 帐 目 中 的 贷 币 数量 是 
A(t) = Aoe". 
按 这 个 公式 付 的 利息 称 为 连续 复 利 . 数 + 是 连续 利率 . 


注 :根据 6.2 节 题 67,40oe" 


. r y 
-ol 


例 3( 连 续 复 利 ) ”假定 你 在 一 个 帐户 以 6.3% 的 年 利息 存款 800 美元 .8 年 后 你 将 有 和 多少 
美元 ?如 果 利 息 是 
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(a) 连续 复 利息 . (b) 季度 复 利息 . 


解 这 里 4 = 800,r = 0.063.8 年 后 ,帐户 中 的 金额 精确 到 分 是 


(a)A(8) = 800e'%%3)(8) _ 1324.26 


(4)(8) 
(b)A(8) = go0 (1 + 2-063) = 1319.07. 


你 或 许 期 望 用 连续 复 利息 得 到 这 多 出 的 5.19 美元 . 


放射 性 

当 一 个 原子 在 放射 中 失去 一 些 质量 时 ,原子 的 剩余 部 分 就 重 
组 为 某 种 新 元 素 的 原子 . 这 个 放射 过 程 和 变化 称 为 放射 性 衰减 ， 
其 原子 自然 地 经 历 这 一 过 程 的 元 素 , 则 是 放射 性 元 素 . 放射 性 
Ek - 14 衰减 为 氮 . 锂 经 过 几 个 中 间 的 放射 性 阶段 后 ,衰变 为 镭 . 

实验 指出 在 任何 给 定 的 时 间 , 放 射 性 元 素 衰减 的 速率 (用 单 
位 时 间 改 变 的 原子 核 数 目测 量 ) 近似 地 正比 于 现存 放射 性 原子 
核 的 数目 .于 是 放射 性 元 素 的 大 减 用 方程 dy/di =- ky,k > 038 
述 . 如 果 yo 是 在 时 刻 零 现 有 放射 性 原子 核 的 数目 ,在 此 后 时 刻 : 
仍 存在 的 数目 将 是 

y = yo", k > 0. 

一 种 放射 性 元 素 的 半衰期 是 样本 中 现 有 放射 性 原子 核 衰减 一 
半 需 要 的 时 间 . 例 4 指出 一 个 惊人 的 事实 ,半衰期 是 一 个 仅 依赖 于 
放射 性 物质 的 常数 ,而 与 样本 中 现存 的 射 性 原子 核 的 数目 无 关 . 


EE: E-226, 用 来 涂 在 手表 的 
AE 3 k ,使 它们 在 夜间 发 光 
(对 于 用 刷子 涂 这 种 东西 的 
人 ,这 是 一 件 危 险 的 作业 ) ,对 
T # -226,1 用 年 测量 ,h = 
4.3 x 1074. 对 于 氯 -222 气体 ， 
t 用 日 测量 ,k = 0.18. 镭 在 地 


壳 中 的 衰减 是 有 时 在 地 下 室 
中 发 现 的 所 的 来 源 . 
约定 这 里 约定 用 —- k 


(k > 0) 而 不 用 k(k < 0) 以 强 
Hy 是 减少 的 .在 这 种 形式 下 ， 
数 称 放射 性 元 素 的 衰减 常数 . 


例 4( 求 半衰期 ) 求 衰减 方程 为 y = yoe“ 的 放射 性 物质 的 半衰期 ,并 且 指 出 半衰期 仅 依 
赖 于 衰减 常数 上. 

解 
模型 。” 半衰期 是 方程 joe-* = 十 yo 的 解 
用 代数 方法 求解 

e = 7 除 以 yo 

- kt = ln 一 两 边 取 In 

1 1 ln 2 1 
上 =- 大 mm = L In 一 = — lna 

解释 ”4 的 这 个 值 是 元 素 的 半衰期 . 它 仅 依赖 于 值 . 数 yo 没有 出 现 . _ | 


用 衰减 常数 上 表示 半衰期 
衰减 常数 为 x(k > 0) 的 放射 性 物质 的 半衰期 是 


半衰期 = 2 
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例 S( 利 用 碳 -14 测定 年 代 ) AHE -14 HU 
定年 代 的 科学 家 用 5700 年 作为 它 的 半 训 期 . 求 样 
本 的 年 代 , 其 原 有 的 10% 的 放射 性 原子 核 已 经 
衰减 . 

解 ” 因 为 半衰期 = 5700 = (In 2)/k, 我 们 有 
k = (ln 2)/5700. 

模型 ” 我 们 需要 求 í 的 值 , 它 满足 


PE: EK -14 测定 年 代 

放射 性 元 素 的 衰减 有 时 可 用 来 测量 地 球 上 过 去 
的 事件 .长 于 二 十 亿 年 的 岩石 年 龄 可 用 铀 ( 半 误 
期 4.5 十 亿 年 !) 的 放射 性 衰减 的 程度 测定 出 来 . 
在 一 个 活 的 有 机 体内 ,放射 性 碳 , 碳 -14 跟 存活 
在 有 机 体内 的 普通 碘 之 比 基 本 保持 常数 ,近似 
地 等 于 有 机 体 的 周围 环境 中 的 比 .但 在 有 机 体 
死 后 ,没有 新 的 碳 被 吸收 ,而 碳 -14 的 比例 由 于 


ye = 0.9y 或 e” = 0.9, 衰变 而 减少 .通过 比较 有 机 体内 瑞 -14 的 比例 和 
其 中 = (In 2)/5700. 它 生 活 在 其 中 的 环境 中 的 比例 有 可 能 估计 残余 
用 代数 方法 求解 有 机 体 的 生擒, 古生物 学 家 应用 这 种 方式 测定 
-u 0.9 T L % ( 8 + CaC0,) ,种 子 和 木质 人 造物 品 的 年 
° =“ 龄 .法国 Lascaux 的 岩洞 油画 的 15 500 年 的 年 龄 
zH =in09 MHRI 估计 是 由 碳 -14 测定 的 .Turin HEP $, K MB D 
t=- qin 0.9 = - 5700 In 0.9 ~ 866 * # $ A 38 t z Z 3: 3 S S 8 E F + , $ 3k: P 
. ; i 生 后 ,人 们 1988 年 用 碳 -14 测 定 出 是 在 公元 1200 

解释 样本 年 龄 大 约 为 866 年 . _ | 以 后 制造 的 

CD-ROM 热 转 移 :回顾 Newton 冷却 定律 

WEBsite 在 3.4 节 ,我 们 获得 了 浸入 冷 的 环境 介质 的 热 的 物体 ,比如 锡 杯 
历史 传记 中 的 热 汤 在 冷却 到 周围 空气 温度 这 一 过 程 的 温度 曲线 . 描述 这 一 准 


Differential Equations 却 过 程 的 微分 方程 基于 这 样 一 个 原理 ,物体 的 温度 在 任何 给 定时 刻 
变化 的 速率 大 致 地 正比 于 它 的 温度 和 周围 介质 温度 之 差 (Newton 冷 
却 定律 ,同样 适用 于 加 热 ). 
如 果 五 是 物体 在 时 刻 ; 的 温度 ,而 H, 是 周围 的 常温 度 , 则 微分 方 
程 是 


— =- k(H - H). (2) 
如 果 用 (五 - H.) 替换 y, 则 


dy _ d dH _ d 
dt = H - H,) = dt q CR.) 
-H o H, 是 常数 
dt 
_dH 
~ dt 
=- k(H - H,) 方程 (2) 
=- ky, H-H, = y 
现在 我 们 知道 dy/dt =- ky 的 解 是 y = yoe", XE y(0) = yo. 用 yy 替换 (五 - 五 ), 这 就 
说 明 
H-H, = (Ho- BH,)e"", (3) 


这 里 Ho 是 ; = 0 时 的 温度 .这 就 是 Newton 冷却 定律 的 等 式 . 
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例 6( 冷 却 一 个 者 硬 了 的 鸡蛋 ) ”一 个 煮 硬 了 的 鸡蛋 有 98% ,把 它 放 在 18% 的 水 池 里 .5 分 
钟 之 后 ,鸡蛋 的 温度 是 38Y .假定 没有 感到 水 变 热 ,鸡蛋 到 达 20 C 需 多 长 时 间 ? 
解 ”我 们 求 鸡 蛋 从 98 冷却 到 20% 需 多 久 ,再 减 去 已 经 过 去 的 5 分钟. 
步骤 1: 解 初 值 问题 .在 等 式 (3) 中 令 H, = 18 和 H, = 98, 把 鸡蛋 放 人 水 池 后 上 分 钟 其 温 
度 是 
H = 18 + (98- 18)e7™ = 18 + 80e 
HR k, RAMH t = 5 时 H = 38 这 一 信息 


38 =18 + 80e-54， e5 = + 
_ 5k =n + =  In4, k= n4 


鸡蛋 在 时 刻 上 REE H = 18 + gOe- (9.264): 
20 = 18 + 80e- 9:21 4): 
80e- (0214): -2 


-0.2m 上 
e = 
40 


- (O.2In 4): = In z5 = -ln40 两 端 求 对 数 


In 40 


t =02m4 = 13 分钟 
步骤 3: 达 到 如 = 20 所 需 时 间 的 解释 .在 把 鸡蛋 放 入 水 池 中 冷却 约 13 分 钟 后 鸡蛋 的 温度 
达到 20% ,因为 达到 38%C 用 去 了 5 分 钟 , 故 大 约 还 需 8 分 钟 多 一 点 达到 20%. _ 


正比 于 速度 的 阻力 


在 某 些 情况 下 ,在 没有 其 它 的 力作 用 时 ,运动 物体 所 受到 的 阻力 , 像 一 辆 汽车 靠 惯性 滑行 
到 停止 那样 ,正比 于 物体 的 速度 这 一 假设 是 合理 的 . 物体 运动 得 愈 慢 , 它 前 进 时 受到 的 空气 阻 
力 就 愈 小 .为 用 数学 术语 表达 这 一 假设 ,我 们 把 物体 的 质量 视 为 m, 沿 坐标 直线 运动 ,其 位 置 
和 速度 是 时 间 ; 的 函数 .与 运动 方向 相反 的 阻力 是 


力 = 质量 x 加 速度 = m. 
我 们 可 以 把 阻力 正比 于 速度 这 一 假设 表示 为 


dv dv k 
my; = -kw 或 de m? (k > 0). 
这 是 指数 变化 的 微分 方程 .这 个 微分 方程 在 初 条 件 : = 0 时 w= vo 下 的 解 是 
~(k/m)r 
v = ve . (4) 


从 滑行 到 停止 的 物体 
从 等 式 (4) 我 们 可 以 了 解 到 什么 ?对 某 一 件 事情 来 说 ,我 们 可 以 看 出 ,如 果 m 代表 一 庞 然 
大 物 的 质量 ,比如 Erie 湖 上 的 运 矿石 的 船 的 质量 是 20 000 吨 ,为 使 速度 趋 近 于 零 将 经 过 很 长 的 
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时 间 . 田 一 件 事情 是 ,我 们 可 以 积分 这 个 等 式 求 作为 时 间 1 A3 ER R s. 
假定 一 个 物体 从 滑行 到 停止 , 仅 有 正比 于 它 的 速度 的 阻力 作用 . 它 将 滑行 多 远 ? 为 求 出 结 
果 , 我 们 从 等 式 (4) 出 发 并 解 初 值 问题 


ds _ poet, (0) = 
dt 


对 上 积分 ,得 


IA t = 0,s = 0 ,给 出 


Dage, pe ca”, 
因此 在 时 刻 上 物体 的 位 置 是 
s(t) z 一 rem + Pa -L a _ eTil mdt), (5) 


为 求 物体 清 行 有 多 远 ,我 们 求 当 上 -~ o 时 s(1) 的 极限 .因为 - (k/m) < 0, 我 们 知道 当 1 一 x 
时 -CAm)i — 0, 于 是 


lims(t) = lim Sa — e (h m)t) 


vom vom 
= (1 一 0) = + 
终于 得 到 
滑行 距离 = =. (6) 


自然 ,这 是 一 个 理想 的 演算 . 仅 在 数学 里 时 间 才 注 :重量 和 质量 的 比较 “重量 是 地 心 引力 拉 
可 以 绵延 到 无 穷 . 数 vom/k 仅 是 一 个 上 界 ( 虽 说 是 有 一 个 质量 的 力 : 
用 的 ). 在 某 种 意义 下 在 生活 中 这 样 考虑 也 是 正确 ，。 khi ipi keny 
的 ,至 少 :如 果 m 很 大 ,要 让 物体 停止 需 消耗 巨大 的 。 拉 格 (sw ) 测量 T | 
能 量 . 这 就 是 为 什么 远洋 客轮 必须 用 拖轮 靠近 码头 . $ = 斯 拉 格 x32 或 #ë /32 = 斯 拉 格 
任何 一 个 按 惯例 设计 的 远洋 客轮 以 足够 大 的 速度 滑 ”一 个 重 192 磅 的 滑冰 者 的 质量 = 192/32 = 6 
行 时 ,在 停止 之 前 将 会 撞击 到 码头 . HRH. 


例 7( 一 个 滑行 的 溜冰 者 ) “对 于 一 个 192 磅 的 溜冰 者 ,等 式 (4) 中 的 大 约 是 1/3 斯 拉 格 / 秒 ， 
而 m = 192/32 = 6 斯 拉 格 .该 溜冰 者 从 11 英尺 / 秒 (7.5 英里 /时 ) 滑行 到 1 英尺 / 秒 需 多 久 ? 溜 冰 
者 到 完全 停止 需 滑行 多 远 ? 

解 ”通过 对 上 解 方程 (4) ,我 们 回答 第 一 个 问题 : 
方程 (4) 中 ,上 = 1⁄3, 


-4/18 _ 
lle =1 m = 6,v0 = ll,z = 1 
e =1/11 
- t/18 =]n(1/11) =- In 11 


t = 18ln 11 < 43 #b. 


senwda -~ 
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我 们 用 等 式 (6) 回答 第 二 个 问题 : 
ym 全 vom _ 1.6 _ m 
滑行 距离 = k = 1⁄3 = 198 英尺 _ 
Torricelli 定律 
Torricelli 定律 是 说 ,如 果 像 图 6.13 那样 排水 ,水 流出 的 速率 
等 于 一 个 常数 乘 水 深度 x 的 平方 根 .常数 依赖 于 出 口 的 尺寸 . 在 
例 8 中 ,我 们 假定 常数 为 172. 


例 8( 从 桶 中 排水 ) ”一 个 直 圆 柱 形 的 桶 半径 为 5 英尺 ,高 为 
6RR ,起 初 装 满 了 水 ,以 0.5Vx 英尺 /分 的 速率 从 桶 中 排水 ， 图 6.13 ”水 流出 的 速率 是 
求 在 任何 时 刻 1, 桶 中 水 的 深度 和 总 量 的 公式 .把 桶 中 的 水 排 空 需 。 0.5v ER 分 .( 例 8) 
DEZE 
解 。” 底 半径 为 r 高 为 h 的 直 圆 柱 体积 是 V = rr2A. 
模型 ” 桶 (图 6.13) 中 水 的 体积 是 
V = zr”h =zx(5)2x = 25rx. 


p; a dy dx ° ;yb sia dx 
微分 方程 : gr = 257 4; 为 负 值 是 因为 了 减少 ,于 < 0 
- 0.5 x =25x 和 Torricelli 定律 
dx _ Vx 
dt SOx 
初 条 件 : x(0) = 16 t= 0 时 ,水 深 16 英尺 ， 
解析 地 求解 ”我 们 首先 用 分 离 变 量 法 解 微分 方程 
-123 1 
x dx = — 30ra! 
-123 _ d 7 
fs dx = - | zont 积分 两 端 
2⁄2 = z! + C AREN 


用 初 条 件 x(0) = 16 确定 C 的 值 : 


CD-ROM 
2(16)'? = - (0) +C 
C =8 
Josiah Willard Gibbs _ Q b 412 
(1839 — 1903) 由 C = 8, 我 们 得 
2 -| s J2 a_t 
2 = 50r + 8 R < = 4 Toor 
我 们 要 找 的 公式 是 
一 一 一 一 2 2 
x = (4- a) 和 V = 25rx = 257(4 - az] | 


解释 ”在 任何 时 刻 ;, 桶 中 水 深 是 (4 - 1/(100x))? 英尺 ,而 水 的 总 量 是 25x(4 - t/(1001))? 
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英尺 ?在 1 = 0,x = 16 英尺 ,V = 400x 英尺 :, 这 正 是 所 必需 的 值 . 桶 在 c = 400x 分 将 是 空 的 
(V = 0) ,这 大 约 是 21 小 时 ， J 


习题 6.4 


验证 解 
在 题 1 和 2 里 ,说 明 每 个 函数 y = f(x) 是 伴随 的 微分 方程 的 解 . 
1.2y +3y = e 
(a)y = e`“ (b)y = et + e C2 (CO) = eta Ce- 32x 
2.7 = ° 
a)y =- + Wy = - — CEES 
在 题 3 和 4 里 ,说 明 每 个 函数 是 给 定 的 初 值 问题 的 解 . 
3. 微分 方程 :y = i — 2xy 4. 微分 方程 :zy + y = — sin x,z > 0 
初始 条 件 :7(2) = 0 初始 条 件 : y(n/2) =0 


2 候选 解 :y = cos x/ 
候选 解 :y = (x - 2)e-， i ” 


可 分 离 变 量 的 方程 
解 题 5 - 14 中 的 微分 方程 . 
5s.2Vxy d - 1， x,y>0 6. 97 - eG, y> 0 — - er-， 
dx dx dx 
8. dy = 3e 9. dy = V ycos Vy 10. 2<x y dy = 1 
dx dx dx 
Jl. /x dr = en, x>0 12. (sec x) dy = eths 
x dx 
3. - 2x Vir, -i< y <1 14. 和 e 
dx dx e*t* 
应 用 


15. 大 气压 强 ”大 气压 强 p 可 用 对 海 拨 高 度 h 的 变化 率 dp/dh 与 p 成 正比 来 建 模 , 且 位 于 海平 面 的 压强 为 1013 
训 巴 (大 约 每 平方 英尺 14.7 磅 ) ,位 于 海拔 高 度 20 公里 处 的 压强 为 90 SE, 
(a) 解 初始 值 问题 
微分 方程 ; dp/dh = kp (上 是 一 个 常数 ) 
初始 条 件 : P= Po (ih = 0) 
得 到 通过 h KOR p 的 表达 式 .根据 海拔 高 度 - 压强 的 给 定数 据 确定 p. 和 的 值 . 
(b) 在 海拔 高 度 h = 50 公里 处 大 气压 强 是 多 少 ? 
(c) 在 海拔 高 度 多 少 公里 处 大 气压 强 等 于 900 ZE? 
16. 一 阶 化 学 反应 ”在 某 化 学 反应 中 ,物质 的 数量 随 着 时 间 的 改变 率 与 其 当前 的 数量 成 比例 .例如 ,6- BE2E H 
内 酯 变 成 葡萄 糖 酸 , 当 时 间 : 以 小 时 为 单位 时 ,化 学 反应 方程 式 是 


dY o o6, 
dr = 0.6y. 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


如 果 当 上 = 0 时 有 人 Bš s FA BS 100 克 ,那么 -- 小 时 后 还 剩 下 多 少 ? 

转化 糖 。” 粗 糖 的 加 工 过 程 中 ,有 一 步骤 称 为 "转化 ,就 是 改变 粗粮 的 分 子 结构 .反应 一 旦 开始 , 粗 糖 量 的 
改变 速率 与 剩余 的 粗 糖 量 成 正比 ,如果 1000 公斤 粗 糖 在 10 小 时 后 只 剩 下 800 公斤 ,那么 再 过 14 小 时 还 剩 
下 多 少 ? 

水 下 作业 在 海洋 表面 下 方 x 英尺 处 的 光 的 强度 L(x) 满足 微分 方程 


dL 
dx = 一 kL. 


潜水 者 从 经 验 知道 在 加 勤 比 海 当 潜水 到 18 英尺 深 时 光线 强度 降 到 水 面 的 一 半 . 当 光线 强度 降 到 水 面 光 线 
强度 的 十 分 之 一 以 下 时 ,人 们 没有 人 工 照明 不 能 工作 .试问 大 约 在 多 深 处 ,没有 人 工 照明 仍 可 以 工作 ? 
放电 电容 器 上 的 电压 。 一 个 放电 的 电容 器 ,电压 的 改变 率 和 终端 电压 成 正比 ,并 且 时 间 :以 秒 为 单位 时 ， 
其 满足 的 方程 是 


dy L. 
q ° 407: 


对 了 解 此 方程 ,并 应 用 Vo 表示 当 = 0 时 了 的 值 .试问 经 过 多 长 时 间 ,电压 降落 到 初始 值 的 10% ? 
石油 减少 假定 从 惠 蒂 尔 的 峡谷 井 之 一 抽 走 了 一 定数 量 的 石油 ,使 得 加 利 福 尼 亚 的 石油 产量 每 年 以 10% 
的 比率 连续 地 减少 .试问 什么 时 候 加 利 福 尼 亚 的 石油 产量 降 到 当前 值 的 五 分 之 一 ? 

葡萄 糖 静脉 注射 ” 某 医院 以 每 分 钟 r 个 单位 的 速率 对 病人 进行 葡萄 糖 静 脉 注 射 (直接 到 血液 ) .假设 病人 


coron 的 身体 从 血液 中 转移 葡萄 糖 的 速率 与 时 刻 e 在 血液 中 的 葡萄 糖 数量 0(1) 成 比例 . 
CU D 用 大 分 方 和 建立 一个 在 血液 中 的 区 和 攻 绢 数 量 随 着 时 间 变 化 的 数学 机 并 


22. 


(b) 在 初始 条 件 0(0) = Q, 下 求解 在 (a) 中 列 出 的 微分 方程 . 
(c) 求 当 1 一 wm 时 OOG) 的 极限 . 
连续 折价 ”为 了 鼓励 采购 100( 单 位 ) 某 货物 的 买主 ,商家 销售 部 门 用 连续 折价 的 办 法 促销 ,以 购 货 数量 
(RE) ,决定 所 售 货 物 的 单价 pa) ,也 就 是 单价 p(x) 是 购 货 数量 x( 单 位 ) 的 函数 .假定 折扣 降价 速率 为 
每 单位 降价 0.01 美元 ,又 对 于 100( 单 位 ) 该 货物 的 售 价 是 p(100) = 20.09 美元 . 
(a) 通过 解 如 下 初 值 问题 求 p(x): 
MINE Pad 
初始 条 件 : p(100) = 20.09 
(b) R 10( 单 位 ) 该 货物 的 单价 p(10) 和 90( 单 位 ) 的 单价 p (90). 
(c) 商家 的 收入 是 用 r(x) = xe p(x) 来 计算 的 .如 果 销 售 部 门 问 你 打折 如 此 多 是 否 会 出 现 这 种 情况 , 售 出 
10Q( 单 位 ) 货物 的 收入 比 售 出 90( 单 位 ) 货物 的 收入 来 说 更 少 . 试 证 明 当 % = 100 时 商家 的 收入 达到 
它 的 最 大 值 ,以 消除 他 们 的 顾虑 . 


-ERAH ”你 刚 把 4。 美元 存 人 按 4% 连续 复 利 计 息 的 一 个 银行 帐户 . 
(a) 五 年 以 后 你 的 存折 将 有 多 少 钱 ? (b) 多 长 时 间 你 的 钱 长 到 二 倍 ?三 倍 ? 
. 约翰 纳 皮 尔 问 题 ”约翰 . 纳 皮 尔 (1550 一 1617) ,发 明了 对 数 的 苏格兰 地 主 , 是 第 一 个 回答 以 下 问题 的 人 ， 


如 果 100% 的 利息 , 按 连续 复 利 计 息 ,你 投资 一 笔 钱 , 则 

(a) 本 利 计算 公 式 是 什么 样 的 ? 

(b) 本 利和 变 为 三 倍 , 需 要 多 长 时 间 ? (c) 一 年 能 赚 多 少 利息 ? 
对 你 的 答案 给 出 理由 . 


R -222 ”众所周知 ,所 -222 气体 的 赔 变 方程 是 y = yot Rp 以 天 为 单位 .将 氨 的 样品 放 在 密封 的 


容器 中 ,大 约 多 长 时 间 它 降 到 其 最 初 的 值 的 90% ? 


.外 -210 外 样 品 的 半衰期 是 139 天 ,而 外 样品 到 达 当天 的 放射 性 核 存量 的 95% 赔 变 后 就 没有 用 了 . 问 外 样 


品 到 达 后 可 以 用 多 少 天 ? 
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27. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


35. 


37. 


38. 


一 个 放射 性 原子 核 的 平均 寿命 ”使 用 放射 性 方程 ”= ve “的 物理 学 家 把 数字 1 四 称 为 一 个 放射 性 原子 
核 的 平均 寿命 , 气 原 子 核 的 平均 寿命 大 约 为 1/0.18 = 5.6( 天 ). 碳 -14 原 子 核 的 平均 寿命 超过 8000 年 . 试 证 
明 : 在 -… 件 样品 中 原 有 的 放射 性 原子 核 的 95% 将 在 三 个 平均 寿命 期 间 ,也 就 是 到 时 间 上 = 3⁄k 晓 变 掉 . 从 
而 ,一 个 原子 核 的 平均 寿命 给 出 一 个 估计 … 件 样品 的 放射 性 将 持续 多 长 时 间 的 快速 方法 ， 


. 钢 -252 什么 东西 价格 为 每 克 2700 万 美元 ,能 被 用 来 处 理 脑 癌 ,分析 煤 中 硫磺 的 含量 ,检查 行李 中 的 爆炸 


性 物质 ?这 个 东西 就 是 钢 -252,-- 种 如 此 硕 少 的 放射 性 同位 素 以 致 于 从 1950 年 格 伦 西 博 格 发 现 它 到 现在 

整个 西方 世界 才 仅 仅 生 产 了 8 克 . 钢 -252 的 半衰期 是 2.645 年 ,这 对 有 用 的 生活 服务 来 说 寿命 足够 长 ,而 

对 于 每 单位 质量 有 这 人 么 高 的 放射 性 来 说 寿命 又 足够 短 . 该 同位 素 的 1 微克 每 秒 释放 170 百 万 个 中 子 . 

(a) 该 同位 素 在 放射 性 方程 中 的 天 值 是 多 少 ? 

(b) 该 同位 素 的 平均 寿命 是 多 少 ?( 参 看 题 27. ) 

(c) 在 该 同位 素 的 一 件 样品 中 , 原 有 的 放射 性 原子 核 的 95% HETE £ K h$ l] A ñ 2 st 9? 

饮料 冷却 ”假设 在 温度 是 20% 的 房间 里 ,一杯 90 的 饮料 10 分 钟 之 后 冷却 到 60 .应 用 Newton 冷却 定 

律 回答 下 列 问题 . 

(a) 再 经 过 多 久 后 这 杯 饮 料 会 冷却 到 35%? 

(b) 如 果 这 标 饮料 不 是 放 在 房间 里 ,而 是 放 在 温度 是 - 15`C 的 冰箱 里 . 则 要 多 和 久 时 间 这 杯 饮 料 才 能 从 90 < 
冷却 到 3S%? 

一 根 未 知 温度 的 杆 一 根 铝 杆 从 赛 冷 的 外 边 拿 到 温度 保持 在 6 的 机 房 里 .10 分 钟 后 杆 变 上 暖和 到 35°F , 

再 过 十 分 钟 后 杆 变 暖 和 到 50 ,应 用 Newton 冷却 定律 估计 这 根 杆 的 初始 温度 ， 

未 知 温度 的 周围 媒介 RAKAT) 的 平底 锅 放 入 冰箱 .十 分 钟 后 水 的 温度 是 39% ;再 十 分 钟 后 水 的 

温度 是 33% .应 用 Newton 冷却 定律 估计 这 冰箱 的 温度 是 多 少 . 

银 在 空气 中 冷却 ”一 块 银锭 现在 超过 室温 60 ,20 分 钟 以 前 , 它 超过 室温 70%C .银锭 与 室温 的 温差 是 多 少 ? 

(a) 从 现在 起 15 分 钟 后 ? (b) 从 现在 起 两 小 时 后 ? 

(c) 何 时 银锭 仅 超过 室温 10%? 

莱克 火山 口 的 年 龄 ”在 活着 的 生物 体内 发 现 了 仍 存 44.5% 碳 -14 的 木炭 ,如 果 这 木炭 是 在 俄勒冈 的 莱克 

火山 喷发 中 被 烧 死 的 树 留 下 的 .试问 莱克 火山 口 的 年 龄 大 约 有 多 大 ? 


. 用 碳 -14 测量 年 代 ”考虑 以 下 所 假想 的 情况 ,在 测量 一 件 样品 的 年 代 时 ,去 观察 那些 由 于 估计 碳 - 14 会 


量 发 生 相 当 小 的 误差 而 对 结果 产生 的 影响 . 

(a) 公元 2000 年 在 伊利 诺 斯 中 部 发 现 了 一 块 化 石 骨头 ,其 中 磋 -14 的 含量 只 有 原来 的 17% . 试 估计 该 动物 
死去 的 年 份 . 

(b) 以 18% 替换 17% 重 做 (a) 小 题 . (c) 以 16% 替换 17% 重 做 (a) 小 题 


ERMET ”一 幅 油 画 标 称 是 Vermeer( 1632—1675) 的 , 它 应 该 仅 包含 不 超过 原 有 96.2% 的 碳 -14, 然 而 却 包 

含 了 99.5% .试问 该 履 品 大 约 是 什么 年 代 的 ? 

. 细菌 的 繁殖 ”假设 菌落 中 的 细菌 按照 指数 改变 律 无 限制 地 繁殖 . 刚 开始 该 菌落 只 有 一 个 细菌 ,每 半 小 时 

增加 为 原 有 的 2 倍 . 

(a) 在 24 小 时 后 该 菌落 有 多 少 细 菌 ? 

(b) 为 学 而 写 Ma) 小 题解 释 ,为 什么 有 人 在 早上 还 觉得 好 好 的 ,到 晚上 就 病 得 很 严重 了 ; 而 在 另 一 个 
受 感染 人 身上 ,许多 细菌 却 被 消灭 了 . 

滑行 的 自行 车 ”一 个 66 公 斤 的 人 骑 着 7 公斤 的 自行 车 开始 在 水 平 的 地 面 上 以 9 米 / 秒 的 速度 滑行 .方程 


(4) 中 的 大 值 大 约 为 3.9 公斤 / 秒 . 

(a) 在 自行 车 完全 停止 前 , 骑 车 者 滑行 了 大 约 多 远 ? 

(b) 多 长 时 间 骑 车 者 的 速度 降 到 1 X ¿ FP? 

滑行 的 战舰 ” 一 稻 依 阿 华 类 战舰 重 约 51 000 公吨 (51 000 000 公斤 ) 且 方 程 (4) 中 的 大 值 大 约 为 59 000 
公斤 / 秒 . 假定 当 该 船 以 9 X / 秒 的 速度 移动 的 时 候 失 去 动力 . 
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(a) 在 船 完 全 停泊 前 , 船 滑 行 了 大 约 多 过 ? 
(b) 多 长 时 间 船 的 速度 降 到 1 米 / 秒 ? 

39. 表 6.3 中 的 数据 是 Valerie Sharritts 用 运动 探测 器 和 CBL™ 收集 的 ,他 是 俄 交 俄 州 哥 伦 布 St. Francis DeSales 
高 中 的 数学 老师 . 表 中 列 出 了 他 的 10 岁 女 儿 Ashley 按 直线 方向 滑冰 的 时 间 ( 秒 ) 和 对 应 的 滑行 距离 ( 米 ). 
试 利用 表 6.3 里 的 数据 以 方程 (5) 的 形式 为 Ashley 的 位 置 建立 一 个 模型 .她 的 初始 速度 是 vo = 2.75 米 / 秒 ， 
她 的 质量 m = 39.92 公斤 (体重 88 磅 ) 和 这 次 滑行 的 全 程 为 4.91 米 . 


表 6.3 Ashley Sharritts 溜冰 数据 


t) s( 米 ) 
2.24 3.05 
2.40 3.22 
2.56 3.38 
.72 3.52 
88 3 
.04 3 
20 3 
36 4. 
4 
4 
4 
4 
4 
4 


52 
68 


4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
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40. 滑行 到 停止 ” 表 6.4 列 出 了 Kelly Schmitzer 在 时 间 (0) 沿 直线 滑行 的 距离 ;( 米 ). 求 形 如 等 式 (5) 的 她 的 位 
置 模型 .她 的 初速 度 是 wm = 0.80 米 / 秒 ,她 的 质量 是 m = 49.90 千 克 (110 磅 ) ,而 她 滑行 的 总 距离 是 1.32 米 . 
表 6.4 Kelly Schmitzer 滑行 数据 


i( 秒 ) s( 米 ) 
0.89 
0.97 


3. 
3. 
3. 
3. 
3. 
4. 
4. 
4. 


( 计算 机 探究 


斜率 场 和 解 曲线 
在 题 41 - 46 中 ,得 到 斜率 场 并 且 添上 通过 给 定点 的 解 曲线 的 图 象 
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CD-ROM dl. y = + 过 点 


e€ 
(a)(0.1) (b)(0,2) (e), - 1) 
CD-ROM 42. y =2(y-4) 过 点 
WEBsite 
ç (a)(0,1) (b)(0.4) (c)(0,5) 
CD-ROM 43. y = y(2 - y) 过 点 
WEBsite 7 7 
ç (a)(0.1/2) (b)(0,3⁄2) (c)X0,2) (d)(0,3) 
CD-ROM 44. Y = 过 点 
CE : : 
(a)(0,1) (b)(0,2) (c)X0, - 1) (d)(0,0) 
C= 45. y = =, 过 点 
(a)(— 3,2) (b)(1,1) (c)X2,4) 
(eres 46. y = — Y 过 点 
y x" + 4 
(a)(0,2) (b)(0, - 6) (c)X- 2⁄3, - 4) 


线性 一 阶 微分 方程 


线性 一 阶 方程 。 解 线性 方程 。 混合 问题 。RL 回路 


在 前 一 节 ,我们 导出 了 指数 变化 律 y = yoe*, 这 正 是 初 值 问题 dy/dt = ky,y(0) = vo 的 
解 .正如 我 们 看 到 的 ,这 个 问题 模拟 了 放射 性 衰变 , 热 转移 以 及 许多 其 它 的 现象 .在 这 一 节 , 我 
们 研究 以 方程 dy/dx = f(x,y) 为 基础 的 初 值 问题 ,其 中 /是 两 个 自 变量 x 和 y 的 函数 .函数 f 
有 特殊 的 形式 , 称 为 线性 形式 ,而 相关 的 微分 方程 同样 有 更 广泛 的 应 用 . 


线性 一 阶 方程 
如 果 一 阶 微分 方程 可 以 写成 形式 
9Y + P(xz)y = Q(x), (1) 


已 和 0 是 x 的 函数 , 则 它 是 线性 一 阶 方程 . 方 穆 (1) 是 方程 的 标准 形式 . 
例 1( 求 标准 形式 ) ”把 下 列 方程 表示 成 标准 形式 : 
x x = x*+3y, x >O. 
解 
= x? + 3y 
dy _ 3 ， 
=at Y 除 以 x 


dy 3 标准 形式 中 P(x) = -3/x 
dx x 而 Q(x) = x. 
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注意 P(x) 是 - 3/x, 而 非 + 3/x. 标 准 形式 是 y + P(x)y = 0O(xz), 于 是 负 号 是 P(x) 公式 的 


一 部 分 . _ 
例 2( 指 数 增长 模型 的 线性 化 ) ”在 前 一 节 我 们 用 方程 
dy = ky 
模拟 了 连续 复 利 .放射 性 训 变 和 温度 变化 ,这 是 一 个 线性 一 阶 方程 . 它 的 标准 形式 是 
$Z- ky = 0. P(x) =- k B 0(z) = 0 _ 
解 线性 方程 
为 解 方 程 
9 + P(x)y = Q(x) (2) 


我 们 乘 两 端 以 正 值 函数 *(*) ,以 便 把 左 端 变换 为 乘积 v(x) y 的 导数 .一 会 儿 我 们 就 指出 如 
何 求 v, 但 我 们 首先 要 指出 的 是 ,一旦 v 得 到 了 ,就 提供 了 要 找 的 解 . 
下 面 说 明了 为 什么 乘 以 4148388 ; 


+ P(z)y = Q(z) 是 标准 形式 的 原 方程 
v(a) I + P(xz)o(z)y = s(z)Q(x) 乘 以 正 的 v(x) 

dx 注 :我 们 称 w(z) 22 
it: IE v(x) 为 方 

选 ov, 使 得 v dy/dx 
(v(x) ° y) = v(x)0O(x) f 7 + # (2) 的 积分 因子 , 因 

x Pvy = d/dx(v* y) 
为 它 的 存在 使 得 方程 

zx) y = Poa) gada TH. 


1 
y -jaoocods 解 出 7 (3) 


等 式 (3) 通过 函数 v(x) 和 0(x) 表示 方程 (2) 的 解 . 
为 什么 P(x) 没有 也 出 现在 解 中 ?其 实 , 它 出 现在 其 中 ,但 不 是 直接 地 ,而 是 出 现在 正 值 函 
数 v(x) 的 构造 中 .我 们 有 


d d 
L) =v q + Puy JU fE o 上 的 条 件 


r aya f. py 导数 的 乘积 法 刚 


dz _ dy 
Y Jx = Pvy 消去 v 
上 式 成 立 , 只 要 
de _ 
dx = Po 
dv 
= Pdx 分 离 变量 


—Əy 
e | °| 
让 
— 
Y 
a 
= 
ai 
p 
Ril 
šE 
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` 532 ` | i y 
Inv = | Pax B» r > 0, 在 Inr 中 不 
` 需要 绝对 值 符 导 
a a AE r WIRE 
e (4) 


Lp =e 


由 此 看 出 ,对 于 满足 等 式 (4) BJ fE-— RR ", 用 等 式 (3) 就 能 够 解 方程 (2) .我 们 并 不 需要 最 一 般 
的 正 的 ,只 可 有 一 个 就 可 以 ， 因此 通过 对 | Pax 选择 P 的 最 简单 的 反 导 数 不 无 坏处 .还 要 注意 
满足 等 式 (4) 的 任 一 函数 v 必定 是 正 的 . 


定理 3 线性 方程 
+ Plx)y = Q(x) 
的 解 是 
1 
y = Tf adz, (5) 
其 中 
v(x) = ol? (6) 


在 v 的 公式 中 ,我 们 不 需要 P(x) 的 最 一 般 的 反 导 数 . 任 一 反 导 数 都 适用 . 


例 3( 应 用 定理 3} 解 方 程 
dy _ x+37y，x > 0. 


解 ”我 们 分 四 步 解 这 个 方程 . 


— anana aan nanana E 


y = x, P(x) =-2, Qa) = š 例 1 
[Pea = |- Žar = -3f bar s 3m|s|= -3Inx (x > O) 
x x 


. 3 n x eln z ` _ J 等 式 (6) 


v(x) = el Pods =e 一 一 ; 
区 
CD-ROM BR 4R. 
: 1 
WEBsite y = v(x) Q(x)dx ERO 


历史 传记 


Adrien Marie Legendre 
(1752 — 1833) 


sgal) a 由 1 - 3 步 求 得 的 值 


=. | la, 
Y x 


ef _ 一 + c) 不 要 忘记 C 


65 线性 一 阶 微分 方程 ， 533 + 


=- x + Cx’ 它 提 供 解 的 一 部 分 
解 是 y =- x` + Cx’,x > 0. | 


注 :怎么 求 线性 一 阶 方程 
步骤 1. 化 为 标准 形式 ; 步骤 2. 求 P(x) 的 一 个 反 导 数 ; 


步骤 3. 求 v(x) = ol" 步 台 4. 用 方程 (5) 求 y. 


例 4( 解 一 个 线性 一 阶 初 值 问题 ) ” 解 方程 
xy =x +3y, x > O, 
给 定 的 初 条 件 是 yA) = 2. 
解 ”我 们 首先 解 微分 方程 ( 例 3) ,得 到 
y=-x + C, x>0. 
再 用 初 条 件 求 C 的 合适 的 值 : 
y=- x2 + Cx2 
2 = - (1)2 + COP 当 x = 181 y = 2 
C =2+ (1) = 3. 
初 值 问题 的 解 是 函数 y = - x? + 32, _ 


混合 问题 

液体 溶液 中 (或 散布 在 气体 中 ) 的 一 种 化 学 品 流入 装 有 液体 (或 气体 ) 的 容器 中 ,容器 中 可 
能 还 装 有 一 定量 的 溶解 了 的 该 化 学 品 . 把 混合 物 搅拌 均匀 并 以 一 个 已 知 的 速率 流出 容器 .在 这 
个 过 程 中 ,知道 在 任何 时 刻 容器 中 的 该 化 学 品 的 浓度 往往 是 重要 的 .描述 这 个 过 程 的 微分 方程 
来 自 下 列 公 式 . 

容器 中 总 量 的 变化 率 = (化 学 品 进入 的 速率 ) - (化 学 品 离开 的 速率 ) (7) 

WR yO) 表示 在 时 刻 1 容器 中 的 化 学 品 总 量 , 而 V(i) 是 在 时 刻 ;容器 中 液体 的 总 体积 , 则 在 
时 刻 ;化 学 品 离开 的 速率 是 


离开 速率 = YD (流出 速率 ) 
= (在 时 刻 : 溶 器 中 的 浓度 ) . (流出 速率 ). (8) 

因此 ,方程 (7) 变 成 
各 = (化 学 品 进入 的 速率 ) - LHL. (流出 速率 )， (9) 


假如 ,比如 y 用 磅 测量 ,了 用 加 仑 ,而 上 用 分 钟 ,方程 (9) 中 的 单位 是 


m 磅 © .加 仑 
分 分 MÈ 分. 


下 面 是 一 个 例子 . 


例 5( 石 油 精炼 厂 的 存储 钠 ) ”在 一 个 石油 精炼 / ,一 个 存储 色 装 有 2000 加 仑 的 汽油 ,其 中 
开始 时 装 有 100 磅 的 添加 溶剂 .为 冬季 作 准 备 ,每 加 仑 含 2 磅 添加 剂 的 汽油 以 45 加 仑 /分 的 速 
率 注 人 贮存 缸 . 充 分 混合 的 溶液 以 45 加 仑 /分 的 速率 泵 出 .在 混合 过 程 开始 后 20 分 钟 怒 中 的 
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添加 剂 有 多 少 ( 图 6.14)? 


( p 45 gal/min $ 2 1b/gal 添加 剂 


EA 45 gal/min 含 Ib/gal 添加 剂 


图 6.14 例 5 中 的 存储 饶 ， 


解 
微分 方程 模型 G y 是 在 时 刻 ; 铅 中 的 添加 剂 的 总 量 ( 以 磅 计 ). 我 们 知道 当 : = 0 时 
y = 100. 在 任何 时 刻 :, 铅 中 溶液 的 汽油 和 添加 剂 的 加 仑 数 是 


V(t) =2000 Jl + (12E -45 mE) 分 ) 
= (2000 - 5t) WÈ. 


因此 ， 
添加 剂 流出 速率 = 其 溶液 流出 速率 SRO 
[a] 溶液 流出 速率 是 45 加 仑 /分 
-ət mi v = 2000 - 5: 
45 8 
= 2000 - 5: 分 
x 
添加 剂 加 入 速率 = [2 me) (Á). so 要 
模拟 混合 过 程 的 微分 方程 是 
45y 
dr = 80- 5000 - 5: 等 式 (9) 
两 端 单位 是 磅 / 分. 
解析 解 ”为 解 上 述 微分 方程 ,首先 把 它 写 成 标准 形式 : 


dy 45 
dx * 2000 - 5 


FÆ, P(t) = 45/(2000 - 5t) H Q(t) = 80. 
P(t) 的 一 个 反 导 数 是 
[pea = | st = — 9ln(2000 - 51). 2000 - 5: > 0 


( 记 住 ,P 的 任 一 反 导 数 都 可 以 .) 
积分 因子 是 


= 80. 


vlt) = ra = er-9in(2000-50) _ (2000 - 51) °. 


6.5 线性 一 阶 微分 方程 "535 ` 


微分 方程 的 一 般 解 是 


1 -9 
-—— €l - 80)d 等 式 (5) 
y = T2000 上 | (2000 50) (80)dt x 


80 (2000 - 5) `š Nasi 
= (2000 - zol (~ 8) 5) + c) 不 要 忘记 C 
= 2(2000 - 51) + C(2000 - 5:)°. 再 一 次 用 C 表示 80C 


因为 上 = 0 时 y = 100, 我 们 可 以 确定 C 的 值 : 
100 = 2(2000 - 0) + C(2000 - 0)° 


_ _ 3900 
= T (2000)°` 
初 值 问 题 的 解 是 
y = 2(2000 - 51) - 72000 7 2000 - 5t)°. 
解释 EARRA 20 分 钟 时 的 添加 剂 总 量 是 
y(20) = 2[2000 - 5(20)] - ra000 7 L2000 - 5(20)]? = 1342.03 磅 . _ | 


RL. 回路 
图 6.15 中 的 示意 图 表示 一 个 电路 , 它 的 总 电阻 是 常 值 R 
欧姆 ,用 线圈 表示 的 电感 是 L 享 利 ,也 是 常 值 .一 个 接线 端 为 a 

和 的 电 阅 合 上 时 就 接 通 一 个 常 电源 了 伏特 . i 
Ohm 定律 VY = RN ,对 于 这 个 回路 必须 修改 .修改 后 的 形式 是 

L 


这 里 表示 电流 强度 (安培 ) ,而 :表示 时 间 ( 秒 ). 通 过 解 这 个 方 ” 图 6.15 例 6 中 的 RL 电 路 - 
程 ,我 们 就 可 预测 电 盖 合 上 后 电流 如 何 流动 


di + Ri = v. (10) 


例 6{ 电 流 的 流动 ) RL 电 路 中 的 闸 ( 图 6.15) 在 时 刻 : = 0 合 上 .作为 时 间 函 数 的 电流 是 
怎样 的 ? 
解 ”方程 (10) 是 一 个 相对 于 时 间 ; 的 函数 i 的 线性 一 阶 方程 . 它 的 标准 形式 是 


di + Zi = 也， (11) 
根据 定理 3, 当 上 = 0 时 i = 0, 对 应 的 解 是 
i = z _ Keni (12) 
( 题 32). 因 为 R 和 4 是正 的 , - (R/L) 是 负 的 ,于 是 当 41 一 o mfe Dt 0. 这样 
ei 


在 任何 时 刻 , 从 理论 上 说 电流 小 于 Y/R, 但 随 着 时 间 的 流逝 ,电流 趋向 于 稳 态 值 V/R. 根 据 微 
分 方程 LË + Ri = V,# L = 0( 没 有 电感 ) 或 者 ui/dt = 0( 稳 定 电流 ,i = 常数 ) , 流 过 电路 的 
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电流 将 是 1 = V/R(É] 6.16). 
等 式 (12) 把 方程 (11) 的 解 表示 为 两 项 的 和 ;一 个 稳 态 解 Y/R 和 一 个 瞬时 解 - (V/Rye 全 
后 者 当 1 -> % 时 趋 于 0. _j 


图 6.16 例 6 中 BRL 电 路 中 电流 的 增长 . 
1 是 电流 的 稳 坊 值 . 数 1 = L/R 是 电路 的 
时 间 常 数 .在 3 倍 时 间 常 数 时 电流 与 其 稳 
>! 态 值 的 差 不 足 5%. (31) 


H GQ- e7 RL) 


o l l 
0 L L L L 
R °R 3R “R 
习题 6.5 
线性 一 阶 方程 
解 题 1- 14 中 的 微分 方程 
Lx e+y = es, x >0 2 和 aery = 1 
3.xy +3y = IT, x*>0 4.y' + (tanx)y = cosx, -= x/2 < x < n/2 
n 
s dy Sy - 1. +. x > 0 6.(1 + x)y' + y = Vx 
dx x 
7.2 = e + 8. ey + 2y = 2r 
9.xy-y=2xrlnx 10.< 和 = er ay, x > 0 
3 ds — _ ds 3 _ _— 
11.( — 1) qtto Dss t+ 1, t> 1 12+ D ts Mr) + oT :>-1 
13.sin 0 9 + (cos 0)r = tan 0, 0< 0 < 7/2 14.tan 0 $ +r=asng 0<0< x/2 
解 初 值 问题 
解 题 15 - 20 中 的 初 值 问题 
微分 方程 初 值 条 件 
15. Y 4 2y = 3 y(0) = 1 
dt 
16. ao r, t>0 y(2) = 1 
1.0 +a y = sin, 0 > 0 y(z/2) = 1 
18.0 9 -2y = gsec gtang，0>0 y(z/3) = 2 
19. (x 41) Y oC a)y = ° I. x>-l1 y(0) = 5 
dx x+l 
2w. trys yO) =- 6 
x 


习题 6.5 - 537 ` 


21. 


22. 


当 你 利用 定理 3 对 上 的 函数 解 下 列 初 值 问题 时 你 得 到 什么 ? 


dy -ky (k ERM), yO = w 


利用 定理 3 解 下 列 关 于 上 的 函数 z 的 初 值 问题 
k 


d + mt = 0 (kiim 是 正 的 常数 ) ， 1(0) = mm 


理论 和 例子 


23 


25. 


27. 


29. 


30. 


31. 


为 学 而 写 下列 等 式 是 否 成 立 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


(a)z| 二 da = x In! x] + C Daf 二 dx = x ]j|x| + Cx 


. 连续 复 利 ”你 用 1000 美元 开 了 一 个 帐户 ,并 且 计 划 每 年 加 入 1000 美元 .帐户 中 的 所 有 资金 赚 得 10% 的 年 


利息 , 且 是 连续 复 利 .如 果 新 加 的 存款 也 是 连续 地 存 人 你 的 帐户 ,你 的 帐户 在 时 间 上 年 ) 的 美元 数目 将 满 
是 初 值 问题 
dx 


dr = 1000 + 0.10x, x(0) = 1000. 


(a) 对 于 1 的 函数 x 解 初 值 问题 . 

(b) 为 使 你 的 帐户 中 的 总 金额 达到 100 000 美元 ,大 约 需 多 少年 ? 

盐 混合 物 ”一 个 槽 内 起 初 盛 有 100 加 仑 的 盐水 .内 含 50 磅 已 溶解 了 的 盐 . 含 盐 2 磅 /加 仑 的 盐水 以 5 加 仑 
/分 的 速率 流入 槽 内 .通过 搅拌 混合 物 是 均匀 的 并 且 以 4 加 仑 /分 的 速率 流出 . 

(a) 在 时 刻 : 盐 进 入 槽 的 速率 ( 磅 /分 ) 是 多 少 ? (b) 在 时 刻 í 盐水 的 体积 是 多 少 ? 

(c) 在 时 刻 上: 盐 离开 槽 的 速率 ( 磅 /分 ) 是 多 少 ? (d) 写 出 并 且 求 解 描述 混合 过 程 的 初 值 问题 . 

(e) 求 混合 过 程 开始 后 25 分 钟 槽 中 盐 的 浓度 是 多 少 ? 


. 混合 问题 ”一 个 200 加 仑 的 槽 盛 了 半 满 的 蒸 溜 水 .在 时 刻 = 0, 浓 缩 物 的 浓度 为 0.5 磅 / 加 仑 的 溶液 以 


5 加 仑 /分 的 速率 注 人 模 中 ,而 充分 搅拌 后 的 混合 物 以 速率 3 加 仑 /分 流出 . 

(a) 在 什么 时 刻 权 将 是 满 的 ? (b) 在 槽 满 的 时 刻 , 它 含有 多 少 磅 的 浓缩 物 ? 

肥料 混合 物 ”一 个 槽 盛 100 加 仑 的 清水 .一 种 浓度 为 1 磅 /加 仑 的 可 溶 草地 肥料 溶液 以 1 加 仑 /分 的 速率 
注入 槽 内 ,混合物 以 3 加 仑 “分 的 速率 流出 槽 . 求 槽 内 肥料 的 最 大 含量 和 达到 最 大 值 的 时 间 


. 一 氧化 碳 污 染 公司 的 行政 会 议 室 开始 含有 4500 英尺 ; 的 空气 ,不 含 一 氧化 碳 . 从 时 间 : = 0 开始 ,含有 


4% 一 氧化 碳 的 香烟 烟尘 以 0.3 英尺 ?7 分 的 速率 歇 散 到 室内 . 天花板 上 的 排 风扇 保 持 室内 空气 良好 循环 ， 
空气 以 0.3 英尺 3/ 分 的 同一 速率 排出 室外 . 求 室内 一 氧 化 丰 浓度 达 到 0.01% 的 时 间 . 
ARER RL 电路 中 的 电流 “RL 电路 的 开关 合 闸 后 多 少 秘 电流 i 达到 它 的 稳 态 值 的 一 半 ? 注 意 时 间 依 赖 
于 及 和 上 而 和 附加 多 大 电压 无 关 . 
开 阅 的 RL 电路 中 的 电流 — 如果 RL 回路 中 的 电流 达到 稳 
态 值 1 = VAR 后 开关 突然 拉 开 , 衰 碱 的 电流 (如 右 图 所 示 ) 。 ， 
满足 微分 方程 R 
L gi + Ri = 0, 

这 就 是 了 = 0 时 的 方程 (10). 
(a) 解 方程 以 便 把 ; 表示 成 : 的 函数 . 
(b) 开关 拉 开 后 多 长 时 间 电流 将 减少 到 原来 值 的 一 半 。 
(e) 说 明 当 := L/R 时 的 电流 值 是 1/e.( 这 个 时 间 的 大 小 

在 下 一 题 中 解释 ). 第 30 题 图 
时 间 常数 。 工程 师 称 数 L/R 为 图 6.16 中 所 示 的 RL 电路 的 时 间 常 数 .时 间 常 数 的 意义 是 :开关 合 上 后 ,3 
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32. 


倍 时 间 常 数 的 时 间 内 电流 达到 它 的 最 终 值 的 95% (图 6.16). 这 样 ,时 间 常 数 是 个 内 在 测度 ,表明 一 个 特定 

的 电路 多 快 达 到 平稳 . 

(a) 求 等 式 (12) 中 对 应 上 = 3L/R 的 i 值 ,并 且 指 出 它 是 稳 态 值 1 = V/R 的 约 95%. 

(b) 在 开关 合 上 后 2 倍 时 间 常 数 ( 即 当 :上 = 2 L / R EF) 的 时 间 内 在 电路 中 流动 的 电流 是 稳 态 电 流 的 大 约 多 少 
百分数 ? 

例 6 中 的 等 式 (12) 的 推导 

(a) 用 定理 3 指出 方程 蛙 + 子 i = 十 的 解 是 i = Q + Ce 

(b) 再 用 初 条 件 i《0) = 0 确定 C 的 值 .这 就 完成 了 等 式 (12) 的 推导 . 


(e) 证 明 i = V/R 是 方程 (11) 的 解 而 且 i = Ce DOBA, Ei = 0. 


Euler 法 ; 人口 模型 


Euler 法 。 RERE 。 改进 的 Euler 法 。 指数 人 口 模型 + 逻辑 斯 详 人 口 模型 


如 果 我 们 不 需要 或 者 不 能 够 立即 求 得 初 值 问题 2 = f(x,y),y(x0) = yo 的 精确 解 ,我 们 


或 许 能 够 使 用 一 台 计算 机 产生 一 个 表 , 列 出 在 一 个 适当 区 间 内 的 x 值 和 对 应 的 y 的 近似 值 .这 
样 的 一 个 表 称 为 问题 的 数值 解 ,而 我 们 生成 此 表 的 方法 称 为 数值 方法 .数值 方法 一 般 是 快速 的 
当 精 确 解 的 公式 不 必要 ,得 不 到 或 太 复杂 时 ,经 常 选择 这 一 方法 .在 这 一 节 , 我 们 研 


一 种 这 样 的 方法 , 称 为 Euler 法 , 它 是 许多 其 它 数 值 方法 的 基础 . 


Euler 法 


给 定 微 分 方程 dy/dx = f(x,y) 和 初 条 件 y(xo) = 7 ,我 们 可 以 用 它 的 线性 化 
L(x) = y(xo) + Y (xo)(x — xo) 或 L(x) = yo+Axoyyo)(z - xo) 


通 近 解 y = y(x). KE LC) 给 出 解 y(x) 在 xo 附近 的 一 个 短 区 间 上 一 个 好 的 通 近 (图 6. 
Euler 法 的 原理 是 把 一 系列 线性 化 拼接 起 来 以 便 在 一 个 较 长 的 区 间 上 通 近 曲 线 .这 里 讲述 
是 如 何 操作 的 . 


>" 


y| y=LG)=vo +/f(xo, yo) (x—xo) 


y=y() 


x 


图 6.17 y= yla) # x = x WREE. 图 6.18 用 和 = L(x) 做 的 y(xi) 的 第 
一 步 Euler jAi. 


QI g 


tCyG WJ 16f t= 322 rh 


6.6 _ Euler 法; 人口 模 型 - 539 - 


我 们 知道 点 (*o,yo) 在 解 曲线 上 .假定 我 们 对 自 变 量 指定 -一 个 新 值 x = xo + dx. 如果 增 量 

dx 是 小 的 , 则 
yi = L(x) = yo + f(xo, Yo)dx 

是 精确 解 值 y = y(xi) 的 一 个 好 的 逼近 .于 是 从 严格 位 于 解 曲 线 上 的 点 (xo,yo) ,我 们 得 到 点 
(xi,yi), 它 非常 接近 解 曲线 上 的 点 (zi,y(xD))( 图 6.18). 

利用 点 (xi yi) MABRE y) 的 斜率 f(x yi) ,我 们 进行 第 二 步 . 令 wx = xi + dx, 我 
们 利用 过 (xi, yi) 的 解 曲线 的 线性 化 计算 出 

y2 = yı + f(x1, yi)da. 

这 就 给 出 沿 着 解 曲线 y = y(x) 的 值 的 下 一 个 逼近 (x*> ,yz)( 图 6.19). 以 这 种 方法 继续 下 去 ,我 


了 


Euler 近 似 值 (x,,y2) 2242, 
2d 
1 
l 
| 图 6.19 对 于 初 值 问题 y = f(x,y)， 
Go) | | y(xo) = yo 的 Euler 通 近 的 三 步 . 当 步 数 增 
! | x | a! 多 时 ,引起 的 误差 通常 会 累积 ,但 并 非 像 
He 1 i aT 这 里 以 夸张 方式 所 表示 的 那样 大 ， 


们 从 点 (x2,yY2) 和 斜率 fC, y) 得 到 第 三 个 逼近 
ys = yz + f(az,ya)dx, 
如 此 下 去 .我 们 治 着 微分 方程 的 斜率 场 的 方向 逐步 地 构造 了 解 之 一 的 一 个 和 还 近 . 
图 6.19 中 的 步 长 画 得 比较 大 以 便 清 楚 地 显示 构造 过 程 ,这 样 看 似 逼 近 比 较 粗 糙 . 实践 中 ,dx 
足够 小 ,使 得 上 面 的 折线 紧 靠 下 面 的 曲线 并 且 处 处 给 出 好 的 逼近 . 


例 1( 使 用 Euler 法 ) 使 用 Euler 法 对 初 值 问题 
y =l+y, y(0)=1 
求 前 三 个 近似 值 yiyy2,y3,. 从 xo = 1 出 发 , 取 dx = 0.1. 
解 RITA xo = 0,yo = l,xí = xo + dz = 0.1,x2 = xo + 2dx 
Leonhard Euler 


(1703 — 1783) = 0.2 l xs = xo +3dx = 0.3. 


第 一 个 : Yı = Yo + f(xo, Yo)dx 
= yo + (1 + yo)dx 
=l +(1+1)(0.1) = 1.2 
第 二 个 : Y2 = yí + f(x i, yi)dx 
=yi+(l+ yi)dx 
=1.2 + (1 + 1.2)(0.1) = 1.42 
第 三 个 : Y3 = ya + f(x2,Y2)dx 
= yx + (1 + y2)dx 
=1.42 + (1 + 1.42)(0.1) = 1.662 _ | 
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例 1 中 按 步 就 班 的 过 程 能 容易 地 延续 下 去 .利用 表 中 自 变量 间隔 相等 生成 n 个 这 样 的 值 : 
xi = xo + dx 


x= xı + dx 


X, = X,-1 + dx. 

再 计算 解 的 近似 值 
y1= Yo + f. xo, yo)dx 
ya= yı + f(x i, yi)dx 


Yn = yazar t fC Xais yn-1)dx. 
步 数 寺 可 以 随心 所 谷地 增 大 BUR n 太 大 .误差 可 能 累积 . 
Euler 法 对 于 在 计算 机 上 编程 和 对 于 可 编 计算 器 是 容易 的 .一 个 程序 生成 对 于 一 个 初 值 问 
题 的 数值 解 表 ,首先 让 我 们 输入 xo 和 yo, 步 数 n 以 及 步 长 dx. 然 后 它 以 递 推 方 式 计 算 近 似 解 的 
值 Yis ya, U Yn ,这 正 跟 上 面 叙述 的 一 样 . 
在 题 13 中 ,你 将 证 明 例 1 中 的 初 值 问题 的 精确 解 是 y = 2e* - 1. 我 们 在 例 2 中 使 用 这 一 信息 . 


例 2( 研 究 Euler 法 的 精确 度 ) M xo = 1 开始 ,利用 Euler 法 在 区 间 0 < x 三 1 上 解 
y =1+y, 7y(0)=1. 
取 (a)dx = 0.1;(b)dx = 0.05. 比较 近似 解 同 精确 解 y = 2e* - 1 的 值 . 
解 (a) 我 们 使 用 一 个 可 编程 的 计算 器 生成 表 6.5 中 的 近似 值 “误差” 这 一 列 是 这 样 得 
到 的 ,从 未 截断 的 由 精确 解 求 得 的 值 减 去 未 截断 的 Euler 值 .所 有 条 目 再 截断 到 4 位 小 数 . 


表 6.5 y = l+ y, y(0) = 1 的 Euler 解 , 步 长 dx = 0.1 


y(Euler) 

! — 
1.2 

1.42 

1.662 

1.9282 


2.2210 
2.5431 
2.8974 
3.2872 
3.7159 
4.1875 


当 我 们 达到 x = 1 时 (10 步 后 ) ,误差 约 是 精确 解 的 5.6% . 

(b) 尝试 减少 误差 的 一 种 方式 是 减 小 步 长 . 表 6.6 列 出 了 结果 及 它们 园 精确 解 的 比较 , 步 
长 减少 到 0.05 , 步 数 加 倍 到 20. 像 表 6.5 一 样 ,所 有 的 计算 在 截断 前 执行 . 这 次 当 我 们 达到 
x = 1 时 ,相对 误差 仅 为 约 2.9%. 
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36.6 y = 1+ y, y(0) = 1 的 Euler 解 , 步 长 dx = 0.05 


y(Euler) 


1 

1. 
1. 
1. 
1. 
l. 
1. 
1. 
1. 
2. 
2. 
2. 
2. 
2. 
2. 
3. 
3. 
3. 


-| 


可 以 尝试 在 例 2 中 进一步 减少 步 长 以 提高 精确 度 . 不 过 ,每 个 附加 的 计算 不 仅 需要 附加 的 图 
形 计算 器 时 间 ,而 且 更 重 的 是 ,要 附加 在 图 形 计 算 器 内 的 数 的 近似 表示 带 来 的 截断 误差 的 累积 . 
误差 分 析 和 做 数值 计算 时 减 小 误差 方法 的 研究 
是 重要 的 ,但 这 留 给 更 高 等 的 课程 才 是 适当 的 .有 比 
Euler 法 更 精确 的 数值 方法 ,在 微分 方程 课程 的 更 进 | j 


一 步 学 习 中 将 会 看 到 . 这 里 我 们 学 习 一 个 改进 的 [L pe 
Euler 法 . op 
p” 


研究 一 个 图 形 通 常 比分 析 一 个 大 的 数据 表 更 直 
观 .如 果 我 们 画 出 一 个 初 值 问题 的 数值 解 的 各 个 数 [=1,2] x 1-2.6] 
据 对 ,我 们 就 得 到 一 个 如 例 3 所 指出 的 图 形 解 . 


图 6.20 Æ y = 2e* -1 的 图 象 和 表 6.5 
例 3( 形 象 化 Euler 近似 } ”图 6.20 给 出 了 表 6.5 〔 例 3) 中 列 出 的 Euler 近似 值 的 散 点 图 重 
列 出 的 数值 解 的 形象 化 表示 , 把 精确 解 的 图 象 和 表 AEE. 
中 的 数据 点 的 散 点 图 重 玲 在 了 一 起 . _| 
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CD-ROM 改进 Euler 法 
WEBsite 
我 们 可 以 通过 取 两 个 斜率 的 平均 值 改 进 Euler 法 .我 们 首先 像 原 


历史 传记 


Carl Runge 
(1856 — 1927) 


来 的 Euler 法 那样 估计 y; ,但 把 它 记 为 zn. AEF PR A ni 
Yn) 和 f(x, zs) 的 平均 值 来 代替 f(x,_1,Y,_1). 这 样 ,我 们 用 
Zn = Yn-1 + f(x, yn-1)dx 
f(x, ivyn 1) + f(x, , zn) 
| Xn 5 x ] dx 


Yn = Yn-1 + 
计算 下 一 步 近 似 值 yn. 


例 4( 研 究 改进 Euler 法 的 精确 度 ) ”利用 改进 的 Euler 法 在 区 间 0 < x 三 1 上 解 
y =l1+y, y(0) = 1. 
这 里 从 xo = 0 出 发 并 且 取 dx = 0.1. 把 近似 值 同 精确 解 y = 2e" - 1 的 值 进行 比较 . 
解 ”我 们 使 用 一 个 可 编程 计算 器 生成 表 6.7 中 的 近似 值 .“ 误 差 ” 列 是 这 样 得 到 的 ,从 非 


截断 的 用 精确 解 求 得 的 值 减 去 非 截 断 的 改进 的 Euler 值 ,所 有 的 条 目 再 截断 到 4 位 小 数 . 
表 6.7 y =1+y,y(0) = 1 的 改进 Euler 解 , 步 长 dx = 0.1 


y 改进 (Euler) 


在 达到 x = 1 时 (10 步 以 后 ), 相 对 误差 约 是 0.19% . _ j 


比较 表 6.5 和 6.7, 我 们 发 现 改 进 Euler 法 明显 地 比 常规 的 Euler 法 更 精确 ,至 少 对 于 初 值 
问题 y = 1 + y,y(0) = 1 是 这 样 的 . 


指数 人 口 模型 
严格 说 来 ,人 口 总 数 中 个 体 的 数目 是 时 间 的 不 连续 函数 ,这 是 因为 它 仅 取 整 数值 . 不 过 为 人 


口 建 模 的 通常 方式 是 用 一 个 可 微 函 数 P, 它 的 增长 速率 正比 于 人 口 数 量 .所 以 ,对 某 个 常数 ， 


dP 


di = kP. 


6.6 Euer Žž; ACHA - 543 ` 


— — — 一 k 1 


是 常数 .这 个 比值 称 为 相对 增长 率 . 正 如 我 们 在 6.4 节 曾 经 了 解 到 的 ,我 们 可 以 用 模型 P = 
Poe” 表示 人 口 ,这 里 Po 是 在 时 间 1 = 0 的 人 口 数量 . 

表 6.8 列 出 了 从 1980 年 到 1989 年 在 年 中 的 世界 人 口 . 取 d = 1 和 dP =< AP, 我 们 从 这 个 
表 看 出 等 式 (1) 中 的 相对 增长 率 近 似 地 是 常数 0.017. 


表 6.8 世界 人 口 (年 中 ) 


年 人 口 ( 百 万 ) AP/P 

1980 4454 76/4454 ~ 0.0171 p 世界 人 口 (1980_89) 

1981 4530 80/4530 = 0.0177 000 

1982 4610 80/4610 = 0.0174 

1983 4690 80/4690 ~ 0.0171 

1984 4770 81/4770 ~ 0.0170 3000 

1985 4851 82/4851 = 0.0169 

1986 4933 85/4933 ~ 0.0172 

1987 5018 87/5018 ~ 0.0173 4000 T > 

1988 5105 85/5105 = 0.0167 

1989 5190 图 6.21 注意 解 P = 4454e0.07: 给 的 ! = 19 的 值 
来 源 : 美 国人 口 普 查办 公 室 (1999 年 9 月 ) 是 6152.16.( 例 5) 


例 $( 预 测 世界 人 口 ) ” 求 对 于 世界 人 口 的 初 值 问题 模型 ,并 且 用 它 预测 1999 年 年 中 的 人 
口 . 画 出 模型 和 数据 的 模型 . 
解 RIS: = 0 表示 1980 年 ,上 = 1 表示 1981, 等 等 .1999 年 将 用 1 = 19 表示 .如 果 我 
IIH k = 0.0017 近似 表 6.8 中 的 比值 , 便 得 初 值 问题 
微分 方程 : aP = 0.017P 
初 条 件 : P(0) = 4454. 
这 个 初 值 问题 的 解 给 出 人 口 函 数 P = 4454e0.007:. 1999 年 年 中 对 应 于 上 = 19, 于 是 
P(19) = 6152 
图 6.21 画 出 了 模型 的 图 形 并 又 加 了 数据 的 散 点 图 . 
解释 ”这 个 模型 预测 1999 年 年 中 的 世界 人 口 大 约 是 6152 百 万 或 61.5 亿 ,这 比 由 美国 人 
口 普查 办 公 室 提供 的 59.96 亿 的 实际 人 口 要 多 . 在 下 一 个 例子 里 ,我 们 估计 更 近 的 数据 ,从 中 


看 出 是 否 增长 率 发 生 了 变化 _] 
J $B Bn 6 À. El 88 31 


对 于 人 口 增 长 的 指数 模型 假定 无 限 增长 并 旦 假定 相对 增长 率 (等 式 (1)) 是 常数 . 这 对 于 
1980 年 到 1989 年 或 许 是 合理 的 ,但 是 让 我 们 看 一 看 更 新 的 数据 . 表 6.9 列 出 了 1990 年 到 1999 年 
的 世界 人 口 . 
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表 6.9 近年 的 世界 人 口 


人 [1( 吾 万 ) AP/P 
5277 82/5277 ~ 0.0155 ~ 
5359 83/5359 ~ 0.0155 
5442 81/5442 ~ 0.0149 
5523 80/5523 ~ 0.0145 
5603 79/5603 ~ 0.0141 
5682 79/5682 ~ 0.0139 
5761 79/5761 ~ 0.0137 
5840 79/5840 = 0.0135 - 
5919 77/5919 ~ 0.0130 时 间 
5296 mo 图 6.22 ZR A HIRR dP/dt = r(M - 


MEBsite 


来 源 : 甘 国人 口 普查 办 公 室 (1999 年 9 月 ) C 


P)P 的 解 曲线 . 


MK 6.8 和 6.9 我 们 看 出 相对 增长 率 是 正 的 ,但 随 着 人 口 的 增加 受 环境 .经 济 和 其 它 因素 
的 影响 在 减 小 .平均 说 来 ,在 1990 年 到 1999 年 期 间 , 增 长 率 每 年 减少 大 约 0.00036% . 即 等 式 
(1) 中 的 大 的 图 象 更 接近 于 直线 ,斜率 是 负 的 , -r = -0.00036. 在 3.4 节 例 5, 我 们 提出 逻辑 斯 
谤 增长 模型 


SP LM- P)P. (2) 


这 里 W 是 最 大 人 口 ,或 承载 容量 ,从 长 远 来 看 ,这 是 环境 能 够 支撑 的 .把 方程 (2) 跟 指数 模型 作 
比较 ,我们 看 出 上 = r(M - P) 实 际 上 是 人 口 的 线性 减 函 数 . 人 逻辑 斯 谤 模型 (2) 的 图 形 解 曲线 曾 
在 3.4 节 得 到 ,又 重 画 在 图 6.22 中 .从 图 形 注意 到 ,车 P < 4 ,人 口 增加 趋向 Wi 若 P > M ,H 
长 率 将 是 负 的 (+ > 0,M > 0), 从 而 人 口 减 少 . 


例 6( 能 数量 模型 ) 已 知 一 个 国家 公园 能 够 维持 100 头 灰 能 的 生存 ,但 不 会 更 多 .公园 内 
现 有 灰 能 十 头 . 我 们 用 + = 0.001 的 逻辑 斯 详 微 分 方程 为 能 的 数量 建 模 . 

(a) 面 并 且 描 述 微分 方程 的 斜率 场 . 

(b) HÆK dt = 1 的 Euler 法 估计 20 年 内 的 数量 . 

(e) 求 对 于 灰 能 数量 的 逻辑 斯 请 增长 解析 解 PO) 并 且 画 它 的 图 象 . 

(d) 何 时 灰 熊 数量 达到 50? 

解 (a) 斜率 场 ”承载 容量 是 100, 即 M = 100. 我 们 要 找 的 解 是 下 列 微分 方程 的 解 


aP = 0,001 (100 - P) P 


图 6.23 绘 出 了 这 个 微分 方程 的 斜率 场 .在 P = 100 出现 一 条 水 平 浙 近 线 , 解 曲线 从 上 面 下 降 到 
这 个 水 平 线 , 而 从 下 面 上 升 到 这 个 水 平 线 . 


6.6 REuier 法 ;人 口 模型 . 545 ° 


36.10 dP/dt = 0.001(100 - P)P,P(0) = 10, 
步 长 dt = 1 的 Euler 解 


P(Euler) P(Euler) 
10 

10.9 24.3629 
11.8712 26.2056 
12.9174 28.1395 
14.0423 30.1616 


(NV ANSANNZZ 


.2493 32.2680 
.5417 34.4536 
.9222 36.7119 
.3933 39.0353 
20.9565 41.4151 
22.6130 43.8414 
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623 ”逻辑 斯 诺 微 分 方程 
dP/dt = 0.001(100 - P) P 的 斜率 场 .( 例 6) 


_ 
© 


(b) Euler 法 取 步 长 dt = 1,to 二 0,P(0) = 10 , 且 
gP = f(t, P) = 0.001(100 - P)P, 
我 们 得 到 表 6.10 中 的 近似 值 ,用 的 递 推 公 式 是 
P, = P, + 0.001(100 - Pp) Pai. 
20 年 后 大 约 有 44 头 灰 能 .图 6.24 画 出 了 在 区 间 0 三 上 < 150 ER dt = 1 的 Euler 近似 解 的 
图 象 . 它 看 起 来 像 在 图 6.22 中 的 较 低 的 那 一 条 曲线 . 


图 6.24 gE = 0.001(100 - P)P, 


P(0) = 10, 步 长 dt = 1 的 Euler 近 似 
fR. 


(c 解析 解 ”我 们 可 以 假定 当 灰 能 数量 为 10 时 上 = 0, FÆ PO) = 10. 我 们 要 找 的 逻辑 
斯 说 增长 模型 是 下 列 初 值 问题 的 解 : 
dP 


微分 方程 : qr = 0.001(100 - P)P 


初 条 件 : P(0) = 10. 
为 准备 积分 ,我 们 把 微分 方程 改写 为 


1 dP 


PUOL P) dt = 0.001. 


分 式 1/(P(100 - P)) 可 改写 为 
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1 _ 1 | 1 l ) 

P(100 - P) ` 100\ P Í 100- P)’ 
(你 在 下 一 章 将 知道 这 类 部 分 分 式 分 解 的 一 般 方法 .) 把 这 -- 表 达 式 代 换 入 到 微分 方程 中 并 在 
两 端 乘 100 ,得 到 


l l dP 
[P * 100 ET = 0.1 
in] P|- In 100 - P| = 0.1: + C 两 端 关于 1: 积分 
LP |. 
m gp =l + C 
In 0 =— 0. lt +C m =- In 
E] Q ear 求 指数 函数 值 
100 - P -CN _-0.ł: 
P = (+ e")e 
Fa -1 = Ae"! 邻 4 = +e 
100 
= l4 Ae: P 
这 是 微分 方程 的 一 般 解 . 当 : = 0 时 ,P = 10, 由 此 
100 
10 = —, 1+A-=-10, 4=9. 
] + Ae? + 
于 是 ,逻辑 斯 谤 增长 模型 是 
100 
P = m, 
1 + 9e 9.1: 


它 的 图 形 (图 6.25) 县 加 在 表示 斜率 场 的 图 6.23 E. 


100 


图 6.25 P = Tr Geo 的 图 象 合 加 在 
aP = 0.001 (100 - P) 的 斜率 场 图 像 上 . 
( 例 6) 


[0, 150] x [0. 150] 


(d) 解释 何 时 灰 熊 总 数 将 是 50? 对 于 这 个 模型 ， 
100 


1 + 9e-00 = 2. 


一 般 逻 辑 斯 席 微 分 方程 


习题 6.6 ”347 > 


dP 


dr = r( M 一 P)P 
的 解 可 以 仿 例 6 得 到 .在 题 14 中 ,我 们 要 求 你 证 明 解 是 
= 一 M 一 一 
T La Ae 


4 的 值 由 适当 的 初 秆 条 件 确定 . 


习题 6.6 


计算 Euler 近似 解 


在 题 1 - 4 中 ,利用 Euler 法 计算 给 定 的 初 值 问题 的 对 于 指定 的 增 量 的 头 三 个 近似 值 .计算 精确 解 并 且 研 究 你 
的 近似 解 的 精确 度 . 截 断 你 的 结果 到 4 位 小 数 . 


1.y = x(1-— y), 7y(1) = 0,dx = 0.2 2.y =1- p y(2) =- 1,dx = 0.5 


3.Y =2xy+2y, y(0) = 3,dx = 0.2 4.7 = y (1 +2x), y(- 1) = 1,dz= = 0.5 
5. 假设 y = vAr) = 1, 利 用 dx = 0.2 时 的 Euler 法 估计 vy(1).y(1) 的 精确 值 是 多 少 ? 
6. 假设 y = v/x Ay) = 2, 利 用 dx = 0.2 时 的 Euler 法 估计 y(2).y(2) 的 精确 值 是 多 少 ? 


改进 的 Euler 法 

在 题 7 和 8 中 ,利用 改进 的 Euler 法 计算 给 定 的 初 值 问题 的 前 三 个 近似 值 . 比较 近似 值 和 精确 解 值 . 
T.y = 2y(x + 1),y(0) = 3,dx = 0,2( 精 确 解 见习 题 3.) 

8.y = x(1- y), yD = 0,dx = 0.2( 精 确 解 见习 题 1.) 

9. 数量 ”一 个 2000 加 仑 的 池塘 承受 不 多 于 150 只 小 鱼 .六 只 小 鱼 引 进 了 池塘 .假定 该 种 群 的 增长 率 是 


党 = 0.0015(150 - P)P. 


这 里 1 的 单位 是 周 . 
(a) 求 小 鱼 数量 用 上 表示 的 公式 、 
(b) 为 使 小 鱼 种 群 数量 达到 100 只 和 125 只 各 需 多 长 时 间 ? 
10. 大 猩猩 种 群 ” 某 个 野生 动物 保护 区 可 以 承受 不 多 于 250 只 的 低地 大 猩猩 .1970 年 该 保护 区 内 有 28 只 大 猩 
JE ,假定 种 群 增长 率 是 


全 = 0.0004(250 - P)P, 


这 里 时 间 上 AEI. 
(a) 求 在 时 间 + 大 猩猩 种 群 个 体 数 的 公式 . 
(b) 大 猩猩 种 群 个 体 数 达到 保护 区 的 承载 容量 需 多 久 ? 
1. 太平 洋 大 比目鱼 渔场 “太平洋 大 比目鱼 渔场 用 下 列 逻辑 斯 详 方 程 建 模 


q 
m = r(M - y)y 


其 中 yle) 是 在 时 间 :( 用 年 测量 ) 大 比目鱼 种 群 的 总 重量 (公斤 ) ,估计 的 承受 容量 是 于 = 8 x 10? 千克 ,而 
r = 0.08875 x 107 每 年 . : 
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(a) 如果 0) = 1.6 x 10 千克 ,1 年 后 大 比目鱼 种 群 总 重量 是 多 少 ” 
(b) 何 时 大 比目鱼 总 重量 达到 4 x 107 千克 ? 
12. 修改 了 的 模型 BEP 6 中 的 逻辑 斯 详 微 分 方程 修改 为 


CD-ROM dP 


人 4 = 0.001(100 - P)P =- c 


(a) 为 学 而 写 解释 常数 < 的 意义 .对 于 灰 能 种 群 ,c 的 什么 值 是 现实 的 ? 
Eio) 画 。= 1 时 微分 方程 的 方向 场 .平衡 解 是 什么 (3.4 W)? 
(e) 为 学 而 写 ”在 你 在 部 分 ay) 的 方向 场 里 勾 副 几 条 解 曲线 .对 于 各 个 初始 的 个 体 数 ,叙述 灰 能 种 群发 生 
了 什么 变化 . 
13. 精确 解 ” 求 下 列 初 值 问题 的 精确 解 . 
(ay = I+ v, y(0)=1 (b)y = 0.504400 - y)». (0) = 2 


14. 逻辑 斯 请 微分 方程 验证 微分 方程 党 = r(M - P)P HRE 


H 


P = ———, 
1 + Ae- ™ 


其 中 4 是 任意 常数 . 


15. RER ” 设 上 和 Pu 是正 的 常数 . 
(a) 解 初 值 问题 


aP = kP, P(O) = Po. 


Eo) 指出 部 分 (a) 的 解 的 图 象 在 一 个 正 的 1 值 有 - -条 垂直 渐 近 线 .! 的 这 个 值 是 什么 ? 
16. 灭绝 物种 ”在 3.4 节 题 14 里 ,我 们 介绍 了 物种 模型 


其 中 > > 0.M 是 物种 的 最 大 个 体 数 ,m 是 物种 个 体 数 的 最 小 值 , 少 于 它 物种 将 灭绝 . 
(a) % m = 100 和 MM = 1200, 并 且 假 设 m < P < 六 .证 明 微分 方程 可 以 改写 成 


1 1 dP 
Ere PP- 而 ] az = 1100r， 
利用 类 似 于 例 6 中 使 用 的 方法 解 这 个 微分 方程 ， 
(b) 求 部 分 (a) 满足 P(O) = 300 的 解 . 


(c) 在 限制 mm < P < M 下 解 此 微分 方程 . 
Ce si S a a 
(umasa 
Euler 法 
在 题 17 - 20 中 ,利用 Euler 法 针对 指定 的 步 长 估计 解 在 给 定点 x* 的 值 .并 求 精确 解 在 x 的 值 . 
17.y' = 2xe", y(0) = 2,d<x = 0.l,x* = I 18 = y+e7-2, v(0)=2,dx=0.5,x* = 2 
19.y' = y?/ Vx, vy(1) =— 1.dr = 0.5,x* = 5 20.” = y- e, (0) = l,dx = 1⁄3,x“” = 2 
在 题 21 和 22 中 ,(a) 求 初 值 问题 的 精确 解 .再 比较 从 <o 出 发 , 步 长 为 (b)0.2,(c)0.1 和 (d)0.05 的 近似 值 相对 
J yC”) 的 精确 度 . 


21.y' = 2y (x-1), y(2) =-12xo=2r = 3 
22. y' = y - l, y(0) = 3,xo =0,x” = 1 
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改进 的 Euler 法 
在 题 23 和 24 中 ,比较 用 改进 的 Euler 法 从 xo 出 发 ,针对 步 长 
(a)0.2 (b)0.1 (c)0.05 
求 得 的 近似 值 相对 于 y(x" ) 的 精确 度 . 
(b) 为 学 而 写 “叙述 步 长 减 小 时 误差 如 何 变化 . 
23.y' = 2y2(x - 1), y(2) =-1/2,xo = 2,x* = 3( 精 确 解 见 习题 21.) 
24.y = y- 1, y0) = 3,xo = 0,x* = 1( 精 确 解 见习 题 22.) 


用 图 形 探 索 微分 方程 
使 用 -一 个 CAS 用 图 形 探索 题 25 - 28 中 的 微分 方程 .执行 下 列 步骤 以 帮助 你 的 探索 . 
(a) 在 给 定 的 xy - 窗口 中 画 微 分 方程 的 斜率 场 . 
(b) 利用 你 的 CAS DE 求解 器 求 微分 方程 的 一 般 解 . 
(c) 在 你 的 斜率 场 图 形 上 春 加 上 任意 常数 C 取 值 C = - 2, -1,0,1,2 时 的 解 的 图 形 . 
(d) 求 一 个 在 区 间 [0,6] 上 满足 指定 初 条 件 的 解 , 并 画 出 其 图 象 . 
(e) 针对 x* 区 间 的 4 个 子 区 间 求 初 值 问题 的 Euler 数值 近似 解 ,并 且 把 Euler 近 似 解 的 图 形 亚 加 在 部 分 (d) 中 
生成 的 图 象 上 . 
(f) 对 于 8,16 和 32 个子 区 间 重 复 部 分 (e). 面 这 三 个 Euler 近似 解 的 图 ,并 赫 加 在 部 分 (e) 的 图 象 上 . 
(g) 对 于 你 的 每 一 个 Euler 近似 解 ( 共 4 个 ) 在 指定 点 * = b 求 误差 (y( 精 确 ) - y(Euler)). 讨 论 相对 误差 的 


改进 . 
25.7 = x+ y, yO) =-7/10; -4< x <4,-4< y < 4; = 1 
26.7 =—- x/y, (0) <2;-3 < x<3,-3 < y<3;b = 2 


27. 一 个 逻辑 斯 请 方程 y = yQ - y), y0) = 1⁄2;0< x < 4,0< y < 3;b = 3 

28.y = (sin x)(sin y),y(0) = 2; - 6 < xz < 6, - 6 < y < 6;b = 3r]2 

题 29 和 30 没有 用 初等 函数 表示 的 显 式 解 ,使 用 一 个 CAS 用 图 形 探索 每 个 微分 方程 , 尽 可 能 多 地 执行 上 面 (a) 
至 (g) 中 的 步骤 . 

CD-ROM 


人 29.y' = cos(2x - y),y(0) = 2; O< x <5,0< y < 5; y(2) 


CD-ROM 
CE 30. 一 个 方程 y = y(1⁄2 - Iny) ,y(0) = 1⁄3; O < x = 4,0 = y=w<3; 7y(3) 


RM 31. 利用 一 个 CAS 求 y + y = f(x) 的 满足 初 条 件 *(0) = 0 的 解 ,如 果 f(x) 是 
ce (a)2x (b)sin 2x (c)3e*2 (d)2e * cos 2x. 

画 出 所 有 四 个 解 在 区 间 - 2 < x < 6 上 的 图 象 以 便 比较 结果 . 
CD-ROM 32. (a) 利用 一 个 CAS 画 微 分 方程 


Ç EBsite 


在 区 域 ~-3<x<3 且 -3<x<3 上 的 斜率 场 . 
(b) 分 离 变量 并 且 使 用 一 个 CAS 积分 器 来 求 隐 函 数 形式 的 一 般 解 . 
(c) 利用 一 个 CAS 隐 范 数 作 图 器 画 任 意 常数 C = - 6, - 4, - 2,0,2,4,6 时 的 解 曲线 . 
(d) 求 满足 初 条 件 y(0) = - 1 的 解 , 并 且 画 其 图 象 . 
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6.7 双 曲 函数 


定义 和 恒等式 。 导数 和 积分 。 反 双 曲 滔 数 。 有 用 的 恒等式 。 导数 和 积分 


等 个 定义 在 以 原点 为 中 心 的 区 间 上 的 函数 都 能 够 以 唯一 的 方式 写成 一 个 偶 函 数 和 --- 
PA RURI RI. Ar MER 
fl x) = fx) tA x) + Bal- - a) 


Ep Eep 
如 果 用 这 种 方式 分 写 e* ,我 们 得 
: e+e e — e`" 
e* = 5 + ~ 
s _— . 
侦 部 分 奇 部 分 


e" 的 偶 部 分 和 奇 部 分 分 别称 为 x 的 双 曲 余 纺 和 双 曲 正弦 ,它们 本 身 都 是 有 用 的 .它们 描述 弹性 
固体 中 的 波 的 运动 , 花 挂 的 电能 线 的 形状 ,散热 片 中 的 温度 分 布 .St.Louis 朝 西 的 凯旋 门 的 中 


心 线 是 有 重量 的 双 曲 余弦 曲线 .在 这 一 节 ,我 们 给 出 双 曲 函数 的 一 个 简短 引 论 . 


定义 和 恒等式 


双 曲 余弦 和 双 曲 正弦 函数 由 表 6.11 的 前 两 个 等 式 定义 ,该 表 还 列 出 了 双 曲 正切 , 余 切 .下 
割 和 余 割 的 定义 .正如 我 们 将 要 看 到 的 , 双 曲 函数 与 其 名 称 相仿 的 三 角 函 数 具 有 若干 相似 性 


质 .( 见 题 84.) 


表 6.11 六 个 基本 双 曲 函数 (图 6.26 给 出 其 图 象 ) 表 6.12 双 曲 函数 的 恒等式 


sinh 2x 


2sinh x cosh x 


x 的 双 曲 余弦 : cosh x = i 


> . 2 
cosh 2x = cosh x + sinh’x 


x 的 双 曲 正弦 sinh x = i 


cosh 2x + 1 


_ cosh2x = 
双 曲 正切 : tanh x 一 
2 cosh 2x - 1 
有 x -x sinh”* = — 
双 曲 余 切 : coth x = = 一 一 一 
coshix - sinhzx = 1 
双 曲 正 割 : sech x = = >» a 
cosh x tanx = 1 — sech'x 
双 曲 余 割 : csch x - l = coth2y = 1 + csch'+ 
sinh < 


双 曲 函数 满足 表 6.12 rE BH Se t S pa J 22 pJ bk, 2 56 38 E: 38 TTE, Z: NI: BJ =: fB eK 


数 恒等式 . 
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(a) 双 曲 正弦 和 它 的 指数 函数 分 最 (b) 双 曲 余弦 和 它 的 指数 函数 分 量 (c) y = tanh x tl y = coth x =1/tanh x 
的 图 像 . 
| 
(d) y =çosh x 和 y= sech x = 1/cosh x (e) y = sinh x # y = csch x = 1/sinh x 
的 图 像 的 图 像 
图 6.26 六 个 双 曲 函数 的 图 象 . 
导数 和 积分 


六 个 双 曲 函数 是 可 微 函 数 e* 和 e-* 的 有 理 组 合 ,在 它们 有 定义 的 每 个 点 有 导数 ( 表 6. 13). 
再 一 次 地 ,显现 了 与 三 角 函 数 的 类 似 性 . 表 6.13 中 的 导数 公式 引导 出 表 6.14 中 的 积分 公式 . 


36.13 双 曲 函数 的 导数 Rol 双 曲 函数 的 积分 公式 


[sia u du = cosh u + C 


d,. du 
q; (sinh u) = cosh u Ta 


(cosh u) = sinh u d 
x 


4 feosh u du = sinh u + C 


< Ctanh u) = sech2u g: [<a du = tanh u + C 


(eoth u) = -~ csch u du 
x 


dx [esa du = - coth u + C 


JL (sech u) = — sech u tanh u frech u tanh u du = - sech u + C 


E lesch u) = -~ esch u coth u 
x 


au 
dx 
du 
dx 


fesch u coth u du = — esch u + C 
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例 1 求 导 数 和 积分 
5 d 2 
(a) TCin /1 + Ë) = sech? l + É + TARA +) 


= l zsech? Vl+rt 
l+ 
(b) coth Sx dx = f cosh Sds = š | dx u = sinh Sx,du = Scosh 5x dx 
= Linja] + C = Lin sinh 5x! + C 
5 5 a 

i I _ 
wf sinh2x dx = | — SE dx 8 6.12 

0 0 


注 : 求 双 曲 函 数 的 值 


1 , 1 、 = > b S Qk _. 

-4f (cosh 2x - Ddx = TS RISENER- 

2 Jo 2 2 0 样 , 双 曲 函数 和 它们 

sinh 2 1 的 反 函 数 容 易 用 计算 

= 4 0 器 求 值 , 它们 有 特别 

In2 2 et er w2 ， 的 键 或 为 该 目的 的 按 
af 4e*sinh x dx = > 4e“ — dx = | (2e ~ 2)dx "PEN 


= [e -2x]}? = (en? _ O ]n2) - (1 - 0) 
= 4-2In2- 1 
= 1.6137 _ 


反 双 曲 函 数 


我 们 在 积分 中 使 用 六 个 基本 双 曲 函数 的 反 函 数 .因为 d(sinh x)/dx = cosh x > 0, 双 曲 正 
弦 是 x 的 增 函 数 .我 们 把 它 的 反 函 数 记 作 
y = sinh x. 
对 区 间 - æo < x < % 内 的 每 一 个 x 值 ,y = sinhrlx 的 值 是 一 个 数 ,其 双 曲 正弦 是 x.y = sinh x 
和 y = sinh !x 的 图 象 画 在 图 6.27a 中 . 
函数 y = cosh x 不 是 一 对 一 的 ,这 从 图 6.26b 可 看 出 .不 过 限制 后 的 函数 y = cosh x,x > 0 
是 一 对 一 的 ,因此 有 一 个 反 函 数 ,表示 为 
y = cosh'!x. 
对 x > 1 每 个 值 y = cosh“! x 是 在 区 间 0 < y < % 了 上 的 一 个 数 ,其 双 曲 余弦 是 x.y = cosh x, 
x > 04 y = cosh-lx 的 图 象 画 在 图 6.27b 中 . 
IR y = cosh x 一 样 ,函数 y = sech x = 1/cosh x 也 不 是 -一 对 一 的 ,但 车 限制 x 取 非 负 值 ， 
则 有 一 个 反 函 数 ,表示 为 
y = sech''x. 
对 区 间 (0,1] 中 的 每 一 个 % 值 ,y = sech! x 是 一 个 非 负 数 ,其 双 曲 正 割 是 x.y = sech x,x > 0 
和 y = sech-'x 的 图 象 画 在 图 6.27c 中 . 
双 曲 正切 . 余 切 和 余 割 在 它们 的 定义 域 上 是 一 对 一 的 ,因此 有 反 函 数 ,表示 为 


y=sinh x yox y=cosh x | 


y=sech ! x 
(x=sech y, y>0) y=x 


TT TT T 


y=sinh! x 
(x=sinh y) 


—6 -5 -4 -3 —2— 


y=cosh !x 
(x=cosh y, y20) 


8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


(a) 


图 6.27 x BJ UH IF sk 4552 i E JA SX F HR y = x 的 对 称 性 ， 
y = tanh ix, y = coth''x, y = csch-!x. 


这 些 函 数 的 图 象 画 在 图 6.28 中 . 


x=coth y 
y=coth `! x 


(b) (c) 
图 6.28 s 的 反 双 曲 正 切 、. 余 切 和 余 割 的 图 象 . 


有 用 的 恒等式 


我 们 利用 表 6.15 中 的 恒等式 可 以 在 仅 给 出 cosh-lx ,sinh-!ix A tanh x 的 微 积 分 计算 器 上 
计算 sech! x, esch’! x 和 coth-!x 的 值 . 
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表 6.16 反 双 曲 函 数 的 导数 


d(sinh"' u) _ 


dx 


B = cosh ! 


d(eosh''u) 
dx 


L Ll 
x = sinh 


d(tanh'lu) 
dx 


1 1 


coth '! x tanh” 


d(coth'' u) 


dx 


|ul|> 1 


cecha! 一 ‘dx 
d(sech''u) 了 du/dy 0<u<l 


dx u Vl J 


d(esch'a) ~ du/dy 


de Ve 


u = 0 


导数 和 积分 

反 双 曲 函 数 的 主要 应 用 体现 在 积分 中 ,由 道 转 表 6.16 中 的 导数 公式 而 得 到 . 

tanh''u 和 coth-'u 的 导数 公式 中 的 限制 'w| < 1 和 |w|i > 1 来 自 对 于 这 些 函 数 的 定义 域 的 
自然 限制 ( 抑 图 6.28a 和 b.).|u|< 1 和 和 |u| > 1 之 问 的 区 别 在 把 导数 公式 转换 为 积分 公式 时 
显得 重要 .如 果 | zl < 1,1/1- u’) 的 积分 是 tanh-'iu + C; 如 果 |ui > 1, 积 分 是 coth 'w+ C. 


例 2( 反 双 曲 余弦 函数 的 导数 ) ” 证明: 如果 u 是 x 的 可 微 函 数 ， 


CD-ROM - i 
1, 
WEBsite 其 值 大 于 1 , 风 


_ 、 d _ ] du 
历史 传记 到 (eceosb wu) = fF dx 
Jw- 
£ Sonya Kovalevsky TD I< +. -1 g . 
AAC 0850 — 1891) 解 首先 我 们 求 x > 1 时 y = coshrix 的 导数 : 
y = cosh ''x 
x = cosh y 等 价 等 式 
l= sinh y 人 对 * 求 导 
dy _ ] _ 1 I 因为 x > 1,y > 0 
dx sihy ` V cosh2y - 1 故 sinh y > 0. 
1 
= ——. cosh y = x 
Vxi-l 
GUERA 
E Cosh! x) = Z 
x V x? -1 
链 式 法 则 给 出 最 终结 果 : 
dash"! = l du 
da cosh u) = Vl dx — 


经 过 适当 的 替换 , 表 6.16 中 的 导数 公式 引导 出 表 6.17 中 的 积分 公式 . 
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表 6.17 积分 导出 反 双 曲 函 数 


du 


2 2 
a — u 


例 3( 利 用 表 6.17) 3R 


解 不定 积分 是 


| 2dx -Í du 
V3+4x’ Va + u° 


- sinh 2) + c 表 6.17 中 的 公式 


u = 2x,du = 2dx,a = V3 


因此 ， 
! 2dx 2x |! 2 . 
—2dx inh '[ 2) = si h( 2) - h-100 
WET sın V3 o sın /3 sin ( ) 


= 


2 
= sinh“! 2] _ 0 = 0.98665. 


习题 6.7 


双 曲 函数 值 和 恒等式 


ER 1 -4 每 一 个 给 出 sinh x 或 cosh x 的 一 个 值 .利用 定义 和 恒等式 cosh2x — sink? = 1 求 其 余 五 个 双 曲 函数 的 
值 . 


. 3 N 4 
1.sinh x = - 4 2.sinh x = 3 
17 13 

3.cosh x = ]5， x > 0 4.cosh x = r x > 0 


用 指数 函数 改写 题 5 - 10 中 的 表达 式 , 并 且 尽 可 能 地 化 简 结 果 . 
5.2cosh(In x) 6.sinh(2 In x) 
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7.cosh 5x + sinh 5x 8. cosh 3x ~ sinh 3x 
9. (sinh x + cosh x)’ 10.ln(cosh x + sinh x) + In(cosh x - sinh x) 
ll. 利用 恒等式 
sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh a sinh y 
cosh(x + y) =cosh x cosh y + sinh a sinh y 
证 明 
(a)sinh 2x = 2sinh x cosh x. (bjcosh 2x = coshix + sinb v. 


12. 利用 cosh x 和 sinh x 的 定义 证 明 cosh?x - sink? x = 1. 


导数 
在 题 13 - 24 中 , 求 v 对 于 适当 变量 的 导数 . 


13.y = 6sinh Ei 14.y = 六 sinh(2x +1) 15. y = 2VtitanhV7 

16. y = t'tanh + 17.y = In(sinh :) 18.y = ln(cosh z) 

19.y = sech 0(1 — In sech 0) 20.y = csch 0(1 — In csch 0) 21.y = In cosh v - -tanke 
22.y = In sinh + — Z coth v 23. y = (a? + 1)sech(ln *)( 提 未: 在 微分 之 前 ,用 指数 表示 并 且 化 简 .) 


24.y = (4x° - l)esch(In 2x) 
在 题 25 - 36 中 , 求 y 对 于 适当 变量 的 导数 . 


25.y = sinh! Vx 26.y = cosh''2 / x + 1 27.y = (1 - 0)tanh-10 
28.y = (0° + 20)tanh !(0 + 1) 29.y = (1 = #)coth"!./# 30.y = (1 = #)coth"l; 
了 
31.y = cos''x ~ x sech-ix 32.y= In x + y l xisech lx 33.y = esch!( L) 
34.y = csch- 12? 35.y = sinh“! (tan x) 36.y = cosh'l(sec x),0 < x < > 


积分 公式 
验证 题 37 - 40 的 积分 公式 . 


37. (a) [sech x dr = tan`! (sinh x) + C (b) | sech x dx = sin l(tanh +) + C 
38. | sech-! de- È h! 1 1 2C 
.|x sech™! x x= Tsech x-7 -x 十 
39.|* coth'!x dx = — loth! x + > + C 40. [tanh z dx = x tanh'!y + 方 In(1 _— x2) + C 
不 定 积 
求 题 41 - 50 中 的 积分 . 
át. [sinh 2x dr 42. [sinh Eqx 43. [6cosh( 过 ~ in 3) ds 
44. [ácoshGx - In 2)dx 45. | tanh -> dx 46. l coth -dg 
J 7 J V3 
> I f a 
47. [sech (> 一 >) 48. csch'(5 — x)dx 
49.| Seend i tanh yidt 50. Í esch nn) soth nt)d! 
t v 
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定 积分 
求 题 51 - 60 中 的 积分 . 
ln 4 tn 2 -ln2 
sf" coth x dx s2. | tanh 2x dx 53. | 2efcosh 0d0 
in 2 0 -ln4 
4 /2 
sa" 4e- 2sinh 0d0 ss.| cosh(tan 0)sec20d40 s6.| 2sinh( sin 0)cos 9d0 
-a 0 
57. | seh nD 58 f Scoshv x |. 
Ji i 3 
x In 10 sf x 
59. | cosk?( > Jax 6o. | sinh Í +) dx 
In 2 < 0 2 


求 反 双 曲 函数 和 相关 积分 的 值 
当 计算 器 上 没有 反 双 曲 函 数 键 时 , 仍 可 以 通过 像 下 面 那 样 把 它们 表示 成 对 数 求 反 双 曲 函 数 的 值 . 


sinh'!x = In(x + Vx: + 1), -9 < x < @% cosh lx = In(x+V x? - 1), xkl 
/ > 
tanh'!x = l l+ |x] < 1 sech! x = m(t) ， 0<cxgil 
2 l-x x 
eski = (p 11 n), x = Ü coth-tx = dhn HH, |x] > 1 
x x 2 x-1 


利用 上 表 中 的 公式 用 自然 对 数 表示 题 61 - 66 中 的 数 . 
6l.sinh"'[ - —) 62.cosh-!( Z) 63.tanh'( - L 
64.coth"!( 2) 6s.seeh"'[ +) 66.cseh!( - 5) 


利用 (a) RAHA; (b) 自然 对 数 
求 题 67 - 74 中 的 积分 . 


W3 /3 2 
6j = és. | 7 of — 
17 /1 c2 
1. | mw nf Ag 2 A 
zji a n V 1] T 
应 用 和 理论 
75. (a) 如 果 -个 函数 /是 定义 在 一 个 关于 原点 对 称 的 区 间 上 (从 而 只 要 /在 点 < 处 有 定义 ,/ 在 点 - * 处 便 有 
定义 ) ,求证 


) = an o m (1) 


mpu) apay OOO 是 奇 函 数 ， 
(b) 如 果 /本 身 是 (i) 偶 函数 或 (i) 奇 函 数 , 试 化 简 方程 (1) .所 得 的 新 方程 是 什么 ?对 你 的 答案 给 出 理由 


76. 为 学 而 写 “对 公式 sinh'!x = In(x+ Vx +1),-m < x < % 求 导 . 试 解释 在 你 求 出 的 导数 中 ,为 什么 
平方 根 前 面 是 正 号 而 不 是 负 号 . 


77. 跳伞 运动 ”如果 具有 质量 m 的 物体 从 静止 由 于 地 心 引 力 的 作用 下 落 ,并 受到 与 速度 平方 成 正比 的 空气 阻 
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JI ,那么 该 物体 下 落后 第 1 秒 的 速度 满足 微分 方程 


z m kr? 
m y = 一 , 
dż z 


其 中 上 是 依赖 于 该 物体 的 空气 动力 学 性 质 和 空气 密度 的 常数 .( 我 们 假定 降落 的 距离 足够 得 ,以 至 于 空气 
密度 的 变化 不 显著 影响 结果 . ) 
(a) 求证 


满足 上述 微 分 方程 , 自 初始 条 件 当 :1 = 0 时 + = 0. 
(b) 求 物体 的 极限 速度 ,lim v. 
(c) 对 于 一 个 体重 160 磅 的 跳伞 运动 员 ( mg = 160) 来 说 ,如 果 时 间 以 秒 为 单位 ,距离 以 英尺 为 单位 和 典型 
W k IEI 0.005 ,那么 该 跳伞 运动 员 的 极限 速度 是 多 少 ” 
78. 与 位 移 成 正比 的 加 速度 ”假定 沿 着 某 坐 你 线 运动 的 物体 在 时 刻 上 的 位 置 是 
(a)s = acos kt + bsin kt (b)s = acosh kt + bsinh kt. 
求证 在 上 述 两 种 情况 下 加 速度 ds/dr? 都 与 位 移 ;成 正比 ,但 是 在 第 -ARR TIDERS EH EJES ,而 
在 第 二 种 情况 下 加 速度 方向 总 是 离开 原点 . 
79. 拖拉 机 拖 斗 和 忠 物 线 “” 当 拖拉 机 拖 斗 转 进 十 字形 街道 或 马路 时 , 共 后 部 轮子 的 运动 轨迹 沿 一 条 如 下 图 所 示 
的 曲线 .( 这 就 是 为 什么 拖 斗 后 部 的 轮子 有 时 候 会 在 马路 牙 上 的 原因 . ) 我 们 可 以 求 得 这 条 曲线 的 方程 ,如 果 
我 们 把 后 部 的 轮子 看 做 位 于 < 轴 上 坐标 为 (1,0) 处 的 一 个 点 MM, 它 通过 一 - 根 具有 单位 长 度 的 杆 与 点 P 连接 ， 


这 里 点 已 表示 位 于 原点 的 局 机 室 . 当 点 已 沿 y 轴 向上 移动 时 , 它 拖 虑 M 跟 在 其 后 移动 . M 移动 的 轨迹 称 为 点 
物 线 (tractrix, 源 于 拉杆 语 tractum , 拖 电 的 意思 ), 它 是 如 下 初 值 问题 的 解 函数 y = fx) 的 图 形 . 
微分 方程 : d. 


1 x 
初始 条 件 : y=0 当 x=1. 
解 此 初始 值 问 题 得 到 忠 物 线 方程 . (你 需要 用 到 某 个 反 双 曲 应 数 .) 


dx 


coshax 


0] (1,0) 
第 79 题 图 第 80 题 图 
80. 面积 ”求证 在 第 一 象限 由 曲线 y = (1/a)cosh ax ,坐标 轴 和 直线 * = b 所 围 成 区 域 的 面积 与 一 个 矩形 面 


积 相 等 ,这 个 矩形 的 高 为 (1/a) , 宽 为 该 曲线 从 * = 0 到 x = 5 之 间 的 弧 长 。 
81. 体积 ”一 个 区 域 位 于 第 一 象限 , 它 在 曲线 y = cosh x 下 方 ,y = sinh x 上 方 ,左边 和 右边 分 别 由 y 轴 和 直 
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线 x = 2 所 界 . 求 这 个 区 域 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 产生 立体 的 体积 . 

82. 体积 ”由 曲线 y = sech x,x 轴 和 直线 * = + InY3 所 围 成 的 区 域 绕 * 轴 旋 转 一 周 所 产生 立体 的 体积 . 

83. WK RHR y = (1/2)cosh 2x 上 从 x = 0 到 x = Inv5 那 一 段 的 弧 长 . 

84. 双 曲 函数 里 的 双 曲 线 ” 双 曲 函数 的 名 字 从 何 而 来 ? 当 你 为 之 感到 不 可 思议 时 答案 就 在 这 里 ,正如 * = cos u, 
y = sinu 确定 单位 圆 上 的 一 个 点 (*,y) 一 样 ,x = coshu,y = sinh u 确定 单位 双 曲 线 x? -y = 1( 图 6.29) 
右边 分 支 上 的 一 个 点 (xy)， 

双 曲 线 与 圆 之 间 还 有 另 一 个 类 似 , 在 双 曲 线 x? - y) = 1 右边 分 支 上 的 点 (cosh u sinh u) 中 ,变量 二 是 
如 图 6.30 所 示 的 扇形 AOP 面积 的 两 倍 .为 了 弄 清 为 什么 是 这 样 ,请 按 下 列 步骤 执行 . 
(a) 试 证 扇形 AOP 的 面积 4(u) 是 


fceosh u — 
A(u) = — cosh u sinh u — | V x? ldx. 
o 


(b) Æ (a) 小 题 的 方程 两 边关 于 uw 求 导 , 证 明 


A'(u) = > 
(c) 对 于 AlCu) 解 此 方程 .4(0) 的 值 是 多 少 ? 在 你 求 出 的 解 中 积分 常数 C 的 值 是 多 少 , 当 C 确定 时 ,你 的 解 
描述 了 “和 4(za) 的 什么 关系 ? 


1 | P(cos u, sin u) 


2-y= 


P(cosh u,sinh u) 


1x 是 肩 形 4OP 
l 面积 的 两 倍 


2 是 扇形 4OP 
面积 的 两 倍 


图 6.29 因为 cosh2u - sinhzu = 1, 所 以 对 于 图 6.30 双 曲 线 与 圆 之 间 的 类 似 之 一 如 这 两 个 图 所 
任 一 的 值 ,点 (cosh u,sinh u) y ZE XV HA 示 .( 题 84) 
x? ~ y? = 1 的 右 分 支 上 .( 题 84) 


悬 链 线 

85. 想象 一 根 绳索 ,如 同 电话 线 或 电视 电缆 ,两 端 固定 并 自由 地 悬挂 着 ,绳索 每 单位 长 记 的 重量 为 w, EREA 
处 的 张力 沿 水 平方 向 其 大 小 为 五 ,如 果 我 们 在 绳索 所 在 平面 上 选择 -- 个 坐标 系 ,* 轴 水 平 向 右 ,重力 牌 直 
向 下 ,y 轴 铅 直 向 上 通过 绳索 最 低 点 ,并 使 得 最 低 点 的 y 坐标 为 y = FAw( 图 6.31), 试 证 绳索 的 形状 是 双 
HRI 


~ 2p 
y= w CS H“: 


这 样 的 曲线 有 时 称 为 链 曲线 或 悬 链 线 ,后 者 来 源 于 拉丁 语 catena, 意 思 是 “ 链 ”. 
(a) 假设 PO, y) 表示 该 绳索 上 的 任意 一 点 .图 6.32 示 意 在 点 已 处 的 张力 与 在 最 低 点 4 处 的 张力 及 一 样 ， 
是 具有 长 度 (大 小 ) 为 了 的 向 量 . 试 证 绳索 在 点 P 处 的 斜率 为 
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dy . w 
tan $ = — = sinh HY 


dx 
(b) 用 (a) 小 题 的 结果 和 和 绳索 在 点 P zb BJ k F-J KSIME F H 0938 3 Cs 384 OF APIKAS).UEBI T = wy. 
从 而 在 点 P(x ,Y) 处 的 张力 大 小 刚好 等 于 y 单位 绳索 的 重量 ， 


图 6.31 在 按 上 述 方 式 匹 配 选 择 w ,HH 的 坐标 系 里 ， 图 6.32 正 像 87 题 所 讨论 的 那样 ,在 这 个 坐标 
悬挂 绳索 的 形状 是 双 曲 余弦 y = (H/u)cosh( Zx). 系 里 了 = um). 


86. (PE 85 题 ) 假设 在 图 6.32 PI AP 的 长 度 为 = (1/a)sinh ax ,其 中 a = w/bh. 斌 证 点 已 的 坐标 可 以 通 
过 * 表示 为 


87. 下 垂 度 和 水 平 张力 ”长 32 英尺 ,每 英尺 重 2 磅 的 绳索 两 端 分 别 系 在 相隔 30 英尺 的 两 根 柱子 的 同一 水 平 处 . 
(a) 用 方程 


y= L eosh ax, -lI5gxgl5 
所 表示 的 曲线 作为 该 绳索 的 模型 .利用 86 题 的 信息 , 试 证 a 满足 方程 
16a = sinh 15a. (2) 


Bo 用 图 解法 解 方程 (2) , 即 估计 在 a y 平面 上 直线 = 16a SWR y = sinh 15a 交点 的 坐标 . 
Eo) 求 方程 (2) 的 数值 解 4, 并 将 它 与 (b) 小 题 求 得 的 a 值 作 比 较 . 

(d) 试 估计 绳索 在 最 低 点 处 的 水 平 张力 . 
Eeo 利用 (.) 小 题 求 得 的 4 值 ,作出 悬 链 线 


Lo a 
y = ~g cosh aa 


在 区 间 - 15 < x < 15 上 的 图 形 , 试 估计 绳索 重心 的 下 垂 . 
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指导 你 们 复习 的 问题 


n Aa b m= 


- E $S XJ R pa SX ë fF Z 2" B +E 32 BR , 值 域 和 导数 是 什么 ? 它 有 什么 算术 性 质 ? 根 据 它 的 图 形 加 以 解说 . 

. 对 数 求 导 法 是 什么 ? 试 举 -- 个 例子 . 

. 什么 积分 导致 对 数 ? 试 举 一 个 例子 .tan x 和 cot x 的 积分 是 什么 ? 

. 在 什么 条 件 下 可 以 保证 一 个 函数 的 反 函数 可 导 ?f 和 /1! 的 导数 如 何 发 生 联系 ? 

. 指数 函数 e* 是 如 何 通过 自然 对 数 函数 被 定义 的 ? 它 的 定义 域 . 值 域 和 导数 是 什么 ? 它 服 从 什么 指数 定律 ? 试 


用 图 形 加 以 解说 . 


. 数 e 是 如 何 定义 的 ? 它 是 怎么 能 够 表示 为 极限 的 ? 
- 函数 a* 和 logar 是 如 何 定义 的 ?对 a 有 什么 限制 ?函数 logar 的 图 形 和 函数 In x 的 图 形 如 何 发 生 联系 ?有 什 


么 道理 说 指数 函数 和 对 数 函 数 实际 上 都 只 有 一 个 ? 


. 反 三 角 函 数 的 导数 是 什么 ?怎么 样 将 导数 的 定义 域 和 函数 的 定义 域 进行 比较 ? 


9. 什么 积分 导出 反 三 角 函 数 ?如 何 通 过 代 换 和 配方 来 扩大 这 些 积 分 的 应 用 ? 

10. 一 阶 微分 方程 是 什么 ?什么 时 候 这 样 一 个 方程 的 解 是 一 个 函数 ? 

11. 如 何 解 .- 个 分 离 变 量 的 一 阶 微分 方程 ? 

12. 指数 改变 率 是 什么 ? 它 如 何 从 初 值 问题 导出 ?指数 改变 率 有 哪些 应 用 ? 

13. 微分 方程 y' = f(x,y) 的 斜率 场 是 什么 ?从 斜率 场 我 们 能 获悉 什么 ? 

14. 如 何 解 -- 个 线性 一 阶 微 分 方程 ? 

15. 试 描述 求 初 值 问 题 y = f(x,y),y(xo) = yo 的 数值 解 的 Euler 法 . 试 举 一 个 例子 .对 该 方法 的 精确 性 加 以 
解说 .为 什么 你 想 求 初 值 问题 的 数值 解 ? 

16. 试 描述 求 初始 值 问题 y = f(x,y),y(xo) = yo 的 数值 解 的 改进 Euler 法 .如 何 将 它 与 Euler 法 进行 比较 ? 

17. 对 于 预报 长 时 间 种 群 增长 来 说 ,指数 模型 为 什么 是 没有 实际 意义 的 ?对 于 种 群 增长 来 说 ,逻辑 斯 详 模 型 如 
何 弥补 了 指数 模型 的 不 足 . 逻辑 斯 诺 微 分 方程 是 什么 样 的 ? 它 的 解 具 有 什么 样 的 形式 . 试 描绘 逻辑 斯 详 微 
分 方程 解 的 图 形 . 

18. 六 类 基本 双 曲 函 数 是 什么 ? 试 说 出 它 的 定义 域 . 值 域 和 图 形 ,与 它们 相 联系 的 恒等式 有 哪些 ? 

19. 六 类 基本 双 曲 函数 的 导数 是 什么 ?对 应 的 积分 公式 是 什么 ?与 六 类 基本 三 角 函数 对 照 ,你 看 到 有 什么 相似 
之 处 ? 

20. 反 双 曲 明 数 是 怎么 定义 的 ? 试 说 出 它 的 定义 域 . 值 域 和 图 形 .如何 利用 cosh“! x ,sinh-!x 和 tanh-!x 的 计算 器 
键 求 出 sech 'x ,csch-'x 和 coth! x 的 值 . 

21. 什么 积分 自然 地 导出 反 双 曲 函 数 ? 

实践 习题 

定义 

在 练习 1 - 24 中 , 求 y 关 于 适当 变量 的 导数 . 

1.y = 10e 5 2.7 = V2el* 3.y = et $e 

4.y = ae 5.y = ln(sin20) 6.y = In(see20) 


7.y = log ,( x2⁄2) 8.y = log;(3x - 7) 9.y = 8 
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10.y = 9” Il.y = 5x 12.y = VIx-22 
13.y = (x4 2) 7 14.y = 2( In x)? 15.y = -1 yl- u? 0 <u<l 
16. y = sin! (1/Vr).e > 1 17. y = ln cos"! x 18. y = zcos'!z — v1- 2 
19.y = ttan™'r — Lint 20.y = (1 + r)cot 127 21.y = zsec'lz - Vz - 1,z > 1 

—- - -1 
22. y = 2 x -1see lVx 23. y = ese”! (sec 0),0 < 0 < x2 24.y = (l+ aen * 
对 数 导 数 
在 题 25 - 30 中 ,利用 对 数 微分 法 求 y 关于 适当 变量 的 导数 . 

(ax + 1) /3x+4 (De D) 
人 2 ax-14 2 
28.y = -2 29.y = (sin 0) 30.y = (In x) 

u + 1 


积 
在 题 31 - 50 中 计算 积分 . 


31. |ersin(e )dx 


2cot nx dx 


a ajm 


entan) qy 


ma-s, 
x-5 Ë 


"| 
rs 
.| 
a.f 
‘| 

.er 


中 计算 积分 


7 
s1.| 了 ds 
] x 


s| [s ja 


ln 5 _ 
s. Í e'(3e' + 1) 
0 


3 
F: 


dr 


e 1 
60. 一 一 dx 
° xV ln x 


8 log 40 
3f 6 


在 题 65 - 78 中 计算 积分 . 


do 


.|e*cse(e" + l)cot(e" + 1)dy 


32. 


35. 


38. 


41. 


47. 


52. 
55. 
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79. ABRASA ”函数 f(x) = e" + x 是 一 对 一 的 可 导 涌 数 , 有 可 导 的 反 水 数 广 (x). 求 df dae EAOn 2) 
处 的 值 . 
80. EARS RKKA) = 1 + (1/x),% = 0 的 反 函 数 . 试 证 广 '(f(x)) = f(r1(x)) = z, E. 
daf! 1 
dx lao S'O) 
在 题 81 和 82 中 ,对 每 一 个 函数 在 给 定 的 区 间 上 求 绝 对 最 大 值 和 绝对 最 小 值 . 


81.y = x In2x - x, [去 ,二 | 82.v = 10x(2 -lnxz)，(0,e] 
83. 面积 求 从 * = 1 到 * = e, H y = 2In x/x 和 x 轴 之 间 的 面积 . 
84. (a) 面积 WEM r = 10 到 x = 20 和 xx = 13) x =2, 夹 在 曲线 y = 1/x 和 xy 轴 之 间 的 面积 是 相等 的 . 
(b 面积 WEM «x= ka 到 x = 如 和 从 x = a 到 x = b(0 < a < b,k > 1), 夹 在 曲线 y = 1/x 和 x 轴 
之 间 的 面积 是 相等 的 . 
85. 质点 运动 ”一 个 质点 沿 着 曲线 y = ln x 朝 右 上 方 运动 , 它 的 x 坐标 以 dx/dt = Vx 米 / 秒 的 速率 增加 . 试 
问 它 的 > 坐标 在 点 (ec,2) 处 按 什么 速率 改变 ? 


86. 滑 道 上 的 女孩 ”一 个 女孩 正在 一 条 形状 像 曲线 y = 9e :的 滑 道上 向 下 滑行 .她 的 y 坐标 以 dy/dt = (- 
1⁄4) V9 - y 英尺 / 秒 的 速率 改变 . 当 她 到 达 位 于 x = 9 英尺 的 滑 道 末端 时 ,她 的 x 坐标 大 约 以 什么 样 的 
速率 改变 ?( 取 e ~ 20 并 对 你 的 答案 进行 四 舍 五 人 到 最 接近 的 英尺 Z #b.) 

贺 s7. 极 值 ”作出 如 下 函数 的 图 形 和 通过 观察 寻找 极 值 点 的 位 置 并 估计 极 值 ,确定 拐点 的 坐标 和 确定 图 形 

的 上 四 .下 四 区 间 .然后 再 通过 对 函数 求 导数 来 确认 你 的 估计 . 


(a)y = ma (b)y = er (cy = (1+ x)e"* 


E ss. 绝对 最 小 值 ”作出 函数 /(*) = x ln 4 的 图 形 . 该 函数 好 像 有 绝对 最 小 
值 是 吗 ? 通 过 计算 确认 你 的 答案 . 

89. WER 。 一 个 木炭 中 90% 的 碳 -14 已 经 衰变 ,试问 该 木炭 的 年 龄 是 多 少 ? 

90. 冷却 一 个 苹果 饼 ”一 个 深 盘 子 苹果 饼 , 刚 从 炉子 里 拿 出 来 时 ,其 内 部 的 
温度 是 220%F , 放 在 有 微风 的 温度 是 40 下 的 门廊 上 冷却 .15 分 钟 后 苹果 饼 
内 部 的 温度 是 180F ,要 花 多 长 时 间 苹 果 饼 在 那里 冷却 到 70 下 ? 第 91 题 图 

91. 最 大 和 矩形 ”这 里 所 示 的 矩 形 有 一 边 在 正 y 轴 上 ,有 一 边 在 正 * 轴 上 并 且 
它 的 右上 方 顶点 在 曲线 y = e-*” 上 ,试问 该 矩形 的 长 宽 为 何 值 时 它 的 面 
积 最 大 以 及 最 大 面积 是 多 少 ? 

92. 最 大 和 矩形。 这 里 所 示 的 矩形 有 一 边 在 正 y 轴 上 ,有 一 边 在 正 x* 轴 上 并 且 
它 的 右上 方 顶点 在 曲线 y = (in x)/x? F .试问 该 矩形 的 长 , 宽 为 何 值 
时 , 它 的 面积 最 大 以 及 最 大 面积 是 多 少 ? 
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93. 为 学 而 写 RŽ Ax) = In 5x 和 g(x) = in 3x 只 差 一 个 沼 数 .是 什么 常数 ?说 出 你 答案 的 理由 . 
94. 为 学 而 写 
(a) 车 (nx)/x = (In 2)/2, 则 必 x = 2? (b) #(In x)/x = - 2In 2, 则 必 % = 1⁄2? 


说 出 你 答案 的 理由 . 

95. 太阳 能 站 的 位 置 ”东西 排列 的 两 个 建筑 物 ,如 图 所 示 , 要 在 两 个 建筑 物 之 间 的 地 面 上 建造 一 个 太阳 能 站 . 
试 间 选 择 太阳 能 地 点 离 较 高 的 楼 多 远 会 使 一 天 中 日 照 时 间 最 长 ,假设 太阳 直接 地 从 头顶 上 经 过 ?开始 前 
先 注意 到 


0 = x- or Eneo ea 
u 60 30 ` 


然后 求 x 的 值 使 得 9 最 大 . 


00 60 m\ | 00 和 h 
DD x lool_ 


50 m 


第 95 题 图 第 96 题 图 


96. 地 下 电缆 厚度 加 的 水 下 传输 电缆 是 由 不 传导 的 绝缘 体 包围 的 铜 芯 线束 构成 的 .如 果 x 表示 芯 线 束 半径 
与 绝缘 体 厚 度 之 比 ,并 已 知 信号 传输 的 速率 通过 方程 = x?In(1/%) 给 出 .如 果 芯 线 东 半径 是 1 厘米 ,那么 
绝缘 体 厚 度 是 多 少时 信和 号 传 输 的 速度 达到 最 大 ? 

97. KARE ”在 缺少 空气 的 月 球 附近 ,施加 在 质量 为 四 \ 离 月 球 中 心 距离 为 的 物体 上 的 重力 吸引 力 通过 
JE F =- mgR?s-? 给 出 ,其 中 z 是 在 月 球 表面 的 重力 加 速度 ,R 是 月 球 半径 {图 6.33). 力 下 是 负 的 是 因 
为 它 作用 在 s 减少 的 方向 上 . 

(a) 如 果 一 个 物体 在 时 刻 上 = 0 以 初始 速度 wm 从 月 球 
表面 垂直 向 上 抛 出 ,应 用 牛顿 第 二 定律 ,F = ma, 
试 证 物体 在 位 置 s 处 的 速度 满足 如 下 方程 


2 
y= HR, vo - 2gR. 


于 是 ,只 要 v > V2gR 速度 总 是 正 的 .速率 wm = 
V 2gR 称 为 月 球 的 逃亡 速度 . 以 这 个 速度 或 超过 
这 个 速度 上 抛 的 物体 终 将 脱离 月 球 的 重力 牵引 . 

(b) 试 证 :如 果 vo = V2gR ,那么 
z 

3 

s= Rf 十 zmn) 

98. 从 滑行 到 停止 ” 表 6.18 H Johnathon Krueger 列 出 了 一 

个 溜冰 者 在 上 秒 内 在 一 直线 上 滑行 的 不离 *( 米 ). 用 

6.4 节 方程 (5) 的 形式 给 这 个 汶 冰 者 的 位 置 建立 一 个 

数学 模型 .他 的 初始 速度 o = 0.86 米 / 秒 ,他 的 质量 

m = 30.84 公斤 (他 的 体重 68 磅 ) 和 他 的 滑行 总 距离 Moon's | 

为 0.97 米 . center * 
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36.18 Johnathon Krueger 的 数据 


I. 
> 

3 

> 

3 
2.3 
2. 
2. 


初始 值 问题 
在 题 99 - 102 中 解 初始 值 问题 
微分 方程 初始 条 件 
9. Y - er y(0) = -2 
dx 
100. = ny, y(0) = ee 
x ] + x 


101.(z + 1) FË + 2y = x, x >-1 y(0) = 1 


d v< Z 7 EW. 

102.x F + 2y = <° + 1, x > 0 yd) = 1 NE NN 
N ` 2 ⁄ `.N A 
N= Z 7 ~ NA 

斜率 场 和 Euler 方法 NE T ` 
N SZ 7 `` ` 

— : _ | . ` 

103. 给 解 画 草 图 ARA y = f(x) 画 一 个 草图 ,已 知 它 的 斜率 场 如 右 图 所 Nap >: 

—N — Z — N x I 


示 并 满足 初始 条 件 y(0) = 0. 
在 题 104 和 105 中 ,从 xo 出 发 ,以 dx = 0.1, 用 所 指定 的 方法 在 给 定 的 区 间 上 
解 初始 值 问题 . 第 103 题 图 
E i04. Euer ， = y + cos x,y(0) = 0;0 < x < 2;xo = 0 
WE 105. 改进 Ewer 法 y = (2- y)(2x +3),y(-3) = li - 3 < x < lixo = - 3 
在 题 106 和 107 中 ,以 dx = 0.05, 用 所 指定 的 方法 估计 y(c), 其 中 y 是 给 定 的 初始 值 问题 的 解 . 


上 ios. 改进 Euler 法 c= 3, 9 - xY y(0) = 1 


[-10, 10] x [-10, 10] 


"dx x+1 
RW 107. Euler ® c= 4 于 = — I = 1 
在 题 108 和 109 中 ,用 所 指定 的 方法 图 解 初始 值 问 题 . 从 x。= 0 出 发 ,以 
(a)dx = 0.1 (b)dx = - 0.1. 


m 108. Euler 法 dy = —+ y(0) =-2 
dx e*ty+2 


四 109. 改进 Euler 法 g, =- Ser, yo) =0 
110. (a) 求 一 个 精确 解 ”用 解析 方法 求 如 下 方程 的 精确 解 . 


dP P 
r = 0.002P( 1 - 而 ， P(0) = 50. 


RI (O) 数值 解 对 0< 1 < 20 和 dt -0.5 用 Euler 法 解 (a) 小 题 的 方程 . 试 把 P(20) 的 近似 值 与 精确 解 作 比 
较 . 
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在 题 111 - 114 中 画 出 方程 斜率 场 的 一 部 分 .然后 在 该 图 上 添加 通过 点 PA, - 1) 的 解 曲线 .以 xo = 1 和 
dx = 0.2 用 Euler 法 估计 y(2). 四 含 五 人 你 的 答案 到 四 位 小 数 点 位 置 .为 了 比较 , 求 y(2) 的 精确 值 . 


1 
111.7 = x 12.y = + 113.y = xy 14.7 = 了 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


1. 曲线 间 的 面积 R y = (2log 2x)/x,y = 2(log z)/x 和 zx 轴 从 直线 x = 1 到 xz = e 所 围 成 的 面积 . 较 大 一 
块 与 较 小 一 块 的 面积 之 比 是 多 少 ? 


2. 为 学 而 写 :一 般 指数 。 当 * > 0 时 ,x 的 什么 值 使 得 x( = 〈x)*? 说 出 你 的 答案 的 理由 . 
3. 积分 的 导数 求 f'(2), 若 


Ka) =e 和 g(x) = | tdt. 


4. 积分 的 导数 


WREE = | a, 
(b) 求 A0). 
(c) 为 学 而 写 XFER /的 图 形 你 能 作出 什么 结论 ?说 出 你 答案 的 理由 . 
5. PER x < e" 
(a) 为 什么 图 6.34* 证 明 ” 了 re < e"?( 来 源 : “Proof without Words, "by Fouad Nakhil Mathematics Magazine , Vol. 
60,No.3(June1987) ,p.165.) 
(b) 图 6.34 预测 了 f(x) = (In x)/x 在 点 x = e 处 有 一 个 绝对 最 大 值 .你 知道 这 是 为 什么 吗 ? 


y=sIN X 


tə|al= 
! 


没 按 比 例 标 记 
图 6.34 第 5 题 图 . 第 6 题 图 


6. 意外 的 等 式 ”应 用 上 图 证 明 


i> a> 0 + 


Ht 36 3] ER EE £ O PL f (E R| ` 567 ` 


解释 在 每 种 情况 中 有 什么 事情 发 生 . 
(a) (b) 


L, 


y| 


y=lnx 


(来 源 :Roger B. Nelson, College Mathematics Journal , Vol.24, No.2 (March 1993) ,p.165.) 
8. 图 示 解 ” 试 给 出 如 下 积分 公式 的 两 种 图 示 支 持 . 


3 3 
fen az = Ema- E C. 


9. 验证 解 ”求证 y = 上 sa 2)dt + x? +x+2 是 如 下 初 值 问题 的 解 
微分 方程 : y! = 2x cos(x?) + 6<x, 初始 条 件 : y (0) = 1,yo = 2 


10. 积分 常数 fla) = aG) 和 eg(z) = aca. 
(a) 求证 /和 g 是 u(x) 的 原 函 数 . (b) 求 一 个 常数 C ,使 得 f(x) = g(x) + C 


应 用 


11. 体积 ”曲线 y = 1/(2Vx), 直 线 x = 1/4, 直 线 x = 4 及 x 轴 所 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 一 周 产生 一 个 立体 . 
求 此 立体 的 体积 . 

12. 14 世纪 的 自由 落体 ”20 世纪 14 世纪 中 叶 , 萨 克 森 的 Abert(1316 一 1390) 提出 一 个 自 由 落体 的 模型 ,他 假设 
自由 落体 的 速度 与 下 落 的 距离 成 比例 .下 落 20 英尺 自由 落体 的 速度 两 倍 于 下 落 10 英尺 自 由 落体 的 速度 ， 
乍 看 起 来 似乎 合理 .又 因为 ,当时 使 用 的 仪器 精确 度 还 达 不 到 和 弄 清 别 的 模型 的 程度 .今天 我 们 就 能 通过 求 
Albert 模型 所 蕴含 的 初始 值 问题 的 解 来 看 看 他 的 模型 误 益 有 多 大 .求解 该 问题 并 将 你 的 解 图 形 地 与 方程 
s = 16 弓 作 比 较 . 你 将 看 到 它 描 述 的 是 起 初 太 慢 接 着 变 得 太 快 ,以 致 于 很 快 变 到 不 切实 际 . 


一 一 人 一 ee 
a 

13. 血管 和 管道 的 最 优 分 又 角度 液体 流 经 如 图 所 示 的 管道 ,两 支管 子 分 又 角度 使 能 量 损失 最 小 ?在 这 个 图 

示 中 ,8B 是 一 个 给 定点 , 它 是 小 管道 的 终端 ,4 是 大 管道 上 游 的 一 个 点 和 0 是 大 小 管道 分 义 点 .法 国 的 生理 
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学 者 玫 乱 : 波 伊 检查 供 尔 阐述 这 样 “条 定律 ,由 非洲 流 摩擦 造成 的 能 鞭 损 失 与 路 答 的 长 度 成 正比 ,与 管道 


k k 
FPK R F EI AO 的 能 其 损失 时 和 沿 关 OB MERRE JUN k ERNO d 是 


AO W KIE, d, E 08 的 长 度 ,R 是 大 管道 的 半径 ,而 :是 小 管道 的 六 径 .要 选 先 择 角 度 9 使 得 上 述 R PI RE A RE ia 
损失 之 和 最 小 


di d, 
L = Ept h a. 
在 我 们 的 模型 中 ,我 们 假设 AC = a 和 BC = 6 是 固定 的 ,十 是 我 们 有 关系 
dy + dacos 0 = a, dsin0 = b, 
所 以 
d. = ese 0, dy = a — dcos 8 = a — bcot 0. 
我 们 能 够 将 全 部 能 量 损 失 工 表示 为 ARM: 
L- l 2. ee). 
(a) 求证 o 的 临界 值 ,也 就 是 使 得 dL/d9 等 于 零 的 值 是 0 = cos ， E, 
(b) 如 果 两 答 子 的 半径 之 比 是 r/R = 5/6, 试 估计 (a) 小 题 给 出 的 最 优 分 又 角度 的 最 接近 值 . 
这 里 所 描述 的 数 党 分 析 方法 也 用 于 解释 在 动物 体内 的 动脉 分 又 角度 . (参看 Introduction to Mathematics for 
Life Scientists. 2nd ed. ,by E . Batschelet( New York;Springer - Verlag,1976).) 

Eg. 结 组 验 血 第 二 次 志 界 大 战 期 间 必须 对 大 量 新 兵 进行 验 血 . 给 w 个 人 进行 验 血 一 般 有 两 种 标准 方法 ， 
CE) 是 对 每 位 新 兵 分 开 验 血 ;(2) 先 将 x 个 人 的 血液 混合 ,检验 此 混合 血液 ,车 此 血液 没有 问题 , 则 这 x 
个 人 的 测试 就 通过 了 ; 若 此 血液 有 问题 才 将 每 位 新 兵 分 开 检验 血液 ,这 样 要 测试 的 总 数 为 x+ 1 次 .应 
用 方法 (2) 再 加 上 有 关 概 率 定理 ,在 平均 的 意义 上 ,说 可 以 得 出 要 检验 的 总 次 数 y 为 


y= (1 E), 
其 中 4 = 0.99 和 NN = 1000. 求 使 得 y 最 小 的 x 的 整数 值 .还 求 使 得 ， 最 大 的 x 的 整数 值 . (后 者 在 现实 
生活 中 并 不 重要 ). 方 法 (2) 曾 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 广 为 应 用 , 较 方 法 (1) 大 约 节省 了 80% 的 单 人 检 
验 次 数 ,但 其 q 值 并 非 这 里 的 0.99. 
IS. 通过 细胞 膜 渗透 ”在 某 些 条 件 下 , -种 溶解 物 通过 细胞 膜 渗 透 的 结果 可 以 用 如 下 微分 方程 来 描述 


dy 
dt 


在 这 个 方程 中 ,y 表示 细胞 内 溶解 物 的 浓度 ,dy/di 表示 在 :时 刻 y 的 变化 率 ,字母 ,4,V 和 < 代表 常数 ,其 
中 是 渗透 系数 (细胞 膜 的 一 种 特性 ) ,4 是 细胞 膜 曲面 的 面积 ,是 细胞 的 体积 ,以 及 < 是 绸 胞 外 面 物质 的 
浓度 .这 个 方程 表明 细胞 内 浓度 的 变化 率 与 细胞 内 外 浓度 之 差 成 正比 . 

(a) 解 方 程 并 用 yo 表示 y(0). 

(b) 求 稳 态 浓度 , 即 lim y(1). (根据 Based on Some Mathematical Models in Biology edited by R.M.Thrall,J.A. 


A 
= 大 yle - v). 


Mortimer, K. R. Rebman. and R.F. Baum, rev.ed. , December 1967, PB - 202 364,pp. 101 — 103; distributed by 
N.T.1..S..U.S. Department of Commerce. ) 

El 16. 为 学 而 写 :正切 之 和 IFE PË f(x) = arctan x + arctan(1/x)(-5< x < 5) 的 图 形 . 然后 应 用 微 积 
分 解释 你 所 看 到 的 .你 预期 丙 数 /(x) 在 区 间 [ - 5,5] 之 外 的 行为 会 怎样 ?对 你 的 答案 给 出 理由 . 

RE 17. 为 学 而 写 :正弦 的 正弦 军 作出 函数 f(x) = (sin <) "(x € 10,3x)) 的 图 形 .解释 你 所 看 到 的 . 

18. 对 数 的 底 变 (a) 3 a -= 0.1 ,1* 和 w 时 , 求 极限 log,2. 

REO) 在 区 间 0 < 4 < 4 上 和 作出 函数 y = log ,2 的 图 形 . 
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积分 技术 ， 
I” Hôpital 法 则 和 反常 积分 


概述 ”我 们 已 经 了 解 到 积分 出 现在 为 实际 现象 的 建 模 
以 及 对 环绕 我 们 的 世界 的 对 象 的 测量 中 ,并 且 我 们 知道 理论 
上 如 何 用 反 导 数 求 积 分 值 .但 是 , 随 着 我 们 的 模型 变 得 更 复 
杂 , 我 们 的 积分 也 变 得 更 环 手 .我 们 需要 知道 怎样 把 这 些 更 
辐 手 的 积分 改变 为 我 们 可 以 对 付 的 形式 .本章 的 目的 之 一 是 
指出 如 何 把 不 熟悉 的 积分 改变 成 为 我 们 可 以 识别 的 ,在 表 中 
能 发 现 的 或 可 用 计算 机 计算 的 积分 . 


CD-ROM 我 们 已 经 学 会 了 完成 这 一 任务 的 两 个 技术 :代数 处 理 和 
WEBsite 变量 替换 .这 里 ,我 们 把 这 些 技术 提高 到 一 个 更 高 的 人 台阶 并 
历史 传记 且 引 进 一 个 称 为 分 部 积分 的 强 有 力 的 技术 .我 们 还 指出 所 有 

| 有 理 函 数 如 何 被 积分 .最 后 ,我 们 推广 我 们 的 想法 到 这 样 的 
1 John Bernoulli 积分 , 一 个 或 两 个 积分 限 是 无 穷 ,或 者 被 积 通 数 在 积分 区 问 
` (1667 一 1748) 上 变 得 无 界 .在 这 样 做 之 前 ,我 们 暂停 一 下 积分 , 转 而 介绍 计 


算 分 式 极限 的 1 H6pital( 洛 必 达 ) 法 则 ,该 分 式 的 分 子 和 分 母 
二 者 都 趋向 于 零 .L Hôpital 法 则 实际 由 John Bernoulli( 伯 努 
利 ) 发 现 . 但 上 Hôpital 在 他 写 的 一 本 微 积分 书 里 普及 了 它 ,至 
今 依 他 的 名 字 命 名 为 1'H6pital 法 则 . 


基本 积分 公式 


代数 处 理 


正如 在 4.1 节 所 见 到 的 ,我 们 通过 求 被 积 函 数 的 一 个 反 导 数 再 加 上 一 个 任意 常数 求 不 定 
积分 . 表 7.1 汇 集 了 迄今 为 止 我 们 求 过 的 积分 的 基本 形式 .在 本 书后 面 又 更 详尽 的 表 ; 我 们 将 
在 7.5 节 讨 论 它 ， 
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表 7.1 基本 积分 公式 


du = ú+ C 13. |eot u du = lnisinu|+C 


S kdu = kus € (ĦU k) =~ Inicscu l + C 


.| (da +de) = |du + [dr .| edr 


n+ 


I+ C (n =- 1) .adu Z (a >0,a z 1) 


H 


m|u|+ € .1sinh u du = cosh u + C 
u 。 


6 


sin udu = — cos u + C .|coshn v du = sinh u + C 


7. feos udu sinu + C 


8 


sec'udu tanu + C 


2 、 
9. | esc“ udu = — cotu + C /二 

~ ` u vu - a 
du 


—— = 
a" + u" 


， r du 
11. |csc u cot u du = — ese u + C ' > 


10. fsec u tan udu = sec u + C 


12. ftan u du - inļcosul+ C 


= In|sec u| + C 


代数 处 理 
我 们 经 常 必须 改写 积分 以 便 和 标准 公式 相 匹配 . 


例 1( 做 变量 替换 ) RERI 


解 


29 dv -| š: ú = x Or +1, 
Sx 9x+l a Ju du = (2x - 9)d<= 
- 1⁄2 
sfa du 
(12+ 


02 it oC 表 7.1, 公 式 4 中 的 n=- 1⁄2 


=2u T+C=2Vx  9r+l+ C _ 
例 2( 配 平方 ) 求 积分 


E 我 们 配 平方 ,把 被 开 方 式 写成 
8x - x =- (x - 8x) =- (x° -8x + 16 - 16) 


Ai 


PAMM EHZ h 


7.1 基本 积分 公式 ” 571 ， 


=- (x2 _ &x + 16) + 16 = 16- (x - 422. 


于 是 
|- dx -Í dx 
í /8x - x° V16- (x - 4)° 
= | -= a = 4,u = (x -4),du = dx 
= sin) + c 表 7.1, 公 式 18 
je I 


HIRR- TEB BZ iS) RED 
| (se x + tan x)2dx. 
E 我 们 展开 被 积分 式 ,得 
(sec x + tan x)2 = sec? x + 2sec x tan x + tar x. 
等 式 右 端的 前 两 顶 是 老 朋 友 ;我 们 可 以 立刻 积分 它们 .tanx 如 何 处 理 呢 ?有 一 个 恒等式 把 它 跟 
sec’ x 联系 起 来 : 


2 2 2 
tanx + l = sec*x, tan x = sex- l. 


我 们 用 sec*x - 1 代替 tan2x ,得 


[esec x + tan xYdx = | (eee + 2sec x tan x + secx — 1)dx 


=2|sec?x dx 十 ?|see x tan x dx — Jaz 


=2tan x + 2sec x — x + C. _ | 


例 4( 消 去 平方 根 ) RES 
| Vl + cos 4xdx. 


解 ”我 们 使 用 恒等式 . 


1 + cos 20 


2 或 1 + cos 20 = 2cos20. 


cos20 = 
令 9 = 2x, 恒 等 式 变 为 
1 + cos 4x = 2cos227. 


因此 
mA 二 x/4 — 
| y l + cos 4xdx = | V2 V cos22x dx 
Ü 0 


x/4 
- /3| | cos 2x | dx Vu = |u] 
0 
n/4 在 [0,rxv4] E, 2x > 0, 
-Af cos 2x dx EL0 e > 
0 所 以 | cos 2x| = cos 2a. 
sin 2x 1" 1 V2 
AE iao 
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例 5{ 化 简 假 分 式 ) REH 


3x2 -7x . 
| 3x + 2 dx. 
解 被 积分 式 是 一 个 假 分 式 (分 子 次 数 高 于 或 等 于 分 母 的 
x- 
次 数 ) .为 积分 它 ,我 们 首先 做 除法 ,得 到 一 个 商 加 一 个 余 式 ( 见 y 25 
右边 ), 后 消 是 真 分 式 : 3⁄2 + 2x 
2 - 9x 
3x- 7x 6 
3x42 TY I t32 -9s -6 
因此 
一 —ax = Ë 一 3 + z% dx = £ - 3x + 2ln| 3x +21 + C. 


用 长 除法 ( 例 5) 并 不 总 能 把 一 个 表达 式 转化 为 一 个 可 以 直接 求 的 积分 .在 7.3 节 我 们 
到 直到 这 种 情况 时 该 如 何 办 . 


例 6( 分 开 一 个 分 式 ) KED 


3x +2 -dx 
VI- < 
解 “我们 首先 分 开 被 积分 式 ,得 
3x+2 21 x ds dx 
=3 2 
| 
对 这 个 新 积分 的 第 一 个 ,我们 做 替换 
u=l- x°, du =- 26 dx, 于 是 r dx =- Jdu. 
x dx (- 1⁄2)du 3f O 
j| -5 -| Ju =- fuau 
1⁄2 _ 
-+ C, =-3 7 1- < + C, 
新 积分 里 的 第 二 个 是 一 个 标准 形式 
?| — = 2sin"!x + G. 
组 合 这 些 结果 ,并 记 C. + C, 为 C ,就 得 
| /Se =- 3 JVl1- x + 2sin x + C. 
例 7( 乘 以 1 的 一 种 表示 ) REH 
CD-ROM [se x dx. 
WEBsite 解 
历史 传记 


sec x + tan x 
sec x + tan x 


frec x dx = [sec x)(1)dx = |sec x ° 


© George David Birkhoff 
(1884 — 1944) | sec"Y + sec x tan x 
sec x + tan x 


dx 


_ | 


会 看 


习题 7.1 ` 573 > 


| q u = tan x + sec x, 
du = (sec2x + sec x tan x)dx 
=ln[u|+ C = In|sec x + tan x | + C. _ J 


B]: 8) 12: UJ IC ERA E U , f] 7 的 方法 导出 对 于 余 割 积分 的 伴随 公式 ( 见 题 03). 
表 7.2 ERMEE 


1. [sec udu = ln|sec x + tan x |+ C 2. [sec udu = ~ ln|escx + cotx | +C 


匹配 积分 到 基本 公式 的 步骤 
步 又 例子 


2x -9 d 
做 变量 替换 实现 化 简 dr = 六 


x2 Ox +1 


配 平 方 V8Br-a = V 16 — (x-4) 


利用 三 角 恒 等 式 (sec x + tan x)? = sec2x + 2sec x tan x + tan2x 


a 
= secx + 2sec x tan x + (secx — 1) 


2 
= 2sec"x + 2sec x tan x — 1 


消去 平方 根 1 + cos 4x = 2cos°2x = V2|cos 2x | 
4 3x? -7x 6 
化 简 假 分 式 3x42 7*3 +342 
3x +2 3x 2 
= + 
分 开 分 式 I Ale /i 
乘 以 1 的 一 种 表示 sec x = sec + + T+ lan + 


sec x + tan x 


a 
sec x + sec x tan x 
Sec x + tan x 


习题 7.1 


基本 替换 
用 替换 法 归结 为 标准 形式 , 求 题 1 - 36 中 的 积分 . 


16x dx 3cos x dx 
Lf —— 2. | 一 一 = 一 一- HER i d 
8x? + 1 1 + 3sin x sin PCOS vdv 
I Z a2 
4.|coey csczy dy s.| 16< dx 6. ° sec’z gz 
o 8x +2 3 tanz 


AFTO 5 +1) 8. Js _ 9. [eatl3 — 7x)dx 


10. | ese(ra - 1)dx 11.)e csc(e? + 1)d6 2.| 3 + ng, 
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13. frec 本 di 14.|* sec( a7 -sydx 
16.| 点 ex 0 TAES eda 
TARG "yec rdr 20. | Si 
22. da 23. zte 
` 2 V m 
I ” Ad: 
25| io 26l or 4 D 
! 1 2.55 
3h Ps Wve 
31. | ed. 一 32. i -一 上 
v V 2512 1 rvri-9 
x] 成 =, TS 


配 平方 


8dx i 2dx 
| x -2r+2 3. or 10 
40.| 一 尼 -- a| — i 
20 ~ 0° (xI) y Ara2x 


三 角 恒 等 式 
用 三 角 恒 等 式 和 替换 归结 为 标准 形式 求 题 43 - 46 中 的 积分 . 
43. |(sec x + cotx)`d* 44. |(csex — tan *)”dx 


45. [esez sin 3x dx 46. | (sin 3x cos 2x — cos 3x sin 2x)d+ 


假 分 式 
用 化 简 假 分 式 和 替换 (如 有 必要 ) 归结 为 标准 形式 求 题 47 - 52 中 的 积分 . 


47.| ds 48. | 一 一 -dx 
x +I] - x" +1 

4x2 - 7 4 — í` + 16: 
50 [ PSP: dx 51 "TA d 


分 开 分 式 
用 分 开 分 式 和 替换 (如 有 必要 ) 归结 为 标准 形式 求 题 53 - 56 中 的 积分 . 


s3. | -ds 54.| Ht la, 
l- x? ” 2rvx-l 
Z bena da g 
55. Ñ “Sn dx 56. | ”二 一 2X dx 
Jo COS x Jo 1 + 4x 


RA 1 的 一 种 表示 


18. | (sin y)e™ “dy 


_ 2dr _— 


dnx dx 


36. | - 


x 
J x + 4<x lnx 


dx 


(x - 2) x -47 73 


42. 


— 


3 3 
s| 
x — 1 


203 ~ 702 + 70 
s. | zg- s 0 


dx 


用 乘 以 1 的 -种 表示 和 和 蔡 换 (如 有 必要 ) 归结 为 标准 形式 求 题 57 - 62 中 的 积分 . 


习题 7.1 . 575 > 


` l po l 1 
57. | T+sin x dx s8. | I + cos r! .| sec 0 + tan 0 
` l 1 | 
— 一 -dx 62. d: 
6o. | ese + cotð“ 46 61.| ] — sec RGE J | — cscx ü 


消去 平方 根 
用 消去 平方 根 求 题 63 - 70 中 的 每 个 积分 ， 


63. p as 64. | VIZ cos 2xdx 65. | Vl + cos 2rdí 
vO 一 -0 > 
0 — Q. ro —— — fx — — 
66. | Vl + cos tdt 67.| V I- cos28d0 68. a 1 — sind 
z "0 
o|’, V 1 + tar ydy 70.| N" V sec) v - ldy 
` 3 


各 类 积 
用 你 认为 适当 的 各 种 技术 求 题 71 - 82 中 的 每 个 积分 ， 


x 


A . 
n.f” (ese - ceotz) dx 72. Ñ (sec x + 4cos x)`d< 73. |cos 0csc(sin 8)d0 
4 


74. [Ú + 二 jeottx + lnx)dx (esex — sec x)(sin x + cos z)dx 76. |3sinh( = + in 5) dr 


2 


| 
ódy |- 7dx 
Í 


.| — 9 78. 79. — 
| 元 -1 (x - 1) V x2 -2x - 48 
` lx dx 
80. | 一 一 一 一 所 81. |sec?t tan(tan t)dt 82. f — 
J (2x + 1) / 452 + 4x x V 3 + x2 


ZARR 


83. (a) K [cos*0d0. CR AR :eus2 = 1 - sin20.) 


(b) 求 |cow0dg， (e) 不 实际 求 出 积分 ,解释 你 将 如 何 求 | cos 840. 
84. (a) 求 sin 0d9.( 提 示 :sin° 0 = 1 - cos0). 
(b) R [sin*0a0. (c) aR [siaaa 


(A) 不 实际 求 出 积分 ,解释 你 将 如 何 求 | sin96dg， 

85. (a) 用 | an 040 表示 | am6d9. 再 求 | ambdb.( 提 示 :tamz = sec0 -1.) 
(b) Hi ftam oag 表示 | 
(a) 用 | am 10q Rak fian? Odo, k WEER. 


ta0d0. (c) mantaq 表示 |tan?0d6. 


86. (a) 用 | coteag 表示 |。 3 R |cot 040. (提示 :eofg = esc20 -1.) 
(b) 用 |corodo 表示 [cot'0d9. (c) 用 |cogedb 表示 [cor 949. 


(d) Jš |eoee-rede 表示 [cot 940, k 为 正 整 数 . 


理论 和 例子 
87. 面积 求 上 面 由 y = 2cos x 而 下 面 由 y = sec x, - x/4 < x < x/4 界 定 的 区 域 的 面积 . 
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88. 面积 米 上 .下 由 曲线 y = csex My = sin r.z/6 < x = 72, 四 面 由 直线 x = r/6 界 定 的 "三 角形 ”区 域 
的 面积 . 

89. 体积 RIH B 87 中 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 . 

90. 体积 KH mM 88 中 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 . 

91. WK RHR = In(cos x),0 < x < 73 的 弧 长 . 

92. IWK RINA y = In(sec x),0 三 xsd4 的 弧 长 . 

93. cse x 的 积 利用 余 制 郧 数 重 复 例 7 的 推导 ,证明 


esex dx = — In| csex + cotx| + C. 


94. 利用 不 同 的 替换 ”指出 积分 


& 


[Cn Dlr D) da 


可 用 下 列 替 换 中 的 任何 “个 求 出 . 


._ k 
(au = -一 上 (b)u = [Í` l kand do od 2 L] 
(x +] x+ 1 23 3 3 
(c)u = tan'y (d)u = tan! Viz 
(e)u = u Í (x =D) (f)u = cos"!x (g)u = cosh'ix 


积分 的 结果 是 什么 ?( 来 源 :“Problems and Solutions, College Mathematics Journal, Vol. 21, No. S(Nov. 
1990),pp.425 - 426.) 


分 部 积分 


积分 形式 的 乘法 法 则 。 重复 使 用 。 解 出 未 知 积分 。 列表 积分 法 


因为 


Ë ,idx |: dx- fa da. 
换 句 话说 ,乘积 的 积分 一 般 不 是 每 个 因子 积分 的 乘积 : 
Ave ds = [Adz . |eCodr， 
分 部 积分 是 简化 形式 为 


| gC) ds 
的 积分 的 一 种 技术 ,其 中 /可 以 毫 无 困难 地 重复 求 导 而 g 可 以 重复 积分 . 积 
E e"dx 


就 是 一 个 这 样 的 积分 ,因为 f(x) = x 求 导 两 次 就 成 为 零 ,而 g&(*) = ex 可 以 不 困难 地 重复 积 


7.2 分 部 积分 
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CD-ROM 分 .分 部 积分 也 适用 于 像 
WEBsite [=s ada 
历史 传记 


;. Charles Davies 
š (1798 一 1876) 出 现 . 
在 这 一 节 ,我 们 讲述 分 部 积分 法 并 说 明 如 何 应 用 它 . 


积分 形式 的 乘法 法 则 
当 u Mo 是 x 的 可 微 函数 时 ,导数 的 乘法 法 则 告诉 我 们 
d (uv) dv du 
Ja) = ú a t? de 


两 端 关于 x 积分 并 且 经 整理 引导 出 积分 等 式 


je) (0) -J gé) 


= w | [Ü $ë) ax. 


把 这 个 等 式 改写 成 更 简单 的 微分 记号 时 ,我 们 就 得 到 下 列 公 式 . 


这 样 的 积分 ,其 中 被 积分 式 的 每 一 部 分 在 重复 求 导 或 积分 后 又 再 次 


分 部 积分 公式 


fudo = Ww- [sqa 


(1) 


这 个 公式 把 一 个 积分 udv 表示 成 第 二 个 积分 | vdu .适当 的 选择 w 和 vw, 第 二 个 积分 可 能 比 
第 一 个 更 容易 求 .这 就 是 这 个 公式 的 重要 性 的 理由 . 当 我 们 面 对 一 个 不 能 处 理 的 积分 时 ,我 们 


可 以 用 一 个 更 易 求 的 积分 代替 它 . 
对 于 定 积分 的 等 价 形式 是 


n. u, 
[sao = Gua0 = uvi) - | vdu. 
š u 


1 1 


(2) | 


图 7.1 指出 这 个 公式 的 各 个 部 分 如 何 解释 成 面积 . 


H 


u= fü), v = f lü 


的 面积 | “vdu. 用 符号 写 出 , 即 


t u, 
udv = (uy = in) = | vdu. 
u 


” 1 


图 7.1 曲线 下 区 域 的 面积 | udo 等 于 大 矩形 的 


面积 wv; , 减 去 小 矩形 的 面积 ur 及 曲线 上 区 域 
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例 1( 用 分 部 积分 ) R|. cos x dx. 


解 我 们 在 公式 | udr = ww 一 | da rH HX 
u= x, dv = cos x dx. 
HEARR y t KS JR u 的 微分 ,并 了 且 求 cos x 的 最 简单 的 反 导 数 . 
du = dx, t = sin X 


则 有 


Y COs X dx = x sin x 一 [sin x dx = x sin A + COS X + C. 


让 我 们 区 察 一 下 例 1 中 的 u 和 4w 的 有 效 选择 . 


例 2( 研 究 分 部 积分 ) KUSPT 
x cos x dx = | udv 


应 用 分 部 程 分 时 ,uw 和 = 的 选择 是 什么 ? 
哪个 选择 下 导 成 功 地 求 出 原 积分 ? 
解 。 在 四 种 叮 能 的 选择 
l.u = I #flldr = x cos x dx 2.u = x 和 dv = cos x dx 
3.u = x cos x fll do = dx 4.u = cos x #l dv = x dx 
第 一 种 选择 不 行 ,因为 我 们 还 不 知道 如 何 积分 di = x cos x dx 求 出 v. 
第 二 种 选择 ,正如 我 们 在 例 1 中 看 到 的 ,恰到好处 . 注 : 何 时 和 怎样 使 用 分 部 积 


第 种 选择 引导 出 条 时 :如 果 变 量 巷 换行 不 通 ， 
uU = x cos x, dr = dx, 尝试 分 部 积分 . 
du = (cos x — x sin x)dx, v=x, 


怎样 : 从 形 如 [AO gads 
新 积分 是 
的 积分 出 发 .使 它 与 形 w fudo 的 


积分 匹配 ,为 此 选择 dr 是 被 积分 


> . 
| vdu = [o cos x — x“sin x)dx. 


这 比 原来 的 积分 还 糟 . E RFE Sdr MUA) R glx) 
第 四 种 选择 引导 出 的 那 一 部 分 . 
u = cos x, dv = x dx, 选择 f de 59% MJ 28 Ñ 
du = - sin x dx, v= £, | eds = w- feau 
新 积分 是 的 右 端 给 出 一 个 新 的 积分 .你 必 
、 . 须 容易 积分 dv 以 便 得 到 右 端 . 如 
Jedu =- sin < dx, 果 新 的 积分 比 原来 的 那个 更 复 
、 、 L 杂 , 尝 试 u 和 de 的 不 同 选 择 . 
这 仍然 比 原来 的 更 槽 . o MRN u t F 


分 部 积分 的 目的 是 把 一 个 我 们 看 不 出 如 何 求 出 的 积分 |vdr 转化 为 一 个 我 们 可 以 求 出 的 
积分 | vdw .一般 说 来 ,首先 选择 de 是 被 积 函数 中 的 一 部 分 得 加 上 dx( 容 易 积分 );v 是 其 余 的 


EA YI Nt 


7.2 ”分 部 积分 ， 579 ， 


部 分 .请 记 住 分 部 积分 并 非 畅通 无 阻 . 


例 3( 求 面积 求 由 曲线 y = x e-* 和 x 办 所 界 1H 
定 的 从 x = 0 到 x = 4 的 区 域 的 面积 . 
解 ”区 域 如 图 7.2 中 阴影 所 示 . 它 的 面积 是 osl sare 
fa e “dx. 
0 
我 们 使 用 公式 | wd。 = u -vdu, 其 中 
u = x, dv = e *dx, 
du = dx 人 一 一 Be 
WI {由 Mathematica 生成 ) 
Ë e dx =- a e™ |(- eds 图 7.2 例 3 中 的 区 域 . 
=— xe a ferax 
=z-xe*-e*4C 
于 是 
4 
fa e"dx = [- x e77- e*] = (- det — et) - (- e) = 1- 5e% =< 0.91. 
0 
例 4( 自 然 对 数 的 积分 ) R 
finz dx. 
解 因为 | nx dx 可 以 写成 | mx . 1dx ,我 们 使 用 公式 | ud = u - | av ,其 中 
u =l]nx 微分 时 变 简 单 dv = dx 容易 积分 
du = 二 dx， 。 = x. ”最 简单 的 反 导 数 
则 有 
[ins dæ = æ Inx xe Lax = x Inz - fdr = z nz- z+ C. _ | 
重复 使 用 


有 时 我 们 必须 不 止 一 次 地 使 用 分 部 积分 . 


例 5( 重 复 使 用 分 部 积分 ) 求 积分 [x?erdx. 
解 令 w = x2,do = erdx, 则 du = 2xdx,ə = e*, 我 们 有 
[ea = xe" - ?|*erdz. 
新 积分 不 像 原 来 积分 那样 复杂 ,因为 x 的 指数 减少 了 1. 为 求 右 端的 积分 ,我 们 再 次 用 分 部 积 
分 , 令 ， = xdv = erdx. 于 是 du = dx,v = e*, 并 且 
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[xe"da = x er 一 ed = xe* -e + C. 


因此 
| eeds = x'e 一 ?| erdx = xe" — 2x e" + 2e* + C. |] 


例 5 中 的 技术 对 于 任何 积分 x"e* ,n 是 正 整数 都 适用 ,因为 不 断 对 x" 求 导 终 将 出 现 零 而 
ex 容易 积分 .在 本 节 最 后 讨论 列表 积分 法 时 我 们 会 更 多 谈 及 这 -一 点 ， 


— aAa Aan 


解 出 未 知 积 
像 下 面 这 个 出 现在 电气 工程 中 的 积分 一 样 ,它们 的 求 出 需要 两 次 分 部 积分 ,再 解 出 未 知 积分 ， 


例 6( 解 出 未 知 积分 ) 求 积分 


[ec z ax. 
解 “u = et,du = cos x dx, H] du = e*dx,v = sin x, # E 
第 二 个 积分 类 似 于 第 一 个 ,只 是 cos x 换 成 了 sin x .为 求 出 它 ,我 们 使 用 分 部 积分 ,其 中 
u = e7, dv = sing dx, v=- cosx, du = erdx， 


于 是 


|ercos x dx = exrsin x — [ — e*cos x — | cos x)(e*dx)) 


= e*sin x + e*cos x — |=" cos x dx. 
未 知 积分 出 现在 等 式 两 端 .把 它们 合并 得 
2| ercos x dx = e'sinx + ercos x + C. 
除 以 2 并 用 重新 命名 常数 得 


v . v 
€ sIn X + e COS X 
|=" eos x dx = > + C. 


在 像 例 6 那样 重复 使 用 分 部 积分 的 情况 下 ,一 旦 做 出 了 4 和 ds 的 选择 ,在 问题 的 第 二 阶段 
变换 选择 通常 不 是 好 的 想法 .这样 做 的 结果 是 无 功 而 返 .比如 ,在 第 二 个 积分 中 我 们 转 而 做 顽 
fc u = sin x,dv = e ,将 有 


[e cos x dx = eřsin x — (esin x- [e eos x dx) = |" cos x dx, 


又 回 到 原来 的 积分 .下 面 引 进 的 列表 积分 法 避免 了 这 一 缺陷 . 
列表 积分 法 


我 们 已 经 看 到 形 如 |/(x)g(x)dx 的 积分 ,其 中 了 可 以 重复 求 导 直 至 出 现 零 ,而 g(x) 可 以 总 
无 困难 地 重复 积分 ,是 分 部 积分 的 自然 候选 者 ,不 过 当 需 要 多 次 重复 时 ,计算 可 能 是 麻烦 的 .在 这 
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类 情况 下 ,有 一 种 组 织 计算 的 方式 ,保存 大 部 分 工作 .这 就 是 例 7 和 例 8 中 所 展示 的 列表 积分 法 . 


例 7( 使 用 列表 积分 法 ) RR |x eda. 
解 ” 邻 f(x) = 和 gz) = e”, 我 们 列表 : 
f(x) 和 它 的 导数 g(x) 和 它 的 积分 
ema. ° 
2x (一 ) ex 
— e 
0 e 
我 们 按照 箭头 上 面 的 运算 符号 组 合 由 箭头 连接 起 来 的 函数 的 乘积 , 便 得 到 
| eerdx = x'e- 2xe" + 2e" + C. 


同 例 5 的 结果 进行 比较 . _ j 


例 8( 使 用 列表 积分 法 ) RA | esin x da. 
解 “ /(x) = =? Mgl) = sin x, 我 们 列表 : 
f(x) 和 它 的 导数 g(x) 和 它 的 积分 


3 


x (+) sin x 
a l. Y 
6x — D , s. 
6 — oa, 
0 i 
再 次 用 箭头 上 面 的 运算 符号 组 合 由 箭头 连接 的 两 个 函数 的 乘积 便 得 到 


2. ` 
| sin x dx =— xicos x + 3x2sin x + 6x cos x — 6sin x + C. _ | 


注 :更 多 的 列表 积分 法 , 见 本 章 末尾 的 附加 练习 . 


习题 7.2 


分 部 积分 

RE 1 - 24 的 积分 . 

1.|: sin dx 2. [0cosr0do 3. [eos t di 
2 e 

4. [7sin x dx s.| x jnx dx 6.| x *]nx dx 
1 1 


T. [tan'y dy 8. [sin'y dy 9. fz secx dx 
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10. fáz sec'2x dx 11. | eerdx 12. | pe ?dp 
13. ~ Sx)e dx 14.| (7 + r+ ])e'dr 15. | zerdx 
16. [Pear 17. |? Psin 20d0 18.7 x` cos 2x dx 
0 0 
j E 
19., tsec `r dt 20. [2x sin !( wi)dx 2I.|e sin Gd0 
22. [ereos ydy 23. [eitus 3x dx 24. je “sin 2x dx 


替换 和 分 部 积 
通过 先 符 换 青 分 部 积分 , 求 题 25 - 30 中 的 积分 ， 


a P 

25. fe 3+9 ds 26. | xv l~ xdx 27. |° + tanx dx 
0 “Ü 

28. (x + x')dx 29 .| sin(tnx)ds 30.| ztinzyzdz 


微分 方程 
在 题 31 - 34 中 , 解 微分 方程 . 


31. gy = et 32. dy = x`lny 
dx dx 
33. r = sin 0 34. T = sec Otan 0 


理论 和 例子 
35. 求 面积 求 由 曲线 y = x sin x 和 x 轴 ( 见 附 图 ) 围 成 的 面积 .对 于 


(a)O < x < zx (b)r < x =< 2x (ce)2r < x < 3r. 


(d) 你 看 到 什么 模式 ? 夹 在 曲线 和 * 轴 之 间 满 足 ar < x < (n + Dx 的 区 域 的 面积 是 多 少 ?n 是 任意 非 负 整 
数 . 对 于 你 的 回答 给 出 理由 ? 


y=x COSX 


im y=xsinx 


第 35 题 图 第 36 题 图 
36. REF “” 求 由 曲线 y = xcosx Mx MORAER) ARATE, g 
(a) Ç < < < 3— WF < << 5 S aa ss 


(d) 你 看 到 什么 模式 ? 夹 在 曲线 y = x cos x 和 x 钠 之 间 并 且 满 足 


2n-1 2n + 1 
— jrs rs [| sa, 
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的 区 域 的 面积 是 多 少 ?nm 是 任意 正 整 数 .对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
37. 求 体积 ” 求 第 一 象限 中 由 坐标 轴 , 曲 线 y = e" 和 直线 x = In2 界 定 的 区 域 绕 
直线 x = In2 旋转 生成 的 立体 的 体积 . 


38. 求 体积 ” 求 第 一 象限 中 由 坐标 轴 ,曲线 y = e-* 和 直线 x = 1 界定 的 区 域 
(a) 绕 y 轴 (b) 绕 直 线 x = 1 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 

39. 求 体积 求 第 一 象限 中 由 坐标 轴 和 曲线 y = cos x,0 < x = x/2 L E B) PX FR 0 
(a) 2ë y 轴 (b) 绕 直 线 x = x/2 y 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 


40. 求 体积 求 第 一 象限 中 由 x 轴 和 曲线 y = x sin x,0O < x =< x FE BJ P< ER 
(a) 绕 y 轴 (b) 绕 直 线 x = x 
旋转 生成 的 立体 的 体积 .( 见 题 35 的 图 . ) 

4. FHE ”一 个 减速 力 ,形象 化 为 右 图 中 的 一 个 减 振 器 , 放 慢 重力 弹簧 的 运 
动 ,使 得 在 时 刻 上 质量 的 位 置 是 

y = 2e cost, t0. 第 41 题 图 

求 y 在 区 间 0 < t < 2x 上 的 平均 值 ( 如 右 图 所 示 ) 

42. 平均 值 ”在 一 个 像 题 11 的 质量 -RA - 减 振 器 系统 中 ,质量 在 时 刻 1 的 位 置 是 


y = 4e (sint — cos t), ¿> O. 

* y # [a] 0 < t < 2x 上 的 平均 值 . 
递 推 公式 
在 题 43 - 46 中 ,使 用 分 部 积分 法 建立 递 推 公式 . 
43. | "cos x dx = x"sin x 一 n etsin x dx 44.| wsin x dx = — x"cos x + n| "1cos x dx 
45. | verdx = eT 一 Ew-terdr,o = 0 46. [na )"as = x(Inz)" - n| Gn) "dr 
积分 反 函 数 
47. 积分 反 函 数 。 假定 沙 数 /有 一 个 反 函 数 . 

Ca) 证 明 


[odr = fyf ay. 
CR :使 用 变量 替换 y = 广 :(z).) 
(b) 对 部 分 (a) 的 第 二 个 积分 ,使 用 分 部 积分 证 明 
[Eaa = ro = + O) - foar. 
48. 积分 反 函 数 假定 函数 /有 一个 反 函 数 . 直接 利用 分 部 积分 证 明 
| 六 "ax = f'(x) - [h(E r)a. 


在 题 49 - 52 中 使 用 (a) 题 47 中 的 技术 .(b) 题 48 中 的 技术 . 求 积 分 . 
(c) 证 明 部 分 (a) 得 到 的 表达 式 ( 令 C = 0) 和 由 (b) 得 到 的 是 一 样 的 . 


49. [sinz dx 50. un" dx 51. [eosta dx 52. flog 2% dx 
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部 分 分 式 


部 分 分 式 。 方法 的 一 般 表 述 。 对 于 线性 因子 的 Heaviside "掩盖 ” 法。 确定 系数 的 其 它 方法 


在 研究 6.4 sk 6.6 节 例 6 中 的 人 口 模型 时 ,我 们 解 逻 辑 斯 席 微 分 方程 


dP 
q = 0.001 P(100 — P) 
的 方法 是 :把 它 改写 为 
100 Aan D 
pü - py3P = 0.ldż, 分 离 变 量 
把 左 端 的 分 式 展开 成 两 个 基本 分 式 之 和 . 
100 1 1 


P(100 - P) ` P +100- P’ 
两 边 积 分 便 求 得 解 
In| P|- In|100 - P| = 0.1: + C. 
这 种 展开 技术 称 为 部 分 分 式 法 .使 用 部 分 分 式 法 , 任 一 个 有 理 函 数 都 可 写成 称 为 部 分 分 式 
的 基本 分 式 之 和 .我 们 就 把 积分 有 理 函 数 归 结 为 积分 部 分 分 式 之 和 . 


部 分 分 式 
为 对 分 式 求 和 ,我 们 先 求 公分 母 , 青 对 通 分 后 的 分 式 求 和 ,最 后 化 简 . 例 如 
2 3 _ 2(x - 3) 3(x + 1) 
x+l1 xr-3  (x+D(x-3) 1 (x — 3)(xz + 1) 
2x -6+3x+3 5Sx-3 
apo 2xy-3 x-2 - 3 


如 果 我 们 “倒转 ”上 述 过 程 , 就 容易 求 积分 


即 


5x-3 -| 一 | 一- 
| 二 dv = z it P 


=2ln|x + 1|+3ln|x -3|+ C. 
更 一 般 地 ,高 等 代数 的 一 个 定理 (后 面 详细 说 明 ) 称 每 个 有 理 函 数 ,不 论 多 复杂 ,都 可 以 改 
写 为 更 简单 的 分 式 ( 我 们 可 用 已 经 知道 的 技术 求 其 积分 ) 之 和 .让 我 们 看 一 看 怎样 用 部 分 分 式 
法 求 前 面 例子 中 用 到 的 更 简单 分 式 之 和 . 


例 1( 利 用 部 分 分 式 ) ”利用 部 分 分 式 求 积 


5x - 3 
| aa. 


解 ”首先 ,我 们 分 解 分 母 :x? - 2x -3 = (x + 1)(x - 3). 然 后 确定 4 和 8B 的 值 ,使 得 
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Sr -3 4 B 
x? -2x -3 xr+1 1-3: 
再 消去 分 母 : 注 : 部 分 分 式 组 合 
Sx-3 = Alx -3)+ B(x + 1) 等 式 两 端 乘 以 (* + 1)(x - 3) 中 的 4 £ B "| 8k 5 
= (A+ B)x -3A + B 合并 同类 项 定 系数 
令 对 应 系数 相等 ,就 得 下 列 线性 方程 组 
A+B=5 
-34+B=-3 


解 联 立 方程 得 4 = 2 #l B = 3. 因 此 


5x-3 ` -| 2 |. 
| a de = y4 17t z 31 


=2ln|x +1 + 3n|x - 3] + C. _ 


方法 的 一 般 表 述 


把 一 个 有 理 函 数 /(x)/g(x) 成 功 写成 部 分 分 式 之 和 依赖 于 两 件 事情 ; 
° /(z) 的 阶 必须 低 于 &(x) 的 阶 . 即 分 式 必须 是 真 分 式 .如 果 不 是 ,用 g(x) 除 f(x) 而 对 
余 项 进行 操作 . 见 本 节 的 例 4. 

"必须 知道 g(x) 的 因子 .理论 上 ,任何 实 系数 多 项 式 都 可 以 写成 实 线性 因 式 和 实 一 次 因 
式 的 乘积 . 而 实际 上 , 因 式 可 能 难以 求 得 . 


这 里 说 明 当 g 的 因子 已 知 时 如 何 求 真 分 式 /(x)/g(x) 的 部 分 分 式 . 


部 分 分 式 法 (f(x)/g(x) 是 真 分 式 ) 
步骤 1: 设 (x - r) 是 g(x) 的 一 个 线性 因子 ,假定 (x - r)” 是 除 尽 g(x) 的 (x - r) 的 最 
高 次 寡 . 则 对 这 一 因子 指定 m 个 部 分 分 式 之 和 
A, ` A, An 
xor (a rP tn 
对 g(x) 的 每 个 不 同 的 线性 因子 都 如 此 做 . 
步 台 2: 设 x? + pz+g 是 g(x) 的 一 个 二 次 因子 .假定 (xz2 + px + q)" 是 除 尽 g(x) 的 这 个 
因子 的 最 高 次 宕 . 则 对 这 一 因子 指定 n 个 部 分 分 式 之 和 


Bix + C, Bax + C, Bx 十 C, 
+ + 一 一 一 一 -一 


x2 + px + q (x? + px + qY (x? + px + q)"'` 
对 g(x) 的 每 个 不 同 的 不 能 分 解 成 实 系数 一 次 因子 的 二 次 因子 都 如 此 做 . 
步骤 3: 令 原来 的 分 式 f(x)/g(x) 等 于 所 有 这 些 部 分 分 式 之 和 . 消去 所 得 分 式 等 式 的 分 
母 ,并且 按 x 的 降 寡 整理 . 
步骤 4: 令 x 的 对 应 寡 的 系数 相等 , 且 对 待定 系数 解 所 得 的 方程 ， | 


例 2( 使 用 一 个 重复 的 线性 因子 ) RR E 为 部 分 分 式 之 和 | 
解 按照 上 面 表述 的 方法 ,我 们 必须 把 外 起 表 示 成 有 待定 系数 的 部 分 分 式 辽 有 
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6z+7 A _ B 
(x +2 x+2 (x+2) 


6x+7 =A(x +2)+B 两 端 乘 以 (* + 2)2. 


= Ax + (24 + B) 合并 同类 项 ， 
令 x 的 同 次 寡 的 系数 相等 ,得 
4=6 和 24+B=12+B=7, X 4=6 和 
因此 


6x + 7 6 _ 5 
(x+2) x+2 (x +2)' 


例 3( 使 用 部 分 分 式 ) RERI 


6x +7 ix 
(x+2) ` 
解 
6x + 7 -| 6 5 ) 2 
Cx + 23235 = x + 2 (k42) dx Bj 


=6| -4 - s| + 2) dx 
x +2 


=6ln|x +2]+5(x+2)!+C 


例 4( 积 分 一 个 假 分 式 ) RRI 


2⁄2- 4x? -x-3 


x 2x -3 dx. 
解 ”首先 我 们 用 分 母 除 分 子 以 便 得 到 一 个 多 项 式 加 一 个 真 分 式 
2x 
x -2x -3)2x -4x — x — 3 
2x? - 4x? — 6x 
5x -3 
然后 我 们 把 假 分 式 写成 一 个 多 项 式 加 一 个 真 分 式 . 
2x? -4x -x-3 LS-3 
x -2x-3 x 2x -3 


最 后 ,利用 |2x dx = x? 和 例 1, 得 


2x -4x -x-3 f f 5x -3 
dx = |2x d ~d 
x 2x -3 * xax + x? 2x3 


=° + 2ln|x +1|+3ln|x -3|+ C. 


例 5( 解 一 个 初 值 问题 ) RIE = 2xy(y? + 1) 满足 y(0) = 1 93. 


解 分离 变 量 ,改写 微分 方程 为 


一 dy = 2x dx. 
y(y* +1) Y 
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积分 两 端 给 出 
| _ 5 
| 二 dy = fzx dx = x° + Cı. 
我 们 使 用 部 分 分 式 改 写 左 端的 被 积 国 数 


1 A By+ C 
yD y al 
注意 y + 1 上 的 分 子 :对 于 二 次 因子 ,我 们 使 用 一 阶 分 子 ,而 非常 数 分 子 . 整 理 等 式 给 出 
1=4( 和 +1)+(Br+C)y 两 端 乘 以 y(72 + 1) 
=(A + B)y + Cy + A 
令 同 类 顶 系数 相等 ,得 4+8=0,C=0 和 4 =1. 解 这 些 联 立 的 方程 ,我 们 求 出 4 = 1. B =- 


1 和 C = 0. 因 此 
Eer p =| yay - [zv 
=In|y|- Sn + 1) + G. 
微分 方程 的 解 是 
ly|- Flay + 1) = Z + C. C = C, - G, 
代入 x =0 和 7y = 1, 我 们 得 
0 - 了 In2 = C, È C=- lnV2. 
初 值 问 题 的 解 是 


I| y| - nO? + 1) = 22 - In 3. _ | 


例 6( 积 分 分 式 的 分 母 中 带 不 可 约 的 二 次 因子 ) ”用 分 部 积分 求 注 : 一 个 二 次 多 项 式 是 
-2x+4 jr. 不 可 约 的 ,如 果 它 不 能 
(a? + 1)(x ~ 1)? 写成 两 个 实 系数 一 次 因 
解 分 母 中 有 一 个 不 可 约 二 次 因子 以 及 一 个 重复 的 线性 因子 ， RWRR. 
故我 们 写成 


— 2x +4 Ax + B C D 
(a? +11) 2. 1 tal E (1) 
经 整理 ,得 
-2x +4 =(Ax + B)(x - 12 + C(x -1)(x?+1)+ D(x? +41) 
=(A + C)+ (- 2A+ B - C + D)x2 
+(A-2B+ C)x + (B - C+ D). 
令 同类 项 系数 相等 得 
x 的 系数 : 0= A+C 
x? 的 系数 : 0=-2A+B-C4D 
x 的 系数 : -2= A-2B +C 


x 的 系数 : 4= B- C+ D 
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解 这 个 联 立 方程 组 就 求 出 A,B, CHD 的 值 : 


-4=-24,4=2 从 等 二 个 等 式 减 去 第 四 个 
C=-A=-2 根据 第 一 个 方程 
B = 1 在 第 三 个 方程 中 44=2,C=-2 


D=4-B+C=1. 根据 第 四 个 方程 
代入 这 些 结果 到 等 式 (1) ,得 
-2x +4 2x + 1 2 _1 
(Catrall 11 (x - 1) 
最 后 ,利用 上 面 的 展开 式 我 们 可 以 积分 
— 2: 2x + 1 2 1 
| (x) + T : ot = [ 17 


xal x- 1 (lr az 


Í 2 x L ] 2 L 1 Ja 
= 3 3 一 x 
Jx + Í x +I! x-— 1 (x - 1° 


1 


=ln(x?2 +1)+tan lx -2ln 1- 了 + C. _ | 
CD-ROM 对 于 线性 因子 的 Heaviside“ H ŽA” 
WEBsite 
历史 传记 当 多 项 式 f(x) 的 阶 低 于 g(x) 的 阶 而 且 


g(x) = (x — ri)(x = r)a = r,) 


3 Oliver Heaviside 


(1850 — 1925) 是 守 个 相 异 线性 因子 的 乘积 , 且 每 个 因 了 于 都 是 一 次 寡 时 ,有 一 个 快速 
把 f(x)/g(x) 展开 成 部 分 分 式 的 方法 . 


例 7( 使 用 Heaviside (HERR) 法 ) 求 部 分 分 式 展 开 式 
x +l A B C 


(x -1)(x -2)(x 3) vv_-1+r 2+yr 3 (2) 

中 的 4,B 和 C， 
解 ”如 果 用 (x - 1) 乘 等 式 (2) 两 端 便 得 
x + 1 _ I 8 , C(x-1) 

(x -2)(x - 3) x-2 r-3 

令 x = 1, 上 述 等 式 就 给 出 4 的 值 
rs) =4+0+0， 
A = 上 . 
由 此 可 见 ,我们 可 以 这 样 得 到 4 的 值 ,掩盖 原 分 式 
xl (3) 


(x 1)(xr - 2)(x 3) 
分 母 中 的 因子 (x - 1) ,再 对 剩余 部 分 在 x = 1 求 值 ;: 
_ (1) +1 _ 2 _ 1 
(x- 1) (z- 2-3) (-1)(-2) ` ` 
t 


4 = 


掩盖 
类 似 地 ,我 们 求 得 等 式 (2) 中 的 B EAO) 式 中 的 因子 (x - 2) 再 对 剩余 部 分 在 x = 2 求 值 
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B = (2) +1 _ 5 --5 
-Daz-2)(2-3) DGD ' 

T 

盖 


掩 
最 后 ,掩盖 (3) 式 中 的 因子 (x - 3) 并 且 对 剩余 部 分 在 x = 3 求 值 
c (3) +1 10 | 5 
(3-1) -2)[(xz- 3) (2(1 7 
t 
掩盖 


Heaviside 法 
步骤 1: 写 出 商 ,并 且 g(x) 能 分 解 因 式 ， 


f/x) _ JG) —_ 
g(x) (x - ri )(x - ry)' (x = r,)' 


步骤 2: KEA g(x) 的 一 个 因子 (x - nm) ,每 次 用 数 n 代 换 未 被 掩盖 的 ,这 就 对 每 个 


根 r 给 出 数 4,: 
flr) 
A = (rH raer = r.) 
A, = fr) 
7 《ra 一 ri)(r, 一 r3) (ro 一 Tn) 
f fm) 
A. = (r, = riCa — r2) (r, — ra) 


步骤 3: 把 f(x)/g(x) 的 部 分 分 式 展 开 式 写成 


~ 人 ~ —— annann annA 


LoD A A A 
g(x) (x=- r) (x-r) T f(x r) 


例 8( 用 Heaviside 法 求 积 分 ) RKM 


| x + 4 dx 
x? +3x2 - 105: 


解 f(x) = x + 4 的 阶 低 于 g(x) = x? + 3x2 -10x 的 阶 , 对 g(x) 分 解 因 式 ,得 
x + 4 _ x+4 
xz3+3x -10x x(x -2)(x +5) 


g(x) 的 根 是 rT = 0,r; = 2 和 T3 = - 5. 我们 求 得 


A = 0O+4 4 __2 
(0 -2)(0+5) (-2)(5) 5 
m= 
1. 244 _ 6 3 
taleas (2)(7) "° 7 
w = 


A; = -5+4 一 -1 __ 1 
` (-5(-5-2)[ (rr5) (-5 (0-7 ° 35: 
tr 
掩盖 


于 是 ， 
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x + 4 _ 2 3 ~ 1 
xx ax+ 5 = 5r Ir 2) 35(x + 5)? 
积分 得 
二 4 _ 过 2an] Ia] 
Ereni Ps = 一 slnlx|+ 了 mx -2| - aslnlx +5| + C. 
确定 系数 的 其 它 方法 


确定 部 分 分 式 系数 的 另 一 个 方法 是 像 下 例 那 样 用 求 导 法 .再 一 个 方法 是 对 x 指定 一 个 数值 . 


例 9( 用 求 导 法 ) 求 下 式 中 的 4,B8 和 C 
x-1 A B C 
(x+1) x+l (a T (x + 133 
解 ”首先 清除 分 式 中 的 分 母 
x-1= A(x+1) + B(x+1)+C. 
用 x = -1 代入 求 出 C = - 2. 再 关于 xx 对 两 端 求 导 . 得 
1 = 2A(x+1)+ B. 
用 x = -1 代入 得 Bp = 1. 和 再 次 求 导 得 到 0 = 24, 即 A = 0. 因 此 
x-1 _ 1 _ 2 
(x+1)* (x*#+1) (x -+1)' 


l 


在 有 些 问题 里 ,对 x 指定 小 的 值 ,比如 x = 0,+1,+ 上 2, 得 到 4,B8 和 C 的 方程 ,这 就 提供 了 


快速 求 部 分 分 式 系数 的 又 一 种 方法 . 


例 10( 指 定 x 的 数值 ) 求 下 式 中 的 4,B 和 C: 
x +1 ` -A B C 
(x -1x -2 3) x-lg- 2 3 


解 ”清除 分 式 的 分 母 , 得 
+l = A(x -2)(x -3)+ Br- 1)(x -3)+ Cx- 1)(x — 2). 
WKS x = 1,2,3 以 求 4,B 和 C: 
x = l: (Y + 1 =A(- 1)(- 2) + B(0) + C(0) 


2 =24 
=1 
x = 2: (22 + 1 =A(0) + B(1)(- 1) + C(0) 
5 =- B 
B=-5 
x = 3: (32 + 1 =A(0) + B(0) + C(2)(1) 
10 =2C 
C =5. 
结论 
xz + 1 l 5 5 


(x-1(z-2(xz-3) x-l 7 27+ 7 3 


习题 7.3 
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习题 7.3 


4 
1i. 人 
"x ”+S5x-6 


dx 


"1 
u.f, r+ 45, 
J + y 


3 
31. | 522382 lix 


把 商 展开 成 部 分 分 式 之 和 
把 题 1 - 8 中 的 商 展开 成 部 分 分 式 之 和 ， 
5x- t3 5x-7 | 
ERENNERT 2. ri 
z + l z 
` 2(z - 1) 6.5 2 6: 
非 重 复线 性 因 式 
在 题 9 - 16 中 ,把 被 积 项 数 表 示 成 部 分 分 式 之 和 再 求 积 分 . 
dx 
9 | i 10. | 
2x + 1 š y dy 
iF... 7 + 123 ai = 
dt x +3 
1s.| 8 +É 2t 16.| 3 - gr" 
重复 的 线性 因 式 
在 题 17 - 20 中 ,把 被 积 范 数 表示 成 部 分 分 式 之 和 再 求 积分 
17 ! x) dx I8 f X3dx 
Jox? +2x +1 Jait 2x + 1 
dx x2dx 
.| ua 20.| 一 二 5 
不 可 约 二 次 因 式 
在 题 21 - 28 中 ,把 被 积 函数 表示 成 部 分 分 式 之 和 再 求 积分 . 
"dx 3 r t +4 
af —— 2f Ú + t dt 
8x? + 8x + 2 2s + 2 
(42 + D: Š" 2s | Cs ie 
20 + 502 + 80 + 4 0t - 40 +20 - 30 + 1 
”| ( + 20 + 2)° 46 28. | (02 + 1)° 
假 分 式 
在 题 29 - 34 中 ,对 被 积 图 数 执行 长 除法 ,把 真 分 式 写成 部 分 分 式 之 和 ,再 求 积 分 . 
5 + + 14 30.| -二 -dx 
16x y + y? _ 1 , 
aJa a.f + y d 


求 积 
求 题 35 - 40 中 的 积分 . 


2x +2 
` x -2x+1 


£ + 9 


`“ + 90 
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edt e + 2e = e' x eos y dy — 38 Pn = 
3s.| et + 3e' + 2 36. | ef + 1 dr 37. | siny + sin y — 6 `J cos ð + cos 0 - 2 
(x -2V tan! (2x) - 121° - 3x C(x + Itan (3x) + 9xr + x 
— 5 d: 40. 5 5 dx 
39.| (4x + 1)(x 一 2 六 š ` (9⁄2 Dr + 1) 
初 值 问题 
解 题 41 - 48 中 的 初 值 问题 
A.G 36 291 (1 > 2),x(3) = 0 4GP a 4 D E = 23, x(D) = 由 
C C 
d3.( + 20) 学 = 2x+2 (t,x > 0),x(1) = 1 upsal (1 >= 1) a0 = + 
45 dy - ex( 7? -= y) (0) = 2 46. È (y + l)'sin @ (至 ) = 0 
tda SOOV TY YN 5 Cdo 一 `" Y2) 5 
dəJy_ 1 _ _ ds _ 2s+2 
WN RE y(3) = 0 48. df = ra s(1) = 1 
应 用 和 例子 
在 题 49 和 50 中 . 求 由 绕 指 定 轴 旋 转 阴 影 区 域 生 成 的 立体 的 体积 . 
49. 绕 x 轴 50. 绕 y 轴 
Y _ 2 
(x+ Q - O) 


51. 社会 扩散 。” 社会 学 家 有 时 用 “社会 扩散 ”这 个 短语 描述 信息 在 人 群 中 的 传播 方式 .信息 可 以 是 一 个 谣言 ， 
一 种 文化 时 尚 ,或 是 有 关 技 术 创 新 的 新 闻 . 在 一 个 充分 大 的 人 群 中 , 持 有 这 一 信息 的 人 数 x 处 理 为 时 间 1 
的 可 微 函 数 ,假定 扩散 的 速率 dxvdt, 正 比 于 持 有 这 一 信息 的 人 数 和 没有 这 一 信息 的 人 数 之 乘积 .这 就 引 
导出 下 列 微分 方程 


dx 
+ = kx(N — x), 


这 里 w 是 人 群 的 总 人 数 . 
假定 上 以 日 计 , = 17250, 两 个 人 从 时 刻 + = 0 开始 在 N = 1000 人 的 人 群 中 散布 一 个 谣言 . 
(a) 求 上 的 函数 x. 
(b) 何 时 -- 半 人 群 听 到 这 个 谣言 ?( 这 是 谣言 传播 最 快 的 时 候 .) 
52. 二 阶 化 学 反应 “许多 化 学 反应 是 两 种 分 子 交互 作用 的 结果 ,它们 经 历 变化 后 产生 新 的 产品 .典型 的 反应 
速率 依赖 于 两 类 分 子 的 浓度 .如 果 a 是 物质 4 在 时 刻 : = 0 的 总 基 , 而 5b 是 物质 B 在 时 刻 : = 0 的 总 量 , 且 
x 是 在 时 刻 1 的 产品 总 量 , 则 x 的 形成 速率 可 由 微分 方程 
和 = ke- ar- 或 一 柯 到 = 
给 出 ,其 中 上 对 于 该 反应 是 一 个 常数 .积分 这 个 等 式 的 两 端 便 得 到 x 和 1 之 间 的 关系 
(a) 如 果 a = b. (b) 如 果 a > b. 
假定 在 每 种 情形 下 , 当 上 = 0 时 x = 0. 
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= f Bi 


三 个 基本 替换 


三 角 蔡 换 使 我 们 能 够 用 单个 平方 项 代替 二 项 式 os + 和 ,ae - x° f x? - a, 从 而 能 变换 大 
量 的 含 平方 根 的 积分 为 可 以 直接 求 出 的 积分 . 


三 个 基本 替换 
最 普通 的 替换 是 x = atan 0,x = asin 0 M x = asec 0. 可 参考 图 7.3 中 的 直角 三 角形 . 


v alt x2 a x S 
人 < 


/a -x 
a — x 
x=a tan 


x=asin0 x=asec0 
/ a2 + x? =alsec o| | a? — x? = alcos 8| Jx? ~ a? = ajian oj 
图 7.3 对 于 把 二 项 式 变 为 单个 平方 项 的 三 角 替 换 的 参考 三 角形 . 


对 于 x = atan0， a? + x2 = az+azan20 = a2(1 + tan?) = a2sec20. 


对 于 x = asin, @ x = ao- asin0 = a(l —- sin 20) = azcos20. 
= a?(sec20 - 1) = a?tan20. 


2 2 
对 于 x = asec 0, x? -as = azsec2g - a? = 


1.x = atan 0 把 a? + x? 代 换 成 aseda. 
2.x = asin 0 Ha? - x? 代 换 成 czeos20. 
3.x = asec 0 把 x? - a? RRR aztan20. 


我 们 希望 在 积分 中 使 用 的 任何 替换 都 是 可 逆 的 ,以 便 随 后 可 以 
CD-ROM 返回 到 原来 的 变量 .比如 ,如 果 x = atan 6. 我 们 希望 积分 之 后 令 0 = 
tan-1(x/a). 如 果 x = asin 0 ,我们 希望 积分 之 后 令 9 = sin"!(xZ/a). 
对 于 x = asec 0 情况 类 似 ， 
对 于 可 道 性 ， 


atan 9 需要 -= an 人 


”George Berkeley 
(1685 — 1753) 


x 


I 
S]a nja 
A 
d 
和 
Nja ja 


x= asing 需要 0 = si 
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0 <?< =, = > 1 
_ fx 2 a 
x = asec 0 需要 0 = sec (=) , 
a T 
> < 0 <x, — <-1 
BJ 1( 使 用 替换 * = atan 0) RÆ 
dr _ 
Vit è J4+ x 
解 RIS — 
x = 2tan 0, dx = 2sec2040, - 3 < 0 < 5° 图 7.4 x = 2tan 0( 例 1) 的 
参考 二 角形 :tan 9 = x⁄/2, 
4 + x? = 4+4tan0 = 4(1+tan20) = 4sec’0. > 
于 是 sec = Lire, 
则 
2 2 _ 
| dx _ 2sec-0db _ se fai SIE? < |sec 8| 
` /4 + x V 4sec28 sec 
= [sec 840 sec 0 > 0,- F7 < 0 < > 
= lInlsec 0 +tan 0| + C 
2 
= InY4+x |， 三 |+C 由 图 7.4 得 
2 2 


n|/4+ palt C 取 C = C 2 
注意 我 们 如 何 用 x 表示 In | sec 0 + tan 0| :我 们 画 对 于 原来 替换 x = 2tan 0(Ë 7.4) 的 参考 三 
角形 并 且 从 该 三 角形 读 取 比 值 . _ | 


例 2( 使 用 替换 x = asin 9) RE 
| x dx 3 
——— - 3 < x < 3. 


V9 x 


解 我 们 令 
x = 3sin ð, dx = 3cos 040, -> < 0 < 
9 - x? = 9 - 9sin20 = 9(1 - sin?) = 9cos20. 
则 
| x` dx _ [ae - 3cos 0d 
. (o V |3c0s 0 | 
= 27|simedg cos 0 > 0, — > < 0 < > 
= >| _ cos20)sin 0d0 sin20 = ] - cos26 


— 27cos 0 + 9cos20 + C 


7.4 = # # 8 ”595 > 


/ 2 —— AV 
-7 O p [9 = £) + Ç 图 7.5,a = 3 


3 
5 (9 xX yel 
=-9x~9- x + 3 C. 


图 7.5 对 于 x = 3sin 0( 例 2) 的 参考 三 


x / 
给 角形 :sin 9 = 地 ,于 是 cos 9 = = . 


VETE _ 


例 3( 使 用 替换 x = asec 0) RKE 


= 
v 
t 


dx _ 
| V 25x’ 4 
解 ”我 们 首先 把 根 式 改 写 为 
V25x2 _ 4 =- /25{ 2 - 2) ) =s e - (2) 
这 便 把 被 开 方 式 表 示 成 形式 x* - a. lU W SER 


x = sec 0 dx = sec 0 tan 040, 0< 0< 一 


5 , 5 2 
22 4 4 
2 _ 2A _ 一 _ = 
x° 一 [ 5 ) = 35sec 0 55 E lee 0 - 1) = Aztan 20 


2 2 2 2 一 T 
2- (4) =< |tan ð| = tan 0. XFF0 < 0 < > tan > 0 


5 
过 这 些 替 换 ,我 们 得 


| dx =| dx _ [2e 9 tan 0d0 
252 -4 5 / y? _ (4/25) 5. (2/5 )tan 0 
-+|sec 0d0 = Sln|sec Ó + tan 0|+ C 
= Ñin 3 + vrá +C 图 7.6 


5x /25x2-4 图 7.6 WẸ x = (2/5)sec 0,0 < 0 < xw/2, I 
0 = secl(5x/2), 我 们 就 可 以 从 这 个 直角 三 角形 
读 出 6 的 其 它 三 角 函 数 的 值 . E 


三 角 替 换 有 时 可 以 帮助 我 们 求 包含 二 次 式 整 次 宕 的 积分 ,如 下 例 所 说 明 的 . 


BJ 4( 求 旋转 体 的 体积 ) 求 由 曲线 y = 4/(x* + 4),x 轴 和 直线 x = 0 以 及 x = 2 界定 的 
区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 . 
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7.7 例 4 中 的 区 域 (a) 和 立体 (b). 


解 ”我 们 画 区 域 (图 7.7) 的 草图 并 且 使 用 圆 盘 法 ， 


° = dx 4 
B 2 2 
V = [zL Reo) dx = 16r REET R(x) = Er 
为 求 积 分 ,我 们 令 
x = 2tan 0, dx = 2sec2040, 0 = tan"! Si 
x? +4 = 4tan20 +4 = 4(tan?0 + 1) = 4sec20 
(图 7.8) .通过 这 些 替 换 , 
dx 
= — 一 一 2 
V = lz| (x? + 4)? x +4 p 
= 16r[4 2see26040 当 * = 0 时 9 = 0， AAA 
p 0 (4sec20)? X z =2 时 0 = z/4 2 
这 2 x 
= 16x|“ 2sec Ce = | 2008840 78 对 于 x = 
0 16sec 0 0 2ian b( 例 4) 的 参考 
x a z 三 角形 . 
= «| + cos 20)d0 = nlo + #n26] 4 2cos20 = 1 + cos 20 
0 2 do 
x 1 
= a| $ + >] = 4.04. a 


T 
A 


习题 7.4 


基本 三 角 替 换 
求 题 1 - 18 中 的 积分 . 

dy 3dy — 
1. a 2.| EE 3.| VB- Rd 


习题 7.4 * 597 + 


— 7 i Sdx 3 
.| vT-9Pd x > — K * > — 
a.f r er s| SJA 49 2 25x -9 5 
2dx «dy 
?| 二 此- — 1 :| na x > 1 9. | 
WAA e>? V44 
/ 2 
10. | — d — Wasa 12.| 9 gw 
x x + 1 V4- x - w 
da — dr 2dx f(x) 
CESEN Wu 8dx 1 | 6dt 
16.| 4 (4x? + 1) 8. (9 + 1)? 
组 合 蔡 换 
在 题 19 - 26 中 , 先 使 用 一 个 适当 的 蔡 换 ,再 使 用 一 个 三 角 蔡 换 求 积 分 . 
ln4 et dt W e' dt [i 2dt 
. 一 一 一 一 20. EC] 21. 
19 |. m. in(3/4) (1 + y7 1⁄2. + 414 
° dy dx dx 
22.| 一 一 全 z | 一 此 一 u| 
l+ (ny) x /x2 - 1 1 + x2 
dx dx 
xs. | 2 z. | 
Vx l l- x 
初 值 问题 


对 于 x 的 函数 7, 解 题 27 - 30 中 的 初 值 问题 . 
=Vx - 4, x>2,y(2) = 0 28. Ve 9 dy = 1, x > 3,y(5) = In3 


dx 
29.(= + 4) 2 <= 3, y(2) = 0 30.(x2+1 kA y(0) = 


应 用 


31. RER “” 求 第 一 象限 里 由 坐标 轴 和 曲线 y = V 9 - x*/3 围 成 的 区 域 的 面积 . 


32. RER “” 求 第 一 象 里 由 坐标 轴 , 上 曲线 y = 2/(1 + <2) 和 直线 x = 1 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 
体积 . 


替换 z = tan(x/2) 
33. 替换 


x 
z = tan 


2 
(如 右 图 所 示 ) 把 含 sin x 和 cos x 的 有 理 函 数 的 积分 问题 归结 
为 涉及 有 理 函 数 z 的 问题 .再 用 部 分 分 式 求解 .证 明 下 面 每 个 
FARZ. 


P(cos x, sin x) 


! " 1- 
(a)tan — = 1 mi > (b)cos x = T, 5 
(c)sin x = ; 2 (d)d< = 8, 
在 习题 34 - 41 中 ,使 用 替换 z = tan(x/2) 和 习题 33 的 结果 求 积分 . 
dx dx 
“jo 35.| ot 第 33 题 图 
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I dg ` dt wi d8 

— —— 3 N — 

36 | 1 — sin 0 37.| l + sim t + cos # 8 | 2 + cos 0 
23 cos 0d0 dt Cos t dt 
— ee Cd | 一 一 所 一- 41.| LH 
39.| a2 sin Oeos O + sin 0 J sin t — cos ! | 1 — cos t 


积分 表 , 计 算 机 代数 系统 和 Monte Carlo 积分 


积分 表 。 用 一 个 CAS RIR 。Monte Carlo 数值 积 

如 你 所 知 ,积分 的 基本 技术 是 变量 替换 和 分 部 积分 .我 们 运用 这 些 技术 把 不 熟悉 的 积分 变 
换 为 我 们 认识 的 或 表 中 可 以 找到 的 形式 .如 果 一 个 计算 机 代数 系统 (CAS) 是 可 用 的 ,那么 你 可 
以 时 常用 它 求 积分 . 开 近 定 积 分 的 值 的 另外 一 个 技术 称 为 Monte Carlo 积分 .我 们 在 这 一 节 研 
究 这 些 求 积 分 的 方法 . 


积分 表 

一 个 积分 简 表 列 在 书 末 ,积分 公式 的 表述 中 包含 常数 a,b,c,m,n 等 .这 些 常数 通常 是 取 
任何 实数 值 而 不 必 是 整数 .对 于 它们 的 值 的 特殊 场合 的 限制 都 随 公 式 予 以 说 明 . 比如 ,公式 5 
要 求 n -1, 而 公式 11 要求 nz-2. 

公式 还 假定 这 些 常 数 不 取 使 得 以 零 作为 除数 或 取 负 数 的 偶数 根 .比如 ,公式 8 假定 a > 0, 
而 公式 13(a) 不 能 使 用 ,除非 b 是 负 的 . 


例 1( 使 用 积分 表 ) ki 


解 
ff 1 1 1 1 
| rs | | sd (1) 
等 式 (1) 右 端的 两 个 积分 可 用 积分 简 表 的 公式 16 求 出 . 
dx 1 a x 
CD-ROM 16. | = nm am a+C 


WEBsite 你 或 许 想 起 
历史 传记 


David Hilbert 
(1862 一 1943) 但 是 如 果 你 忘记 了 ,你 令 公式 16 中 的 a = 1 就 得 此 结 
为 求 第 二 个 积分 ,我们 需要 配 平 方 : 

x 2x+5= x -2x+1+4= (x-1)+4. 
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| dx =| dx 
x -2x+5 J(x-1)+4 


-| 地- u = x- l,du = dx 
u” + 4 

_ -1 U 公式 16 =2 

= 2 tan 2 + C 公式 16 中 取 a 

= ztan (二 

= z tan 2 + C 
组 合 两 个 积分 ,得 

1 1 ) _ _1 1 =(=) 
上 (二 + 二 av = tan x + tan 2 + Ç. o 


例 1 中 的 操作 和 替换 对 于 利用 积分 表 求 积分 具有 典型 性 .下 面 是 另 一 例子 ， 
例 2( 利 用 积分 表 ) REI 


— _ x 
x /2x - 4 
解 我 们 从 公式 15 开始 
Vax + b a dx 
15. x =- -_ 一 一 -+ C. 
|= bx s| Z= + 
当 a=2 和 6b=-4 时 ,我 们 有 
| dx -vv2x-4， 2 | dx c 
xz2vV2x -4 - 4x 2 .4.7 2x - 4 ` 
再 用 公式 13(a) 求 右 端的 积分 
2 ， n`! ax — b 
13 = + C. 
wje oot 


当 w=2 和 =4 时 ,我 们 得 


| ds = <ian-1 2624 C Q tan"! £ -2 C. 
x/2x-4 v4 4 2 
组 合 两 个 积分 , 即 得 


dx V2X - 4 1 _1 -2 
; = 4 + tan — +C. _ | 
x /2x - 4 x 


用 一 个 CAS 求 积 分 

计算 机 代数 系统 一 个 强大 功能 是 便捷 地 求 符号 积分 . 这 由 特定 系统 的 积分 命令 执行 (在 
Maple 中 是 int, 在 Mathematica 中 是 Integrate). 

例 3( 命 名 一 个 函数 使 用 CAS) ”假定 你 要 求 函数 


f(x) = x Var+ wx 
的 不 定 积分 ,用 Maple ,你 首先 定义 或 命名 函数 : 
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> f: = x * sqrt(a2 + x); 
然后 你 对 了 使 用 积分 命令 ,要 指定 积分 变量 : 
> int(f,x); 
Maple 便 返 回答 案 


Tea + 12022 _ r Verr- gahl x + / a° + x). 


如 果 你 希望 知道 答案 是 否 能 化 简 ,输入 


> simplify); 


Maple j [o] 


ye a` x V a° + x` + 1 a` + x° 一 ga m( ra Va t a). 
如 果 你 要 求 在 区 间 0 < x < x/2 上 的 定 积分 ,我 们 可 以 使 用 形式 
> int(f,x = 0..Pi/2); 
Maple(3.0 版 ) 将 返回 表达 式 


a Ga: +y 一 galn( Ta + 4 V 4a` + ) 


-0 ¿dal + mÓ + Sah) . 


你 还 可 以 对 于 常数 a 的 特殊 值 求 定 积分 
>a: = 1; 
>int(f,x = 0..1); 
Maple 返回 数值 答案 
s V2- i(i 4V2). 
例 4( 不 命名 西数 使 用 CAS) ”使 用 一 个 CAS 求 积分 |sin? x cosa dx. 
解 “对 于 Maple, 我 们 输入 
> int((sin2)(x) * (cos3)(x),x); 
直接 返回 


一 + sin( x)eos( x) + Lšeos( x) sin(x) + sin(x). 


例 S(CAS 可 能 不 返回 一 个 封闭 解 ) 使 用 一 个 CAS sR feos! axY dx. 
解 使 用 Maple 时 ,我 们 输入 


> int((arccos(axx))*2,x); 


Maple 返回 表达 式 


|arccos( ax) dx, 


这 吉明 它 没有 一 个 封闭 形式 的 解 .在 下 一 章 , 你 将 看 到 级 数 展 开 如 何 帮 助 求 这 类 积分 . 


| 


计算 机 代数 系统 进行 积分 的 方式 多 种 多 样 . 我 们 在 例 3 到 例 5 中 使 用 Maple, 若 使 用 


Uc 
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Mathematica ,返回 值 稍 许 有 些 不 同 . 
1. 在 例 3 中 ,给 出 
In[1]: = Integrate[ x*2 * Sqrt[ar2 + x2],x] 
Mathematica 返回 
2 


3 4 2 2 
Out[1] = Sqn[a? + x ñ £) atLogl x + Sanla + x2]] 


没有 简化 中 间 结 果 . 答 案 接近 于 积分 表 中 的 公式 22. 
2. Mathematica 对 于 例 4 中 的 积分 
In[2]: = Integrate[ Sin[ x ]^2 x Cos[x]^3,x] 


Out 


这 跟 Maple 的 答案 不 同 . 
3. Mathematica 对 于 例 5 中 的 积分 
In[3]: = Integratel AreCos[a * x]°2,x] 


[2] = 30 Sinl x] ~ 5 Sin[3x] - 3 Sin[5x] 
一 240 


给 出 结果 
Out[3] = - 2x 
虽然 一 个 CAS 功能 非常 强大 ,可 以 帮助 我 们 解决 图 难 问题 ,每 个 CAS 还 是 有 它 的 局 限 性 . 
甚至 还 有 这 种 情况 ,一 个 CAS 可 能 把 一 个 问题 进一步 复杂 化 (意思 是 答案 十 分 难于 使 用 或 解 
释 ). 男 一 方面 ,你 自己 的 点 滴 数 学 思考 可 能 把 问题 归结 为 一 个 十 分 容易 处 理 的 问题 .在 题 49 
中 提供 了 一 个 这 方面 的 例子 . 


2 Sqrt[ 1 - a2x2]AreCos[|[ ax | 


a + x ArcCos[ ax ]? 


Monte Carlo 数值 积 

在 许多 应 用 中 ,我 们 会 售 到 像 | er dx 这 样 的 不 能 用 本 章 介绍 的 解析 技术 求 值 的 积分 .我 
们 可 用 像 梯形 法 和 Simpson 法 这 样 的 数值 技术 逼近 这 类 定 积分 (4.7 节 ) ,逼近 定 积分 的 另 一 个 
数值 方法 称 为 Monte Carle 积分 ,此 方法 可 方便 地 推广 到 多 重 积分 (12 章 ) .方法 的 实现 大 都 需 
要 计算 机 的 帮助 .我 们 用 一 个 简单 的 例子 说 明 如 何 运用 这 一 方法 . 


Bi 6( 在 非 负 曲线 下 的 Monte Carlo 面积 设想 在 闭 区 间 a < x < 5 之 上 的 连续 曲线 y = 
f(x),0 < f(x) < MT 下 的 面积 是 图 7.9 中 画 出 的 整个 矩形 面积 的 一 部 分 .在 矩形 内 随机 地 选取 
大 量 的 点 P(*,y) ,再 用 它们 估计 曲线 下 的 面积 . 
orom 解 ”为 在 一 个 矩形 内 “随机 选择 ” -个 点 ,我 们 1 

使 用 一 个 具有 随机 数 生 成 器 的 计算 机 或 编程 计 M 
算 器 .首先 我 们 要 求 计算 机 生成 一 个 满足 a < x < b 
随机 数 z. 理论 上 , 闭 区 间 [a,b] 内 的 所 有 数 都 有 相等 的 
可 能 性 被 选择 .接着 我 们 要 求 计算 机 产生 满足 0< y < M 
的 第 二 个 随机 数 y.[0, M] 内 的 任何 数 同样 至 少 理论 上 有 
相等 的 可 能 性 被 选择 .因而 点 P(x,y) 就 位 于 图 7.9 KJE 
形 内 的 某 处 .一 且 随 机 点 P(x,y) 被 选 定 , 问 问 你 自己 它 879 把 矩形 想象 为 一 个 外， 
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在 某 个 计数 器 上 加 1 而 把 点 已 计算 在 内 .需要 两 个 计数 器 , 一 个 数 生成 的 总 点 数 , 男 一 个 数落 
在 曲线 下 的 点 数 ( 见 图 7.10) .使 用 此 方法 我 们 将 取 大 量 的 点 已 , 记 住 数 清楚 位 于 曲线 下 的 点 
数 .我 们 就 可 以 用 公式 


落 在 曲线 y = Ro) 之 上 的 点 没有 被 计数 


= 
1 


| 
| 
| 图 7.10 EAHA y= f(z),a < x < b 
l 
| 


o 上 一 -一 -< 一 一 一 一 一 一 


“Pe J MEE 的 面积 包含 在 高 为 M IRH b- a 的 矩形 
L >x 内 . 


b 
曲线 下 的 面 R _ 曲线 下 数 出 的 点 数 (2) 
矩形 的 面积 随机 点 的 总 数 
近似 曲线 下 的 面积 .作为 例子 , 表 7.3 给 出 了 曲线 y = cos < Z F < 轴 之 上 ,在 区 间 - z22 < 
x < x/2 上 的 面积 的 估计 值 .我 们 取 数 M = 2 作为 矩形 的 高 .我 们 在 矩形 内 随机 选取 100, 
200,… ,30 000 个 点 之 后 估计 面积 并 且 应 用 估计 公式 (2). 


表 7.3 对 区 间 - x/2 < x < rx/2 之 上 的 曲线 y = cos x 下 的 面积 的 Monte Carlo 逼近 


面积 近似 值 m 面积 近似 值 
2.07345 .94465 
2. 13628 .97711 
2.01064 .99962 


1 

l 

1 
2.12058 2.01429 

2 


2.04832 . 02319 
2.09440 2.00669 
2.02857 2.00873 
1.99491 2.00978 
1.99666 2.01093 
1.99664 2.01186 


曲线 y = cos x 之 下 给 定 区 间 之 上 的 实际 面积 是 2 个 平方 单位 .注意 :即使 对 于 生成 的 相对 
较 大 的 点 的 个 数 ,误差 也 是 相当 大 的 .对 于 一 个 变量 的 函数 ,Monte Carlo 积分 一 般 比 不 上 你 在 
4.7 节 学 到 的 技术 .缺乏 误差 的 界 以 及 求 上 界 凡 潜在 的 内 难 都 是 其 不 足 之 处 .不 过 ,Monte Carlo 
技术 可 以 推广 到 多 元 函数 并 且 在 这 种 情形 变 得 更 加 实用 . _ 


习题 7.5 


使 用 积分 表 
使 用 书 末 的 积分 表 求 题 ! - 20 中 的 积分 . 


Ne 


fu WW r HEZ rh 


习题 7.5 


“ 603 > 


1 | dx 
x x 3 
a= 
4. z dx 
x 
z. | 4 - xd 
i dg 
10.| Š + 4 sin 20 


3. 5 


16.| rtan-!s dx 


19. feos £ cos 也 


替换 和 积分 表 


4 


2.| == 


5. | /ar Pdr 
s.| V 25 - pdp 


il. fe cos 3t dt 
14, | 4250, 
x 
17. [sin 3x cos 2x dx 


20. [cos 全 cos76d9 


3.|: V 2x — 3dx 


6.| dx 
l x V 7 + x° 


12. fx cos lx dx 


1s.| h ta 


18. [8sin 4t sin zd 


在 题 21 - 32 中 ， 使 用 替换 把 积分 改变 成 你 可 以 在 表 中 发 现 的 积分 .然后 求 出 积分 . 


afe tatl 


x? +6x j 
(x? 137 


sfa tV 1- sintdt, O0<t< > 


| cos 0d0 
V5+ sin2 0 
31. feos! Vxdx 


x 的 宕 与 指数 函数 的 乘积 
使 用 表 中 公式 103 - 106 求 题 33 - 36 中 的 积分 .这 些 积分 也 可 以 用 列表 积分 法 求 (7.2 节 ). 


33.|* es*dx 


双 曲 函数 
使 用 积分 表 求 题 37 - 40 中 的 积分 


37.| 证 sinh'3x dx 


理论 和 例子 
题 41 - 44 可 作为 书 末 积分 公式 的 参考 . 


> 
= 


34. fxe? d< 


38.| VE 
x 


39. [2 cosh 3x dx 


23. [sin Vxdx 


26.| dt 
tan t V 4 — sint 


2.| -型 一 


V9r -1 
32. an"! /yay 


36.|* mx" dx 


40.| sinh Sx dx 


: 通过 对 积分 | —— 


了 dz 使 用 替换 ww = ax + b 导出 公式 9. 


o muwn=awnana VTT Pa SHARD. 
通过 用 分 部 积分 求 | (lnaz)"dx 导出 公式 110， 
通过 用 分 部 积分 求 | wsin-'ax dx 导出 公式 99. 


43. 


44. 
45. 


求 体积 


你 们 公司 会 计 部 的 主管 要 求 你 找 一 个 公式 供 她 用 在 计算 公 瑟 司 储存 钢 中 的 汽油 的 年 终 存量 的 计 


算 机 程序 中 .一 个 典型 的 油 钠 形 如 半径 为 ,长 为 上 的 水 平 放置 的 直 圆柱 .来 到 会 计 室 的 数据 是 用 刻度 为 
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厘米 的 垂直 测量 棒 测 出 的 深度 . 
(a) 证 明 铅 中 汽油 深度 为 d 时 其 体积 为 
V = af Vr? -= ydy, | | 测量 棒 
ga... 
其 中 的 记号 见 右 图 . kL Z: 


(b) 求 该 积分 . 
46. 为 学 而 写 ”对 于 任何 a maf Jz dx 的 最 大 值 是 
多 少 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


N saraqa a s 测量 单位 为 厘米 
计算 机 探究 


第 45 题 图 


| d= 汽油 深度 


在 题 47 和 48 中 ,用 一 个 CAS 求 积分 . 
47. 求 部 分 (a) 到 (c) 的 积分 . 


P lnx dx (b) | enx dx C0) [mz dx 
(d) 你 看 出 什么 规律 ?预见 | zanz dx 的 公式 ,再 用 一 个 CAS 求 出 它 , 看 你 的 预见 是 否 正确 . 
Ce) 对 于 | winz dz,n > 1 的 公式 是 什么 样 的 ?用 一 个 CAS 检验 你 的 答案 . 

48. 求 部 分 (a) 到 (c) 的 积分 . 
(| dx f Bzy (e) eds 
(a) 你 看 到 什么 规律 ?预见 | qx 的 公式 ,并 且 用 一 个 CAS 求 出 它 ,看 你 的 预见 是 否 正确 . 
f Bras, n > 2 的 公式 是 什么 样 的 ?用 一 个 CAS 检验 你 的 答案 . 

49. (a) 用 一 个 CAS, 求 


| sin" “Ç 

o sinx + cos"x 
其 中 是 任意 正 整数 ,你 的 CAS 是 否 求 出 了 结果 ? 

(b) 依次 求 n = 1,2,3,5,7 时 的 积分 .评论 结果 的 复杂 程度 . 

(c) 做 替换 z = (1/2) - 4, 并 把 新 老 积分 相 加 ， 


2 sin"x 
:» n x 
0 sinx + cos'x 


的 值 是 什么 ?这 个 习题 说 明 稍 许 数学 技巧 如 何 解 决 了 用 CAS 不 能 直接 解决 的 问题 . 


Monte Carlo 积分 法 


Cp-ROM 使 用 Monte Carlo 积 分 法 计算 习题 50 — 55 中 的 积分 . 比较 你 的 答案 和 用 一 个 计算 机 代数 系统 或 前 面 介 
ç 绍 的 解析 方法 得 到 的 答案 . 


1 x pE 
so. x e-2*dx 51.| (sin yje" ydy 52. |x. sin`!(x2)dx 
> 0 
l + dt z 
s3. | zV l- zdz 54. ss.| (ln0)3d0 
0 ot —2t+I1 1 
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L’ Hôpital 法 则 


FEND. RENZ, o. 0,% -oe FEE 1,0, o° 


CD-ROM 前 面 已 经 提 到 ,John Bernoulli 发 现 了 一 个 求 分 式 极限 的 法 则 ,该 
k WEBsite 分 式 的 分 子 和 分 母 都 趋向 于 零 . 这 个 法 则 如 今 根据 Guillaume 
历史 传记 Francois Antoine de 1’ Hôpital, Marquis de St. Mesme 的 名 字 命 名 为 

Guillaume Francois l Hôpital 法 则 ,1 Hôpital 是 法 国 的 一 个 贵族 ,他 编写 了 第 一 部 微分 法 
”Antoine6de 1Hopital 导论 ,该 法 则 在 这 本 书 里 第 一 次 以 印刷 形式 出 现 . 


(1661 一 1704) 
不 定型 0/0 
如 果 连 续 函 数 f(x) 和 g(x) 二 者 在 x = a 都 是 零 , 则 
lim ft) 
za g(x 


不 能 通过 代入 x = a 而 求 得 . 代 人 产生 0/0, 这 是 一 个 无 意义 的 表达 式 , 称 为 不 定型 .迄今 为 止 
我 们 获得 的 经 验 是 , 求 不 定型 的 极限 ,代数 上 的 难 易 程度 差别 极 大 .在 1.2 节 求 lim(sin Xx)/x 时 
做 了 许多 分 析 . 但 对 于 极限 
f'(a) = limk La) = Ca), 
ra x-a 
我 们 取得 了 明显 的 成 功 , 我 们 计算 导数 时 要 求 这 个 极限 ,并 且 当 代入 x = a 时 总 生成 070. 
1 Hôpital 法 则 使 我 们 能 够 把 计算 导数 的 成 功 带 到 其 它 导 致 不 定型 的 极限 的 计算 . 


定理 1 1'H6pital 法 则 (第 一 种 形式 ) 
假定 f(a) = gla) = 0,f'(a) 和 gg'(x) 存在 ,并 且 g'(a) x 0. 则 


lim f(x) _ f'(a) 
sra glx) glay 


例 1 41l’ Hôpital 法 则 i: 为 对 f/g 应 用 
. 3x -sinx 3- cosx 1 Hôpital 法 则 , f 的 导数 除 
(a) lim = = 2 
x >0 x 1 0 以 分 母 的 导数 . 且 英 附 入 


取 (f/g) 的 导数 的 陷阱 . 
1 _] 即使 用 的 是 商 是 f'/g'， 
2 而 非 (f/g). 


1 
vl+x-1 2v1l+x 
x 


(b) lim 
xO 1 


定理 | 的 证 明 
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图 形 论证 
如 果 我 们 把 1 和 g 的 图 象 在 (a,f(a)) = (a,g(a)) 
= (a,0) 放大 ,那么 图 象 (图 7.11) 看 起 来 像 是 直线 ,这 
是 因为 可 微 函 数 局 部 地 是 线性 的 . 设 m, 和 m. 分 别 是 表 
IW SA g 的 该 直线 的 斜率 . 则 对 于 a 附近 的 x， 
A) 
fx) x-a mi 


g(x) glx) = m` 
x-a 


当 *- 一 4 时 ,my 和 mas 分别 趋同 于 广 (e) 和 ga). 因 此 
af) o pt À Ct 


图 7.11 可 微 函 数 A/ 和 eg 在 x* = a 的 局 


部 放大 图 . (定理 1) 


x) T am g (x) 
解析 证 明 
从 f/'(a) 和 g'a) 倒退 验证 ,f'(a) 和 g'(a) 本 身 都 是 极限 ,我 们 有 
i A - - fla) fx) - fla) 
L'o) z- x-a 加 x-a 
g'(x) Ei T ~ g(x) -g(a) 
xa x- a X — a 
_ f(x) - f(a) m ) -0 f(x) = 
=lim gt C z(a) = im ge 0 = limo: L 
有 时 候 在 求 导 后 ,新 的 分 子 和 分 母 在 x = a 仍 是 零 , 以 下 的 例 2 就 是 这 样 .这 时 我 们 应 用 
L’ Hôpital 法 则 的 加 强 形式 . 
定理 2 1'H6pital 法 则 (加 强 形式 ) 
假定 f(a) = gla) = 0,f 和 g 在 包含 a 的 一 个 开 区 间 1 上 是 可 微 的 ,和 且 当 x < a 时 ,在 7 
Egs) = 0. M Klim Et 存在 时 ， 
lim 人 2 = lim, 
xa g(x ) =a E (x) 
定理 2 的 有 限 极限 情形 的 证 明 在 附录 6 中 给 出 . 
例 2 应 用 1 Hôpital 法 则 的 加 强 形式 
lim 1 + x l- x%2 0 
r—0 x? 0 
= lim = (1⁄2)(1 + £) U - 1⁄2 仍 是 -0_ ;再 次 求 导 ， 
x0 2x 0 
- lim _ 二 oad + x) 22 _ 1 KEL RER. _ 


当 我 们 使 用 1 Hôpital 法 则 时 ， 要 观察 从 名 aE 的 变化 ,i 
例 3 不 正确 地 应 用 1'Hopital 法 则 的 加 强 形式 


这 正 是 求 出 极限 的 时 机 . 


7.6 L'Hüpital 法 则 ”607 - 


. Í - cos x 0 
lim —— 0 
x=0 x + x 
= lim 2E -L -0 不 是 0; 求 得 极限 
”01l+2x ` 1 0 
假如 我 们 试图 再 次 应 用 1 Hôpital 法 则 再 微 商 一 
l 1 — cos x | sina _ lim cosx _ 1 
0 xy olex 0 2 2， 
这 是 错误 的 . _ | 
1 Hôpital 法 则 对 于 单 侧 极限 照常 应 用 . 
例 4 对 于 单 侧 极限 使 用 1 Hôpital 法 则 注 :回想 起 ww 和 + ç 意义 相同 . 
sin x x 0 sin x 0 
一 lim 二 --- 一 一 
(a) lim x? 0 (b) a x? 0 
. 1 . 1 


当 我 们 到 达 一 点 ,一 个 导数 趋 于 零 ,而 另 一 个 则 不 , 像 例 4 中 那样 , 则 极限 是 零 ( 如 果 分 子 
趋 于 0) 或 无 穷 (如 果 分 母 趋 于 零 ). 
不 定型 w/w%w,% :0,% -æ 

1 Hôpital 法 则 的 一 种 形式 也 可 应 用 到 不 定型 w/w .如 果 f(x) 和 g(x) 当 x->4a 时 都 趋向 
FÈN, T Blim LL 存在 , 则 


g' (x) 
lim f(x) ) - lim 2 
glx) ag la)’ 


这 里 的 (以 及 在 不 定型 0/ 中 ) 可 以 是 有 限 的 或 无 穷 ,也 可 以 是 定理 2 中 的 区 间 7 的 一 个 端点 . 


例 5( 处 理 不 定型 =/ ) 求 (a) lim Tsee 2 (b) lim lx 
>x2 | + tan x “2 x 


解 (a) 分 子 和 分 母 在 x = r/2 是 不 连续 的 ,故我 们 研究 单 侧 极限 .为 应 用 1'Hopital 法 则 ， 
我 们 可 以 取 了 是 以 x/2 为 一 个 端点 的 任 一 开 区 间 . 


lim +° 从 左边 二 
soaa 1 + tan x e° 
= lim sec x tan < _ Hm snx = 1 
x—(z/2)" sec x x-*(z/2) 
右 极 限 也 是 1, 不 定型 是 (- % )/(- %). 因 此 , 双 侧 极限 是 1. 
(b) lim dax _ lim x = lim 工 = 0 o] 


2Sa T a/a e a 


有 时 我 们 通过 用 代数 方法 归结 为 0/0 或 w/w 处 理 不 定型 w .0 和 o- u .这 里 并 不 意味 
着 存在 一 个 数 o + 0 或 %。 - % ,正如 不 存在 一 个 数 0/% 或 o/o 一 样 .这 些 形式 都 不 是 数 ,而 
是 函数 行为 的 一 种 描述 
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例 6( 处 理 不 定型 w .0) $ 


(a) hml x sin L) (b) lim (> sin L), 
rew x roe x 
解 
(a) lim( x sin 1) % -0 
lim (sinh) Sh L 
= b “< i = . 
he0 h ` 
= 1 
(b) 类 似 地 ， Tim (x sin 1) = 1. _ 


例 7( 处 理 不 定型 =" - e) Rlim -5 - +), 
x0 À S 2 x 


解 F x — 0+, sin x — 0t, R. 


A — -— — % — co 
sin x xX 
ZUe, Æ x —> 07, W sin x — 07, H 
-i l æ (æ) =- ao + oo， 
sin x x 
两 种 形式 都 显示 过 渡 到 极限 时 的 状况 .为 求 极 限 ,首先 组 合 分 式 
d 一 L = x — Sin x 公分 母 是 x sin x 
sin x x x sin x 
然后 对 这 个 结果 应 用 1 Hôpital 法 则 
. [ 1 1 ) . x -— sin x 0 
lim| 一 - 一 上 = lin 一 一 一 一 一 
zV sln x x zx"0 x Sin x 0 
= lim —-1 = cos x pes 
x-0 Sin x + x cos X 
. sin x 0 
= lima x — x sin x 2 = 0. _ 


不 定型 1” ,0 om" 
有 时 通过 首先 取 对 数 可 以 处 理 导致 不 定型 1* ,0" 和 oo" 的 极限 ,我们 使 用 1 Hopital 法 则 求 
出 对 数 的 极限 ,再 取 指 数据 示 原 来 函数 的 行为 . 


注 :因为 对 于 每 个 正 数 b 
limln f(x) = Lo limf(x) = lime f = en) 2 el # b = en ,对 任意 正 的 函 


Ë fO) 我 们 可 以 把 f(x) 
这 里 a 是 有 限 数 或 无 穷 . aM ) ú 
_ | 写成 f(x) = ew". 


在 预备 知识 第 3 节 ,我 们 使 用 图 形 和 表格 研究 * ~ w 时 /(x) = (1+1/x)* 的 值 .现在 我 
们 用 P Hôpital 法 则 求 这 个 极限 . 
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例 8( 处 理 不 定型 1") R 
, 1y 
@ WEBsite lim (1 sAN, 
. B Sfl) (1+1x)z. 取 两 端的 对 数 转换 不 定型 1 成 070， 


| | Augustin-Louis Cauchy ”我们 就 可 以 应 用 了 1， Hôpital 法 则 了 


(1862 — 1943) 1 
x x (1 + 二 
Inf(x) = In(1+ +] = x [i+ +J = I 
x 
对 上 面 最 后 的 表达 式 应 用 1 Hôpital 法 则 : 
(1 + 4) 0 
imo) lin 
x 
工人 (本 
一 2 
l 十 1 * 
= lim 一 一 一 一 对 分 子 和 分 母 求 导 . 
- 
= lim l = ] 
+ 一 
因此 ， 
lim (1 十 1) 一 lim f(x) = lime) = el = e. o] 


例 9( 处 理 不 定型 0") 确定 lim x* 是 否 存 在 ,并 且 在 它 存在 时 求 它 的 值 . 
解 ”极限 导致 不 定型 0 .为 把 这 一 问题 转换 为 含 0/0 的 问题 ,我 们 令 f(x) = x, 青 取 两 端 
的 对 数 . 


lnx 
ln f(x) = x lnx = VA 
Xİ (inx)/(1/x) MM 1’ Hôpital 法 则 ,我 们 得 
. . lnx - œ 
lim In f(x) = lim 1 2x 


o — 1⁄x2 
= lim (— x) = 0. 
x—=0° 
因此 ， 
lim x* = lim f(x) = lim eP eo- 1. | 
x—0t x—=0* x—0* 


B| 10( 处 理 不 定型 0) 求 limx 
解 ” 令 fx) = a 
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lnx 
In f(x) = x ` 
对 In/( x) WA 1 Hôpital 法 则 ,我 们 得 
lim In f(x) = lim imax z 
= lim 二 微分 
= lim 1 = 0. 
res Y 
因此 ， 
lim x!? = lim f(x) = lime) = 0 = 1. _ | 


习题 7.6 


求 极 限 
在 题 1 - 6 中 ,用 了 Hepital 法 则 求 极限 .然后 用 第 一 章 学 习 的 方法 求 极限 ， 


1. lim z= 2. lim sin 5x 3. lim s= = 3x 
xx — 4 x-0 X xee Tx" + 1 
3 _ _ 3,2 
4. lim > -l 5. lim l =- cos < 6. lim aC t 3e 
ami 4x — x — 3 0 x” E + x +] 
应 用 1 Hôpital 法 则 
tE l’ Hôpital 法 则 求 题 7 - 38 中 的 极限 . 
. sin 0° . 1]-sing . cost—-l 
7. lim 6 3. lim T cos 20 9 dim s 
_ logs? 
10. lim = 11. lim PED 12. lim 一 2< 
rei Int — sin xt ee logsx sw log,( x + 3) 
13. lim In( | + 2y). 14. lim [ 3 一 y) tan y 15. lim x inx 
y eot ny z cao 
: 1 . . 
16. lim x tan pa 17. lim (cscx - cotx + cos x) 18. lim(ln2x - ln(x + 1)) 
xr» 2 20+ Ur 
. . . 1 1 . 1 
19. lim (lnx — ln sinx) 20. lim (= 一 =) 21. lim(e" + x)= 
N ot ` Vx 0 
. J \? N 3x - 5 . Sin 7x 
22. tim( =) 23. Jim 2⁄2 - x +2 24. lim tan Ilx ; 
1 ll ñ N 
25. lim(Inx) * 26. lim(1 + 2x)(2Inz) 27. lim( x? ~ 2x + 1)” ! 5 
x= x a] ` 
L Ls 3 
28. lim (cos r)? 29. lim (1 + x)* 30. lim aD 3 
ra) x=0* ual H 
—1 ` 
31. lim (sin x)“ 32. lim (sin x)" * 33. lim x'!l-*) 
0 0 sl 


习题 7.6 ” 611 > 


2x 1 N 1 x 
34. lim xe” 35. limf dt 36. lim X lnk [i dt 
. cos0-1 . e'+ Ë 
E a er 
理论 和 应 用 
l’ Hôpital 法 则 无 助 于 求 题 39 - 42 中 的 极限 . 试 试看 ,将 陷于 循环 .用 其 它 方法 求 极 限 . 
. YV9xr+l . Vx 
39. lim ———— 40. lim 
r". V x +1 0 V Sin x 
41. lim Se £ 42. lim SoL x 
z(y tan x sot CSC X 
43. 为 学 而 写 哪个 正确 ,哪个 错误 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
. x-3 . 1 1 . x-3 0 _ 
Vina ma = 6 Mima? 


4. BH AERE lim /(x) = lim g(x) = wm 和 下 列 等 式 的 两 个 可 微 函 数 / 和 & 的 例子 . 


(a) lim LD -3 (b) lim K2 = 0 (e) lim A2 =- ç 
me gla) e gla) ma g(a) 


45. 为 学 而 写 :连续 延 拓 求 使 函数 


53 . 0 


9x ~ 3sin 3x 
f(x) = | 


c, x = Ü 


在 x = 0 连续 的 c 值 .解释 为 什么 你 求 出 的 c 值 适 用 . 
46. 1"H6pital 法 则 $ 


x+2, x0 人 x 天 0 
TOREN 0 和 g(x) = o, 0. 


x = x = 
(a) 证 明 
lim E =1 但 是 lim E = 
(b) 为 学 而 写 ”解释 为 什么 这 并 不 与 ] Hôpital 法 则 抵触 . 
47. 连续 复 利 
(a) 证 明 


r k: t 
lim4of 1 十 =) = Áe. 


(b) 为 学 而 写 ”解释 部 分 (a) 中 的 极限 怎样 把 每 年 上 次 的 复 利 同 连 续 复 利 联系 起 来 。 
加 as. 全 型 用 图 象 估计 


. 2⁄2 - (3x + 1) Vx + 2 
lim 


1 x 一 1] 
的 值 .用 F Hôpital 法 则 确认 你 的 估计 . 
Hg. -型 


(a) 通过 画 f(x) = —— (z = D° 


x lnx — x — cos nx 


在 x = 1 附近 的 图 象 估计 


lim (x = 1° 


x= x Ix — x — cos nx 
的 值 . 再 用 1 Hôpital 法 则 确认 你 的 估计 . 
(b) 画 了 在 区 间 0 < x < 11 WAR. 
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50. 为 什么 0” 和 0 ”不 是 不 定型 ” 假定/(x) 在 包含 c 的 一 个 开 区 间 内 是 非 负 的 ,并 县 Jjim/(*) = 0. 
(a) 如 果 limg{ x) = æ , WE limfe =0 
(b) milime) =- æ JEH limf) = %. 
贺 s1. 作 图 器 的 精确 性 令 
Ha TRE 


解释 为 什么 /的 菜 个 图 象 可 能 给 出 关于 lim/(x) 的 错误 信息 (提示 : 试 一 试 [- 1,1] x [- 0.5,1] 的 窗口 .) 
Rs, o- < m 


(a) 通过 画 f(x) = V zi+x 在 * 值 的 适当 大 的 区 间 上 的 图 象 估计 ， lim ( x- Vr + r) BHE. 
(b) 现在 通过 用 上 Hopital 法 则 求 极限 确认 你 的 估计 .作为 第 - - 步 ./(x) RIAR EE Ok B E 
x+ x + x 
简 新 的 分 子 . 
53. 指数 函数 
(a) 用 方程 ar = MRS) = (1+ L] 的 定义 域 
(b) 求 lim, fix). (c) + dim fix). 
54. 广义 指数 函数 当 *>0 时 , 求 
(a)x!/* (b)x! ” (c)x' U (a 是正 整数 ) 
的 最 大 值 , 如 果 存 在 的 话 . 


(d) 证 明 ;对 于 每 个 正 整数 slime ”= 1. 


Rissa 在 * 宕 当中 的 位 置 ARUM n |a 填补 了 公式 
|a = £ +C, k0, 
中 的 空 阶 ,但 公式 本 身体 现 不 出 对 数 符合 到 什么 程度 .如果 我 们 选择 特定 的 反 导数 


1 1 
| dt = K o *>0. 


并 且 比 较 它 们 的 图 象 和 lnx 的 图 象 , 就 会 从 图 形 上 看 出 符合 得 相当 精细 . 
(a) 对 于 大 = 二 1, + 0.5,+0.1 和 0.05 把 函数 f(x) = (xt -1)/k 和 Inx 在 区 间 0 < x < 50 上 的 图 
象 画 在 一 起 . 


(b) 证 明 lim = l - Inx. (38 "The Place ofln x Among the Powers ofx”by Henry C. Finlayson , American 
Mathematical Monthly „Vol.94, No .5( May 1987) „p.450. ) 
Es. (sin x} #J[0,z] 的 连续 延 拓 
(a) H f(x) = (sin x) 在 区 间 0 < x < x 上 的 图 象 .为 使 在 x = 0 连续 ， 你 将 对 /指定 什么 值 ? 
(b) 通过 用 1' Hôpital 法 则 求 im f(x) ,验证 你 在 部 分 (a) 得 出 的 结论 


(c) 返回 到 图 形 ,估计 了 在 ! o, x. 上 的 最 大 值 .大 约 在 哪里 取 到 max f? 

(d) 通过 在 同一 窗口 画 /' 的 图 象 并 且 观 察 这 个 图 象 在 哪里 穿 过 * 轴 来 改进 你 在 部 分 (e) 的 估计 .为 简 
化 工作 ,你 可 以 从 广 的 表达 式 中 去 掉 指数 因子 ,只 画 出 有 零点 的 那个 因子 的 图 象 . 

(e) 通过 求 六 = 0 的 数值 解 进 一 步 改 进 你 对 取 max /的 点 的 位 置 的 估计 . 

(D) 通过 求 /在 部 分 (c),(d) 和 (e) 求 得 的 位 置 的 值 估 计 max f. 你 求 得 的 max /的 最 佳 值 是 什么 ? 
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反常 积分 


dx * ERA 38266 9842) + 收敛 和 发 散 的 判别 法 。 计算 机 代 


数 系统 


DRM 迄今 为 止 ,我 们 要 求 定 积分 具有 两 个 性 质 : 首 先 ,积分 区 域 ,从 a 到 5, 是 有 限 的 ;其 次 ， 
ç pl 被 积 函 数 在 这 个 区 域 上 的 值 域 是 有 界 的 .但 在 实践 中 ,经 常 碰 到 不 满足 这 些 条 件 中 的 
一 个 或 两 个 的 问题 . 作为 无 界 区 域 的 例子 ,我 们 可 以 考虑 从 x = 1 到 * = % EHR y = 
(lnx)/x* 之 下 的 面积 (图 7.12a). 作为 无 界 值 域 的 例子 ,我 们 考虑 曲线 y = 1/Vx 之 下 夹 在 
x =0 和 x = 1 之 间 的 面积 (图 7.12b). 我 们 以 同一 合理 方式 处 理 这 两 个 例子 .我 们 间 ,“ 定 义 域 
稍 小 时 积分 是 什么 ?并 且 考 察 当 定义 域 增加 到 极限 时 的 答案 . 即 我 们 先 处 理 有 界 情 形 , 再 看 当 
趋向 无 穷 时 发 生 了 什么 . 


_ lInx 
0.2 y= 2 
x 
0.1 
i l L 1 > x 
0 2 3 4 5 


图 7.12 在 曲线 下 的 面积 是 有 限 值 吗 ? 


无 穷 积分 限 

考虑 第 一 象限 中 位 于 曲线 y = e: 之 下 的 无 界 区 域 (图 7.13a) .我们 可 能 认为 这 个 区 域 
有 无 穷 的 面积 ,但 是 我 们 将 看 到 指定 的 自然 值 是 有 限 的 .这 里 就 是 怎样 为 面积 指定 一 个 值 . 首 
先 我 们 求 右边 被 x = b 界 住 的 一 部 分 区 域 的 面积 4(4)( 图 7.13b): 


y Y 
本 


x - x 
b ? 


(a) (b) (由 Mathematica 生 成 ) 


b 
a 


图 7.13 在 第 一 象限 中 ,曲线 y = e? FERED) lm | e "ax 
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ó 5 
=-2e 2 42 


b z -2 
A(b) = | e 2dx = - 2e 2 
0 


再 求 当 65 一 o 时 AC) 的 极限 
limA(b) = lim(- 2e? +2) = 2 
我 们 对 于 曲线 下 从 0 到 © 的 面积 指定 的 值 是 
| = limf e las 2 


0 bo 


定义 。 有 无 穷 积分 限 的 反常 积分 
有 无 穷 积 分 限 的 积分 是 反常 积分 . 
1. WR f(x) 在 [a,w) 是 连续 的 , 则 


[az = lim| f(x)as. 
2. WR f(x) 在 (- o, b] 是 连续 的 , 则 
| Aoa š lim | /(2)ax. 
3. 如 果 f(x) 在 (- = ,am ) 是 连续 的 , 则 
BOLE F oaz + | (x)dz, 
c 是 任意 实数 . 


在 部 分 1 和 2, 如 果 极 限 是 有 限 的 ,反常 积分 收敛 旦 极限 是 反常 积分 的 值 ; 如 果 极 限 不 存 
在 ,反常 积分 发 散 . 在 部 分 3, 如 果 等 式 右 端的 两 个 积分 都 收敛 , 则 等 式 左 端的 积分 收敛 ; 否则 
它 发 散 并 且 没有 值 . 可 以 说 明 部 分 3 中 。 的 选择 无 关 紧要 .我们 可 以 对 任何 适当 的 选择 求 值 或 


确定 |”/(x)dx mika ak. 


例 1( 求 一 个 在 [1, =) 上 的 反常 积分 ) 在 曲线 y= 人 六 从 > = 1 到 x = o 的 面积 是 否 


有 穷 ?如 果 是 , 它 是 多 少 ? 
解 ”我 们 求 曲线 下 从 z = 1 到 x = 4b 的 面积 并 且 考 察 当 b -> o 时 它 的 极限 .如 果 极 限 是 
有 穷 的 ,我 们 取 它 作为 曲线 下 的 面积 (图 7.14). 从 1 到 4 的 面积 是 


. [t ln x 
Æ 7.14 曲线 下 的 面积 是 lim dx， 
( 例 1) 
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| a [a )[ 1)] [| 1)(L)a 分 部 积分 中 令 u = lnx,dv = dx/x， 
ws ISWI 1 1 x x 于 是 du = dx/x,v =- 1/x 


Inb 1 1° Inb 1 
-= -人 -p -p+! 
4 b — œ 时 ,面积 的 极限 是 
> Inx ’ lng lInb l 
|, ear = lim], gde = mf- G- 1) 
. lnb 
= 一 [ lim 了 -or+1 
= 一 [lim Vb].1 =0+1 = 1. 1’ Hôpital 法 则 
于 是 ,反常 积分 收敛 并 且 曾 积 有 有 穷 值 1. o 


例 2( 求 (- e,o) 上 的 一 个 积分 ) 求 积分 | 于. 
解 ”按照 定义 (部 分 3) ,我们 可 以 写 出 


CD-ROM “ dx ° dx > dx 
WEBsite | =|. l+ | 1 + x2' 
历史 传记 再 求 等 式 右 端 的 每 个 反常 积分 的 值 . 
0 


Karl Weierstrass 


0 dx li 0 dx ` -1 
—— = lim z = limtan x 
_ a w a 


(1862 — 1943) -æo ] + x a] + x° 
= lim (tan 0 -tanla) = 0- [ - >=) = 5 
N dx imf dx 
> = lim 3 
ol+x sso ] + x 
b 
= lim tan! x 
be o 
_ 1: -lp _ -1 _ x _ 工 
= lim(tan b — tan 0) = > 0 = 7 
于 是 ， 
° dx T x 
| m 
° dx 
paf i 
oN 1 yP 


函数 y = 1/x 是 夹 在 形 如 y = 1⁄x" 的 被 积 函数 的 收敛 和 发 散 反 常 积分 之 间 的 边界 . 例 3 给 
子 了 解释 . 


例 3( 确 定 收敛 性 ) ”对 于 的 什么 值 ,积分 | ”和 收敛 ? 当 积分 收敛 时 , 它 的 值 是 什么 ? 


解 ” 如果 p z 关 1, 则 
| dx x Pt) 


Jima -p+l 


e Tor- s ri] =m -1). 


1- 


1 


于 是 有 
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这 是 由 了 

, 1 0. p>! 
lim — = 
b = = b! > , P < l 


因此 ,如 果 p > 1, 积 分 收敛 到 值 Cp — 1) ,而 如 果 < 1. 则 积分 发 散 .如 果 p = 1, 


1 xP 


` ° æ V ` b b 
| dx = | dx = lim | dx = limlnx 
. 人 xl X h == | 


从 而 积分 发 散 . 


无 界 不 连续 防 数 的 积 
反常 积分 的 另 一 类 型 当 被 积 图 数 在 一 个 积分 限 或 积分 限 之 间 的 
某 点 有 垂直 渐 近 线 一 无界 不 连续 性 一 时 发 生 . 
考虑 第 一 象限 中 位 于 曲线 y = 1 Vx 之 下 从 x = 0 到 * = 1 之 间 
的 无 界 区 域 ( 图 7.12b). 首先 我 们 求 从 a 到 1 那 一 部 分 的 面积 
(图 7.15): 
1 dx 
— = 2VY 
a Vx vx 
再 求 当 a 一 0+ 时 这 个 面积 的 极限 . 
. 1 dx . 
lim — = lim _ a) = 2 
|. x 1 (2-2Va) 


ar0 Ya NX a 0 


在 曲线 之 下 从 0 到 1 的 面积 


=2-2Va 


l 
a 


üm 


定义 “无界 不 连续 函数 的 反常 积分 
在 积分 区 间 的 一 个 点 , 变 得 无 穷 的 函数 的 积分 是 反常 积分 . 
1. WR A(x) Æla, b] 是 连续 的 , 则 


[Kads = lim [Foa 
2. 如 果 f(x) Ela, b) 是 连续 的 , 则 o 
[Aade = lim [f(x)d. 
3. WR f(x) Æla, c) U (c,b] BERM, 
[Kads = [oax + | roar 


= lim(lnb - lnl) = œ 
bra 


图 7.4 ”曲线 下 的 面积 是 


1f 1 
dm | ( A dx 
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在 部 分 1 和 2, 如 果 极限 是 有 穷 的 ,反常 积分 收 伍 并 且 极 限 是 反常 积分 的 值 ; 如 果 极 限 不 存 
在 ,反常 积分 发 散 .在 部 分 3, 如 果 等 式 右 端 的 两 个 积分 有 值 则 等 式 左 端 的 积分 收敛 ;否则 它 发 散 . 
例 4( 一 个 发 散 的 反常 积分 ) 研究 | 二 上 dx 的 收 但 性 


解 被 积 图 数 f(x) = 1⁄(1 - x) 在 [0,1) 连续 ,但 当 x-> 1 时 变 为 无 穷 ( 图 7.16) .我们 
求 积 分 值 如 下 


b 
lim | l da =lim [- Inji- x 11 55 
DO 1 一 b17 


= lim |- in(1 - b) +0] = œ. 


极限 是 无 穷 , 故 积分 发 散 . I J 


x 
L”: 


! l 
图 7.16 如 果 极限 存在 ,| ( 了) dx = 图 7.7 BS 考察 了 | — sas 的 
收敛 性 . 


例 5( 在 一 个 内 点 的 无 界 不 连续 性 ) R| D. 
vo (x 一 ` 
解 ”被 积 函数 在 * = 1A-RERIMA ,而 在 [0.1) 和 (1,3] 上 是 连续 的 (图 7.17) .于 
是 由 上 面 定义 的 部 分 3， 


3 dx =| dx | dx 
o (x - 122 = - 123 t |, DD 


o (x 
下 面 ,我们 求 这 个 等 式 右 端的 每 个 反常 积 
dx b 
|, (x - 1)22 = lim o (x-1) 7 lim 3(x - 1)! ， 


= limft3( - 1) +3] = 3 


b= 
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3 
3 dx < f dx š 1⁄3 
— = ——— = lim 3 -1 
s a ¿elx = 1)22 L i ) è 
= lim [3(3 - 1)! -3(c - 1)'2] = 342 
elt 
我 们 得 结论 


3 
| 证 四 | 


o (x -— 


例 6( 求 一 个 无 界 立 体 的 体积 ) ”图 7.18 中 的 喇叭 形 立 体 的 垂直 于 x 轴 的 横 截 面 是 圆 盘 ， 
其 直径 从 x 轴 伸 展 到 曲线 y = e", - o < x < ln2. 求 喇叭 形 的 体积 . 


图 7.18 ” 例 6 中 的 计算 显示 这 个 无 界 的 
喇叭 形 有 有 限 的 体积 . 


In2 — x 
解 ”一 个 典型 的 横 截面 的 面积 是 
2 
Alx) = x( 半 径 )? = x| 47) = Joo 


我 们 定义 喇叭 形 的 体积 是 从 2 到 ln 2AA RER b — o 时 的 极限 .用 5.1 节 中 讲 的 
切片 法 ,这 一 部 分 的 体积 是 l 


ln 2 lo 2 
= = T 2 T 2 
v =| 4(z)daz = | 4° dx = 8 ° ， 


igo - e) = ra e). 
X b—- œ BF,e5 — 0, m V— (z/8)(4 - 0) = n/2, WYER IK 3 E: 1/2. _ | 
例 7( 求 圆周 长 ) ”用 弧 长 公式 (5.3 r) 证 明 圆 xz + y = 4 的 周 长 是 4r. 
解 ”这 个 圆周 的 四 分 之 一 由 y = V4 - 2.0 < x < 2 给 定 .其 弧 长 是 
二 Be a 
a 1+(y) dx, 其 中 y "J 
因为 y 在 x = 2 没有 定义 ,积分 是 反常 的 .我 们 把 它 视 为 极限 来 计算 . 


2 2 2 
L= | VI+ (y yds -Í /1+ 一 2dx 
0 0 4 x 
E 24 ; f | 4 
= 一 dx = 1! 
| 4 — x2 Š e 0 qa aq 
; , 1 ; a 
=1 | — dx = ] T 
sa U) SEE GSS an 
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= lim 2| sin! £ _ 0] =x 
四 分 之 一 圆周 的 长 是 ;圆周 的 长 就 是 4r. _] 


收敛 和 发 散 的 判别 法 


当 我 们 不 能 直接 求 反常 积分 的 值 时 (在 实践 中 经 常 出 注 : 有 界 单调 函数 。 可 以 证 明 : 在 一 
现 这 种 情形 ) ,我 们 首先 尝试 确定 它 收敛 或 发 散 . 如 果 积 DAAE, S) 上 的 有 轩 芝 调 本 
发 散 ,事情 就 此 完结 .如 果 它 收敛 ,我 们 可 以 用 数值 方法 通 a 
近 它 的 值 .收敛 或 发 散 的 主要 判别 法 是 直接 比较 判别 法 和 | 
极限 比较 判别 法 . AD = [ea e k. 


例 8( 研 究 收敛 性 ) 积分 | e" dx ETA? 
解 ”由 定义 
| edx = limf eds 
1 T bed] ` 
我 们 不 能 直接 求 后 一 积分 的 值 ,这 是 因为 e-* 的 反 导 数 
没有 简单 的 公式 .因此 我 们 必须 另 辟 蹊 经 确定 它 的 收 伍 
或 发 散 . 因为 对 于 所 有 re > 0,| etde 是 5 的 增 函 


数 .因此 当 8 — = 时 ,积分 或 变 为 无 穷 ,或 者 它 是 有 上 界 | 
的 ,从 而 必定 收敛 (有 一 个 有 穷 极 限 )， 图 7.19 对 x > 1,e-* 的 图 象 位 于 e-* 


2 的 图 象 下 方 ( 例 8). 
两 条 曲线 y = e 和 y = e 在 (1,e-!) 相交 , 且 当 
> 1 时 0 < e-” < e-*( 图 7.19). 于 是 对 于 任意 6b > 1, 
b a b 
0 < | e ”dx <| e-*dx =- eb + el < e"! <= 0.368. 
l 1 


作为 的 一 个 增 函 数 (有 上 界 0.368) ,积分 | e dr 当 -> % 时 必定 收敛 . 3 5 3E BUY t 8 
这 并 未 告诉 我 们 更 多 事情 ,不 过 ,起 码 说 明 它 是 正 的 且 小 于 0.368. _ 


例 8 中 e-* 和 e-* 的 比较 是 下 列 判 别 法 的 特殊 情形 . 


定理 3 ”直接 比较 判别 法 
设 / 和 8 在 [a,m) 上 连续 且 对 所 有 >，* > a 有 0< fla) < g(x). 
则 


1. 若 | eas 收敛 , 则 | 7(z)ds kk. 


Karl Weierstrass 
(1862 — 1943) 


2. 若 | f(x)ax 发 散 , 则 | s(z)dx RA. 
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例 9 使 用 直接 比较 判别 法 
(a) et 收敛 ,这 是 因为 


在 [lw) 上 ,0 < FS < 点 ,并且 | as 08. 例 3 
x x x 
W) |”- 一 一 dx 发 散 ,这 是 因为 
l V x — 1 
Ele) b, > L.H] Jari 例 3 _] 
Vi 一 1 x 1 


定理 4 极限 比较 判别 法 
如 果 正 函数 上 和 8g 在 La,%) 上 连续 ,并 且 


im L2 -7 0< L< œ, 
== g(x) 
则 
OLE 和 Fetoa 
二 者 同时 收敛 或 同时 发 散 ， 


定理 4 的 证 明 在 高 等 微 积分 中 给 出 . 
虽然 从 a 到 % 的 两 个 困 数 的 反常 积分 可 能 同时 都 收敛 ,但 这 不 表明 它们 必须 有 同样 的 
值 , 下 一 个 例子 指出 这 一 事实 . 


例 101 使 用 极限 比较 判别 法 ) ”通过 与 | | 点 ] dx 比较 ,证 明 | A 收敛 . 求 出 这 两 个 
积分 并 且 加 以 比较 . 
解 BES) = 1/ 忆 和 &(z) = 1/(1 + O) 是 正 的 并 目 在 [1,w) 上 都 连续 .又 
f(x) . 1⁄ x° 2 


lim = I C C C C Oo. 二 lim 


+ x 
rm g(x) === 1/(1 + x?) ree x 


1 
= lim (Ti+1)=0+1=1, 
x-* x x 


这 是 一 个 正 的 有 穷 极限 (图 7.20)》. 因 此 ,由 | Š kat 


wal 1 s KA. 
但 两 积分 收敛 于 不 同 的 值 ， 
° dx 1 
| i 2 1 * 1 例 3 
而 


II 
>p 
+ 


im[ltan- 0 — tan`'i] 


图 7.20 例 10 中 的 两 个 函数 


Fev A (d Ne! 
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T T x 
"2 À ` 4 — 
例 11( 使 用 极限 比较 判别 法 ) ”证明 | dr kak. 
解 ”从 例 8 容易 看 出 | edr = [F (Ja, 收敛 .因为 
1 e 
. 1/e” ,ee-5 (LS 上 
lim 3⁄(e* -5) 7 lim 3e 7 lim{ 3 s=] ` 3” 
故 积分 | dr 也 收敛 ， _ | 
1 e — 5 


计算 机 代数 系统 
计算 机 代数 系统 可 以 求 出 许多 反常 积分 的 值 . 


例 12{ 使 用 一 个 CAS) REG 


° x+3 
|. (x = 1)(x° + saa 


解 使 用 Maple, 输 入 
> f: = (x +3)/((x -— 1) * (x2 + 1)); 


再 用 积分 命令 
> int(f,x = 2. .infinity ) ; 
Maple 返回 答案 
一 Z + In(5) + arctan(2). 
为 得 到 一 个 数值 结果 ,使 用 求 值 命令 evalf 并 且 指 定位 数 ,如 下 所 示 : 


> evalf(”,6); 
同上 符号 (*) 告诉 计算 机 在 屏幕 上 求 最 后 一 个 表达 式 的 值 ,这 里 最 后 一 个 表达 式 是 (- 1/2)r + 
In(5) + arctan(2). Maple 返回 .1.14579. 
使 用 Mathematica, 输 入 
In[1]: = Integrate[ (x + 3)/((x - 1)(x2 + 1)), {x,2, Infinity} ] 
返回 
_ Pi 
2 

为 得 到 六 位 数字 的 数值 结果 ,使 用 命令 “N[ % ,6]" ,同样 返回 1.14579. _ | 


Out[ 1] = 


+ ArcTan[2 ] + log[ 5]. 
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本 节 讨 论 的 反常 积分 的 类 型 
无 穷 限 积分 
1. 积分 上 限 
” Inx . fè Inx 
| Eas = limf, fas 
_ lnx 
0| l y ü 
2, 积分 下 限 
r -dz = lim °? _dy 
-o 1 + x2 T a-o a 1 + x2 


3. 两 个 积分 限 


[Í dx 
elr 


被 积 函 数 变 得 无 界 
4. 上 端点 


f dx 
o (x 天 122 = 


lim _— dx _ 
jel- 0 (x _ 1)2 


/ 


- wa f 
a a(x- u 


习题 7.7 623 ， 


习题 7.7 


识别 反常 积 


在 题 1 - 6 中 ,做 下 列 事情 
(a) 叙述 为 什么 积分 是 反常 的 或 涉及 反常 积分 ， 
(b) 确定 积分 收敛 还 是 发 散 . 
(c) 如 果 积 分 收敛 , 求 它 的 值 . 


La a sj as 

4.| ETEN s. [ketda s. | cor0a 

求 反 常 积 分 

求 题 7 - 34 中 的 每 个 积分 或 说 明 它 发 散 . 

"L e V of 
as ef LA A 
15. f Ta" 16. Sas AN nE TE 18. [7 TA 
5. |= | Fi IN 5 
z. = z. | — 2s. [7 (1 + IP tan`!v) %. f ds 
n.f J 28. | 万 上 二 29.| 9c 30.| 2e- sin 040 
a < lal dx 32.| 2x ez dx 33.| Inx dx 34.| (- lnx)dx 
收敛 判别 法 


在 题 35 - 64 中 ,使 用 积分 ,直接 比较 判别 法 或 极限 比较 判别 法 判别 积分 的 收敛 性 .如 果 应 用 多 于 一 个 方法 ,你 
更 喜欢 哪个 方法 . 


3 3 z sin gdb 3 cos 0d0 
35. |° q8 36. |° 0 7.| n 6846 38.| -cos eco 
a tan 0 6 cotbd 3 Z ae (x — 20)! 
ln2 ley x dt "1 
39.| xel da 40.| dx a.f 42.|， 一 一 一 一 (提示 : X t > 0 时 ,t > sin t) 
0 0 Vx aj + sin t t — sin t 
2 1 1 
43 ds 44 dx 45.| In| x|dx 46.| ~xln|lx|dx 
01- < ol- x -1 1 
dx ° dx ° dv r 
aj af wj of? 
14l 4 Jx -1 2 wz -1 50 62- 
dx ° /x+I1 ° xdx 
51 | sz. | s3.| — tax sa. | 
Vx Vrxi-l 1 x 2 / 1 
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“2+teost S l+sinz N _ d0 [° L 
ss. | Td S56| a iy 58 |. pzd 
59 N °" ax 60 moOna)dx ef -dr 62. N l jx 
Ji x Je Ka Ji Seyx Ji e" — 2“ 
e dx Ta dx 
. == 64. — 
af”, / xta | x e+e ` 
理论 和 例子 
HA - [> dx S dx 
65. REENER pii. (a)| — (b)| — 
¿1 x(1Inx)P J2 x(lnx)? 
ij . t (= 2x dx m = 2x dx m 
66. | _/(x)dx 可 能 不 等 于 lim| flde 指出 | E 发散, 从 而 | 富生 发散 .然后 指出 
~ b == n 0 x” + -œx x 
b Jy 
tim Í 2x dx = 0. 
»p~mJ_bx + Í 


题 67 - 69 有 关 第 … 象 限 中 来 在 曲线 y = e 和 x 轴 之 间 的 无 界 区 域 . 

67. 面积 ORR TEKER ME. 

68. 体积 求 这 个 区 域 绕 v 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 ， 

69. 体积 求 这 个 区 域 绕 < 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 . 

70. 面积 REER y = sec x fly = tan x 之 间 从 x = 0 到 x = 7/2 的 区 域 的 面积 . 

71. 为 学 而 写 REE MIF o- = 的 一 个 论证 .论证 的 错误 在 哪里 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


b 
In3 -imlrl3-in_ In + = limln( =) - In > = lim [ n ==] 
borr br 3 


3 b x 
. ` . fÈ I I 
= lim[ln( x -2) - lnx:3 = lim ( 一 1) dx 
bæ b-n 3 x -2 x 
| 人 L)ar = | std: 1 
-| (5- x ds = 3 54 -| x 
= lim[in(x - 2)]? — limiinz]Ë = æ - æ 
bo bo 


72. 比较 积分 证明 :车 f(x) 在 实数 的 每 个 区 间 上 是 可 积 的 ,而 a 和 2 是 满足 a < b 的 实数 , 则 
a ° b "x 
a A x)dx 和 | f(x)dx 两 个 都 收敛 , 当 且 仅 当 | flx)dx 和 | fA) dx 两 个 都 收敛 . 


(| far + [Aoa = | Ads + [A odr RED RNR AA. 


73. 估计 无 界 区 域 上 的 收敛 反常 积分 的 值 
(a) 证 明 


| er-3xdx = +° < 0.000042 
3 


以 及 由 此 得 | edz < 0.000042 .解释 为 什么 这 意味 | sas 用 | edx 代替 的 误差 不 会 大 于 0.000042. 
El 数值 积分 用 数值 方法 求 | edr. 
74. ESO 积分 函数 。 积分 
Si(x) = | Sty 


称 为 正弦 -积分 函数 , 它 在 光学 中 有 重要 应 用 . 
Eia) 画 : > 0 时 被 积 函 数 (sin 1)/1 的 图 象 .Si 函数 是 否 处 处 增加 或 处 处 减少 ?你 是 否认 为 对 于 x > 0, 有 
Si(x) = 0? M Si(x),0 < x < 25 的 图 形 以 检验 你 的 管 案 . 


指导 你 们 复习 的 回 题 ， 625 ， 


(b) 探索 | SHa 的 收 生性, 如果 收 笋 , 它 的 值 是 多 少 ? 
. f 
75. 误差 函数 ”函数 


* 2e- 


o Vx 


erf( x) - | dt, 


称 为 误差 函数 , 它 在 概率 和 统计 中 有 重要 应 用 . 
加 (a) 对 于 0 < : < 25 画 误 差 函 数 的 图 象 . 


2 dr 的 收敛 性 ,如 果 它 收敛, 估计 它 的 值 是 多 少 ?你 将 在 12.3 节 的 题 37 中 了 解 怎 样 确认 你 的 


~“ 
0 x 


(b) 探讨 | 


估计 . 
76. 正 态 概率 分 布 函数 。 天数 
ETES 
a V2r 
称 为 正 态 概 率 密 度 通 数 ,其 数学 期 望 为 y ,而 标准 差 为 o. 数 u 表示 分 布 集中 的 地 方 ;而 o 测量 围绕 数学 期 
望 “ 散 开 ”的 程度 .从 概率 论 知道 


f(x) = 


| Koax = 1 


在 下 面 小 题 中 , 令 y = 0 而 = 1. 
全 Ca) 画 y/ 的 草图 . 求 /增加 的 区 间 和 减少 的 区 间 , 以 及 f 的 局 部 极 值 和 取 此 值 的 点 . 


(b) 对 于 n= 1.2,3, 估 计 | flr)dx. 
(e) 对 于 | Aoda = 1 给 .个 令 人 信服 的 论证 ,( 提 示 ;证明 当 * > 1 时 0 < fa) < e, HFb > 1, 


X -~ om 时 | ex dx — 0.) 
b 


E 


探索 xzlnx 的 积分 
在 题 77 - 80 中 ,使 用 一 个 CAS 对 于 不 同 的 p 值 (包括 非 整 数值 ) 探索 积分 .对 于 的 哪些 值 积分 收 伍 ? 当 它 收 
敛 时 积分 值 是 多 少 ? 对 于 p 的 不 同 的 值 画 被 积 函数 的 图 ， 


7.| xP]n xdx 78.| xP]n xdx 7».| Xeln xdx so. [7 xrin| x | dx 
0 e 0 -% 


指导 你 们 复习 的 问题 


1. 你 知道 哪些 基本 积分 公式 ? 

2. 你 知道 哪些 把 积分 匹配 到 基本 公式 的 手段 ? 

3. 什么 是 分 部 积分 公式 ? 它 来 自 哪 里 ?你 为 什么 要 用 它 ? 

4. 什么 时 候 用 分 部 积分 公式 ?你 如 何 选择 ¿ 和 dv? 你 怎样 对 于 一 个 形 如 f(x)dx 的 积分 应 用 分 部 积分 ? 
5. 什么 是 列表 积分 法 ? 举 一 个 例子 . 
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6. 部 分 分 式 法 的 目的 是 什么 ? 
7. 当 多 项 式 f(x) 的 阶 数 低 于 多 项 式 g(x) 的 阶 数 时 ,你 怎样 把 f(x)/g(x) 写成 部 分 分 式 之 和 ,如 果 g(x) 
(a) 是 不 同 线 性 因子 的 乘积 
(b) 含有 重复 的 线性 因子 
(c) 含有 不 可 约 二 次 式 ? 
如 果 fO) 的 阶 不 低 于 g(x) 的 阶 , 你 如 何 做 ? 
8. 有 时 什么 灾 基 蔡 换 把 二 次 -项 式 变 为 单一 二 次 项 ?你 为 何 做 这 类 改变 ” 
9. 你 在 三 类 基本 三 角 蔡 换 的 变量 上 加 什么 限制 来 保证 蔡 换 是 可 逆 的 (外 反 函 数 )? 
10. 积分 表 的 典型 用 法 是 怎样 的 ?如 果 你 求 值 的 积分 没有 列 在 表 中 你 如 何 办 ? 
11. 叙述 求 在 一 条 非 负 有 曲线 之 下 和 x 轴 之 上 的 面积 的 Monte Carlo 积分 法 . 
12. 叙述 1 Hôpital 法 则 .你 怎样 知道 何 时 用 这 个 法 则 以 及 何 时 终止 ? 举 一 个 例子 . 
13. 有 时 你 怎样 处 理 导致 不 定型 1”,0? 和 %? 的 极限 , 举 几 个 例子 . 
14. 什么 是 反常 积分 ?如 何 定义 不 同类 型 的 反常 积分 的 值 ? 举 几 个 例子 . 
15. 当 一 个 反常 积分 不 能 直接 求 值 时 ,什么 判别 法 可 用 来 确定 反常 积分 的 收敛 和 发 散 ? 举 几 个 应 用 它们 的 例子 . 


实践 习题 


变量 替换 积分 法 


求 题 1 - 46 中 的 积分 .为 把 每 个 积分 变换 成 可 以 辨认 的 基本 形式 ,可 能 必须 使 用 一 个 或 多 个 技术 ,比如 代数 痊 
换 , 配 平方 ,分 离 分 式 , 长 除法 或 三 角 替 换 . 


1 
1.|+ V 4x2 - 9dx 2. [Qr + id y| s -idr 
8 十 
4.| 283. s [Au JEE pta 
25 + >° / 9 = 4tt 
sin 20d | cos 2t 9.| cos 2x 
7 | 8. I omaidt sin 2x e dx 
10. |eesecz(eo)d6 n.|2='az 1 .| 22 
J vlnv 
dx 2dx Í dt 
13.| u| 15.| ———— 
(x? + 1)(2 + tan lx) V 1 - 4x° | y 16 - 9 
4dx f dx 
16 | 17. | — t 18.) —————— 
94r Sx /25 — l6 T V4r- -3 
d 
19. | = 一 一 一 20.| ——— 2 21. | cos23x dx 
y -4y+8 (v+1)vV vr + 20 J 
2. [sin 86 二 dg 23.| am2， dt 24.| 和 
2 2sin x COS x 
T PEGI 
2d: 2 3 4 
25.| — 26.|: V esey — ldy 27. Å V cot + ldt 
COS x — sIn y 3 J 3 
2r 


2r 
28. f 1 — sin? Fdz 


31. | dx 
x + 4 


29.| VT eos tiq: 


30.) V l+ cos 2tdt 


2y- 1 
33. | > d 
y + 4 了 


t+2 ‘22+ /1- É 
34. | 3s. | ar 36. Ea 
Eid 4 一 所 ` í V 1- 把 
37. [gt -tan x ds _ 38. |x cse( x? + 3)dx 39. lco 过) dx 
tan x + sec x . 4 
` 3 . 4 
40.| VT- xdx 41.|(16 + 22) 2 dz 42. | — 
| “V25+ y 
i dx 六 x2dx i? dx 12dx 
43. | — 44.| -二 45. | — 1 46.| 
x2 W 1 — x2 V 1 — x2 x — 9 (a? 1)°7 
分 部 积分 
用 分 部 积分 法 求 题 47 - 54 中 的 积分 
47.| nlx + J)dx 48. |x ina dx 49. jtan"!3x dx 
50. UI 二 (地 jds sl.|(x + 1)?e*dx 52. | sin(1 — x)dx 


53.| oreos 2x d< 54.| esin 3x dx 


部 分 分 式 
求 题 55 - 66 中 的 积分 .可 能 必须 首先 做 一 个 变量 替换 . 
x dx dx 
s -3x +2 s. | sis 
3x? + 4x + 4 2 + 3 
58. awa s9. |. t aa 
x? + x2 x? + 4x2 
a| = tas | t wr 
d< ds 
64.| 一 一 一 一 一 .| 一 一 
wz zar 6|- 
三 角 蔡 换 
求 题 67 - 70 中 的 积分 (a) 先 不 用 三 角 蔡 换 (b) 再 用 三 角 蔡 换 . 
67. y dy 68. x dx x dx 
| J45 e. 255 
二 次 项 
求 题 71 - 74 中 的 积分 
x de dx dx 
71. F -4 2. | a5 EPS n|; 5 
各 类 积 
求 题 75 - 114 中 的 积分 .积分 以 随意 的 次 序列 出 . 
x dx dx 
PLES 7. | aa 


ri.| 一 此 n. | 一 业 -- 
V -2x-x V 1 + u2 


in 0d 
s| 
cos20 + cos 0 — 2 
dt 
60. 
I f“ +42 +3 
2x3 + x? - 21x + 24 
63. 
| Et 
ds 
| 
Vel 
70.| 于 
42 -1 
n.f dx 
9 — x2 
7. | 2 
[ 2 — cos x + sin x 
80. —psD 
sin”x 
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_9dv anel I / 3 ` 
s1. | a, 82. | 9cos(20 + 1)d9 83.| rnm 
s4.| — 9 gs. | in r d< 86.| 二 Sa 

Vl 4 v0 2 Vxsec V x “xX -16 

. 19 ` r ` sin 20d0 
7.| 一 一 88. 89 .| —"— 
8 0 ~ 20 +4 l GD Z+ ar J (1 + cos 20)* 

I dx ”x dx f dy 

| 91.| -二 和 一 92. | 一 一 汪 一 一 
90.| [让 | Vi J 2y+2 

I —- r x dx [ z: + 1 

~ Idx | ——— 95.| =d 
93. fin Vx- lda 94. | VE pep” 
" a 站 -4 > t 
96. |< dx 97.| n xdr 98.| et 
J x" J e + 3et + 2 
Oo TY "nal ain-! " os Ja 
99. Í l= cos 2x yy 100. | EX D gy 101. | — esa da 
l| + cos 2x 1] — x° J sln x< — sin y 
` e'dt 7 lny ` cote dv 
102. | == 103.| Zay 104. | “= 
J 1 + e! x y .ln sint 
105. | — "l 106.|e" dr 107. |e? V3 + 4e”d0 
(2x -— 1) V a — x - ~ 
108.| a. = 109. |(27)*”*!40 110. | sin x dx 
8dy ` 8dm 
112.| 一 全 二 一 113 .| 一 一 一 一 

m|- Syy + 2) ` m V 49m2 -4 

dt 

n| + Int) Vnd O + lnt) 
极限 
求 题 115 - 128 中 的 极限 . 

115. lim 二 = +20 116. lim tan 3 117. lim -二 sn < 
t+0 t r0 tan 5t r Í — cos x 
l __ 1 x 
118. limx (1-1) 119. limx* 120. im 1 十 2) 
xel r = v = É 
121. lim 93 7 122. lim [ 0 - z) sec 0 123. lim( — _ 
r". 3— =a 2 amr lnx 
124. lim (1+ +) 125. lim (tan 0)° 126. lim Orsin( > ) 
0 a—0* 了 
x — 3x2 + 3r ~ x +1 
127. lim 一 一 一 一 128. lim > 工 - 二 二 -一 
lim 2 =t ces Xt x3 + 2 
反常 积 
求 题 129 - 138 中 的 反常 积分 或 申明 它 发 散 . 
3 dx l i! dy 
129.| — 130.| Inz dx 131.| S 
0 d8 = 2du L° 3-1 
132. | 一 一 133. | — 134.| ——a 
-2 (04105 3 u“ — 2u | 4 ? 
的 "DO `= 
135. | xe "dx 136. | x edx 137. | dx 
0 - 、-x4r + 9 


收敛 或 发 散 
题 139 - 144 中 的 反常 积分 哪个 收敛? 哪个 发 散 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 


附加 习题 :理论 、 角 子 、 应 用 ”629 > 


° d0 = Inz 
140. ü d 141. dz 
139 | JET f e "cos udu |" 
% et a dx _ re dx 
12. |) sa m| 二 144. | A 
初 值 问题 
解 题 145 - 148 中 的 初 值 问题 . 
145. T = e” (y= y), y(0) = 2 146. m = (y+1Ysinĝ, y(x/2)=0 
dy _ 1 ds 2s+2 ; _ 
147. qx = a T3772 y(3) = O 148. d = Ë Lot Pap (1) = 
附加 习题 :理论 .例子 .应 用 
具有 挑战 性 的 积分 
求 题 1 - 10 中 的 积分 
， 2 dx i 
1. sin) dx 2| :TD 3.| sin lx dx 


4. [sini Vydy s.| i eT 6. fial ys + l+ x)dx 
(2e2: ~ ez)dx | dx dx 
.| 一 一 10. | —— 
7| 一 = s| -和 此 Jaga oJ 
极限 


求 题 11 - 16 中 的 极限 


11. 


12. lim 二 | tan l; dt 13. lim (cos x) /x 
x= 0 veot 


1 
16. lim | = Lar 


:—=0* 


14. lim(x + e*)2/* 15. tim | sin t dt 


理论 和 应 用 


17. RIK 求 曲线 = | /esna O< < WAK. 


18. RMK RAR y = In(1- <2),0 < x 二 172 的 弧 长 . 
19. 求 体积 ”第 一 象限 中 由 x 轴 和 曲线 y = 3x V1 -xx 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 . 


20. 求 体积 ”第 一 象限 中 由 x 轴 , 曲 线 y = 和 直线 x = 1 以 及 x = 4 围 成 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 
一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 . 


5 
XVS-x 


21. RER ”第 一 象限 中 的 由 坐标 轴 ,曲线 y = ex 和 直线 * = 1 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 转生 成 一 个 立体 . 求 该 
立体 的 体积 . 

22. KER ”第 一 象限 中 上 由 曲线 y = ez - 1, 下 由 * 轴 , 右 由 直线 * = jn 2 界定 的 区 域 绕 直线 x = In2 旋转 
生成 一 个 立体 . 求 该 立体 的 体积 . 
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27. 


29. 


32. 


33. 


. 为 学 而 写 HFa 的 什么 值 ,| ( 
31. 


. 求 过 原点 ,长 度 为 | \/ 1 + Edr 的 曲线 ， 


35. 


. KER 设 愉 是 第 一 象限 中 的 上 由 直线 y = 1, 下 由 曲线 7 = lnx 
且 左 由 直线 x = 1 界定 的 “三 角形 "区域 . 求 尺 绕 
(a)x #H (b) 直线 x = 1 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
. 求 体积 ( 续 习 题 23) RRA 
(a)y $ (b) 直线 x = 1 . 
旋转 生成 的 立体 的 体积 . 
. RER KERR 
0, x=0 
VERS uN 0<x<2 
和 x 轴 之 间 的 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 图 示 的 立体 (如 右 图 所 示 ) . 第 25 题 图 


(a) 证 明 /在 x = 0 是 连续 的 . (b) 求 该 立体 的 体积 . 


-RER 。 求 由 坐标 轴 和 曲线 y = - In x 界定 的 第 一 象限 中 的 无 界 区 域 绕 * 轴 旋 转生 成 一 个 立体 的 体积 . 


F Ç ln r-l 
求 极限 R lim | TA T y dy. 
一 个 积分 公式 ”推导 出 积分 公式 
n+2 
区 JZ ë) ds = (e e)” EE 


n+2 


一 个 不 等 式 证 明 


x l x 

s|. Va S 
(提示 :注意 :对 于 0 < x < 1, 我 们 有 4- a > 4- ?~ x? > 4-2x?, 并 且 当 x = 0 时 左 端 变 为 等 式 , 而 * = 1 
时 右 端 变 为 等 式 .) 


5 ag) dz 收 贫 ? 求 对 应 的 积分 值 . 
求 积分 值 ”假定 已 知 某 个 函数 了 满足 
5 5 6 m 


umasa |z p(w)dx 的 值 


求 相等 的 面积 求 满足 | 8 r+ = [i min a. 


星 形 线 的 弧 长 HE +y” = 1 的 图 形 称 为 星 形 
线 (astroids, 不 是 asteroids( 小 行星 )) 的 家 族 中 的 一 员 ， 
因为 它们 形似 闪烁 的 星 ( 见 右 图 ). 求 这 个 特殊 星 形 线 
的 弧 长 . 


一 个 有 理 函 数 。” 求 一 个 二 次 多 项 式 , 它 满足 P(0) = 
L,P'(0) = 0, 且 这 PO. 是 一 个 有 理 函 数 . 


. 为 学 而 写 和 


I 1 dx 
af V 1 -xz2d -| 一 一. 
P x dx 二 T 


(来 源 :Peter A. Lindstrom, Mathematics Magazine ,Vol.45,No.1(January 1972) ,p.47.) 


附加 习题 :理论 .例子 、 应 用 * 631 > 


37. 无 穷 面积 和 有 穷 体积 p 的 什么 值 具有 下 列 性 质 ? 夹 在 曲线 y = x-?,1 < x < = 和 % 轴 之 间 的 区 域 的 面 
积 是 无 穷 的 ,但 此 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 是 有 穷 的 . 
38. 无 穷 面积 和 有 穷 体积 p 的 什么 值 具有 下 列 性 质 ?第 一 象限 中 由 曲线 y = x-?,y 轴 ,直线 x = 1 8 < BH E 
的 区 间 [0,1] 围 成 的 区 域 的 面积 是 无 穷 的 ,而 该 区 域 绕 x 轴 旋 转生 成 的 立体 的 体积 是 有 穷 的 ， 
39. 有 穷 面 积 
MW) mag (O) = e. -5 < x < 3 的 图 象 、 。 (b) 证 明 |”/(x)dx KIEREN. 
40. 联系 r 及 其 近似 值 22/7 的 积分 
1x4(x — 1)4 


(a) 求 积分 | — dr. (b) 近似 值 x = 22/77 好 到 什么 程度 ?把 (x — 22/77) 表示 为 x 的 百分比 . 
0 


x° + 1 


xz4(x - 134 


可 (¢) 画 函 数 ， = ao ,0 < x < 1 的 图 象 . 令 y 轴 上 的 值 域 在 0 和 1 之 间 , 再 在 0 和 0.5 之 间 , 再 缩小 
值 域 的 范围 ,直至 图 象 可 以 看 到 ,逐次 进行 实验 .关于 曲线 下 的 面积 你 得 到 什么 结论 ? 

列表 积分 法 

列表 积分 技术 还 可 应 用 到 形式 为 |/(x)g(x)d 的 积分 ,其 中 没有 一 个 函数 能 够 重复 求 导 到 零 . 例如 ,为 求 

| ecos x dx 的 值 , 像 以 前 一 样 ,我 们 以 逐次 求 ez 的 导数 和 cos x 的 积分 开始 ,并 列表 ， 


e 和 它 的 导数 cos x 和 它 的 积分 
r — _ cos x 
2e* — sin .x 
2y 一 
和 一 一 一 + 一 > < 在 这 里 停止 ,此 行 与 第 -- 行 
一 样 ， 除 了 乘 数 的 不 同 (4 在 
左边 ，-1 在 右边 ) 


一 旦 我 们 达到 某 一 个 行 跟 第 一 行 除 去 乘 数 因子 外 相同 时 就 停止 求 导 和 积分 .我 们 把 表 解 释 为 
[ereos x dx = + (esin x) - (2e2z(- cos x)) + fuen- cos x)dx. 
我 们 从 对 角 箭 头 上 取 有 号 乘积 并 对 最 后 水 平 箭头 取 有 号 积分 .把 右 端的 积分 移 项 到 左 端 ,得 


sfetcos x dx = esin x + 2e"cos x 


或 在 除 以 5 并 加 上 积分 常数 后 得 


|ereos x dx = e?*sin x + 2e2*"cos x L C 
x = 5 . 
用 列表 积分 法 求 题 41 - 48 中 的 积分 . 
ar. ceos 3x dx 42. [esin 4x dx 43. [sin 3x sin x dx 4a. [cos Sx sin 4x dx 


45. [esin bx dx 46. [ecos bx dx 47. fin ax )dx 48.| em ax )dx 
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Gamma B 38 #1 Stirling( 斯 特 林 ) 公式 
Euler 的 gamma Å% T(x) (“x 的 gamma”; P E: Pj g 对 应 的 y 
大 写 希 腊 字 母 ) 用 一 个 积分 把 阶乘 函数 从 非 负 整数 推广 
到 其 它 实 数值 .公式 是 


yT) 


T(r) = tiedt, x > 0. 
“0 


对 于 等 个 正 数 a$ DT) 是 tie S: MoR % 的 积 
分 .图 7.21 wka rT ERAMA. RRT 
第 12 章 的 附加 题 31 ,你 将 会 了 解 如 何 求 P(17Z2). 
49. 如 果 n EMRK, (n+l) = n! 

(a) 证 明 PO) = 1. 

(b) FERS Dex + 1) 施 以 分 部 积分 ,证 明 
T(x+1) = P(x). 


这 就 给 出 


T(2) =1T(1) = 1 图 7.21 T(x) 是 x 的 连续 函数 , 它 在 每 个 正 整 数 

T(3) =27T(2) = 2 n + 1 的 值 是 1. 对 醋 的 定 积分 公式 仅 对 x > 0 有 

pO =37(3) = 6 效 ,但 是 我 们 可 以 用 公式 T(x) = D gr 
T(n + 1) = nrn) = n! (1) 延 拓 到 负 的 非 整数 值 xz, 这 是 题 49 的 主题 . 


(c) 用 数学 归纳 法 对 每 个 非 负 整数 ”验证 等 式 (1)， 
. Stirling 公式 。 苏格兰 数学 家 James Stirling(1692 - 1770) 证 明了 


(Aro =, 


5 


© 


于 是 对 于 大 的 x， 
r) = [F] V EQ et), er) ~ 0a w), (2) 
取消 s(*) ,导致 逼近 
T(x) = (z) /2 (Stirling 公式 ). (3) 
(a) 对 于 n! 的 Stirling 逼近 。 用 近似 公式 (3) 和 a! = nT(n) 这 个 事实 证 明 
nla (2) Vim (Stirling 逼近 ) (4) 


如 果 你 做 了 8.1 节 的 题 64, 你 会 了 解 近似 公式 (4) 导致 


Yn! ~ (5) 


(b) 比较 你 对 n! 用 计算 器 算出 的 值 和 由 Stirling 通 近 给 出 的 值 , 取 n = 10,20,30, ,直至 你 的 计算 器 能 运 
íf. 
(e) 等 式 (2) 的 一 个 精细 化 给 出 


r) = (2) NV Fen + e0), 或 ro) ~ (2) Ea. 


nt ~ [2] Vin ets. (6) 
比较 你 的 计算 器 给 出 的 10! 的 值 ,Stirling 近似 值 和 等 式 (6). 


它 告 诉 我 们 


无 穷 级 数 


概述 ”无穷 级 数 的 求 和 这 一 无 穷 过 程 困惑 数学 家 长 达 儿 个 
世纪 .有 时 一 个 无 穿 级 数 的 项 之 和 是 一 个 数 ,比如 
] J 1 1 
2+4+8+i16+ sl 
CRI MAR A mA E F 3 2 E Jr KRA 2 Pt 48 u f. £ 
出 这 一 事实 .) 而 有 时 无 窃 和 是 无 穷 大 ,比如 

1 1 1 1 1 

T+ +ç + + 
《尽管 这 远 非 显然 ) ,还 可 能 无 穿 和 无 从 
谈 起 ,比如 

1-1+1-1+1-1:T+1+ :: 

(是 0?, 是 1?, 或 别 的 什么 ?) 

不 过 , 像 Euler 和 Laplace 等 数学 家 
成 功 使 用 无 穷 级 数 推导 出 以 前 难以 接 
受 的 结果 . 拉 兽 拉 斯 使 用 无 穷 级 数 证 明 
太阳 系 的 稳定 性 (虽然 至 今 这 并 未 打消 
菜 些 人 对 这 件 事 的 顾虑 ,因为 他 们 感到 “ 太 多 ”行星 运行 到 太阳 
的 同一 侧 ). 若 干 年 后 细心 的 分 析 学 者 像 Cauchy 建立 了 级 数 计算 
的 理论 基础 ,促使 许多 数学 家 (包括 Laplace) 回 到 书桌 前 核对 他 
们 的 结果 . 

无 穷 级 数 是 一 个 威力 强大 的 工具 的 基础 ,这 个 工具 使 我 们 能 
把 许多 函数 表示 成 “无 穷 多 项 式 ”, 并 告诉 我 们 把 它 截断 成 有 限 多 
项 式 时 带 来 多 少 误差 .这 些 无 穷 多 项 式 ( 称 为 究 级 数 ) 不 仅 提供 
了 可 微 函数 的 有 效 的 多 项 式 巡 近 , 而 且 还 有 许多 其 它 应 用 .我 们 
还 要 考察 如 何 利 用 三 角 函 数 项 无 穷 级 数 , 称 为 侍 里 叶 级 数 , 表 示 
在 科学 和 工程 应 用 中 使 用 的 重要 函数 .无 穷 级 数 提供 一 个 有 效 的 
手段 计算 非 初等 积分 的 值 ,并 求解 润 察 热流 ,振动 ,化 学 扩散 和 信 
号 传输 的 微分 方程 .你 在 本 章 学 到 的 内 容 将 为 各 类 函数 的 级 数 在 
科学 和 数学 中 扮演 的 角色 搭建 好 舞台 . 


8.1 数列 的 极限 


EXIS > KAIRA 。 序列 极限 的 计算 。 Hôpital 法 则 的 应 用 。 常见 极限 


粗略 地 说 ,一 个 序列 是 事物 的 有 序列 表 ,而 在 本 章 ,所 谓 的 事物 通常 是 数 .我 们 以 前 曾 遇 到 
序列 , 像 由 Newton 法 产生 的 序列 .以 后 我 们 考虑 含 x ARRIJE IIMS R sin x,cos x,sin 2x, 
cos 2x, ,sin ny, cos nx,… 这 样 的 三 角 函 数 项 的 序列 ,一 个 中 心 问 题 是 序列 有 无 极限 . 


定义 和 记号 
我 们 可 以 通过 为 每 个 位 置 指定 一 个 倍数 而 把 3 的 整 倍数 列表 : 
定义 域 . 1 2 3 hn 
YV v v y 


CD-ROM 值 域 ; 3 6 9 3n 


第 一 个 数 是 3, 第 二 个 数 是 6, 第 三 个 数 是 9, 等 等 .指定 是 一 个 函数 ， 
它 把 3n 指定 给 第 n 个 位 置 .这 体现 了 构造 序列 的 基本 思想 . 即 存在 一 
个 函数 , 它 把 值 域 中 的 每 个 数 放 在 其 正确 的 排 好 序 的 位 置 上 . 


` Sequences and Series 


定义 1 序列 
数 的 无 穷 序 列 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 是 大 于 或 等 于 某 个 整数 
no 的 整数 集 . 


no 通常 是 1, 而 定义 域 是 正 整 数 集 .但 有 时 我 们 要 从 其 它 地 方 开 
始 序列 . 当 开 始 Newton 方 法 时 我 们 取 no = 0. 而 当 定 义 n - 边 形 序列 
时 我 们 取 no = 3. 
序列 用 和 其 它 函 数 一 样 的 方式 定义 .一 些 典 型 的 对 应 规则 是 
1 


aln)=Ẹx4n, a(n) = (- pL, aln) = => 


( 例 1 和 图 8.1). 为 暗示 定义 域 是 整数 集 ,我 们 使 用 字母 表 中 间 的 字 
FAR n 表示 自 变 量 ,代替 其 它 场 合 广泛 使 用 的 x,y,z Me RERE 
述 那 些 定义 对 应 规则 的 公式 时 常 对 比 正 整数 集 更 大 的 范围 仍 有 效 . 
我 们 将 会 看 到 这 是 有 益 的 . 数 aln) 是 第 n 项 ,或 指标 为 n 的 项 . 若 
aln) = (n -1)/n, 我 们 有 : 


8.1 数列 的 极限 


a, 
1 发 散 
q, a, a, a, as 3 6.5) 
+ + oo + > 6.3) N 
0 I 2 2 M ° 
ezv LED e tea) 
(a) i an =A 可 以 超过 任 一 整数 , 于 是 序列 (r) RR | Ë.) LT 
0 1 2 3 4 5 
peos + a, 收敛 到 0 
” > d, 1) 
0 1 i PGD, 
l 3, > 1 1 
al ea ( 83) G.D 
| > 
(b) 而 项 w = 1/n 当 增加 时 稳定 减少 并 任意 接近 于 零 ， 6 ——— 
于 是 序列 {onj} 收敛 到 零 
£ eka] 0 
a, a4 as as ? an 
> 一 ° 
0 | ! 6. 1) G 1) 
1 ”5 
a= (~ DD"+l n 一 | | ? l T n 
° 1 
OTa = (- D'HO 符号 交替 ， 但 仍 收敛 到 零 G.D) fa- D) 
a 
N 收敛 到 1 
al a, qas 
> h 3) fs. 4 
° i ig 6 
=d (1,0) `e 
an= t L L | i Lsn 
(O) 项 an = (n—1)/n 5 增加 时 稳定 趋向 并 任意 接近 于 1， Ó l 2 3 4 5 


从 而 序列 {4n} 收敛 到 1. 


a, aa, a, a, a, as 


-1 0 1 
a= (- prti = 
(e) 序列 的 项 a, = (- DPH) /n] 符号 交替 ， 
当 nn 增加 时 ， 正 项 趋向 于 1， 而 负 项 趋向 于 -1， 
于 是 序列 (a,) 发 散 . 


收敛 到 3 


aq = 3 
(f) 序列 的 项 w = 3 是 常数 ， 对 不 同 的 取 同 一 值 ， 
于 是 序列 {an} 收 化 到 3. 


23 4 5 6 7 8 9 10 


图 8.1 ”对 例 1 中 的 序列 以 两 种 方式 作 图 .把 a, 画 在 数 轴 上 和 把 (n,a ) 画 在 坐标 平面 上 


- 636 - 第 8 章 AFAR 
第 一 项 第 二 项 第 三 项 第 ”项 
s s 5 1 2 u i (n) 2 Ll 
a(1) = 0 a(2) = 5o a(3) = 3° a(n) = — 
当 对 aln) H] FERES a, ,序列 写成 
1 2 _ n- l 
ar = 0 qa: = 了， = 本， = 


为 描述 序列 ,我 们 往往 写 出 前 几 项 及 第 n 项 的 公式 . 


例 1( 描 述 序 列 ) 


我 们 写 出 序列 序列 规则 的 定义 
(a) w. I | a In, 
Wh de L e a= 1 
(91 -寺村 -二 (DO E, a, = (Q wU L 
(0 a = = 
no 0 
(Ü 3,3,3,. 3 a = 3 
记号 RIMER n WA a, 的 序列 表示 成 1e, CEZ) a 加 上 下 标 n”). 例 1 中 第 二 个 序列 


Æ ln) CER a 分 之 一 "); 最 后 一 个 序列 是 3(* 常 数 序 列 37). 


收敛 和 发 散 


正如 图 8.1 所 指出 的 , 例 1 中 序列 的 变化 趋势 有 几 种 不 同 的 情况 . 一 方面 ,序列 |1znl， 
EC- DOn) ACn -1)/ni 中 的 每 一 个 看 来 当 增加 时 趋向 唯一 的 极限 值 , 且 13| 从 第 一 
项 起 就 取 极 限 值 ; 另 一 方面 ,{(- 1)"*!'(n - 1)/n} 的 项 看 来 集中 在 两 个 不 同 的 点 -1 和 1, 而 


{Vj 的 项 不 断 增加 而 不 集中 在 任何 地 方 . 


下 列 定义 把 当 n 增加 时 趋向 唯一 的 极限 值 L 的 序列 跟 不 其 备 这 一 性 质 的 序列 区 分 开 来 . 


定义 收敛, 发散, 极限 ) 


极限 序列 1a,1 收敛 到 数 工 ,如 果 每 个 正 数 s ,都 对 应 一 个 整数 N ,使 得 对 所 有 n: 


n> NƏəla,- L| < e. 


如 果 这 样 的 数 世 不 存在 ,我 们 说 | a) BH. 


E la, KAR L, RINER lim-o a, = 工 ,或 简单 地 记 成 ,一 工 ,并 称 工 是 序列 | 


的 极限 (图 8.2). 
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CD-ROM 

WEBsite 

F 历史 传记 

Nicole Oresme 
(ca.1320 — 1382) 


图 8.2 a> L, WẸ y = LE 
点 列 {(n,a,)} 的 渐 近 线 . 在 本 
图 中 ,av 之 后 的 所 有 a, FL 
的 e 邻 域内 . 


例 2( 用 定义 验证 ) WH 
(a) lim 1 = 0; 
n+ Nn 
(b) limk = k (任意 常数 天) . 
解 (a) 任 给 s > 0. 必 须 指 出 存在 一 个 整数 N ,使 得 对 所 有 n: 
< E. 
药 涵 式 将 成 立 , 如 果 (1/n) < e 或 n > 1/e. 如 果 N 是 大 于 1/e 的 任 一 正 整数 ,那么 当 m > N 时 ， 
蕴涵 式 成 立 . 这 就 证 明了 lim, .ss (1/n) = 0. 
(b) 任 给 £ > 0. 必 须 指出 存在 一 个 整数 N ,使 得 对 所 有 n: 


n> Na |k-k|<e. 


AX k-k = 0, 对 任 一 正 整 数 N 蕴涵 式 都 成 立 .这 就 证 明了 对 任 一 常数 ,lim, .sk = k. | 


n> Nə lL-0 


例 3( 一 个 发 散 序列 ) 证 明 {(- DEC -Dn DRR. 

解 ” 取 小 于 1 的 下 数 e ,那么 图 8.3 中 在 直线 y = 1 和 y = -1 附近 的 带 形 区 域 不 相 重 闪 ， 
对 任何 e 都 如 此 .如 收敛 到 1 将 需要 超过 某 一 指标 N 的 图 中 的 点 落 在 上 面 的 带 形 内 ,但 这 不 会 
方 发 生 ,一 旦 一 个 点 (nan) 落 在 上 面 的 带 形 内 ,从 (na +1,a,,1) 开始 每 隔 一 个 都 要 落 在 下 面 的 
带 形 内 ,因此 序列 不 会 收敛 到 1; 同样 , 它 也 不 会 收敛 到 - 1. 另 外 ,因为 序列 的 项 交替 地 接近 1 


和 -1, 决 不 集中 在 任何 其 它 值 附近 .因此 ,序列 发 散 . _] 
q d i G, a asas f 
和 m was s 
0- s l-e 
(1, 0) 
a, = (—1)"1 (==) + ¿ l | | | > 
0 
既 没有 围绕 1 的 s- 区 间 也 没有 围绕 -1 5 -lte 
-1 的 -区 间 包 含 满足 n>N( 对 某 个 NN) FE J j ft) 
的 所 有 a, -1- € 


图 8.3 序列 {C- DEn - Zn] 发散. 


序列 {C- DHE Ca -1)/n]} 与 序列 {Vn} 是 不 同 的 ,后 者 是 因 超 越 任 一 个 实数 而 发 散 , 可 
HRE ISa}: 


lim(V n) = % , 
在 谈论 一 个 序列 {a,} 的 极限 是 无 穷 时 ,并 不 意味 a, 和 无 穷 之 差 随 n 增加 变 得 小 .我 们 只 是 说 
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Rü n 增加 a, 的 绝对 值 无 限 增 大 . 


序列 极限 的 计算 

如 果 必 须 用 定义 回答 有 关 收 敛 的 每 一 个 问题 , 那 极限 的 研究 将 使 人 不 堪 重 负 .幸亏 有 三 个 
定理 使 这 大 可 不 必 . 基 于 我 们 前 面 关 于 极限 的 工作 ,第 一 个 定理 不 会 令 人 感到 惊奇 .我们 省 去 
证 明 . 


定理 1 序列 极限 定律 
设 和 os} 和 {6b,} 是 实数 序列 ,4 是 B 是 实数 . 若 limosa, = A M lima b, = 8, 则 下 列 规 
NRZ. 


1. 和 法 则 : lm (ao +b) = A+ B ` 

2. 差 法 则 : lim， (av ~- b.) = A—- B 

3. 积 法 则 : lim,.. (a, ` b.) = A ° B 

4. 常 倍数 法 则 : llim... (k .' b) = k + B (H3E3E k) 
5. REN: lim, F° = á B0 


BJ 4{ 利 用 极限 定律 ) ”组 合 定理 1 和 例 2 中 的 结果 ,我们 有 
1 


(a) lim[- +) =- 1: lim + =-1.0=0 
(b) lim ( 二 =) = lim[1 -= liml-lm- =1-0=1 
n -= ec n n- = æ n n-> æ n>æ N 


(e) lim Š = 5- lim +- lim l = 5-0-0-0 
no n” n n s= = n 


. 4-7nŠ . (4°) -7 0-7 
d) I = ] = 
(d) lim — +3 arel + (3⁄3) 1+0 | 


BJ 5( 发 散 级 数 的 常 倍数 发 散 ) 发散 序列 {a;} 的 非 零 倍数 发 散 . 如若 不 然 , 则 对 某 一 数 
c= 0,{ca,} 收敛 .那么 在 定理 1 的 常 倍数 规则 里 取 有 = 1/6 ,我 们 看 出 序列 


全 


收敛 ,这样 ,{ co,} 不 能 收敛 ,除非 {a,} 也 收敛 . 即 若 {a。} 不 收敛 , 则 {f ca. R. _] 
要 求 你 在 题 69 中 证 明 下 列 定理 . 


定理 2 ”序列 的 夹 逼 定理 
设 {oan},{6,} 和 {cs} 是 实数 序列 .车 对 超过 某 一 指标 N 的 mn, 成 立 a, < b, < cc; 并且 
lim a, = lim cs = L, WEK lm... b, = L. 


定型 2 的 一 个 直接 推论 是 : 若 | b, | S Cn Hoe, -> 0, 则 由 一 Cn < b, =< C, {F b. 一 0. 下 例 中 
我 们 将 利用 这 个 事实 . 


8.1 数列 的 极限 ”639 - 


例 6( 使 用 夹 通 定 理 ) 1/n 一 0， 


(a) 由 cos n |cos n | < 1 esn o 
n n n n 
l lol 
(b) 由 十 < 方 得 入 一 0 
| A 
(由 |(-D" 工 |< 工 得 (- 1 二 一 0， _j 
n | n n 


定理 1 和 定理 2 的 应 用 通过 卜 述 定理 而 扩大 ,该 定理 说 作用 一 个 连续 函数 到 一 个 收敛 序列 
得 到 收敛 序列 .我 们 叙述 这 个 定理 而 不 子 证 明 ( 题 70). 


定理 3 ”序列 的 连续 函数 定理 | 
设 1ov} 是 一 个 实数 序列 . E a, — L, B f E — 4 fE L 连续 并 对 所 有 a, 定义 的 函数 , 则 
Fan) > FCL). 


例 7( 应 用 定理 3) ”证 明 V (n +1)/n — 1. 
解 ”我 们 已 知 (n + 1)/n 一 1. 在 定理 3 中 令 f(x) = Vx WL = 1 即 得 出 wa + DD Zn 一 
Ji = 1. | 


例 8( 序 列 {2"}) 序列 {1An} 收 敛 到 0. 在 定理 3 中 取 a, = 1/n, f(x) = 2* 和 L = 0,# 
们 看 到 2 ”= f(An) -> fL) = 2 = 1. 序 列 收敛 到 1( 图 8.4). _ 


L Hôpital 法 则 的 应 用 

下 一 个 定理 使 我 们 能 够 使 用 L'H6pital 法 则 求 某 些 序列 
的 极限 . 它 使 一 个 函数 (通常 是 可 微 的 ) 的 值 同 一 个 给 定 序 
列 的 值 相 匹 配 . 


定理 4 (1.2) 
假定 f(x) 是 一 个 对 所 有 x > no 有 定义 的 函数 ,而 
{a,} 是 一 个 对 nn > no 满足 a, = f( n) 的 实数 序列 . 则 


limf(x) = L— lma, = L. 


例 9( 使 用 L'H6pital 法 则 ) — HEHB 

. lnn 1 

oa TO 5 

# A(n x)/x 对 所 有 x > 1 定义 ,并 对 所 有 正 整 数 

同 给 定 序 列 重合 . 根据 定理 4,lim,.。(ln n)/n 将 等 于 
lim, .wm (ln x)/x, 只 要 后 者 存在 .用 一 次 洛 必 达 法 则 即 得 

im S = ies =o 
FE lim,... (In n)/n = 0. | 


1 
2 


图 8.4 ` n — = BÍ 1⁄n — 0,10 
2. 29. 
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当 我 们 使 用 L'H6pital 法 则 求 序列 极限 时 ,常常 把 n 看 作 连 续 实 变量 ,并 直接 对 n 微分 . 像 
例 9 所 做 的 那样 ,不 必 重 写 a, 的 公式 ， 


例 10{ 使 用 LH6pital 法 则 ) R lim >. 
解 根据 L’ Hôpital 法 则 (直接 对 ”微分 )， 


m 2 a 2.12 L 
Jus Cn s = >. ” 


定理 4 的 证 明 ”假定 lim, nafx) = 上. 则 对 每 个 正 数 。 存在 数 ,使 得 对 所 有 >， 
x> M =» |f(x)-L|< e. 
S N 是 一 个 大 于 MM 且 大 于 或 等 于 no 的 整数 . 则 
n> Na, = fln) 并 且 las-L|= [f(n)- L| < es. 口 


例 11( 应 用 1 Hopital 法 则 确定 收敛 性 ) ”第 ”项 为 
n + 1) ° 
n = 人 一 i) 
的 序列 是 否 收 全 ?如 果 收 合 , 求 lim, os an. 
解 ”这 个 极限 归结 为 不 定型 1” .如果 首 先 取 a, 的 自然 对 数 把 它 变 换 为 形式 0 .oo ,就 可 
应 用 L'Hôpital 法 则 ， 


Ina, = (2+) = n in( 2 十 ) 
于 是 
lim ln a, = lim nln( 2 + 7 x .0 
n" = n "= n 一 1 
(2#) 
= lim n-i 0 
n = = ]⁄n 0 
= lim =2/( n = 1) L’ Hôpital 法 则 
no ~ 1/An’ 
二 lim 7 2n = 2. 
== n" -l 
因为 In a, = 2 F f(x) = e* 是 连续 的 ,定理 3 告诉 我 们 
an = eln a, — e. 
即 序列 {fa, YY S 2 e. _ | 
常见 极限 


表 8.1 所 列 的 都 是 常见 极限 ,第 一 个 极限 来 自 例 9. 后 两 个 可 通过 代入 对 数 函 数 和 应 用 定 
理 3 求 证 ( 题 67 和 68). 保 留 的 证 明 见 附录 7. 
例 12( 用 表 8.1 KRR) 


l 2 
(a) aD) - ing >2-0=0 公式 1 


n 
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(b) Jn? _ n?” 一 (nY — (1)2 = 1 公式 2 


(c) V3n = 3 "(nt")->1.1=1 公式 3 中 令 x = 3 和 公 
中 


5. lim (1+ 2): 任何 x 
公式 (3) ~ (6) BR,” n — œ 时 ,x 保持 固定 


习题 8.1 


求 序列 的 项 

题 1 ~ 4 给 出 序列 {a,} 的 第 n Ya, 的 公式 , 求 ai, 0, 03 和 üa 的 值 . 
l-n 1 (— 1)"*! 

la, = a 2an = 7 3.a, = 5n I 

求 序列 的 公式 


在 题 5 ~ 12 中 , 求 序 列 第 ”项 的 公式 


5. 序列 1,，- 1,1，- 1 … 1 带 交 替 的 正人 负 符 号 


6. 序列 1, - 4,9, =- 16,25,… 正 整 数 的 平方 带 交 替 的 正人 负 符 号 
7. 序列 0,3,8,15,24,… 正 整 数 的 平方 减 1 
8. 序列 -3，- 2，- 1,0,1::: 从 -3 开始 的 整数 
9. 序列 1,5,9,13 ,17,… 相隔 一 个 的 奇 整数 
10. 序列 2,6,10,14,118,… 相隔 一 个 的 偶 整 数 


11. 序列 1,0,1,0,1,… 1 和 0 交替 


12. 序列 0,1,1,2,2,3,3,4， 每 个 正 整 数 重复 
求 极 限 

题 13 ~ 56 中 哪些 序列 收敛 ?哪些 序列 发 散 ? 求 收敛 序列 的 极限 . 
13.a, = 2+ (0.1)" 14.a, - 1 
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] - Sn’ n? -2n+1 n+3 
= I on = men + 18.a, = M 
16. a, = nf + 8n 17. an n-l Cn Z Aa Sn+6 
1 + 1 1 
19.a, = 1 + (= 1)" 20.o = (- DÍ -过 21.a, = (7 G- +) 
coi - 2n = sin( Z+ +) 
22. a, = I 23.a, = T +1 24.a, = sin 2 + 
. ，2 
sin zn sin nn n 
= 一 -一 . = 一 一 一 27. = — 
25. a, " 26. a, z a, 2" 
28. a, = ln (n= D 29.a, = Inn 30.a, = I n- I(n + 1) 
Vn n 
31.a, = (1 + =) 32.a, = (1 - +) 33.a, = V l0n 
Mn 
34. a, = Vn 35.a, = (>) 36.a, = (n + 4) (nT 4) 
» pa ! _ 
37.a, = v 4"n 38.a, = V 32n+1 39.a, = Zi (提示 : 同 l/n 比较 ) 
n 
_ n ' ! 
0. = C2 4.a, = =: 42.a, = 一 
n n? 106" 2". 3" 
lQn n) n n 
43.a, = (>) 4.a, = In(1+ 二) 45.a, = ($) 
n n 3n - 1 
n n x’ l/a 1 n 
4.a, = (=) 47.a, = (二 i) > x >Ü 48.a, = (1-5) 
n, R’ 2 
49.a, = = < 50.a, > ka Sl.a, = tan-ln 
11 1 n 
52.a, = —tan"!n 53.a, = (+) + 54.a, = n?n 
3 t > 
(In n)’ => 
55. a, = — 一 一 S6.a, = n-—- V n° -n 
V 
: se 
极限 的 计算 器 探究 


在 题 57 ~ 60 中 , 作 以 下 实验 :用 计算 器 求 使 不 等 式 对 所 有 n > N 成 立 的 NN. 假 设 下 述 不 等 式 是 由 序列 极限 形 
式 所 定义 ,每 个 题 中 的 序列 是 什么 ? 它 的 极限 是 多 少 ? 


57. | 075 - I| < 10° 58. |n 1| < 103 
59.(0.9)" < 10° 60.(2"/n1) < 107 
理论 和 例子 


61. 一 个 有 理 数 序列 描述 如 下 : 
l 3 7 17 .a a+2b 
1255122 ba+t+b’ 
这 里 分 子 形成 一 个 序列 ,分 母 形 成 一 个 序列 ,而 它们 的 比值 形成 第 三 个 序列 . 设 x, 和 加 分 别 是 分 数 m = 
x, Z y, 的 分 子 和 分 母 . 
(a) 验证 < - 2y =- lar - 2y2 = + 1, 更 一 般 地 ,车 a? -2b = -1 或 + 1, 则 分 别 有 
(a+20) -2(a+b =+1 È -1 
(b) 当 n 增加 时 ,分数 m = xy 六 趋 于 一 个 极限 .极限 是 多 少 ?( 提 示 :利用 (a) WE r - 2 = + (1/y,)2 #ll 
yr PF n.) 
62. (a) 假设 A(x) 对 -0,1] 中 的 所 有 x 可 微 并 且 f(0) = 0. 由 a, = nf(1/n) 定 义 序列 { a,} .证明 lim, .wa, = f’ (0). 
利用 (a) 的 结果 , 求 下 列 序列 {a} 的 极限 . 


习题 8.1 + 643 > 


63. 


65. 


. nH n 次 根 


(b)a, = n tan"! + (cja, = n(e!? _ 1) (d)a, = n f1 + =) 
毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ZERRAK AREARE mH, WR a bl = c2. ËP a 
是 奇 正 整数 ,并 令 


[EJ wo f 
分 别 是 a?/2 的 下 整数 部 分 和 上 整数 部 分 . 


(a) 证 明 a? + b= CORR: S a = 2n + 1 并 用 n Rb filc.) 
(b) 通过 直接 计算 或 借助 图 形 , R 


(a) 证 明 lim, ne (2n) = 1, 并 利用 Stirling 逼近 ( 见 第 7 章 ) 证 明 
Vn!) ~ _ 对 大 数值 的 n. 第 63 题 图 


(b) 在 你 的 计算 器 允许 范围 内 对 a = 40,50,60,… 验证 (a) 中 的 通 近 . 
(a) 假定 对 任意 正 数 c ,lim,..。 (1/n°) = 0, 证 明 对 任意 正 数 c, 


lim #2 -0 


(b) 证 明 对 任意 正 数 c 有 lim,... (1⁄n°) = 0. ER :# e = 0.001 而 c = 0.04, HWE |1/n -0| < e 4 
n> N 时 成 立 ,N 有 多大? 


. 拉链 定理 。 证 明 序 列 的 “拉链 定理 " :车 {a,} 和 {5} 都 收 化 到 工 , 则 序列 


a bisa, b2, , anb 


— 


EAE L. 


.证 明 lim，。 Va = 1. 

.证明 lim, .wx!" = 1(x > 0). 

. 证 明定 理 2. 

. 证 明定 理 3. 

. 收敛 序列 的 项 变 得 任意 接近 证明: 若 {as} 是 一 个 收敛 序列 , 则 任意 正 数 6 对 应 一 个 整数 N ,使 得 对 所 有 


m,Äl n, 


m>N 和 n > N, |an- a,| < e€. 


. BIR Ay — k ”证明 序列 的 极限 是 唯一 的 . 即 证 明 若 两 数 L 和 L 使 得 a, -> Li fü a, > La, A L = L. 
n. 
74. 


证 明 数 列 {a,} 收 敛 于 0 当 且 仅 当 其 绝对 值 数 列 { | an| HAF o. 
改进 汽车 生产 ”根据 华尔街 期 刊 1992,12 H 15 日 一 期 首页 的 一 篇 文章 透露 ,福特 汽车 公司 生产 普通 汽车 


的 冲压 件 耗 费 工时 从 1980 年 估计 的 15 工时 下 降 到 了 现在 的 7 二 工时 ,而 且 本 仅 需 用 3 十 工时 . 


福特 自 1980 年 以 来 平均 耗 时 每 年 减少 6% . 如果 保 持 这 个 速率 ,从 1992 年 起 ,第 n 年 后 福特 将 用 大 约 
S, = 7.25(0.94)" 


小 时 生产 普通 汽车 的 冲压 件 .假定 日 本 仍 保持 每 辆 汽车 用 3 二 小 时 , 几 年 以 后 ,福特 将 赶 上 日 本 ?用 两 种 


方法 来 求 : 
(a) 求 序列 S, 的 小 于 或 等 于 3.5 的 第 一 项 . 


MÜ (5) E Ae) = 7.25(0.94)" 的 图 形 并 使 用 Trace 找到 图 形 和 直线 y = 3.5 的 交点 . 


w 
寻找 收敛 和 发 散 的 征兆 


使 用 CAS 对 题 75 - 84 中 的 序列 执行 下 列 两 个 步骤 . 
(a) 计算 并 郴 出 序列 的 前 25 项 .序列 显得 收敛 还 是 发 散 ? 如 果 它 收敛 ,极限 二 是 多 少 ? 
(b) RIF plik S , 求 整数 w .使 得 对 请 > NA |a- 上 | < 0.01. 为 使 序列 的 项 进 人 工 的 0.0001 邻 域 ,你 必 
MA: £ ue 


75. a, = Vn 76. a, = (i + 2-5) 77.a, = sinn 78.a = nsin 二 

79.a, = =n r 80.a, = ma 81.a, = (0.9999)" 82. a, = 123456!" 
g" nt! 

83. a, = ni 84.a, = 1 


子 序列 .有 界 序列 和 皮卡 方法 


l 


子 序列 。 单调 有 和 寞 序列 + $ 习 地 定义 序列 。 求 根 的 皮卡 (Picard) 方法 


本 节 继 续 对 序列 收敛 和 发 散 的 研究 . 


子 序列 
如 果 一 个 序列 保持 其 次 序 出 现在 另 一 序列 中 , 则 称 第 -个 序列 为 第 二 个 序列 的 子 序列 . 


例 1 正 整数 的 子 序列 

(a) 偶 整 数 子 序列 :2 ,4,6，…,2m，… 

(b) 奇 整 数 子 序列 :1 ,3,5,… ,2n,… 

(e) 素数 子 序列 :2,3,5,7.11,… o] 


基于 两 个 理由 子 序 列 是 重要 的 : 
1. 如 果 一 个 序列 收敛 到 工 , 则 它 的 每 个 子 序列 收敛 到 工 . 如 果 我 们 知道 一 个 序列 收 伍 .就 
可 通过 考察 一 个 特殊 的 子 序列 迅速 求 得 和 估计 它 的 极限 . 
2. 如 果 一 个 序列 {fas} 有 一 个 子 序列 发 散 , 或 者 有 了 两 个 子 序列 收敛 到 不 同 的 极限 , 则 
{oj 发 散 .例如 ,序列 {(- 1)"} 发 散 , 因 为 奇数 项 序列 - 1，- 1. -1,… 收 化 到 -1, 而 
偶数 项 序列 1,1,1,… 收敛 到 1, 两 极限 值 不 同 . 
子 序 列 还 提供 观察 收敛 性 的 新 方法 .一 个 序列 {a,} 的 尾部 是 由 一 个 序列 从 某 个 指标 NN 开 
始 的 项 组 成 的 子 序 列 . 换 句 话说 ,一 个 尾部 是 由 集 { a, i nz N} 组 成 的 子 序列 .说 a, > 4 的 另 
一 方式 是 说 围绕 /上 的 每 ~--e 区 间 包 含 该 序列 的 一 个 尾部 . 
注 : 一 个 序列 的 收 仇 与 发 散 与 该 序列 的 开头 无 关 . 它 仅 依赖 其 尾部 的 状况 、 


8.2 子 序 列 \ 有 界 序 列 和 皮卡 方法 ` 645 > 


单调 有 界 序列 


定义 ” 非 减 , 非 增 ,单调 序列 f 

一 个 序列 {a,} 具 有 对 所 有 nm,a, < al 这 一 性 质 , 则 称 为 非 减 的 ; 即 a, < a, < as < °°: 
称 它 为 非 增 的 ,如 果 对 所 有 n,a, el. 如 果 一 个 序列 是 非 减 的 或 非 增 的 , 则 称 为 是 单 
调 的 . 


CD-ROM B2 单调 序列 
WEBsite (a) 自然 数 序列 1,2,3,…,n,… 是 非 减 的 . 
历史 传记 W Fl... a 是 非 减 的 ， 
: Fibonacci 3 3 3 3 . 
s (110 1340) (c) 序列 g gp 7， 是非 增 的 ， 
(d) 常数 序列 {3} 既是 非 减 的 ,也 是 非 增 的 . _ | 
例 3( 一 个 非 减 序列 ) ”证 明 序列 
n- |1 
Qn = n+l 


是 非 减 的 . 
解 (a) 我 们 来 证 明 n > l,a, < anp BI 
n-1 (n+1)-1 
n+l S(n+1) +1' 
不 等 式 等 价 于 交叉 相 乘 所 得 的 不 等 式 : 


n — 1 (n+1)-1 n-1 n 


n+l S (n+) +1?n+15n42 


eln- l)(n+2)sg nln + 1) 
en +n -2< n: +n 
<- 2 < 0. 
因为 - 2 < 0 成 立 , 有 a, < ai, 因此 序列 {a*} 是 非 减 的 . 
(b) 证 明 {a。} 是 非 减 的 另 一 方法 是 定义 J(n) = a, 并 验证 /'(x) > 0. 在 本 例 中 ,An) = 
(n ~ 1)/(n + 1), 


œ) = (1) 


T dx\x+l 


_ (x +1)(1) — (x - 1)(1) 
_ (x + 1)° 


商法 则 


2 
= — > 0 
(x+1) > 


因此 ,/ 是 一 个 增 函 数 ,于 是 f(n+1) > fn), E ani S a. _ | 
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定义 ”有 上 界 的 ,上 界 , 有 下 界 的 ,下 界 , 有 界 序列 
一 个 序列 fas} 是 有 上 界 的 , 如 果 存 在 一 个 数 1 ,使 得 对 所 有 的 n,a < M. M 称 为 
{ow} 的 一 个 上 界 .一 个 序列 {as} 是 有 下 界 的 ,如 果 存 在 一 个 数 m ,使 得 对 所 有 的 n,a, >= 


m. 数 m 称 为 {6} 的 一 个 下 界 . 如 果 一 个 序列 fo 既是 有 上 界 的 ,又 是 有 下 界 的 , WJ 
{ an} 是 有 界 序列 . 


例 4 应 用 有 界 性 定义 
(a) 序列 1.2,,3, e.n, BER, MES FA mel 


ard 2 3 1 
(b) 序列 了 ,了 a n 1 fL M = 1 且 有 下 界 m = >: 


(e) 序列 - 1,2，- 3,4，… 机 EAER, WULFF. | 


我 们 知道 并 非 每 个 有 界 序列 都 收敛 ,比如 序列 a, = (- 1)” 有 界 (- 1 < a, < 1) 但 发 散 . 
另外 ,也 不 是 每 个 单调 序列 都 收 伍 ,比如 自然 数 序 列 1 ,2,3,…,n,… 是 单调 的 ,但 它 发 散 . 然 
而 ,如 果 一 个 序列 同时 是 有 界 的 和 单调 的 , 则 它 必 定 收敛 .这 一 事实 总 结 在 下 列 定理 中 . 


定理 5 单调 序列 定理 
每 个 单调 有 界 序列 是 收敛 的 . 


8.5 ”如果 一 个 非 减 序列 的 项 有 
- 一 个 上 界 M, 4— TE L < M. 


我 们 不 证 明定 理 5, 图 8.5 帮助 我 们 理解 为 什么 它 对 一 个 单调 不 减 有 上 界 的 序列 为 真 . IN 
为 序列 不 减 又 不 能 走 到 M 上 方 ,其 项 必然 集中 在 某 数 工 < M 的 附近 . 


例 5 ”应 用 定理 5 
(a) 非 减 序列 { 2 


是 收敛 的 ,因为 它 有 上 界 M = 1 事实 上 ， 


. n 
lim —— = li 
n 


l 
M un +l `, 1 + (1⁄n) 


-i 
l =l, 
因此 序列 收 全 到 L 


onaf l JAER n O MIAD EAA L , = 0. _] 


8.2 FFI AAFF TREY A < 647 >» 


递归 地 定义 序列 

前 面 我 们 研究 的 序列 都 是 从 n 的 值 直接 计算 每 个 a,. 但 序列 还 经 常 如 下 递归 地 定义 ， 

1. 给 定 开 始 一 项 或 几 项 的 值 ， 

2. 给 定 一 个 从 前 面 的 项 计算 其 后 面 的 项 的 规则 ,该 规则 称 为 递归 公式 . 

注 :递归 公式 时 常 出 现在 计算 机 程序 中 和 欧 拉 方法 这 类 求解 微分 方程 的 数值 算法 中 . 

注 : 阶 匀 记号 ml( 的 阶乘 ") 表示 从 1 至 nn 的 整数 的 乘积 1.2.3.n., 注 意 (n + 1)! 
= (n+1)， nl, 于 是 41 =1.2.3.4=24, 而 51 = 1:2:.3.4:5 = 5:4! = 120. 我 们 定 
义 0! 为 1, 阶 乘 增长 甚至 比 指数 函数 快 ,正如 下 表 所 显示 的 . 


n e" 舍 入 值 n! 
1 3 l 
5 148 120 
10 22026 3628800 
20 4.9 x 10 2.4 x 108 


例 6 递归 地 构造 序列 

(a) 语句 a = 1 和 a = a,_1+1 定 义 正 整数 序列 1,2,3,…,n,…. 由 a = 1 我 们 得 a, = 
al+1=2,a= a, + 1 = 3, 等 等 ， 

(b) 语句 o = 1 和 a, = n: a,i 定义 阶乘 序列 1,2,6,24,…,n!,…. 由 a = 1, 我 们 得 
az=2'a=2,a=3' oa = 6,a, = 4: a, = 24, 等 等 . 

(c) 语句 al = 1,a = 1 和 am， = a, + ao 定义 Fibonacci 数 的 序列 .由 al=1 和 co， =1 
我 们 得 o = 1+1=?2,ao=2+1=3,ay=-3+2-5, 等 等 . 

(d) 正如 我 们 应 用 Newton 法 时 所 看 到 的 ,语句 xo = 1 ffi xl = x, — [Csin x, — x?) 


n 


/(cos x, - 2x,)] 定义 一 个 序列 , 它 收 化 到 方程 x - < = 0 的 解 . _ 
求 根 的 Picard 方法 

解 方 程 
CD-ROM f(x) = 0 (1) 


WEBsite 的 问题 等 价 于 解 方程 
历史 传记 g(x) = xz)+Y = x 
Charles Émile picard ”的 问题 ,后 一 方程 从 方程 (1) 两 边 加 x 得 到 .经 过 这 一 简单 的 变换 ,我 
(1856— 1941) 们 就 使 方程 (1) 转化 成 了 在 计算 机 上 用 威力 强大 的 Picard 方法 可 解 
的 形式 . 
如 果 g 的 定义 域 包含 g 的 值 域 , 我 们 可 以 从 定义 域内 任 一 点 xo 
开始 ,重复 用 g 作用 , 便 得 到 
xi = g(x0), x, = g(x), x, = glx), 
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在 我 们 即刻 要 叙述 的 一 些 简 单 的 限制 之 下 ,由 递归 公式 rp = zg(x,) 产生 的 序列 将 收敛 到 一 
个 满足 g(x) = x 的 点 x. 这 个 点 满足 方程 f(x) = 0, 这 是 因为 

J(x) = g(x)-— x = x —- x = 0. 
满足 g(x) = x 的 点 称 为 g 的 不 动 点 .从 上 面 的 方程 我 们 看 到 z 的 不 动 点 正 是 /的 根 . 


例 7( 检 验 Picard 方法 ) ” 解 方程 x+ 3 = x. 
解 由 代数 知 解 是 x = 4. 为 应 用 Picard 方法 ,我 们 取 
g(x) = Tx +3, 
选择 一 个 出 发 点 ,比如 xo = |, 并 计算 序列 = g(x,) 的 前 几 项 . 表 8.2 把 结果 列 成 了 表 .在 
第 10 步 ,得 到 原 方 程 的 解 ,误差 大 小 小 于 3 x 10-5. 
表 8.2 从 xo。 = 1 开始 的 g(x) = (1⁄4)x + 3 的 递归 迭代 x。 = 1 


YL = gCarn) = (1⁄4)x, + 3 


a = g(x0) = (1⁄4)(1) + 3 = 3.25 
3.25 xx = g(x1) = (1⁄4)(3.25) + 3 = 3.8125 
x, = 3.8125 x3 = g(x) = 3.953125 


xs = 3.953] 25 x4 = 3.98828125 


‘s = 3.997070313 
= 3.999267578 

c7 = 3.99816895 
3 99954224 

3. 99988556 

xio = 3.99997139 


图 8.6 显示 解 的 几何 .我 们 从 x。= 1 开始 并 计算 
第 一 个 值 glx). 这 成 为 第 二 个 x 值 x. 第 二 个 y Ë 
g(x1) 成 为 第 三 个 x* Ar, FF AERA 4 
H, EM xo = 1 出 发 ,上 移 到 (xo,g(x0)) = 
( xo, x1) ,移动 到 xl 再 上 移 到 (xi,g(xz), 如 此 下 
去 .路 径 收 化 到 一 个 点 ,在 这 儿 g 的 图 形 和 直线 y = x 
相交 ,在 交点 处 ,g(x) = x. o| 


例 8( 使 用 Picard 方法 ) ” 解 方程 cos x = x. 
解 我 们 取 g(x) = cos x ,选择 xo = 工作 为 出 发 
点 并 使 用 递归 公式 x,,， = g(x,) 求 得 
xo = l, xí = cosl, x, = cos( xi)，… 


在 计算 器 处 于 弧度 模式 时 ,首先 键入 1, 再 重复 按 余弦 


图 8.6 方程 g(x) = (1⁄4)x +3 = x J z + 
解 .( 例 7) 


习题 8.2 .649 - 


键 ,我 们 可 以 作 S$0 步 或 更 多 步 逼 近 . 当 在 显示 的 小 数位 数 的 范围 内 cos x = x 时 ,显示 的 数字 就 
不 再 改变 . 

你 亲自 照 工 面 说 的 试 一 试 . 当 你 不 断 取 余 弦 时 ,递归 逼近 值 交替 超过 或 低 于 不 动 点 x = 
0.739085133…. 

从 图 8.7 看 到 逼近 值 按 这 种 方式 振动 ,这 是 因为 表示 上 述 过 程 的 路 径 围 绕 不 动 点 回旋 .| 


y 
y 
4 T The fixed point of 
| ga) = 4x -12 is 
t x= 4. 
1 
| 
l Y 
45 
xo 0 
(l 
I 
坐标 是 舍 入 值 + 
图 8.7 从 x。 = 1 开始 的 cos x = x 的 皮卡 方 图 8.8 对 g(x) = 4x - 12 应 用 Picard 方 法 
法 给 出 的 解 . (BJ 8) 求 不 出 不 动 点 ,除非 xo 自己 是 不 动 点 . (fJ 9) 


例 9( 使 用 Picard 方法 解 方程 可 能 失效 ) Picard 方法 不 能 解 方程 
g(x) = 4x - 12 = x. 
正如 图 8.8 所 表明 的 ,除非 <o = 4 是 解 本 身 ,xo 的 任何 选择 产生 一 个 离 解 愈 来 愈 远 的 发 散 


序列 . —! 


例 9 中 的 问题 症结 在 于 直线 y = 4x - 12 的 斜率 超过 直线 y = x 的 斜率 1. 反 之 , 例 7 的 过 
程 正常 是 由 于 直线 y = (1⁄4)x + 3 的 斜率 数量 上 小 于 1. 高 等 微 积分 的 一 个 定理 告诉 我 们 ,如 
果 g'(x) 在 一 个 闭 区 间 /连续 ,1 含有 方程 g(x) = x 的 一 个 解 ,并 且 在 TE|g'(x)|<1, 则 xo 
在 7 内 部 的 任 一 选择 都 导致 一 个 解 . 


习题 8.2 

求 递归 定义 的 序列 的 项 

题 1-6 的 每 一 个 给 出 序列 的 一 项 或 两 项 并 随 之 给 出 对 其 余 项 的 递归 公式 . 写 出 序列 的 前 10 项 . 
l.an = l, a, = a((1⁄2") 2.a = 1, apg = a/n + 1) 


3.a = 2, ap = (- 1)"t'a 2 4.a; = 2, a = na,/(n + 1) 
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5.a = = l, d= Qnal + a, 6.a =2, ap=-~l, a = anrl G, 
加 7. Nemon 方法 产生 的 序列 ”应 用 到 一 个 可 微 函 数 f(x) 的 Newton 方法 ,从 一 个 初始 值 xo 开始 构造 序列 
{ xz 上 ,该 序列 在 适当 条 件 下 收敛 到 的 零点 .序列 的 递归 公式 是 
(a) 


asi T G C f(x.) 
(a) 证 明 对 fx) = x° oana > 0, 递 归公 式 可 以 写成 zi = (x, + a/x,)/2. 
(b) 为 学 而 写 从 xo=1 和 oa=3 开 始 , 计 算 序 列 相 继 各 项 ,直到 显示 开始 重复 .序列 逼近 什么 数 ? 作 出 
MEFE. 
加 8.( 题 7 的 继续 ) a RE a = 3 重 做 题 7 的 (b). 
Eo. Newton 方法 ”下列 序列 来 自 Newton 方法 的 递归 公式 ( 见 练习 7). 
序列 是 否 收 仇 ? 如 果 收 敛 , 收 敛 到 什么 值 ?在 每 个 情形 ,首先 识别 产生 该 序列 的 函数 f. 


ñ 
xn = 2 x 


n ， 
a)xo = ! x = x, 一 = — + — y 
(a) xo ， n+l n 2x, 5 x, A 
tan x, 一 1 
(b)xo = l, Xn = xn 一 一 一 一 一 一 
Sec x, 
(c)xx = l, x,a = x, - 1 


EW 10. -2 的 递归 定义 如 果 你 从 x，= 1 开始 ,按照 规则 <a = x. + cos 
xl 定义 后 续 的 项 ,就 会 得 到 一 个 迅速 收敛 到 rz2 的 一 个 序列 . 
(a) 试 一 试 . 

(b) 利用 右 图 解释 为 什么 收敛 如 此 迅速 . 


> X 


第 10 B q 
理论 和 例子 
在 题 11 - 14 中 ,确定 序列 是 否 是 非 减 的 以 及 是 否 是 有 上 界 的 . 
3n+l _ (2n + 3)! 
lla = TT 12.a, = (Ti 
B. a, = 2 Ma, =2- 二 - >” 
在 题 15 - 24 中 ,哪些 序列 收敛 ?哪些 序列 发 散 ?给 出 你 的 回答 的 理由 . 
15.a, = 1 L 16.a, = n- L 17.a, = 二 二 上 
n n 2" 
2" -1 a n +1 
18.a, = ~ 9.a, = ((- Ds + D [2 22) 


20. 一 个 序列 的 第 一 项 是 X 三 cos(1) ,下 一 项 x, 二 x) 或 xa = cos(2) , 视 寻 个 大 而 定 ,而 X3 = t> PK x> = cos(3), 
视 哪 个 大 而 定 .一 般 地 


Xas = max Íx,,cos(n + 1)}. 
2.a, = 741 2.a, = Lt y 2n 
n Vn 
n n+l n 
23.o = SE 24.4 = UL 3" 
2 4" 


25. 极限 和 子 序列 ”证明 如 果 一 个 序列 { as 的 两 个 子 序列 有 不 同 的 极限 霹 2 a Wian l AK. 
26. 奇 和 侦 指 标 ”对 一 个 序列 {a,}, 带 偶 指 标的 项 表示 为 ay , 带 奇 指标 的 项 表示 为 an. ERE an> L, B 


Aak > L, l| G, > L. 


Picard 方法 
使 用 Picard 方法 解 题 27 - 32 中 的 方程 . 


t 
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27. Vx = x 28.x = x 29.co0s x + x = Ü 

30.cosx = x +! 31.x - sinx = 0.1 32.vVx = 4- V1l1+x( 提 示 ; 两 边 先 取 平方 ) 

33. 使 用 Picard 方法 解 方程 Vx = x, 可 求 得 解 x = 1, 但 求 不 出 解 x = 0. 为 什么 ?( 提 示 : 同 时 画 出 y = x fly = 
Vx 的 图 形 .) 


34. 从 | xo | 1 出 发 使 用 Picard 方 法 解 方 程 x* = x 可 求 得 解 x = 1, 但 求 不 出 解 * = 0. 为 什么 ?( 提 示 : 同 时 画 
H y = <* fll y = x 的 图 形 .) 


€ 计算 机 探究 


考察 递归 定义 的 序列 的 收敛 性 
使 用 CAS % B 35 和 36 中 的 序列 执行 下 列 步 又. 
(a) 计算 并 随后 画 出 序列 的 头 25 项 .序列 是 否 显 得 有 上 界 或 有 下 界 ? 如 果 它 收敛 ,极限 工 是 多 少 ? 
(b) WREIK RER N, 使 得 对 有 >> N, | an- L| < 0.01. 从 什么 地 方 往 后 ,序列 的 项 距离 工 小 于 
0.0001? 


35.a, = 1, al = an+ ç: 36.a; = 1, a = a, + (—- 2)" 
37. 复 利 息 存款 和 提 款 如果 你 投资 数量 为 40, 固 定年 利率 为 ,每 年 分 m 次 计算 复 利 ,在 每 个 复 利 周 期 末 在 


帐户 中 追加 一 个 固定 数量 5( 或 从 帐户 取出 ,如 果 b < 0), 则 在 n + 1 个 复 利 周期 后 你 的 资金 总 额 是 
Ån = (+Z), + b. (2) 
m 


(a) 如 果 Ao = 1000,r = 0.02015,m = 12, 而 5b = 50, 计 算 并 画 出 头 100 个 点 (n,4,). 在 第 5 年 末 你 的 帐户 
中 的 钱 有 多 少 ?{4,} 是 否 收敛 ?{4,} 是 否 有 界 ? 

(b) 对 Aó = 5000,r = 0.0589,m = 12 和 65 = -50, 重 做 部 分 (a). 

(c) 如 果 你 在 一 个 存款 单 (CD) EFA 5000 元 ,年 利率 4.5% ,每 年 按 季 度 计算 复 利 ,在 CD 上 不 再 进一步 投 
入 ,大 约 过 多 少年 你 将 有 20000 元 ?如 果 CD Ë 6.25% ,又 需 多 少年 ? 

(d) 可 以 证 明 对 任何 & 宇 0 对 (a) 中 的 ho,r,m 和 45, 方程 (2) 定义 的 序列 满足 关系 


as [i z) (a + b). 5. (3) 


比较 (2) 和 (3) 定义 的 两 个 序列 的 头 50 项 ,可 确信 这 一 结论 .由 直接 代 人 证 明 方程 (3) 中 的 项 满足 递归 公式 (2) 
38. 逻辑 斯 详 差 分 方程 和 分 岔 。 递归 公式 
Ga = ra,(l ~— an) 

称 为 逻辑 斯 谤 差分 方程 ,当初 始 值 co 给 定时 ,此 方程 定义 序列 {a,}. 本题 中 ,我 们 在 区 间 0 < a < 1 

ao 比如 ao = 0.3. 

(a) 取 r = 3/4. 对 序列 的 头 100 项 计算 并 画 出 点 ( n.a,) . 它 看 起 来 是 否 收 剑 ? 极 限 看 起 来 是 否 依赖 a, 的 选择 ? 

(b) 在 区 间 1 < r < 3 选择 r+ 的 值 ,重复 (a) 的 过 程 .确保 靠近 区 间 端 点 选择 几 个 点 .描述 你 在 图 中 观察 到 的 
序列 的 状况 . 

(e) 现在 对 接近 区 间 3 < r < 3.45 端点 的 + 的 值 检查 序列 的 行为 .转换 值 : = 3 称 为 分 岔 值 ,而 在 该 区 间 
的 序列 的 新 行为 称 为 吸引 2 - 循环 .解释 为 什么 这 合理 地 描述 了 序列 的 行为 . 

(d) 接着 对 接近 区 间 每 个 3.45 < r < 3.54 和 3.54 < r < 3.55 的 端点 的 + 的 值 考察 序列 的 行为 . 画 出 序列 
的 头 200 项 .用 你 自己 的 话 描述 在 为 每 个 区 间 画 出 的 图 形 中 观察 到 的 序列 的 行为 .其 中 包括 每 个 区 间 
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序列 显示 出 围绕 多 少 值 振动 ? 值 r = 3.45 和 值 r = 3.54( 精 确 到 两 位 小 数 ) U 8 y y E, N A PE SJ 89 
行为 在 跨 过 这 些 值 时 改变 . 

(e) 还 有 更 有 趣 的 情况 .实际 上 存在 一 个 分 倪 值 的 增加 序列 3 < 3.45 < 3.54 <c < c, < cu<c 和 ,使 得 
对 co < r < e, BR HR PRP S] a Pga 个 值 稳定 扰动 ,你 为 吸收 ?循环 ,并 分 岔 序列 有 上 界 
3.57( 从 而 收敛 ). 如果 你 取 r 的 值 小 于 3.57, 你 会 看 到 某 类 的 2"” - 循环 . 取 r = 3.5695 并 画 300 个 点 . 

(f) 让 我 们 看 -看 当 + > 3.57 时 发 生 什 么 l = 3.65 ,计算 疾 画 出 {as 的 头 300 项 .观察 序列 的 项 怎样 以 
不 可 预见 的 混沌 方式 江 游 . 

g) 对 = 3.65, 选 择 wo 的 两 个 接近 的 出 发 值 , 比 如 ao = 0.3 和 ao = 0.301. 计 算 并 画 出 由 每 个 初始 值 确 
定 的 序列 的 头 300 个 值 .比较 在 你 的 图 中 观察 到 的 行为 .在 多 远 处 两 个 序列 的 对 应 项 互相 离开 ?对 + = 
3.75 重复 这 一 探索 .是 否 看 到 图 形 随 uo 的 选择 而 不 同 ? 我 们 说 逻辑 斯 谤 序列 对 初始 条 件 a 是 敏感 的 . 


级 数 与 部 分 和 。 几何 级 数 。 发散 级 数 。 发 散 级 数 的 第 ”项 判别 法 + 添加 或 取消 项 。 
重新 编号 。 级 数 的 组 合 
在 数学 和 科学 中 ,我 们 时 常 把 函数 写成 无 穷 多 项 式 ,比如 


1 2 3 n | 
T 1 taton a < 


〈 随 着 本 章 的 继续 我 们 将 看 到 这 样 做 的 重要 性 ). 对 < 的 任何 允许 值 ,我们 把 无 穷 个 常数 的 和 
作为 多 项 式 的 值 .这 个 和 我 们 称 为 一 个 无 穷 级 数 .本 节目 的 是 让 大 家 熟悉 无 穷 级 数 ， 


级 数 与 部 分 和 

关于 级 数 的 的 第 一 件 事情 是 它 不 简单 地 是 加 法 的 一 个 例子 .实数 加 法 是 二 元 运算 ,这 意味 
着 我 们 一 次 加 两 个 数 .1 + 2 + 3 作为 加 法 有 意 -理由 是 我 们 可 以 任意 把 数组 合 再 相 加 ， 
即 加 法 结合 律 保 证 不 论 如 何 组 合 ,都 得 到 同一 个 

1+(2+3) =1+5= 6， n (1+2)+3=3+3=56. 

简 而 言 之 ,实数 的 有 限 和 总 产生 一 个 实数 (有 限 次 二 元 加 法 的 结果 ) ,但 实数 的 无 限 和 则 允 
然 不 同 .这 就 是 我 们 为 什么 需要 无 穷 级 数 的 一 个 谨慎 的 定义 . 

我 们 从 怎样 界定 像 


l+ t4 t fit 


这 样 的 表达 AMEX. 为 此 而 采用 的 方法 不 是 一 一 次 加 所 有 的 项 (我 们 也 做 不 到 ) ,而 是 从 开头 一 
次 加 一 项 ,并 考察 这 些 “ 部 分 ” 和 的 变动 模式 . 


77 ac 


IOAR a HT h 
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部 分 和 值 
第 1 项 s=] 2-1 
1 > l 
第 2 项 = = l+ y “ 
1 l L 
第 3 项 salty +% 2- 4 
1 1 ] 1 
第 4 项 mw=1+ 二 + 二 2- 向 


实际 存在 一 个 模式 .部 分 和 组 成 一 个 序列 ,其 第 n 项 
1 
- >= 


(我 们 马上 会 看 到 为 什么 ) .因为 lim, .。(1/2") = 0, 序 列 收敛 到 2. 我 们 称 

无 穷 级 数 的 和 1 + y+ 
是 否 这 个 级 数 的 有 限 项 之 和 等 于 2? 不 .我 们 事实 上 能 够 一 项 一 项 地 加 无 穷 项 吗 ?不 能 . 不过， 
我 们 还 是 能 定义 它们 的 和 为 部 分 和 当 n 一 o 时 的 极限 ,这 里 是 2( 图 8.9) .我 们 有 关 序 列 和 极 
限 的 知识 使 我 们 能 够 突破 有 限 和 的 禁 钢 来 定义 无 穷 级 数 的 和 这 一 全 新 概念 . 


s, = 2 


] 1 
4 t U t Zn + 等 于 2. 


] 1/4 
-一 一 一 
0 l 1/2 8 2 
89 当 长 度 1,1/2,1/4,… 一 一 相 加 时 和 趋 于 2 
CD-ROM 定义 “无穷 级 数 
WEBsite 给 定 一 个 数列 {a,}, 形 如 
| 历史 传记 G, + G> + G3 + '” + G, + **° 


: Blaise Pascal 的 表达 式 是 一 个 无 穷 级 数 . 数 a, 称 为 级 数 的 第 n 项 . 
£ ( 3— ) 
级 数 的 部 分 和 组 成 一 个 实数 序列 


s, = q) 
$x = G| + G> 


$3 = Ga) + a> + Q3 
n 
`` 

S, = ak 
k=1 


如 果 部 分 和 序列 当 n 一 % 时 有 一 个 极限 $ ,就 说 级 数 收敛 到 $ ,并 写成 
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G| + Gs + Gs + t + G, + = `a, = Š. 
否则 ,我 们 就 说 级 数 发 散 . 
例 下 判断 一 个 级 数 的 收敛 性 ) RR 
3 3 3 l. 2 ,... 
10+ 100 T 1000+ ` T Jo t 


是 否 收 敛 
解 这 是 写成 小 数 形式 的 部 分 和 
0.3, 0.33, 0.333, 0.3333, … 
序列 有 极限 0.3 ,我 们 识别 出 这 是 1/3. 级 数 收 全 到 和 1⁄3. _ | 


当 我 们 研究 给 定 级 数 al + a, + … + a, + … 时, 我们 不 知道 它 是 否 收敛. 不 管 哪 种 情况 ， 
下 列表 示 级 数 的 ， 符 号 是 便利 的 . 


CD-ROM É } 
"I 、 _、 当 默认 从 1 至 < 求 和 时 
Ca >. > 或 Xa. 是 一 个 有 用 的 缩写 


几何 级 数 

例 1 中 的 级 数 是 -个 几何 级 数 ,因为 它 的 每 一 项 由 其 前 -~ 项 乘 以 同一 常数 + 得 到 ,这 里 
r = 1/10. (本章 开头 的 无 穷 平分 正方 形 所 得 的 面积 级 数 也 是 几何 级 数 .) 

几何 级 数 的 收敛 性 是 无 穷 过 程 的 少数 情形 之 一 ,对 这 类 级 数 , 数 学 家 可 预先 方便 地 进行 计 
算 .让 我 们 看 看 这 是 为 什么 

几何 级 数 是 形 如 


x< 


2 一 N ` _ 
a+ar +a) + q an 2 e = > ar"! 


的 级 数 ,其 中 a Mr 是 国定 的 实数 ,并 且 a < 0. 公 比 ， TAE. 


1 1 1 ”1 
1+5+7 +l) +“, 
也 可 是 负 的 , 像 
l l ly" 
I- yt 7 + (- z) + 
如 果 |r| 1, 我 们 以 下 列 方式 确定 级 数 的 收敛 性 和 发 散 性 .从 第 n 个 部 分 和 开始 : 
sn = a + ar + ar + ttar 
rs, = ar + ar) + + ar"! + ar" s, Rr 
Sa — rs, = a - ar" rs, 减 去 s,, 右 端 大 部 分 项 消去 
s (1 — r) = a(l- r") 分 解 因 式 
s n, (r = 1). Erel YUH s 


如 果 |r| < 1,0] n— æ," oK 8.1, AR 4), FE s, — az/(1- r). WR |r| > L.N | | — e, 
从 而 级 数 发 散 . 
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如 果 r = 1 ,几何 级 数 的 部 分 和 是 


s aa+a(+ai + +a)! = na, 
由 于 lim, -os = + o ,级 数 发 散 . 如 果 ” = - 1, 因 为 部 分 和 交替 是 a 和 0, 级 数 发 散 .结果 总 结 
如 下 . 


几何 级 数 


n-l 


2 3 . | 
Q+ar+t+ar +ar ++ar +" = ar 
F 


当 |r| < 1 时 收敛 到 和 a/(1 - r) ,而 当 | >| > 1 时 发 散 . 


注 : 等 式 


2a! = 和 这， |rj < 1 


仅 当 求 和 从 n = 1 开始 时 成 立 . 


这 就 彻底 解决 了 几何 级 数 的 收敛 问题 .我 们 知道 哪 一 个 收敛 , 哪 一 个 发 散 .对 于 收敛 情形 ， 
我 们 知道 和 是 什么 .区 间 - 1 < r < 1 是 收敛 区 间 . 


例 2( 分 析 几 何 级 数 ) ”说 明 每 个 级 数 收敛 还 是 发 散 ,如 果 收 化 ,给 出 它 的 和 . 


R n-1 
(a)>;3[ 2) 
1 1 1 1 ?1 
(0 -二 +- 二 
. 2 3 k > 、 3 k-1 
(o> [ s] = 2(3) 
(本 至 + m. 
解 (a) 第 一 项 是 a = 3, 而 r = 172. 级 数 收敛 到 
3 
1- 2) = Š: 
(b) 第 一 项 是 a = 1, 而 +r = -172. 级 数 收敛 到 
1 2 


L= (- 1⁄2) 7 3: 
(c) 第 一 项 是 a = (3⁄5)° = 1, 而 r= 3/5, 级 数 收 敛 到 


1 一 
1- (3⁄5) 7 


(d) 对 这 个 级 数 ,r = x22 > 1. 级 数 发 散 . | 


5 
>: 


例 3( 跳 跃 球 ) ”你 从 a 米 高 度 让 一 个 球 下 落 到 -- 个 平 的 表面 上 . 球 每 次 落下 距离 h ME 
表面 ,再 跳 起 距离 h,r 是 一 个 小 于 ! 的 正 数 . 求 这 个 球 上 下 的 总 距离 (图 8.10). 
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(a) 


图 8.10 (a) 例 3 指出 如 何 使 用 几何 级 数 计算 一 个 跳跃 球 经 过 的 总 垂直 距离 ,假定 每 
次 弹 起 的 高 度 以 比例 系数 > 减少 .(b) 跳跃 球 的 频 闪 观测 仪 照 片 . 


CD-ROM 2ar l+ r 
Çe s = a +2ar + 2ar + 2ar) + o = a + w— ; 
-r -r 

这 个 和 是 2ar/(1- r) 


若 一 6,r = 2/3, 总 距离 是 


1 + (2/3) 5/3 ; 
sS O = 6(1%) = 30 米 . z 


例 4( 循 环 小 数 ) ”把 循环 小 数 5.232323… 表示 成 两 个 整数 之 比 . 


23 2 23 
解 5.23 23 23 3 mo ao or 
S 23 1 (了 i =) z _ 
a llasa 00) + gmt s AI 
1⁄(1-0.01) 
s 2[ 1). | 2 S 
=5 + 10010.99) = 5 + 39 = %9 a] 


我 们 对 无 穷 级 数 的 研究 刚刚 开始 ,而 对 一 整 类 (几何 ) 级 数 ,我 们 对 其 收 剑 和 发 散 了 如 指 
3 ,这 应 是 一 个 给 人 深刻 印象 的 开端 ， 


遗憾 的 是 , 像 收敛 风 何 级 数 的 和 这 样 的 公式 凤毛麟角 ,我 们 通常 必须 解决 的 问题 是 估计 级 
数 的 和 (后 面 更 多 谈 及 ). 不 过 ,下 一 个 例子 提供 可 以 直接 求 和 的 另 一 种 情况 . 
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例 5( 一 个 非 几 何 的 压缩 级 数 ) RRR limw=1 
Soa 
L n(n + 1) 
的 和 ， s ss = 5/6 
解 ”我 们 寻找 部 分 和 的 一 个 样式 ,由 它 便于 导出 s, | Ls = 4⁄5 
的 公式 .关键 是 部 分 分 式 .注意 到 4 sy = 3⁄4 
I 1 1 KET. 
k(k+1) k k+l 3252/3 
就 可 以 把 部 分 和 i 
` 1 1 1 1 2 .3 k k+l 
Or) tt + ERT) s= 10 
写成 
CE el 
去 掉 括 号 ,消去 正 负 号 相反 的 项 ,和 就 缩短 为 
i Tz 
我 们 现在 看 到 当 大 一 o 时 ,s% — 1. XW W S 3: B RE 8 8 
1( 图 8.11): 
DGE - 0 
发 散 级 数 图 8.11 例 5 中 的 级 数 的 部 分 和 


|r| 1 的 几何 级 数 不 是 仅 有 的 发 散 级 数 . 


B| 6( 识 别 一 个 发 散 级 数 ) 级 数 1-1+1-1+1-1+… 是 否 收敛 ? 
解 ”你 或 许 会 把 级 数 的 项 两 两 分 组 如 下 
(1-1) +(1-1)+(1-1)-+ 
不 过 这 种 方法 需要 无 穷 多 个 配对 ,从 而 不 能 靠 加 法 结合 律 验证 .这 是 一 个 无 穷 级 数 ,而 非 有 限 
和 .从 而 ,如 果 它 有 和 ,这 必须 是 部 分 和 序列 
1;0.1.0,1;0,1,… 
的 极限 .因为 这 个 序列 没有 极限 ,级 数 没 有 和 . 它 发 散 . _ 


例 7 部 分 和 超过 任何 界 
(a) 级 数 


æ 


Dn 


发 艇 ,因为 部 分 和 增长 超过 任何 数 L.f n = 1 之 后 ,部 分 和 = 124.9 +: + AF n. 
(b) 级 数 


Nn+tl_2,3 4 tl 
< x ` 1213 + + 


n 


nal 
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发 散 ,因为 部 分 和 可 以 赵 过 任何 预先 指定 的 数 .每 一 项 大 于 A,n 项 之 和 大 于 nn. | 


发 散 级 数 的 第 ”项 判别 法 
我 们 注意 到 如 果 级 数 >，， a 收敛 DH lim, -。 a, 为 零 . 为 明白 为 什么 ,用 $ 表 示 级 数 的 
和 ,ss = atarte + a, EAn AROA. G n BRIT, s, 和 sw- 都 接近 于 5, 于 是 它们 的 差 
a, 接近 于 鹤 .更 形式 地 
an = Sn Sa mn S S = 0. 序列 的 差 规则 
定理 6 KARKE ”项 的 极限 
ED a 收敛 , 则 a, 一 0. 


注 :定理 6 不 是 说 , 若 a —> 0,27 on KA. 3 a, ->0 时 级 数 可 能 发 散 . 


定理 6 导出 一 个 考察 例 6 和 例 7 中 的 级 数 的 发 散 性 的 判别 法 . 


发 散 级 数 的 第 n 项 判别 法 
# limo a, 不 存在 或 异 于 零 , 则 级 数 之 ”ov RE. 


例 8 应 用 第 项 判别 法 
(a) 2 RME a = =. WY alga H i, 


(ODNO 0 发散, 因 lim( - 1)"! 不 存在 . 


(0277 RM Elim z) =- 2 = 0. -| 
例 9(c, -> 0, 但 级 数 发 散 ) ”级 数 
A l l l l. 1... S S 1 
2 J 4 t 4 tata + ən t >n t t> + 
kar mas 4 项 "项 
=l+1+1+' 十 工 + 
发 散 ,虽然 它 的 项 组 成 收敛 到 零 的 序列 . _ | 
添加 或 取消 项 


我 们 可 以 对 级 数 添加 或 删 碱 有 限 项 ,而 不 改变 收敛 性 或 发 散 性 ,虽然 在 收敛 情 形 ,通常 会 
改变 级 数 的 和 .如 果 之 )， ,ov 收敛 , 则 对 任何 上 > 1.277 av 收敛 ,并 且 


` ~ 
> G, = Gl + G> + "+ Ak -i + Qp. 
n=1 nak 
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反之 ,如 果 对 任何 下 > 1.27 ,io 收敛, 则 > a kat. Ho, 


了 
n=] ” 


x` 1 1 1 1 ~ 1 
<— s" 5 tš t s t 22 s 


CD-ROM 重新 编号 
WEBsit 
只 要 保持 各 项 的 次 序 ,我 们 可 以 对 任何 级 数 重新 编号 而 不 影响 其 收敛 


历史 传记 
一 - 性 ( 见 例 2) ,为 提高 编号 的 开始 值 坟 个 单位 , 须 把 a, 公式 中 的 n EOS n- h: 
< Richard Dedekind = P 
(1831 一 1916) Jan = Š ann = G| + a, + as + °, 
为 降低 编号 的 开始 值 个 单位 , 须 把 a 公式 中 的 nn ED a + h: 
a, = > anoa = G) + G> + as + 
这 像 是 水 平移 动 . 
例 10( 重 新 编号 一 个 几何 级 数 ) ”我 们 可 以 把 开头 几 项 为 
1 1... 
+ 2 十 4 + 
的 几何 级 数 写成 
2a 1 > 1 x 1 
> 2"? 之 27-5? 甚至 < 2n+4 
不 论 编号 如 何 选取 ,部 分 和 保持 原样 . _ | 


我 们 通常 偏爱 简化 表达 式 的 编号 . 


级 数 的 组 合 
当 我 们 有 两 个 收敛 级 数 ,可 以 对 它们 逐 项 相 加 , 相 减 和 用 常数 相 乘 以 得 到 新 的 收敛 级 数 ， 


定理 7 ”收敛 级 数 的 性 质 

若 >)a = 4, >)6, = B,N 

1. MRAWD Can + b.) = Dant Db = A+ B 
2. 差 规则 > Can- b.) = Dan- D6, = A-B 
3. 常 倍数 规则 > ka, = kD a, = kA (任何 数 k). 


例 11( 应 用 定理 7) ” 求 下 列 级 数 的 和 
kaa 3n-1 _ x. 1 1 
(a) > 6"-! l = D| 一 ==) 


n=l1 
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AL 差 规 则 
Fan 275! — 6"! 
l 1 . , 
= a l = 1⁄2.1⁄6 的 几何 级 
= 1 - (1⁄2) 1 _ (1⁄6) 1 和 r 几何 级 数 
6 
= 2 -- 5 
_ 4 
5 
(b) > 2 = 42 za 常 倍数 规则 
_ 1 -ir y JL fijé 
= al Ó a = 1,r = 1⁄2 的 几何 级 数 
= 8 _ | 
定理 7 的 证 明 ”这 王 个 级 数 的 规划 从 8.1 节 定理 1 的 类 似 规则 推出 .为 证 明和 规则 , 令 
A = al+a+ "+a B= b +b + b, 


MJ Y> (a, + b.) 的 部 分 和 是 
S, =(a,+ b)+ (a; + b;) + (Ca, + b) 
=(a,+'' +a) + (b+ + b.) 
= À, + B,. 
因为 4, > 4 和 8B, -> B, 由 序列 的 和 规则 我 们 有 s. — 4 + B. 差 规则 的 证 明 类 似 . 
为 证 明 级 数 的 常 倍数 规则 ,注意 > kan 的 部 分 和 形成 序列 
S, = kaj + kay + `" + ka, = klaj + as + * + a,) = kA,, 


由 序列 的 党 倍数 规 则 它 收敛 到 kA. 


对 发 散 性 解释 定理 7 
1. 发 散 级 数 的 每 个 常 倍数 仍 发 散 ， 
2. 若 >) a 收敛 ,而 > 发 散 , 则 六 (as + b.) 和 (a - b.) 都 发 散 . 


我 们 略 去 证 明 . 


习题 8.3 


RE n 个 部 分 和 
在 题 1 - 6 中 , 求 每 个 级 数 的 第 n 个 部 分 和 的 公式 ,并 在 级 数 收敛 时 据 此 求 级 数 的 和 . 


35 9 9 S 
` 100 * 100 V 100 100" * 
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3.1 - L + L 一 + + +£ -1)"! s + 4.1-2+4-8+ + (= PPT 4 
sO 
2.31+3.41+4.57 t(n+1)(n+2) "1.27+2.31+3.4 n(n + 1) 
带 几 何 项 的 级 数 
在 题 7 - 12 中 . 写 出 每 个 级 数 的 开头 几 项 以 显示 级 数 如 何 开 始 .然后 求 级 数 的 和 . 
` (= 1)" Ë 7 {5 1 
7 之 y 8 之 和 9 [r t) 
` 5 l z 1 (— 1)" ksi 2n+1 
10 2 s) n. + 5" ) 12 >| =) 
压缩 级 数 
使 用 部 分 分 式 求 习 题 13 - 16 中 每 个 级 数 的 和 . 
E S 6 
8.27 an Dan D 14. 2 n- Dn + D 
< 40n A 2n + 1 
5.2 Qn - 1)? (2n + 1) 16. <— a(n 1)2 
求 习题 17 和 18 中 每 个 级 数 的 和 . 
Ca 1 _ 1 K 1 1 
oz ==) 18. >) (Fr ra) ~ kta TD) 
收敛 或 发 散 
题 19 - 32 中 哪个 级 数 收 伍 ? 哪 个 级 数 发 散 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 .如 果 级 数 收 伍 , 求 它 的 和 . 

S 1\” q n z 3 Z cos nz 
19. . _ n+l 2 cos nn 
>) 20 > (723) 21.27 Dhla 2. > S 
23. Xe” 24. Xin + 25.5., jx|>1 26. > H 
n=0 n=l n=0 Y n=0 

= aiy’ Spe)" =. n =, en" 
2.2! - L) 28.2 ($) 2. Xm) 30. > 
— n! < n" 
31. >, T0007 32. D 
几何 级 数 


对 题 33 - 36 的 每 个 几何 级 数 , 写 出 级 数 的 头 几 项 以 求 得 a 和 ,并 求 级 数 的 和 .然后 通过 x 表示 不 等 式 |r| < 
1, 求 使 不 等 式 成 立 从 而 使 级 数 收敛 的 x 值 . 


33. D(C D" 34. DN Da 

a=0 n=0 

CA /xly" ~ 1)" 1 7 
3s. > 3 2 ) 36. 之 2 [a =) 


在 古 37 - 40 中 , 求 使 几何 级 数 收敛 的 * 的 值 .对 这 些 x 的 值 求 级 数 的 和 (作为 < 的 函数 ). 


37. > x 38. DO (- 1)?" 
n=0 


3».2)(-7) e- a0. 20n x)’ 
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循环 小 数 

把 题 41 - 46 中 的 每 个 数 表示 成 两 个 整数 之 比 . 

41.0.23 = 0.23 23 23…- 42.0.234 = 0.234 234 234--- 
43.0.7 = 0.7777… 44.1.414 = 1.414 414 414…. 
45.1.24 123 = 1.24 123 123 123… — 46.3.142857 = 3.142857 142857--- 
理论 和 例子 


(es 47. RAREN 。 一 个 球 从 4 米 高 度 落下 .每 次 它 从 高 度 久米 处 落下 , 碰 地 面 后 跳 起 0.751 米 . 求 球 
上 下 经 过 的 总 距离. 
Ce 48. 求 题 47 中 的 球 经 过 的 总 秒 数 (提示 :公式 ;= 4.9 A t = V3749). 


49. 面积 求 和 下 图 表示 一 个 正方 形 序列 的 头 五 个 .最 外 面 的 正方 形 的 面积 是 4 米 *. 后 面 的 正方 形 由 连结 其 
前 一 个 每 边 中 点 而 得 . 求 所 有 正方 形 面 积 之 和 . 


第 49 ER El 第 50 题 图 


50. 面积 求 和 ”右上 图 表示 半圆 序列 的 头 三 行 和 第 四 行 的 一 部 
分 .第 m 行 有 2" 个 半圆 ,每 个 半径 是 1/2". 求 所 有 半圆 面积 之 
和 . 
51. REBR 。 从 一 个 称 为 曲线 1 的 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 开 
始 .在 每 边 中 间 三 分 之 一 的 线段 上 做 朝 外 的 等 边 三 角形 , 擦 去 曲线 1 
老 的 边 上 的 中 间 三 分 之 一 的 线段 内 部 . 称 展开 的 曲线 为 曲线 曲线 2 
2. 现 在 ,在 曲线 2 的 每 个 线段 中 间 三 分 之 一 的 线段 上 做 朝 外 
的 等 边 三 角形 . 擦 去 老 的 边 上 的 中 间 三 分 之 一 的 线段 内 部 ,得 
到 曲线 3. 重复 上 述 过程 得 到 平面 曲线 的 无 穷 序 列 .序列 的 极 


限 是 Koch 的 雪花 曲线 . 

这 里 是 如 何 证 明 雪花 曲线 是 一 个 无 穷 长 曲线 ,但 围 出 有 限 的 

面积 . 曲线 3 曲线 4 
(a) 求 曲线 C, 的 长 度 忆 ,并 证 明 lima L. = %. 第 51 题 图 


(b) R C, 所 围 的 区 域 的 面积 4, ,并 求 lm... An. 


习题 8.3 ”0663 ， 


52. 为 学 而 写 下 图 提供 > 《LVm2) 小 于 2 的 一 个 非 正 式 证 明 . 说 明 怎 样 进行 下 去 . (来 源 :“Convergence 
with picture”P. J. Rippon, American Mathematical Monthly ,Vol .93,No.6(1986) ,pp.476 - 478.) 


53. 重新 编号 题 5 中 的 级 数 可 以 写成 


1 s A l 
2 m Dara m DrD 
以 下 列 n 作为 开始 编号 ,重新 写 级 数 . 


(a)n =-2 (b)n = 0 (c)n = Š 
54. 为 学 而 写 ”构造 一 个 非 零 项 无 穷 级 数 ana 
(a)l (b) -3 (c)0. 


你 能 否 构 造 一 个 非 零 项 无 穷 级 数 , 使 它 收敛 到 你 要 的 任何 数 ? 做 出 解释 . 
55. 几何 级 数 R b 的 值 ,使 得 


l+e eb ke y... = 9. 


56. 修改 后 的 几何 级 数 。 对 怎样 的 + 值 ,级 数 
1+2r+r+2p+nm+2r+r5+ --" 

收敛 ? 当 级 数 收敛 时 求 其 和 . 

57. 部 分 和 的 误差 ” 证 明 收 敛 几 何 级 数 的 和 上 与 其 部 分 和 s, 之 差 (L - s.) 是 ar/(1 - r). 

58. RAAR — 求 几何 级 数 4 = Da 和 8B = >) 名 ,用 以 说 明 > ab, 收 敏 但 并 不 收 伍 到 48 

59. 逐 项 相 除 ”用 例子 说 明 ,虽然 4 = 之 )m 和 B = D b,b, REFE, > a/b, 可 能 收敛 到 一 个 不 等 于 
A/B RETH. 

60. 逐 项 相 除 MAFRA, RRD a 和 之 1 都 收敛 ,b, 不 等 于 零 , > a/b) 仍 可 能 发 散 . 

61. 逐 项 求 倒数 MRD a, 收敛 且 对 所 有 = fi a, > 0, 对 (1/a,) 能 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 ， 

62. 添加 或 取消 项 ” 往 一 个 发 散 级 数 添 加 有 限 项 ,或 从 一 个 发 散 级 数 删 碱 有 限 项 ,将 会 发 生 什么 ?对 你 的 回答 
给 出 理由 

63. 收效 和 发 散 级 数 相 加 ”如果 之 ;om 收 合 m 2 b, 发 散 ,关于 逐 项 相 加 级 数 S IC, + b.) 可 以 说 些 什么 ?对 
你 的 回答 给 出 理由 . 
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非 负 项 级 数 


积分 判别 法 。 调和 级 数 和 p - 级 数 。 比较 判别 法 。 比值 和 根 式 判别 法 


给 定 一 个 级 数 ,我 们 有 两 个 问题 . 

1. 级 数 是 否 收 敛 ? 

2. 如 果 级 数 收 敛 , 它 的 和 是 多 少 ” 

在 本 节 .我 们 研究 没有 负 项 的 级 数 .这 一 限制 的 理由 是 这 种 级 数 的 部 分 和 组 成 不 减 序 列 ， 
而 不 减 序 列 有 上 界 就 收 争 .因为 sa = sa + ana E an 0, 部 分 是 不 减 的 : 


l 
SNSB < "` < S, < $, 


< 一 


+ =< 


根据 单调 序列 定理 (8.2 节 ,定理 5), 若 {s 了 有 上 界 , 则 级 数 收敛 . 


定理 s 的 推论 
EPATRAS, a, 的 部 分 和 有 上 和 界 , 则 它 收敛 . 


这 一 结果 是 建立 本 季 中 研究 的 级 数 的 收敛 判别 法 的 基础 . 


积分 判别 法 
我 们 通过 ~- 个 例子 介绍 积分 判别 法 ， 
例 1( 应 用 定理 5 的 推论 ) ”证 明 级 数 
、 1 1 1 1 1 


全 


收敛 . 


解 RIADI 0/1 与 | A/d 的 比较 确定 其 收敛 性 .为 进行 比较 ,我 们 设想 


级 数 的 项 是 郑 数 f(x) = 1 和 的 值 ,并 且 把 这 些 值 解释 为 曲线 ，= 1/x? 下 的 矩形 的 面积 . 
下 如 图 8.12 所 指出 的 ， 


y 
A 


(AD) 


feo = 点 的 图 像 


|| eD 
/ 


/1 
32 BFO 
了 ⁄ 


o 图 8.12 例 ! 中 的 面积 比较 图 


8.4 非 负 项 级 数 ， 665 ° 


L s D c loa S 
Sa = 2 t >z t 2 + eso 


=f) + /(2) + f(3) + + f(n) 
<f(1) 让 Jda 

1: 
<1 +| yas 


<14+1 =2.， 由 7.7 节 例 3, 其 中 p= 2,) (eds = 1. 


于 是 , >)” (1⁄2) 的 部 分 和 有 上 界 2, 从 而 级 数 收敛 .级 数 的 和 已 知 是 /6 = 1.64493. 


积分 判别 法 a7 
设 {os} 是 一 个 正 数 项 序列 .假定 对 x > NW(N 是 一 个 正 整数 ), a, = fin) f Æa 的 一 个 连 


BEN AREA MARD ,os 和 积分 | /(x)dx 同时 收 全 或 同时 发 数 
证 明 ”我 们 对 N = 1 证 明 判 别 法 .对 一 般 的 NV 证 明 是 类 似 的 . 
我 们 首先 假设 /是 减 函数 并 对 所 有 使 Fn) = ov. 这 引导 我 们 观察 图 8.13(a) FREF, 


它们 有 面积 cl ,a;,…, a, 并 一 起 包含 的 面积 大 于 从 x = 1 到 x = n + 1 曲线 y = f(x) 下 的 
面积 .于 是 ， 


n+l 
| f(x)dx < aj + ax + ° + a. 


图 8.13 WESUPMUMIK0A EL BAD a, 和 积分 | f(z)dx 同时 收 伍 或 同时 发 艇 . 


在 图 8.13 中 ,矩形 从 往 右 画 改 成 往 左 画 .如 果 暂 时 忽略 面积 m 为 ai 的 第 一 个 矩形 ,我 们 看 到 
as + as + "+ ú, < | Kada. 
算 上 a1, 我 们 有 
a + a+ + G, < Q, + [ Aada. 


组 合 这 些 结果 得 
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n `n 
f(x)dx < aitat + a, < G) + | /nds. 
J1 、 


若 | /Godx 有 限 ,右面 的 不 等 式 表明 > a, 有 限 . 若 | /( x)dx 无 限 , 左 面 的 不 等 式 表明 > a, 


无 限 . 
因此 ,级 数 和 积分 同时 有 限 或 同时 无 限 . C] 


注 :收敛 的 级 数 与 积分 并 不 一 定 收 仑 到 同一 入 .如 出] 中 ,3)” a/n?) = @/6, W 


| (1/x’)dx = 1. 
1 


例 2{ 应 用 积分 判别 法 ) D7, 天 是 否 收敛 ? 
T nyn 
解 因为 对 x > 1 
f(x) = L. 
X vx 
Ë < 的 连续 , 正 的 且 下 降 的 函数 ,积分 判别 法 适用 .我 们 有 


æ 1 Ck ` 
| dx =lim| x * “dx 


因为 积分 收敛 ,级 数 必 收敛 ， | 


调和 级 数 和  - 级 数 


积分 判别 法 可 以 用 来 回答 形 如 > ， a/n) 的 任何 级 数 的 收敛 问题 ,其 中 p 是 一 个 实 常 
数 .( 例 2 中 的 级 数 具 有 这 种 形式 ,在 那里 p = 3⁄2.) 这 样 的 级 数 称 为 p - 级 数 . 


p - 级 数 


1 _ l l ...1.... 
Z ETT t gs t + + 


(p 是 一 个 实 常 数 ), 当 p > 1 时 收 全 ;而 当 p < 1 时 发 散 . 


证 明 ”由 7.7 节 例 3 知道 ,积分 | dx/x 当 p > 1 时 收敛, 而 当 p < 1 时 发 散 . 根据 积分 判 


别 法 ,同样 的 结果 对 p RAD G/n") 成 立 : 它 当 p > 1 时 收敛 ,而 当 p < 1 时 发 散 . 
p = [时 的 忆 级 数 称 为 调和 级 数 ,而 它 或 许 是 数学 中 最 著名 的 发 散 级 数 . p 级 数 判别 法 指 
出 ,调和 级 数 正 好 是 勉强 发 散 的 ;比如 把 p 增加 到 1.000000001 ,级 数 就 收 化. c] 


调和 级 数 趋向 无 穷 的 缓慢 性 给 人 深刻 印象 .考虑 下 列 例子 . 


8.4 非 负 项 级 数 ` 667 ` 


例 3( 调 和 级 数 的 缓慢 收 敏 ) ”为 使 调和 级 数 的 部 分 和 大 于 20, 大 约 需 要 多 少 项 ? 
解 下 图 (图 8.14) 告诉 事情 的 原委 . 


图 8.14 求 调和 级 数 部 分 和 的 一 个 上 界 


用 H, 表示 调和 级 数 的 部 分 和 . 比较 两 个 图 ,我 们 看 到 H, < (1 + In 4) 和 (一 般 地 ) 及, < 
(1 + In n). WRA H, 大 于 20, 则 
l+lnn >H, > 20 


l +In n >20 
ln n > 19 
n >e’. 
el 的 精确 值 接近 178 482 301. 至 少 取 调 和 级 数 的 这 么 多 项 ,才能 使 部 分 和 超过 20. 计算 这 么 多 
项 的 和 你 的 计算 器 要 花费 几 个 星期 .不 过 ,级 数 到 底 还 是 发 散 的 . _ | 


比较 判别 法 

p 级 数 判 别 法 告诉 我 们 有 关 形 如 之 (1/m) 的 级 数 的 收敛 和 发 散 的 一 切 .这 无 疑 是 一 个 十 
分 狭窄 的 级 数 类 ,但 是 我 们 可 以 通过 和 p- 级 数 的 比较 检验 许多 其 它 类 的 级 数 (其 中 包含 第 n 
项 是 n 的 有 理 函 数 的 级 数 ) . 


CD-ROM 直接 比较 判别 法 Ya, 是 非 负 项 级 数 . 
WEBsite 

历史 传记 (a) 如 果 存 在 一 个 收敛 级 数 D c, 和 一 个 整数 W, 使 得 对 所 有 n > N # 
Albert of Saxony cn D D an 收敛 ， 


(ca.1316 一 1390) (b) 如 果 存 在 一 个 非 负 项 发 散 级 数 >)d， 和 一 个 整数 ,使 得 对 所 有 
n > NÄ a, > d, W| >a, 发 散 . 


证 明 ”在 部 分 (a), > ov 的 部 分 和 有 上 界 
M = al+az+…+G + s ED. 


其 部 分 和 组 成 非 减 有 上 界 具 有 极限 二 < M 的 序列 。 
在 部 分 (b), Da, 的 部 分 和 没有 下 界 . 如 若 不 然 , > d, 的 部 分 和 有 上 界 
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>a, WG É ERM. E 
为 对 级 数 应 用 直接 比较 判别 法 ,不 必 考 虑 级 数 的 靠 前 面 的 项 ,我 们 可 以 从 任何 标号 N 开 
始 检验 跟随 的 所 有 项 . 


例 4( 应 用 直接 比较 判别 法 ) ”下列 级 数 是 否 收敛 ? 


Stz tlg +y zty At 
解 ”我 们 忽略 前 四 项 ,而 比较 其 后 的 项 和 收敛 几何 级 数 入 )” (1/2") 的 项 .我 们 看 到 
因此 ,根据 直接 比较 判别 法 , 原 级 数 收敛 ， | 


为 应 用 直接 比较 判别 法 ,我们 必须 掌握 一 系列 已 知 收敛 或 发 散 的 级 数 .这 里 是 迄今 为 止 我 
们 所 知道 的 收 化 和 发 散 级 数 : 


收敛 级 数 发 散 级 数 

公 比 |r| < 1 的 几何 级 数 公 比 jr| > 1 的 几何 级 数 
SA l w , S` 1 
xm a p 的 压缩 级 数 调和 级 数 之, m 


lim a, 不 存在 或 lim a, = 0 的 任何 级 数 
任何 p> 1 的 p -级 数 >) E 任何 P < 1 的 p - 28D L 


直接 比较 判别 法 是 一 种 比较 法 ;极限 比较 判别 法 则 是 另 一 种 . 


极限 比较 判别 法 ” 设 对 所 有 n> N(N 是 一 个 正 整 数 ),a, > 0 B b, > 0. 
1. 著 lim © = c,0 < c < o, MD a, MY 6 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


Bw b. 


2. 车 lim = = 0, 而 D6 K, D a, 收敛 . 


U $. 


3. #lim ° = œ, m Db, 发 散 , 则 a, 发 散 . 
证 明 ”我 们 证 明 部 分 (1). 部 分 (2) 和 (3) 留 作 题 67. 
因为 cx2 > 0, 存 在 一 个 正 整数 N ,使 得 

a, | 


n> Nə y -cle< >: 极限 定义 中 se = c2,L = cc, 而 用 a/b, 代替 a。 


"n i 


8.4 非 负 项 级 数 ` 669 : 


于 是 ,对 n > N, 有 


< Aan < E 
2 Sh, “2: 
€ r 3e 
2 $5 “2 


[Es <a < (Ete 


AY, KADO (3/2) b, 收敛 ,从 而 根据 直接 比较 判别 法 > ,an e. 2 2 b, 发 散 , 则 


(ce/2)6。 发 散 ,从 而 根据 直接 比较 判别 法 > a 发 散 . 口 
例 $( 使 用 极限 比较 判别 法 ) ”确定 级 数 收敛 或 发 散 . 
3 5 7 9 “2n+l ~ 2n +1 
(q to t i6t3 t” OI i 
1 1 1 1 ` 1 
(b) + 3 t 7 ts = 2 
1+2ln2 1+3In3 l+4ln4 — l+nlnn 
(c) 9 + 14 + 21 + ` = > waas 
E (a) a, =(2n+1)/(n +2n+1). 对 大 的 n ,我们 
料想 a, 的 变化 趋势 像 2n/n? = 2/n. 于 是 令 b, = 1/n. 因 为 注 :我 们 也 可 以 取 
b, = 2/n, 但 1/n 更 
b. = > + 简单 
发 散 ,而 
. Cn 1: 2n2 + n _ 
Nm 7 lim 2 Zn 4 l = 2, 


根据 极限 比较 判别 法 部 分 1, > ,av 发 散 . 
(b) S a, = 1/(2” -1). 我 们 料想 a, 的 变化 趋势 像 1/2" ,于 是 令 b, = 1/2". 因 为 


Sa =- > 1 
n=} m 2 


lim Ca = lim 2n 

— o ba n = x 2" _] 
lim— 1 
Tara 1 — (1⁄2") 
=1, 


根据 极限 比较 判别 法 部 分 1, > a, 收敛 
(c) a, = (1 + nln n) (n? +5). 对 大 的 n, 我 们 料想 a, 的 变化 趋势 像 (nln n)/n2 = 
(ln n)/n. % n > 3 时 ,此 值 比 1/n K. FE b, = 1/n. 因 为 
>, = > 二 
发 散 ,而 


- 670 >- 第 8 章 无 穷 级 数 


a, . 
lim — = lim 5 
中- œ b, n= n + 5 


根据 极限 比较 判别 法 部 分 3, > a, 发 散 . _ | 


比值 和 根 式 判别 法 

比值 判别 法 道 过 考察 比值 a, Za, 来 测量 级 数 增长 的 速率 . 对 于 几何 级 数 > ) ar" ,这 个 速 
REDER C art ar) = r) , 当 且 仪 当 这 个 速率 的 绝对 值 小 于 1 时 级 数 收敛 ,比值 判别 
法 是 推广 这 个 结果 的 强 有 力 的 规则 . 


比值 判别 法 RD a 是 一 个 正 项 级 数 ,并 假定 


则 

(a) # p <1, WASA; 

(b) # o° > 1 或 o 是 无 穷 , 则 级 数 发 散 ; 
(e) # p = 1, 则 判别 法 没有 确定 的 结论 . 


证 明  (a)o < 1. 取 7r 介 于 p 和 1 之 间 . 那 么 。e = r - p 是 一 个 正 数 .因为 


n+l 


Cn 


a, Za, Hn ROKR, EWM n > N 时 ,与 o 的 距离 必 将 小 于 .特别 地 ， 


>p, 


an+ 
<pte =r, nè N. 


an 


FE, 
UN+l < Tay, 
2 
AN2 < Traya < r QAN, 


3 
Gy+3 < TGyx,2 < T Qay, 


Gy+m < Tay, m-1 < raw. 
这 些 不 等 式 表 明 ,在 第 N 项 之 后 ,我 们 的 级 数 的 项 比 公 比 为 + < 1 的 几何 级 数 更 快 地 趋 于 零 . 
更 精确 地 说 来 ,考虑 级 数 > c, ,其 中 对 n = 1,2,%,N,c, = an, M cy,1 = ravwcwa = Tay, 
tU CM m = rav .现在 ,对 所 有 nia, = c ,而 


æ 


a 
` C, = Qj + Q + `° + Gy_1 + ay + ray + ray+ 
n=1 


=a + a, +` + ay, +ay(l+ r+ r +£), 
几何 级 数 1+ rtre 由 于 |r| < 1 WAKAS c, 收敛 ,因为 a < cas > Ja, WKK. 
(b)1 < o < o .从 某 个 标号 M 开始 ， 
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Qn+l 
a, 


级 数 的 项 当 n 趋向 无 穷 时 不 趋 于 零 ,根据 第 ”项 判别 法 ,级 数 发 散 . 
(c)o = 1. 下 列 两 个 级 数 


> 1 或 ay < ay < am, < ‘|Y 


. B 
Si a D4 


n=l n=1 


WEH H o = 1 时 ,必须 使 用 其 它 判 别 法 . 
> l anı _ 1⁄(n + 1) n 


= = — 1. 


an 1/n ~ n+l 


> 1 ansi _ 1⁄(n + 1) _ n Y É = 1 
n` = 四 
n=1 


- an 1/n? n+l 
在 这 两 个 情形 ,都 有 o = 1, 但 第 一 个 级 数 发 散 ; 而 第 二 个 级 数 收敛 g 
例 6( 应 用 比值 判别 法 ) ”研究 下 列 级 数 的 收敛 性 注 : 当 级 数 的 项 包含 关于 n 的 
- = = 阶乘 或 n 次 筹 的 阶乘 时 ,比值 
Z245 (2n)! 4"nln! 
(a) > 了 (b) 2; I (e) >; CR 判别 法 通常 是 有 效 的 


RO (a) 对 于 级 数 >,，，，(2" + 5)⁄3", 


ansi _ (2°?! +5)M 1 245 1 (85.27). 1.2 _ 2 
an (45)[3 3 P45 3 \l+5.2-" 3 1 ` 3- 
由 于 p = 2/3 小 于 1, 级 数 收敛 .这 不 意味 2⁄3 是 这 个 级 数 的 和 .事实 上 ， 
2n+5 lll” < 5 1 5 21 
> 3" - >(3) + 22 3: = 1 GZ + 1 aa = 2: 
x On)! p _ (2n + 2)! 
E a na lasa = G DIG + D 


any n'n! (2n +2)(2n + 1)(2n)! 


an — (n+l)!(n +1)!(2n)! 


_ (2n + 2)(2n +1) 4n +2 

 (n+1)(n+1) ` n+l 

由 于 po = 4 大 于 1, 级 数 发 散 . 
(c) # a, = 4'n!n!/(2n)!, I 

ansi _ 4"t'(n + D !(n +1)! | 2n)! 
an (2n+2)(2n + 1)(2n)! 4"a!n! 
4(n+1)(n+1) _ 2(n + 1) 
(2n +2)(2n+1) ` 2n + 1 
H T o = 1, 我 们 不 能 够 由 比值 判别 法 确定 这 个 级 数 的 收敛 性 . 当 我 们 注意 到 Ga, 1/a，= 


(2n + 2)/(2n +1), 由 于 (2n +2)/(2n +1) 总 是 大 于 1, 我 们 断言 a, 总 是 大 于 on. 因此 ,所 有 
的 项 都 大 于 或 等 于 ol = 2, Af n> o 是 a, 不 趋 于 零 . 级 数 发 散 . _ 


4. 


> 1. 


n KIRAIA EA — A lB] 35 3 ft Ji 28 BOA PE E| ER 00 A FPL 80 T. B... RITARA E W Z&+ 
证 明 . 


次 根 判别 法 Y a 是 一 个 级 数 , 当 n > N 时 a, > 0, 假 定 


lim J'an = 
则 、 
(a) 车 p < 1, 级 数 收敛 ; 
(b) # o > 1 或 po 是 无 穷 , 级 数 发 散 
(c) 车 o = 1, 判别 法 没有 确定 的 结论 . 


例 7( 应 用 n 次 根 判别 法 ) 令 
| n 是 奇数 
“ liz, 是 偶数 
级 数 是 否 收敛 ?YY 
解 ”我们 应 用 n KRAPA, RIR, 
n Yn/2，n 是 奇数 
Van = Esa n 是 偶数 


因此 
> < Va, < x. 
因为 Yn -一 1(8.1 节 , 表 8.1), 根 据 夹 通 定 理 我 们 有 1lim, o Va, = 1/2. 极 限 小 于 1, 由 次 根 判 
别 法 级 数 收敛 ， _ | 
例 8( 应 用 n 次 根 判 别 法 ) ”下 列 级 数 中 ,哪个 收敛 ?哪个 发 散 ? 
` ` 2 
(a X z > S 
: Sn? Vn (m) 1 
解 (a) 四 -7 1, 所 以 > 多 Ar. 
C a ， 本 
(b) NE =GP? 1 ,所 以 之 本 发 散 . _ | 


习题 8.4 


积分 判别 法 
用 积分 判别 法 确定 题 1 - 8 中 的 级 数 的 收 敏 和 发 散 . 
` S Sin 
L27131 2 A 二 3 之， n 
4 N` ln n 5. — e 6. ` ] 
pe per Vn(Vir1) 


和 


习题 8.4 . 673 ， 


7 S (l) s. S 1. 


nn) Vl n 1 — (l+ I n) 

直接 比较 判别 法 

用 直接 比较 判别 法 确定 题 9 - 14 中 的 级 数 哪个 收 全 和 哪个 发 散 . 

DRR 0 27 n." 
.> sa Dla) 14. > i 
极限 比较 判别 法 


用 极限 比较 判别 法 确定 题 15 - 20 中 的 级 数 哪 个 收敛 和 哪个 发 散 . 


Sn l A (]n n)2 
15. > 一 一 一 一 16. > —— 
n=2 (In ay 6 n° 


2. 3 
.> 


8.2 =, - 19. > (s. 20. > I+ r 
比值 判别 法 

用 比值 判别 法 确定 题 21 - 28 中 的 级 数 哪个 收敛 和 哪个 发 散 . 

.> nDe" 3. Dne" 
24. > = 25. > m 26. > m 
7.9, 生生 二 Din +2 28. Dete) 

根 式 判 别 法 

用 根 式 判 别 法 确定 习题 29 - 34 中 的 级 数 哪 个 收敛 和 哪个 发 散 . 

29. x= em w D(t- i) 3 
32. > 让 33. > e 34. > Gr 


确定 收敛 和 发 散 


在 题 35 - 60 的 级 数 中 ,哪些 收敛 ?哪些 发 散 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . (在 证 实 你 的 管 案 时 ,不 要 忘记 可 能 不 止 一 
种 方法 确定 级 数 的 收敛 和 发 散 . ) 


35. 273 36. Š n 37. 5S2 

n=l — n +1 2 = 
- > s 9 > (yma 4. > š aD 
tgm eRe oian 
44. > n2” Ua 1)! 4s. > a " “D a 
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v. > gun n 48. > = 49. ee n 

50. Decr 51. > pei 52. Sh - R) 
.> my + Uma s. tD 
56. > n’ 2 这 + 5) 57. > wn A 58. > segr 

59. > sin 二 60. > r 


递归 定义 的 项 
在 题 61 - 66 中 由 公式 定义 的 级 数 ~” a, , 哪 些 收敛 ?哪些 发 散 ?对 你 的 回答 给 出 理由 


1 + sin n 1 + tanln 
6l1.cl = 2, a = 一 一 一 an 62.4 = 1，a = 一 一 一 一 一 0 


n n+l 一 n R 
I 3n-1 
63.a; = 3? Qnrl = 3 45?" 64. a = 3, Anti 三 nr lan 
6S. ai = > an = Va, 66.a; = 7. ana = (ant! 
理论 和 例子 
67. 证 明 


(a) 极限 比较 判别 法 部 分 2. 
(b) 极限 比较 判别 法 部 分 3. 
68. 为 学 而 写 D a 是 一 个 非 负 项 收敛 级 数 , 对 >， (as/n) 能 够 说 些 什么 ?做 出 解释 . 
69. 为 学 而 写 BE n> N(N 是 一 个 正 整数 ),a, > 0 且 b, > 0.#lim,..(a,/b.) = © B >) a, 88. sf > 
b, 能 够 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
70. 逐 项 平方 ”证 明 若 a, 是 一 个 非 负 项 收 敏 级 数 , 则 S a) 收敛 . 
题 71 和 72 中 的 级 数 对 a 的 什么 值 收敛 ? 


Sa 1 ) > l 2a ) 
nDl- a 72. 2 nol 


7: n+l 
73. Cauchy 浓缩 判别 法 Cauchy 浓缩 判别 法 说 : 设 {a,} 是 一 个 正 的 , 非 增 (a, > ane) EA 0 80 E3. W) 4 
ERS J zar 收 傅 时 >) an 收敛 .例如 , >, (Unm) 发 散 ,这 是 因为 27. (1/2") = >)1 发 散 . 证 明 为 什 
么 此 判别 法 成 立 . 
74. 用 题 73 的 Cauchy 浓缩 判别 法 证 明 


(a) >， 一 上 发散 


— nln n 
(b) > p > 1 时 收 化 ,而 当 p < 1 时 发 数 . 
75. 对 数 p 9k (a) 证 明 当 县 仅 当 p > 1 时 
F= ORERE 


2 x(ln x)? 
收敛. 
(b) 部 分 (a) 的 事实 对 级 数 


AM NU EAE Hha 


习题 8.4 . 675 ` 


w I 
> n(In nr 
的 收敛 性 有 何 结论 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
76.〈 续 题 75) 用 题 75 的 结果 确定 下 列 级 数 哪 些 收 敛 , 哪 些 发 散 . 


S“ i ` 1 s l S l 
(a) 2; (In n) (之 下 (ln n)!:9 (9 之 n In( n°) (0 > n(n n)? 
77. 另 一 个 对 数 p 级 数 。 证 明 不 论 是 比值 判别 法 还 是 根 式 判别 法 ,都 不 能 对 
~ 1 
>; Tn n)? (p 为 常数 ) 


n=2 


的 收敛 性 提供 信息 . 
78. 令 
n/2” 若是 素数 
”一 pa 其 余 
S ov 是 否 收敛 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
79. p - 级 数 “不论 是 比值 判别 法 还 是 根 式 判别 法 ,都 不 能 对 p - 级 数 有 所 帮助 .尝试 对 


SL 
应 用 这 些 判 别 法 , AEAEE SEE tq AAEE. 
"se: . 
Cr 
一 个 当前 的 神秘 
80. 还 不 知道 级 数 
> Jir 


n=l 


KARER. EAT CAS 执行 下 列 步骤 探索 级 数 的 行为 . 
(a) 定义 部 分 和 序列 


si = 之 i 

当 你 试图 求 上 一 % ,ss 的 极限 时 发 生 了 什么 ?你 的 CAS 是 否 求 得 了 一 个 封闭 形式 的 答案 ? 

(b) 画 出 部 分 和 序列 的 前 100 AARC, si) .它们 是 否 显 示 出 收敛 ?你 估计 极限 是 多 少 . 

(c) 接着 画 出 部 分 和 序列 的 前 200 个 点 (4 ,st) ,用 你 自己 的 话 论述 部 分 和 序列 的 行为 . 

(d) 画 出 前 400 个 点 (5,st). 当 上 = 355 时 发 生 了 什么 ?计算 数 3555113. 通过 你 的 计算 解释 当 丰 = 355 时 发 
生 了 什么 .你 猜测 对 大 的 什么 值 同 一 现象 可 能 还 会 出 现 . 

你 会 在 Cliffod A.Pickover 的 Mazes Jor the Mind (New York:St. Martin's Press, 1992) 第 72 章 找到 这 个 级 数 的 

有 趣 讨论 . 


n 
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交错 级 数 .绝对 收敛 和 条 件 收 伍 


交错 级 数 + 绝对 收敛 。 重 排 级 数 。 确定 收敛 性 的 过 程 


迄今 为 止 所 讲 的 收敛 判别 法 仅仅 适用 于 非 负 项 级 数 . 在 本 节 , 我 们 要 处 理 带 负 项 的 级 数 . 
一 个 重要 的 例子 是 交错 级 数 , 它 的 项 的 符号 正 负 交替 .我 们 还 上 贤 学 习 什 么 样 的 级 数 可 以 重 排 
( 即 改变 各 项 出 现 的 次 序 ) 而 不 改变 其 和 . 


交错 级 数 
一 个 级 数 的 各 项 交替 地 是 正 的 和 负 的 ,就 是 交错 级 数 . 
这 里 是 三 个 例子 : 


l- 2 十 3 一 4 + 5 "U+ + (1) 
JY LU Ul 1., 6D" 

-2+1- yt + + (2) 

l1-2+3-4+5-6+:' +(— 1)"t!n + ° (3) 


级 数 (1) 称 为 交错 调和 级 数 , 马 上 我 们 会 看 到 它 收 敛 . 级 数 (2) 是 一 个 几何 级 数 ,a =- 2, 而 
r= 一 1/2, 它 收 化 到 - 2/[1 + (1/2)] = - 4/3. RRE n 项 判别 法 ,级 数 (3) 发 散 . 
我 们 应 用 下 列 判 别 法 证 明 交 错 调和 级 数 的 收敛 性 . 


定理 8 交错 级 数 判 别 法 (Leibniz 定理 ) 
级 数 


5 1) "+, = Ui — Ut U3 ~ ua+ +° 


n=l 


收敛 ,如 果 下 列 三 个 条 件 全 满足 . 
1. wu, 全 是 正 的 . 
2. 对 某 个 入 ,对 所 有 n > N,u, È Upale 


3. u, > 0. 


证 明 A n 是 一 个 偶 整 数 , 记 成 n = 2m, 则 前 n 项 的 和 是 
sm = (u, - us) + (u - ua) + + (Uomi = Uam) 
=u; 一 ( u; 一 ua) _ (u4 一 us) 一 “一 (uomo 一 Uzm-1) 一 Um: 
第 -个 等 式 说 明 yw 是 m 个 非 负 项 之 和 ,因为 括号 内 的 每 项 是 正 的 或 零 ， 因此 ,sw,> = Som FFY 
{f se] 是非 减 的 .第 二 个 等 式 说 明 s, < 四 :因为 {szw} 是 非 减 的 和 有 上 界 的 , 它 有 极限 , 记 成 
lm sm = L. (4) 
# n 是 奇 整数 , 记 成 n = 2m + 1, 则 前 ”项 的 和 是 ，= san + Um HX u, — 0, 


8.5 交错 级 数 、 绝 对 收效 和 条 件 收 妇 ` 677 ` 


lim usa = Ü 
从 而 , 当 m — % 时 ， 
S2m+l = S2m 十 Um+l 一 了 十 0 = L. (5) 
综合 (4) 和 (5) 的 结果 即 得 im, os = L(8.2 7,3 
+u > 


题 26). 网 8.15 图 示 了 部 分 和 向 其 极限 L 的 收 化 口 


图 8.1s 实际 上 不 仅 说 明了 收敛 这 一 事实 ,还 说 明 
了 当 它 满足 判别 法 的 条 件 时 收敛 的 方式 .部 分 和 在 数 
直线 上 来 回 穿越 极限 , 当 项 趋 于 零 时 逐渐 接近 于 极 
限 . 如 果 我 们 停留 在 第 n 个 部 分 和 ,我 们 知道 下 一 项 
ua+1 将 随 u, 前 的 符号 导致 在 正方 向 或 负 方 向 穿越 
极限 .这 给 我 们 一 个 截断 误差 ,可 把 这 个 事实 叙述 为 
男 一 个 定理 . 


定理 9 交错 级 数 估计 定理 


O S> s L S3 S} 


图 8.15 满足 定理 8 假设 的 交错 级 数 的 部 
分 和 对 于 N = 1 一 开始 就 跨 立 极限 L. 


假使 交错 级 数 D) (O Du 满足 定理 8 的 条 件 , 则 第 n 个 部 分 和 的 截断 误差 
|L =- su, a FE L - s, BR n + 1 项 有 相同 的 符号 . 


例 1 交错 调和 级 数 ) ”证 明 交 错 调和 级 数 收敛 ,但 对 应 的 。” 注 : 关 于 误差 的 一 个 界 


绝对 值 级 数 发 散 . 求 99 项 后 的 截断 误差 . 


定理 9 不 是 给 出 截断 误差 的 
公式 ,而 是 对 截断 误差 的 一 个 
界 .这 个 界 是 相当 说 屏 的. 例 
如 ,交错 调和 级 数 前 99 项 的 


解 符号 严格 交错 ,并 且 绝对 值 从 开始 就 下 降 :1 > 2 > 
1 1 、 、 S _ ] n+l 
也 > .又 有 让 T O ARIE E RRO IN , > 全 一 收 和 大 约 是 0.6981721793 ,而 级 
敛 


另 一 方面 ,级 数 >)”,(1/n) 是 调和 级 数 , 它 发 散 . 


数 的 和 是 
in 2 ~ 0.6931471806. 


实际 截断 误差 非常 接近 于 


交错 级 数 估计 定理 保证 99 项 后 的 截断 误差 小 于 ug, = 0.005, 这 是 定理 9 所 给 的 界 
1/(99 + 1) = 1/100. | 0.01 的 一 半 ， 
例 2( 应 用 估计 定理 ) ”我 们 对 已 知 其 和 的 一 个 级 数 
~ a1 _ 1 1 1 1 l l 1 1 _. 
aG D 25l- 2+4 816 3264 128 256 


试用 一 下 定理 9. 该 定理 告诉 我 们 ,如果 我 们 在 第 8 IUE RAR 38 , BE Z E AE S LEE IE E 


小 于 1/256. 前 八 项 的 和 是 0.6640625. 级 数 的 和 是 
1 1 


2 


1 - (- 1⁄2) 7 3⁄2 7 


Æ (2/3) - 0.6640625 = 0.002604166 是 正 的 并 且 小 于 1/(256) = 0.00390625. 


3 


* 678 ， 第 8 章 无穷 级 数 


绝对 收敛 


定义 ”绝对 收敛 
一 个 级 数 > a, 绝对 收 敏 (是 绝对 收敛 的 ) ,如 果 对 应 的 绝对 值 级 数 D la, | 收敛 ， 


儿 何 级 数 
CD-ROM 


WEBsite l- 5 + 1 _ + po 
WI JAER _ Anka ix E: 4 5 


f- Niccolo Tartaglia 1 1 1 
(1499 — 1557) l+ ++ + 
收敛 .交错 调和 级 数 ( 例 1) 不 是 绝对 收敛 的 ,对 应 的 绝对 值 级 数 是 (发 散 
的 ) 调和 级 数 . 
定义 ”条件 收敛 


一 个 收敛 但 不 是 绝对 收敛 的 级 数 条 件 收敛 


交错 调和 级 数 条 件 收敛 ， 


例 3( 绝 对 和 条 件 收敛) ”确定 下 列 级 数 哪些 绝对 收敛 ,哪些 条 件 收 剑 ? 哪 些 发 散 ? 
,Dm L d 


1.11... 
wZo i d) =d- -e 
ODore is-4- pepek 


解 (a) 因为 (IAVn) > (IMVa+1l) 和 (1Vvn)->0, 根 据 交错 级 数 判 别 法 ,级 数 收 敛 .但 
绝对 值 级 数 发 散 , 这 是 由 于 它 是 p = (1⁄2) < 1 的 p 级 数 .因此 ,给 定 的 级 数 条 件 收敛 . 

(b) 因为 im (1- (1/n))”= e"! = 0( 表 8.1, 公 式 5) ,根据 第 n 项 判别 法 ,级 数 发 散 . 

(e) 这 不 是 交错 级 数 .但 


x n(n+1)/2 1| _ ` BJ 
> (- 1) 去 | = > >. 
是 一 个 收敛 几何 级 数 , 给 定 级 数 是 绝对 收敛 的 . _ 


基于 两 个 理由 绝对 收敛 级 数 是 重要 的 .首先 ,对 正 项 级 数 我 们 有 好 的 收敛 判别 法 ;其 次 ,如 
果 一 个 级 数 绝 对 收敛 , 则 它 收 敛 .这 正 是 下 一 个 定理 的 内 容 . 


定理 10 绝对 收 钱 判 别 法 注 :我 们 强调 :定理 10 是 说 ,每 个 绝 


_ š k S 3 W W @. 但 送 命 题 不 成 
ED a la kek m >， ,ao kk. 立 : 许 多 收 钱 级 数 并 不 绝对 收 敦 . 


8.5 交错 级 数 、 绝 对 收敛 和 条 件 收 敛 


. 679 > 


证 明 ”对 每 个 n, 


An 


< a, < 


ED la ak. W>. 2 


a|, 于 是 


0<o+|lols<2lml|. 
收敛, 从 而 由 直接 比较 判别 法 , 非 负 级 数 >)， Can + | on| ) 
收敛 .现在 等 式 a, = (a, + |a|) - |an | 让 我 们 把 级 数 >， a, 表示 为 两 个 收敛 级 数 的 差 : 


an 


Sa = > (oa + Cn | 一 anl) = Xilat lal) 2 lal. 
因此 , >，， a 收敛 
例 4( 应 用 绝对 收敛 判别 法 ) ”对 
= 1 1 1 i 
LODH a= l- t 9 + 
对 应 的 绝对 值 级 数 是 收敛 级 数 
A1 1 1 1 
2 = l+ 4 t o t] ， 
原 交错 级 数 绝 对 收敛 从 而 收敛 . _ | 
例 5S( 应 用 绝对 收敛 判别 法 ) 对 
sinn snl sn2 sin3 ... 
— 2 ` 1 4 9 + 
对 应 的 绝对 值 级 数 是 
> ena _ isini] ,ein2| ， 


4 ? 
因为 对 每 个 n, | sin mn | < 1, Ñ 21. (1⁄n2) 比较 知 这 个 级 数 收敛 . 原 级 数 绝 对 收敛 ,因而 收 


| 
CD-ROM 例 6( 交 错 p 级 数 ) ME p 是 一 个 正 的 常数 ,序列 {1/n?} 是 减少 序 
i 列 并 趋 于 零 .因此 ,交错 p 级 数 
SGED LT 0 
全 n? = Ta t 4 t ， P> 
Georg Cantor 人 
' (1845 一 1918) Om. 


# p > 1, 级 数 绝对 收敛 ; 若 0 < p < 1, 级 数 条 件 收敛 . 
l 1 1 | 

条 件 收敛 :1 - 万 + 万 4 

ERKAGI - 35 + 2 


33⁄2 一 43⁄2 + ``" 


<- 680 > 第 8 章 无 穷 级 数 


重 排 级 数 


定理 绝对 收敛 级 数 的 重 排 定理 
AD a, 绝对 收敛 ,而 bibr sba ,是 序列 {ov]} 的 任意 重 排 , 则 >, bn 绝对 收 


A, JE B. 


(对 于 证 明 概 要 , 匈 题 60.) 


例 7( 应 用 重 排 定理 ) ”正如 我 们 在 例 4 中 所 兄 . 级 数 

1-4, L 1 

4 9 16 

绝对 收敛 .级 数 的 一 种 可 能 的 重 排 是 开始 一 个 正 项 ,然后 两 个 负 项 ,然后 三 个 正 项 ,然后 四 个 负 项 ， 
如 此 下 去 :在 同一 符号 的 上 项 之 后 , 取 带 相反 的 符号 的 上 + 上 项 .这 个 级 数 的 前 10 项 就 像 这 样 ; 


l 2 1 1 1 1 1 1 2 
-4 161 9 +25 t497 36764 100 144 


重 排 定 理 说 两 个 级 数 收 敛 到 同一 个 和 .在 本 例 中 ,如 果 先 给 定 第 二 个 级 数 , 又 知道 我 们 可 以 这 
样 做 ,或 许 我 们 乐意 把 第 二 个 级 数 改 变 成 第 -个 级 数 . 我们 其 至 可 以 走 得 更 远 ,两 个 级 数 的 和 
都 等 于 


+ 1)" 上 + 
n 


+ 


x 1 _ x 1 
Qn 二 (np 


( 见 题 61.) _ | 


注 : 假 如 我 们 重 排 条 件 收 仑 级 数 的 无 穷 多 项 ,我 们 可 能 得 到 远 远 不 同 于 原 级 数 和 的 结果 ， 


例 8( 重 排 交 错 调 和 级 数 ) 交错 调和 级 数 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 一 2 + 


f3 415 6 
重 排 后 可 以 发 散 或 收敛 到 任何 预先 指定 的 和 . 

(a) 重 排 O DUn ERER ETORRA [11/2n - 1)] 发 散 到 + xm , 负 项 的 
级 数 >)(- 1/2n) RRE - ww .不管 我 们 从 多 大 的 奇 编号 项 开始 ,总 可 以 加 上 足够 多 的 正 项 以 
得 到 一 个 任意 大 的 正和 .类 似 的 事实 对 负 项 成 立 ,不 管 我 们 从 多 大 编号 的 项 开始 ,总 可 以 加 上 
足够 多 的 相继 的 偶 编 号 的 项 以 得 到 一 个 绝对 值 任 意 大 的 负 和 .假如 我 们 想得到 发 散 级 数 ,我 们 
可 以 开始 加 上 奇 编号 的 项 直到 得 到 一 个 大 于 + 3 的 和 ,比如 这 样 ,然后 跟随 充分 多 的 相继 负 项 
使 得 新 的 和 小 于 - 4. 然 后 加 上 充分 多 的 正 项 得 到 和 和 大 于 + 5, 再 跟随 充分 多 的 相继 负 项 使 得 新 
的 和 小 于 - 6, 如 此 下 去 .用 这 种 方式 ,我 们 可 以 使 部 分 和 交 蔡 地 在 两 个 方向 任意 大 . 

(b) EJE 37 O (- Da 使 其 收敛 到 1. 另 -一 种 可 能 性 是 级 数 的 部 分 和 收敛 到 一 个 特定 
的 极限 .假如 我 们 试图 得 到 收 伍 到 1 的 部 分 和 .我 们 从 第 _ 项 TI 开始 减 去 122 接着 我 们 加 上 


8.5 交错 级 数 、 绝对 收效 各 条 侍 收 人 + 681 ` 


1⁄3 和 1/5, 这 使 得 和 回 到 或 超过 1. 然 后 我 们 加 上 相继 的 负 项 ,直到 和 小 于 1. 按 这 种 方式 继续 
下 去 . 当 和 和 小 于 1 时 ,加 上 正 项 直到 总 和 是 1 或 更 大 ,然后 加 上 负 项 直到 总 和 小 于 1. 因 为 原 级 
数 的 奇 编号 项 和 偶 编 号 项 当 n — % 时 都 趋 于 零 ,部 分 和 超过 或 小 于 1 的 量 趋 于 零 . 因 此 新 级 数 
收敛 到 1. 重 排 级 数 开 始 像 这 个 样子 : 


l 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
I12 1315 7 417 1o 61 13 8 1511 10 
1 1 1 1 1 1 1 1 
+19721 1223125 1412 161 一 


注 : 本 例 所 显示 的 这 类 现象 对 于 任何 条 件 收 敛 级 数 是 典型 的 ,忠告 :条 件 收敛 级 数 应 按 给 
定 的 次 序 相 加. 
确定 收敛 性 的 过 程 

下 列 流 称 图 对 于 确定 一 个 给 定 的 级 数 收敛 或 发 散 往往 是 有 所 神 益 的 . 


广 ; = 
第 “项 判别 法 EB lima, = 0? BARK | 
是 [或 可 能 
nagana | RR a, =a+ar+ar r+.? 上 县 一 > FSU aa 收 伍 到 ay/(1- D. 
ki l r| >1 
a] 
级 数 是 否 有 形式 
p- 级 数 判别 法 3 p > 1, 级 数 收 全 
ED < 1, 级 数 发 散 . 


非 负 项 
和 /或 


> la,| 是 否 收敛 ? 
(对 三 lo 应 用 比较 判别 法 之 一 : 积分 判别 法 ， 


是 否 有 一 整数 N, 使 得 


.0 
uy > My+12 


你 尝试 一 下 对 部 分 和 能 做 些 什么 ,咨询 
更 高 等 的 教材 或 用 一 个 CAS 探索 . 


£ u 0, BRA. 
# u, 0, 84380. 


和 
流程 图 8.1 确定 收敛 的 过 程 


习题 8.5 


题 1- 10 中 的 交错 级 数 哪 些 收敛 ?哪些 发 散 ? 


1.270 D 5 
naal 
Za 

4.2- Del 
Fa 
=< 


N (- 1)"*! 


m ln n 
MD arai penzt 
绝对 和 条 件 收敛 


2 ` 


-Á 


(- 1)"+! — 
n 


a 


Bovag) 


R ln n 
n+l 
(- 1) n 


题 11 - 44 中 的 级 数 , R EE 2 G ie 22 7R E 2ç fF lk Sk 7 R E 22 Ek R RG EL S A Hi E h . 


11. È,- 1)"*1(0.1)" 


`A (= 1)" 
14. ~ 一 
之 1 +n 


TONE 1) = L 
a DO ots 
3.5 1)"n2(2/3)" 
2.33- 
> 


A (- 1)"(n + 1)" 
s. Ds D 


1 nəl Í 
) i n 


s a  (n!)23" 
38.2; (- D ey 


141.2- DVn + yn -yn) 


43. X,- 1)"sech n 


nal 


误差 估计 


12. S 1)"*! (0. —_ 


azl 


18. 之 1(- D" Se 
azi n 


a.e yn ta 
n 


n=s1 


a.C 155 ( 210) 


Cos nx 


a=! n n 
(1) (al) 
36. > (2n)! 


3. 2- 1)'( Zn + 1- /n) 


33. 


= (- 1)" 
42. > 于 一 -一 一 
n-INn +V n+l 


44. >)(- 1)"esch n 
n=1 


在 题 45 - 48 中 ,估计 用 前 四 项 的 和 逼近 整个 级 数 的 和 产生 的 误差 . 


45. Se 1)" 人 ,可 证 明 其 和 为 In 2 


n=l 


z 1 
13. > (- 1)" 

> V n +1 

z 1 
16. 之 /(- Dn 计 

n=1 


q 3+n 
19. C- 1)”*! 二 一 一 
之 5+n 


° (- 2)n+l 


22. 
n + 52 


R=] 


= -1 
3. XOD 


n dnn 
13. > n-lnn 


=、 (= 1)"-! 
31. —— 
i 


° 
COS NA 
34. > — 


n= n 

š (2n)! 
37. > - 1)” —— 

之 ) 2"™nln 


40. >- DSa n - n) 


= 、 i 
46. - 1 — 


习题 8.5 ” 683 - 


l+t 


a.S 1)"*! 00.0D" 在 8.6 中 将 看 到 其 和 为 In(1.01) 48. -1 - > Dr, O< t<1 
四 n n=0 


在 题 49 和 50 中 ,以 大 小 小 于 5 x 10 的 误差 逼近 级 数 的 和 . 


49 


50 


DC D1 你 将 在 8.7 节 看 到 ,和 是 cos 1, 即 1 MURO AK. 


(DD" 汪 你 将 在 8.7 节 看 到 ,和 是 e' 


理论 和 例子 


51 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
59. 


. (a) 为 学 而 写 R% 


不 满足 定理 8 的 哪个 条 件 ? 
(b) 求 部 分 (a) 的 级 数 的 和 . 


满足 定理 8 的 条 件 的 交错 级 数 的 和 工 位 于 任何 两 个 相继 的 部 分 和 之 间 . 这 启发 我 们 用 平均 值 
Iti = Sn + 方 (- 1) 2a, 


估计 工 .计算 


1 1 
s + 7 ` 3T 


把 它 作 为 交错 调和 级 数 和 的 逼近 .精确 和 是 In 2 = 0.6931…. 

满足 定理 8 条 件 的 交错 级 数 的 余 项 的 符号 ” 证明 定理 9 的 结论 : 若 一 个 满足 定理 8 的 条 件 的 交错 级 数 用 
一 个 部 分 和 逼近 ,那么 余 项 (未 用 项 之 和 ) 和 余 项 的 第 一 项 有 相间 的 符号 . (提示 :把 余 项 的 每 相继 的 两 项 
结 为 组.) 

为 学 而 写 证 明 级 数 


的 前 2n 项 之 和 与 级 数 


1:-2*2.3t3.4t4.5t5.6 t7) 
的 前 ”项 之 和 相同 .这 些 级 数 是 否 收 敛 ?第 一 个 级 数 的 前 2n + 1 项 之 和 是 多 少 ? 如 果 级 数 收敛 ,其 和 是 多 
少 ? 


发 散 。 证 明 如 果 >) a 发 散 , 则 >)” | ov | 发散 . 


证 明 :如 果 >,，， o, 绝对 收敛 , 则 
Zale Sial. 
ARREN WAAD a aD a, AS 
(> (es + b.) (b) S](a, = b.) (O) ka, (4 为 任何 数 ) 
也 绝对 政委 u 本 


BRAR 用 例子 说 明 即 使 > ，,o 和 了 ) b, 都 收敛 , >) ab, 也 可 能 发 散 . 
重 排 ”在 例 8 中 ,假定 重 排 项 的 目标 是 得 到 收敛 到 - 12 的 新 级 数 .从 第 一 个 负 项 - 1/2 开 始 新 的 重 排 .一 
且 你 有 一 个 小 于 或 等 于 - 1⁄2 的 和 ,就 开始 按 次 序 引入 正 项 ,直到 新 的 总 和 大 于 - 1/2. 再 加 上 负 项 直到 总 


684 > Fes tyak 


60. 


61. 


62. 


63. 


和 又 小 上 或 等 十- 1⁄2... HR5E 2 PLE BBUR AIE RI 8 bL 808 RED = ICO: H 6: vv PRE F H t 
时 终止 , 从 s, 是 你 的 新 级 数 的 前 项 部 分 和 , 画 出 点 (n,s,) 以 图 示 部 分 和 的 行为 ， 

重 排 定理 (定理 11) 证 明 概 要 

(a) k e e PERRE L= SI as X = 、) mw: 证 明 : 对 某 个 N 和 某 个 指标 Na > M, 


Giaje E B Jote 


nje 


y 


因为 所 有 项 el ,ev 出 现在 序列 { 如 } 的 某 个 地 方 ,存在 :个 指标 N. > M 使 得 当 n > N. 时 ， 


( ba) - s. 从 多 是 指标 m > M 的 项 a 之 和 .因此 ,如 果 ， > M, 


— n] 
S ` ; ， 
[sme ao L, 
kil k=1 
K l. 
< | w+ w < £. 
k= X 


(b) 部 分 (a) 中 的 推理 证 明了 :如 果 > a, P.W S b EN k = 了)” a. 现 在 
a.s |b 8277 lal. 


=i 


指出 ,因为 D3) ,| a 
分 离 绝对 收敛 级 数 
(a) 证 明 :车 >) | oa | 收敛 ,而 


则 > b, kk. 
(b) 利用 部 分 (a) 的 结果 证 明 类 似 结果 :车 、， 


WS en 收敛 ， 
换 句 话说 ,如果 一 个 级 数 绝对 收敛 , 它 的 正 项 组 成 一 个 收 钱 级 数 . 负 项 亦 如 此 . 并 且 由 于 b, = 


(w+jol)ie = (a,- |a,|)/2, 
ya aa E 
De bt e 


复习 交错 级 数 MERE: XMR K 


d d 1 1 1 l l| l Jl Lan. 
213 4157 617 8 1090 0 H 1 


S = |- 


两 端 乘 以 2 得 


| 

2 1 2 E 2 1 2 1 2 1 Y 

2S-2_ 一 一 _ .. 
2252715 32175 317 4to sl 6 t 


如 箭头 所 示 ,把 分 母 相同 的 项 结 为 一 组 ,得 到 


3 


方程 右 端的 级 数 正 是 最 开始 我 们 讨论 的 级 数 .因此 25 = 5, 除 以 S$ 得 2 = 1.( 来 源 :Galanor'Riemann's 
Rearragement Theorem by Stewart, Mathematics Teacher , Vol.80,No.8 (1987) .pp.675 — 681) 
3$ N > 1 时 , 夯 出 类 似 图 8.15 的 图 以 显示 定理 8 中 的 级 数 的 收敛 性 . 


“mad IAE rT ha 


8.6 RAX . 685 : 


8.6 res 


FS IN < 收 仿 半径 和 区 间 。 逐 项 求 导 。 ARRI 。 略 级 数 的 乘法 


若 |x| < 1, 则 几何 级 数 公式 断言 
1 

1-x 
对 这 一 陈述 再 添 三 言 两 语 . 右 端的 表达 式 定义 一 个 函数 ,其 定义 域 是 所 有 数 x z 1. 左 端的 表达 
式 定义 一 个 函数 ,其 定义 域 是 收敛 区 间 |x| < 1. 等 式 仅 在 后 -- 区 域 成 立 ,在 这 里 等 式 两 端 都 有 
定义 .在 这 个 区 域 里 ,级 数 表 示 函 数 1/(1 - x). 

在 本 节 , 我 们 研究 像 >) ,x" 这 样 的 无 穷 多 项 式 ,而 在 下 一 节 , 我 们 解决 用 这 样 的 无 穷 多 
项 式 ( 称 为 寒 级 数 ) 表示 特定 函数 的 问题 . 


2 3 
lxx +X + + X” = 


FE SR R K W SN 


KERN oa" 像 一 个 多 项 式 , 这 是 由 于 它 是 系数 乘 x 的 寡 之 和 .但 真正 的 多 项 式 有 有 
限 阶 ,不 会 对 不 合适 的 x 的 值 发 散 . 恰 如 数 的 无 穷 级 数 并 非 仅仅 是 和 ,* 的 乱 级 数 也 不 仅仅 是 
多 项 式 ， 


定义 BZK 
形 如 


> CX” = Co + CIX + Cx + '* + C,X + ''' 


n=0 


的 表达 式 是 一 个 中 心 在 x = 0 的 震级 数 . 形 如 
Da - a)" = ca + c(a- a) + co(x- a) +t c (x a)" + 
的 表达 式 是 一 个 中 心 在 x = a 的 震级 数 .项 c (x - a)" 是 第 n 项 ; 数 a 是 中 心 . 
注 : 当 我 们 在 下 列 等 式 


中 令 x -0 时 ,右边 得 到 避 而 左边 为 ci .09 KFO- AA Ligia gak. 
宽容 . 当 我 们 在 co (x - a)" v = a 产生 同样 的 问题 .不 管 哪 种 情况 ,我 们 同意 表达 区 等 
于 cq( 也 确实 应 等 于 o RIETER AAR. 

例 1( 几 何 级 数 ) “几何 级 数 


s. n 2 n 
xX =] +x+ x + + xY + 
n=0 
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是 中 心 在 x = 0 的 震级 数 , 它 在 区 间 -1 <x <1 EKKE I/70 -x), 区 间 -1<x<-1 也 
以 x = 0 为 中 心 (图 8.16). 不 久 我 们 会 看 到 这 是 典型 情形 .-- 个 生 级 数 或 对 所 有 x 收敛 ,或 在 一 
个 和 级 数 有 问 样 中 心 的 有 限 区 间 上 收敛 ,或 仪 仅 在 中 心 收 敛 . | 


迄今 为 止 .我 们 把 等 式 
t+ C-l < x <1 


看 作 右 端的 级 数 的 和 的 公式 . 

我 们 现在 换 一 个 看 法 ;我 们 设想 右 端 级 数 的 部 分 和 P, O 通 近 左 端的 函数 .对 靠近 零点 的 
x 值 ,我 们 取 级 数 的 少数 儿 项 就 能 得 到 -一 个 好 的 逼近 . 当 我 们 移动 到 靠近 x = 1 或 -1 的 值 时 ， 
就 必须 取 更 多 的 项 .图 8.16 显示 f(x) = 1/0 - ><) 的 图 形 和 mm = 0,1,2 和 8 时 通 近 多 项 式 
P,(x) 的 图 形 . 


-1 0 


图 8.16 fx) = 1/0 - x) 的 图 形 和 它 的 四 个 逼近 多 项 图 8.17 f(x) = 2/x 的 图 形 和 前 三 个 多 项 
式 的 图 形 式 逼 近 .( 例 2) 
例 2( 应 用 定义 ) RK 
1 1 > n 
I-ga -Dagaa [32] 0 255 (1) 
的 中 心 是 a = 2, 系 数 co = l,e =-1l2.c = 1⁄4," ,ce = (- 12)" .这 是 一 个 几何 级 数 , 首 


项 是 1 而 公 比 是 + =- * a ss 2 < 1 或 0 < x < 4 RR. 和 是 


于 是 


= It 
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对 接近 2 的 x 值 级 数 (1) 产生 f(x) = 2/x 的 一 个 有 用 的 多 项 式 逼 近 : 
Polx) =] 
P (x) =] - La-a) =2- 5 
P(x) s1- (720). a3 E, 
等 等 (图 8.17). _ J 


收敛 半径 和 区 间 


例 1 和 例 2 中 的 里 级 数 是 几何 级 数 ,我 们 可 以 求 得 使 它 收敛 的 区 间 . 对 非 几何 级 数 ,首先 注 
意 任何 形 如 六 ”ca(x - o)" 的 宕 级 数 总 在 * = a 收敛 ,这 保证 寡 级 数 至 少 在 数 直线 上 的 一 个 
点 收敛 .在 例 1 和 例 2 中 我 们 碰 到 级 数 仅 在 以 为 中 心 的 一 个 有 限 区 间 上 收敛 .还 有 些 宕 级 数 


对 所 有 实数 收敛 .关于 震级 数 的 一 个 有 用 事实 是 这 些 是 仅 有 的 可 能 情形 ,正如 下 


证 的 . 


定理 12 ”震级 数 收敛 定理 
对 于 >) oela - a)" 的 收敛 有 三 种 可 能 性 . 


一 个 定理 所 保 


1. 存在 一 个 正 数 ,使 得 级 数 当 |x - a| > R 时 发 散 , 而 当 |x - al < 员 时 收敛 .在 端点 


a+ R #la - 尺 ,级 数 既 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 . 
2. 级 数 对 每 个 x 收敛 (及 = <). 
3. 级 数 在 x = a 收敛 ,而 在 其 余 点 处 发 散 (R = 0). 


及 是 收敛 半径 ,而 所 有 使 级 数 收敛 的 点 的 集合 是 收敛 区 间 .如 果 R 是 无 穷 或 R 是 零 ,收敛 
半径 完全 决定 了 收敛 区 间 . 但 是 ,对 于 0 < R < % ,还 留 下 在 收敛 区 间 端 点 级 数 是 否 收敛 的 问 


颐 . 下 一 例 说 明 怎 么 求 收敛 区 间 . 
例 3( 用 比值 判别 法 求 收敛 区 间 ) ”对 哪些 x 值 下 列 寒 级 数 收敛? 


2 3 


` nl 
wL D 二 
2n-1 3 5 
5 nl _% _ S aa 
(b)2,(- 1) 2n-17 %73 +3 
CA X, x? x? 
(c) nt t31* 


(O) Sate = l+ zalo y 3163 + 
解 as ün 
(a) |+ 
ag] 


il*|™> ll. 


判别 法 ,这 里 u, 是 问题 中 的 级 数 的 第 n 项 . 


x|< 1 aAA. 它 当 |x| > 1 时 发 散 , 这 是 因为 第 项 不 趋 于 零 .在 x = 1, 我 


们 得 到 交错 调和 级 数 1 - 1⁄2 + 13 -1/4 + …, 它 收 和 敛 .在 x = - 1, 我 们 得 到 -1 1⁄2 _ 1⁄3 
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_ 1⁄4 - …, 这 是 负 调 和 级 数 , 它 发 散 .级 数 对 -1 < x < KA A ERARE. 


= 
级 数 对 于 x < HAA CIT > 1 发 散 ,这 是 因为 第 项 不 趋 了 霉 .在 x = 1 ,级 数 成 


为 -11/34+1/5 177+…, 由 交错 级 数 定理 它 收 化 .在 x = -1 的 值 是 在 x = 1 的 值 的 相反 数 . 
级 数 对 -1< x 过 工 收 敛 ,而 对 其 余 值 发 散 . 


i 

(O 人 级 数 对 所 有 绝对 收 全 
— TR 

(en s Ga e Q (n + D z] e BE z = 0, 


级 数 对 x = 0 以 外 的 所 有 值 发 散 . 


下 面 是 求 寡 级 数 收 勾 区 间 的 步骤 概要 


求 收敛 区 间 
步骤 1: 用 比值 判别 法 (或 mn 次 根 判别 法 ) 求 使 级 数 绝对 收敛 的 区 间 . 通 常 这 是 一 个 开 区 间 
[lx-al<R 或 a-R<x<a+R. 
步骤 2: 如 果 绝 对 收敛 区 间 是 有 限 的 , 像 在 例 3(a) 和 (b) 中 那样 ,检验 在 每 个 端点 的 收敛 或 
发 散 .这 时 要 用 比较 判别 法 ,积分 判别 法 ,或 交错 级 数 判 别 法 . 
步骤 3: 如 果 绝 对 收敛 区 间 是 a - R < x < a + R RI |x- a| > R 发散 ( 它 更 不 会 条 
件 收敛 ), 这 是 因为 对 这 些 x 值 第 n 项 不 趋 于 零 . 


寒 级 数 在 收敛 区 间 的 内 部 的 每 个 点 绝对 收敛 ,如果 一 个 寡 级 数 对 所 有 x 值 绝对 收敛 ,我 们 
说 它 的 收敛 半 管 是 无 穷 .如 果 它 仪 在 < = a MOQO MORO Pie Se, 
逐 项 求 导 

高 等 微 积 分 的 一 个 定理 是 说 寒 级 数 可 以 在 收敛 区 间 内 的 点 逐 项 求 导 . 
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定理 13 逐 项 求 导 定理 
EWEN R > 0,21c (x -a)" 对 a - R < x < a + R lk E E 2 — 448 88 f 


f(x) = Solr = a)", a-R<x<a+tR. 
这 个 函数 了 在 收敛 区 间 内 部 有 所 有 阶 的 导数 .我 们 可 以 逐 项 求 导 原 级 数 得 到 它 的 导数 ; 
f'(x) = Sac (x - a)", f"(x) = Xa (n - l) e,(z =a)". 


等 等 ,这 些 经 求 导 得 到 的 级 数 在 原 级 数 收敛 区 间 的 每 一 点 收敛 . 


注 : 逐 项 求 导 定理 可 能 对 其 它 类 型 的 级 数 不 起 作用 ,如 三 角 级 数 》， 2, 对 所 有 x 


收 化 .但 若 对 它 逐 项 求 导 ,我 们 得 到 级 数 > SULD ， 它 对 所 有 x RR. 


例 4( 应 用 逐 项 求 导 ) i 


1 2 
Fa) sy z S l+ x+ + m) + x + + X k Ve 


=D, — l< x <1, 


RF) 和 "(x) RR 


解 f'(x) = 3 = | + 2x + 32 y da + Ar 
(1 -= x) 
= D nr, — 1 < x <1 
n=1 
” 2 2 n-2 
SC) = C 2: T2 + 6x + 125 + + n(n — 1)x"27 + 
= > n(n - 1), — 1 < x<1 
逐 项 积 


必 一 个 高 等 徽 积 分 的 定理 是 说 震级 数 可 以 在 收敛 区 间 内 部 逐 项 积分 ， 
定理 14 BARIER 
假定 f(x) = DAE - a)" H a-R<x <a + R(R > 0) 收敛 . 则 
n= 0 


s (x - a)"*1 

cr ~ 一 一 一 

2 n+l 

对 ae-~-R<x<a+ 玉 收敛 ,并 且 对 o- 尺 <x< e+ 只, 有 
(x — ayt 


[0048 = > G= + C 


n=0 
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例 5(tan-ix 的 一 个 级 数 ，- 1 三 + 过 1) WRX 


3 x 注 :; 注 意 例 5 中 原来 的 级 数 在 
/= 愿 收 化 区 间 的 两 个 端点 都 收 
解 我们 逐 项 求 导 给 定 的 级 数 , 得 人 ,但 定理 13 仅 能 保证 求 导 
f'(x) =l- x _ l< x <1 后 的 级 数 在 该 区 间 内 的 收敛 
f | ; ， . "Ñ 
这 是 一 个 首 项 为 1, 公 比 为 - x 的 几何 级 数 ,于 是 
; _ l _ 1 
/ G) = O Epa” 


现在 积分 a) = 1⁄(1 +x), 


faz = | 5 = tan lx+ C. 
+ x 


f(x) 的 级 数 当 x = 0 时 是 零 , 于 是 C = 0. 因 此 


5 了 


3 
fa) = x- 3 + $ - T t an — 1 < x < 1. 


在 8.8 节 ,我 们 将 看 到 在 x = + 上 1, 级 数 也 收敛 到 tan-!x. | 


— 


例 6(ln(1 + x) 的 级 数 , -1 < z < 1) 级 数 


= 


l =l- t +£ —- f + 
I+ t 
在 开 区 间 -1 < ¿ < 1 8 EE 
x 1 12 p tt x 
maso -| phas [r t, l, 
e e a peac] 
=x 2 + 3 一 4 + » 一 < x < ` 
还 可 证 明 级 数 在 x = 1 收敛 到 ln 2, 但 不 能 由 这 里 的 定理 推出 . _ 


TRR RIRE 


还 有 ”个 高 等 徽 积分 的 定理 是 说 绝对 收敛 级 数 可 以 像 多 项 式 那样 相 乘 并 得 到 新 的 绝对 收 


定理 15 ”和 守 级 数 的 级 数 乘 法 定理 
设 Alx) = >， a" 和 B(x) = 21 obat” J] a| < R ÆRA, S 


n 
Cn = aob + Gibai + ab, 2 + ' + ani + abi + a,bo = > arbar» 
k=0 


则 2 oc 对 |x| < 丸 绝 对 收敛 到 4(*)B(x): 
(È aa) . ( È on) = È oa", 


例 7( 应 用 乘法 定理 ) ”几何 级 数 


习题 8.6 ` 691 > 


a E 
人 + [一 了 ， x| < 1 


乘 以 自己 得 到 当 |jx*| < 工时 ,17(1 - x) 的 级 数 . 


解 + 
Alx) = Naa la xa wa oe mt oe = 1⁄(1 — x) 
PET) 
B(x) = Vp =] + x+ x + + X" + = 1⁄(1 - x) 
PEP) 
R 
c, = aob, + ab, +U + abn- + `" + ab = 1 + 1+ + 1 = n + 1. 
n+ 项 n+i 个 
由 级 数 乘法 定理 ,有 
A(x) - B(x) = Sean = On + 1) x" 
Per) PET. 


=l+2x+3x2 + 452 + e q (n + 1)x" + 


ÈIU -aY 的 级 数 .这 里 所 有 的 级 数 当 |x| < 1 时 绝对 收敛 .由 于 


"| 1 ) - 1 
dx\l -l` (1 — x)2' 
例 4 给 出 同样 的 答案 . _ | 


习题 8.6 


收敛 区 间 


在 题 1 - 32 中 ,(a) 求 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 区 间 .(b) XP < 的 哪些 值 级 数 绝对 收敛?(e) 对 x 的 哪些 值 级 数 条 
件 收敛 ? 


1.21" 2. D(x + 5)" 3. D (- D"(4x + 1)" 
n=0 n=0 n=0 
(x — 2)" x A nx" 
5. — 6. n . 
和 2,22) rr 
1)"(x + 2)" < x" N (x -— 1)" 
8. —— 9. 10. 5 ` 
> n <, n3" < Vn 
< (- 1) "z" E 3 ° 和 2n+1 
H. 之 人 12. 2 i 13. > 和 
=. (2x + 3)2n+1 =. x" ° (- 1)" n 
14.> + 15. 16. D) -= 
PET) n! 2; 7 nco Vn? + 3 
n(n + 3)" `: nx" S V nx" 
17. — 18. 一 一 一 19. nx 
2" 22 EG: YD 2," 
20. X) (21 + 5)" 1.271. 1] 22. > n n)" 
n=l 


23. D n'r’ 24.> nI - 4)" 
nz) PET 
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25. 
27. 
28. 
29. > 


31. 


NY DU (r 12) 26. XS- 2D fa + IXa- D” 

< n2” Far 

NOM (从 8.4 节 题 75 得 到 你 所 需要 的 有 关 UnU n)2) 的 信息 . 
n(n nn) 

2 (从 8.4 节 题 75 得 到 你 所 需要 的 有 关 和 ,LUln(n n)2) 的 信息 .) 
nlnn 

NY Ur Se 3 N Gra D™ 

A nò? = 2na? 

x. (x + m)" 32 ~ (x - y2)! 

< X T 2 


S x 的 几何 级 数 
在 习题 33 - 38 中 , 求 级 数 的 收敛 区 间 ,并 在 该 区 间 内 .把 表示 为 * RRR RA. 


3. 3) Eh! uye +p TONE ` 1) 
x` n Sof = + 11 S [= - 11" 
36. > ln 2) .> 3 ) 3. > 3 ) 
理论 和 例子 
39. 逐 项 求 导 。 对 + 的 哪些 值 ,级 数 
1 


40. 


41. 


42. 


43. 


收敛 ?和 是 什么 ?如 果 你 逐 项 求 导 给 定 的 级 数 ,将 得 到 什么 样 的 级 数 ? 对 x 的 哪些 值 新 级 数 收敛 ? 它 的 和 是 
什么 ? 

逐 项 积 如 果 你 逐 项 积分 题 39 的 级 数 ,你 得 到 什么 新 级 数 ? 对 x 的 哪些 值 新 级 数 收敛? 和 和 的 另 一 个 名 称 
是 什么 ? 

sin x 的 规 级 数 级 数 


At t 


3 5 7 9 u 
: f 

对 所 有 x 收敛 到 sin x. 

(a) K cos x 的 级 数 的 前 六 项 .对 于 x 的 哪些 值 级 数 收 敛 ? 

(b) Æ sin * 的 级 数 中 用 2x 代替 x, 求 一 个 对 所 有 x 收敛 到 sn 2x 的 级 数 . 

(c) 用 部 分 (a) 的 结果 和 级 数 乘 法 ,计算 2sin reos x 的 级 数 的 前 六 项 . 同 部 分 (b) 中 的 答案 做 比较 . 

ex 的 需 级 数 RA 


3 4 5 
x 


x 一 x ... 
tarta tst 


对 所 有 < KAF e. 
(a) 求 (d/dx)e' 的 级 数 .是 否 得 到 e* 的 级 数 ?解释 你 的 答案 . 


R feds 的 的 级 数 . 是 否 得 到 ex 的 级 数 ? 解 释 你 的 答案 . 


(c) 在 e 的 级 数 中 用 - x 代替 *, 把 e 和 ex 的 级 数 相 乘 , 以 此 求 e e et 的 级 数 的 前 六 项 
tan x 的 项 级 数 级 数 
x 25 17x” 624 


tan x = tt 3r 15 + 315 + 2835 + 


对 于 -rw2 < x < n/2 F] tan x. 

(a) R In | see x | 的 级 数 的 前 六 项 .对 * 的 哪些 值 级 数 收敛 ? 

(b) 求 secx 的 级 数 的 前 五 项 .对 < 的 哪些 值 级 数 收 敛 ? 

(c) 平方 题 44 中 给 出 的 sec x 的 级 数 , 并 以 此 检验 部 分 (b) 中 的 结果 . 


8.7 Maclaurin 级 数 ,Taylor 级 数 ”693 > 


44. sec x ARAR 级 数 


see x = 1 + p + ` 

对 于 - x/2 < x < r/2 收敛 到 sec x. 

(a) RAX In|sec x + tan x | BRRR UJ B Tuy. Xd < 的 哪些 值 级 数 收 敛 ? 

(b) PR BS sec x tan x 的 考级 数 的 前 四 项 .对 x 的 哪些 值 级 数 收敛? 

(e) 把 sec x 的 级 数 和 题 43 中 所 给 的 tan < 的 级 数 相 乘 ,以 此 检验 你 在 部 分 (b) 中 得 到 的 结果 . 

45. rA R $ B) E — E 

(a) 证明 如 果 两 个 察 级 数 > aa 和 让) bas 对 一 个 开 区 间 (- cre) 内 的 所 有 x 的 值 都 收敛 并 且 相 
F WUES n, a = b.( 提 示 : 令 f(x) = a = 22 ”pr 通过 逐 项 求 导 证 明 :a, Ab, 都 等 
F fC000)(nl1).) 

(b) 证 明 : 如 果 对 一 个 开 区 间 (- e,e) 的 所 有 x WAD ya" = 0, 则 对 每 个 mn,o。 = 0. 


46. ËR > U (nn 的 和 为 求 这 个 级 数 的 和 ,把 17(1 - <) 表示 成 几何 级 数 ,关于 x 求 所 得 方程 两 端的 
导数 ,两 端 乘 以 x, 再 求 导数 , 令 x = 1/2, 你 得 到 什么 ? 

47. 在 端点 的 收敛 性 ”用 例子 说 明 每 级 数 在 其 收敛 区 间 的 端点 既 可 能 绝对 收敛 ,也 可 能 条 件 收 全 

48. 收敛 区 间 ”构造 智 级 数 , 使 其 收敛 区 间 是 
(a)( ~ 3,3) (b)(- 2,0) (0) (1,5). 


Taylor 级 数 和 Maclaurin 级 数 


构造 一 个 级 数 。 Taylor 级 数 和 Maclaurin 级 数 。 Taylor 多 项 式 。 Taylor 多 项 式 的 余 项 。 估 
计 余 项 + 截断 误差 。Maclaurin 级 数 表 。 组 合 Taylor 级 数 


oo。 对 几何 级 数 的 充分 了 解 , 使 我 们 能 够 求 得 表示 某 些 函数 的 寄 级 数 ,并 求 得 某 些 宕 
级 数 所 表示 的 函数 (在 这 些 等 式 中 的 级 数 都 满足 收敛 性 条 件 ). 在 本 节 中 ,我 们 要 学 习 
更 一 般 的 技术 来 构造 震级 数 ,这 里 要 充分 使 用 微 积分 工具 . 多数 情 况 下 ,这 些 级 数 提供 
了 和 母 函 数 的 有 用 的 多 项 式 逼 近 . 


构造 一 个 级 数 

我 们 知道 ,在 寡 级 数 的 收敛 区 间 内 部 , 寡 级 数 的 和 是 一 个 具有 所 有 阶 导 数 的 连续 函数 ,但 
反 过 来 说 如 何 呢 ?如 果 一 个 函数 f(x) 在 一 个 区 间 1 上 具有 各 阶 导数 , 它 能 够 表示 成 一 个 宕 级 
数码 ?如 果 能 够 , 它 的 系数 将 是 什么 ? 

后 一 问题 容易 回答 .我 们 假设 /(x) 是 一 个 有 正 收敛 半径 的 寡 级 数 之 和 : 


f(x) => ala -= a)" 


=ag+ a(x- a) + a(x -aY ++ alx- a)" + 
在 收敛 区 间 7 的 内 部 重复 使 用 逐 项 求 导 ,我 们 得 


jx) = ar + 2a,(x — a) + 3ay(z -— a) + + na,(x ~a)! + += 
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Jia) l+ 2an +2- 3a(x- a) +3 4a,lx — a) + 
f° (x) 1:.2.3a+2:.3:.4a(r -a)+3.4.5a(xr—- a) +, 
对 所 有 n, n 阶 导数 是 
fx) = nla + ( 带 因 子 (x - a) 的 项 的 和 .) 

因为 这 些 等 式 在 x = a 成 立 ,我 们 有 

f'(a)= ai, 

fla) = l2, 

f” la) =1.2.3a， 


it 


而 一 般 地 

f™ la) = nla,. 
这 些 公式 揭示 了 在 7 上 收敛 到 /的 值 (我 们 说 “在 1 上 表示 /") 的 任何 宕 级 数 >，， an(z a)" 
的 系数 的 美妙 样式 . 如果 存在 一 个 这 样 的 级 数 (这 仍 是 一 个 未 决 问题 ), 则 仅 有 一 个 这 样 的 级 
数 , 它 的 第 n 个 系数 是 


£ Ca) 
G, = t ° 


如 果 上 有 一 个 党 级 数 表 示 ,这 个 寡 级 数 必 定 是 
” n) 
f(x) = f(a) + f '(a)(x — a) ADO — a)? + (y, - a)" +, (1) 
如 果 我 们 从 任意 一 个 以 a 为 中 心 的 区 间 了 上 无 穷 次 可 微 的 函数 出 发 ,用 它 产 生 方程 (1) 中 的 级 


数 ,那么 这 个 在 7 的 内 部 的 每 个 点 * 都 收敛 到 F(x) 吗 ? 回 答 是 两 可 的 :对 有 些 函 数 是 这 样 ,而 对 
另 一 些 则 不 然 . 


Taylor 级 数 和 Maclaurin 级 数 


CD-ROM 定义 Taylor 级 数 ,Maclaurin 级 数 
设 /是 一 个 在 包含 a 作为 内 点 的 某 个 区 闻 内 存在 所 有 阶 导 数 的 函 
数 .由 ff 在 x = a 生成 的 Taylor 级 数 是 


Brook Taylor 


(1685 — 1731) = k) ” 
Gim RA a EA = ay 
(n) 
+ 192, - a)" + ° 
由 了 生成 的 Maclaurin 级 数 是 
æ k) ” 
> = f(0) + f'(0)x + O pee 
f0) 


n! x" + `, 


这 是 f 在 a = 0 生成 的 Taylor 级 数 . 


例 1( 求 Taylor 级 数 ) 求 由 f(x) = 1/x 在 a = 2 生成 的 Taylor 级 数 .级 数 是 否 在 什么 地 方 


8.7 Maclaurin 级 数 ,Taylor 级 数 


”695 ° 
收敛 到 1⁄x? 


解 ”我 们 需要 求 1(2),f'(2),f"(2),…. 求 导数 ,我 们 得 


f(x) = x"', f(2) = 2 = T° 
f'(z) = - x”, 7 (2) =- 
3 ” 2 _ 1 
f"(x) = 2!x `, ER Qo - 二， 
f(x) =- 31x 1, A = - 方 ， 
l n) | n 
PP -CDob EO GH 
Taylor 级 数 是 


n tn) 
IDA Da -D EPa a e a 2)" + 


_ 1 (x-2) 


2 n 
= 2 t 2 -ea C pr za + 
这 是 一 个 首 项 为 1⁄2 而 公 比 为 r =- (x - 2)/2 的 几何 级 数 . 它 对 |x - 2| < 2 绝对 收敛 ,其 和 是 
1⁄2 1 


l 
1+ (x -2)/2724(x-2) 3 x; 
在 本 例 中 ,由 /(x) = 1/x 在 a = 2 产生 的 Tayior 级 数 对 |x -2| < 2 或 0 < x < 4 收 化 到 1/x. 


-| 
Taylor 多 项 式 


一 个 可 微 函 数 在 点 a 的 线性 化 是 多 项 式 


P (x) = f(a)+f'(a)(x - a). 
MRSE a 有 更 高 阶 的 导数 ,那么 它 就 有 更 高 阶 的 多 项 式 逼 近 . 这 些 多 项 式 称 为 上 的 Taylor 多 项 式 


定义 nB Taylor SHR 


W /在 一 个 包含 e 作为 内 点 的 一 个 区 间 内 对 = 1,2,…,N 有 上 阶 导 数 : 则 对 任何 从 0 至 
N 的 整数 nn, 由 在 x = a 生成 的 n Br Taylor SARE 


P(x) = fla) + f'(a)(x —- a) + Le aY + 


Ea, - a) + Ea, - a)”. 


注 :我 们 说 n 阶 Taylor 多 项 式 ,而 不 说 n 次 ,这 是 因为 /中 (a) 可 能 是 零 .cos x 在 x = 0 的 
前 两 个 Taylor 多项式 是 Pol) 


CD-ROM 
WEBsite 


1 和 Pi(x) = 1. 一 阶 Taylor 多 项 式 是 零 次 的 ,而 非 一 次 的 . 
ee 恰 如 了 在 x = a 的 线性 化 提供 /的 最 佳 线性 逼近 ,高 阶 Taylor 多 项 式 提供 相应 阶 的 
RAEL HREN. CJA 58.) 
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例 2( 求 e' 的 Taylor 多项式) 


RH f(x) = e` fÉ x =0 生 成 的 Taylor 级 数 和 Taylor 多 项 式 . 


解 因为 
Sx) = et, f'(x) x. v f” (Y) = etis, 
我 们 有 
SO = e = 1. /f'(0) = 1. PPO = 1, 
H e Ex =0 生 成 的 Tavlor 级 数 是 
” x n) .2 n 
SO) + f '(0)x + re + "` + ran +' =l + x+ 5 +" + 2 + 
x 
= 一 人 


根据 定义 ,这 起 /的 Maclaurin 级 数 .我 们 不 久 会 看 到 级 数 在 每 个 * 收 仇 到 ev. 


在 x = Of n 阶 Taylor 多 项 式 是 


P (x) = Í tA + > t + 


见 图 8.18. 


y= PR) 


y= Pw) 


y= PW 


CD-ROM 例 3( K cos x 的 Taylor 多 项 式 ) 
c Taylor 多 项 式 . 
解 余弦 函数 和 它 的 导数 是 
f(x) = 
J (xz ) = 


cos x, 


— COS Xx, 


Fax) =- 1) "cos x, 


本 


x 


n 


x 
n!’ 


图 8.18 a) = e MERI Taylor 多 项 式 的 图 形 
P (x) = 1+x, 


P.,(x) = L+ x + (z2⁄21), 
P,(x) = L+ xw + (87/2!) + (<3⁄31) 
注意 在 中 心 * = 0 非常 接近 . 


求 由 f(x) = cos x Ær = 0 生成 的 Taylor 级 数 和 


f'(x)= 
f(x) = 


— sin x, 


sin x, 


JOS (x)=(- 1)"tlsin x 


8.7 Maclaurin 级 数 .Tayior 级 数 * 697 ` 


在 x = 0, RZE 1, MEEF, TE 
PVW = GCD, FO) = 0. 
H f fE O 生成 的 Taylor 级 数 是 
a 
fO) +/f'(0)x + E 0 EO a teg LO y ñ 


ps 


2 4 x (= 1)?” 1 ) "< 2n 
apo Broa aea - 1)” 这 + = > (2n)! ` 
根据 定义 ,这 是 cos x 的 Maclaurin 级 数 .我 们 不 久 会 看 到 该 级 数 在 每 个 x HAE cos x, 


因为 tOO) = 0,2n 阶 和 2n + 1 B; Taylor 多 项 式 是 一 样 的 : 


2 4 x?” 
Px(x) = Pana) = 1- r + 4 - +O D? Yl: 
图 8.19 显 示 在 x = 0 MAER EER EE f(x) = cos x. 由 于 图 形 关于 y 轴 对 称 ,我 
们 只 画 了 > 轴 右 侧 的 图 形 . 


图 8.19 多 项 式 Pu(z) = YI" ,> 和 和 当 ，- = 时 收 化 到 cos * .我 们 可 以 
把 握 cos x 在 任意 远 处 的 行为 ,而 只 需 知道 余弦 及 其 各 阶 导数 在 x = 0 的 值 _] 


例 4( 一 个 函数 , 其 Taylor 级 数 处 处 收敛 但 仅 在 x = 0 收敛 到 f(x)) ”可 以 证 明 ( 昌 说 不 太 
容易 ) 
0, x = Ü 
f(x) = | ，_ 0 
(图 8.20) 在 < = 0 有 所 有 阶 的 导数 ,并 且 对 所 有 nO 0) = 0. 因 此 ,由 /在 x = 0 生成 的 
Taylor 级 数 是 


” n) 
KO + (0 Oo, .. 0, e 
=0 +0: x40 rt +O: x + 
=0+0+…0+… 
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级 数 对 每 个 x 收敛 (其 和 十 0) ,但 仅 在 * = 0 收敛 到 f(x). 


个 0. t= 0 
1 三 “5 eTA v0 
| | | | | | | yv 
-4 -3 -2 -1 0 l 2 3 4 
图 8.20 y = et? 的 图 形 在 原点 如 此 平坦 ,在 原点 其 所 有 导数 为 零 . | 


两 个 遗留 问题 : 

1. 对 于 x 的 哪些 值 我 们 可 以 正常 期 望 Taylor 级 数 收 伊 到 它 的 生成 函数 ? 
2. 一 个 函数 的 Taylor 多 项 式 在 给 定 的 区 间 逼 近 函 数 精确 到 什么 程度 ? 
下 面 回答 这 些 问题 . 


Taylor 多 项 式 的 余 项 
我 们 需要 对 函数 值 f(x) 用 其 Taylor 多 项 式 P, (x) 逼近 的 精确 程度 的 度量 .我 们 可 以 使 用 由 
f(x) = PCz) + R.,( x). 


准确 值 | | 近似 值 | | am 


定义 的 余 项 这 一 想法 .绝对 值 | R,(x)| = |/(x) - PCxz)| 称 为 相关 逼近 的 误差 . 
下 一 个 定理 提供 了 一 个 估计 与 Taylor 多 项 式 相 联系 的 余 项 的 途径 . 


定理 16 Taylor 定理 
# /在 一 个 包含 a 的 开 区 间 7 内 是 mn + 1 阶 可 微 的 , 则 对 了 内 的 每 个 x ,存在 一 个 介 于 x 和 
a 之 闻 的 一 个 数 c ,使 得 


f(x) = fla) + f'(a)(x - a) + aa (a), _ a)" + R(x), 


其 中 
f "+D) (ce) n+ 
R,(x) = (n + DI _ a)" >. 
Taylor 定理 是 中 值 定理 的 推广 ( 题 49). 其 较 长 的 证 明 在 附录 8 给 出 . 
车 对 内 所 有 x, 当 nn-> o 时 R 一 0, 我 们 就 说 由 ff 在 x = a 生成 的 Taylor 级 数 在 1 上 收 
KF /并 写成 
Aa) = SAh _ a). 


PSA RAIE t— t r? 


8.7 Maclaurin 级 数 ,Taylor 级 数 ` 699 > 


例 5( 重 温 e" BJ Maclaurin 级 数 ) 证 明 Fx) = e 在 x =0 的 Taylor 级 数 对 每 个 x 值 收敛 


到 /( x). 
解 ”这 个 函数 在 整个 区 间 (- e ,ə ) 有 所 有 阶 的 导数 ,从 例 2 得 


ex sitato + T + R (a), 

其 中 
R,(x) = ——— xt. 0 和 >x 之 间 的 某 个 c， 

(n + 1)! 


因为 e* 是 x ISRAR, e 位 于 e = 1 和 ee 之 间 . 当 > 是 负数 ,ec 也 是 负数 ,er < 1; 34 x 是 零 ， 
e = 1 而 及 (x)=0; 当 * 是 正 数 ,ec 也 是 正 数 ,并 且 e° <e. FE 


n+1 


R.O) < Hi x < 0, 

mi 
n+l 

|R,.(x)| < er 当 x > 0. 

最 后 ,因为 
lim Te 有 = 0 每 个 x, 表 8.1, 公 式 6 

lim,» R(x) = 0, 从 而 级 数 对 每 个 x 收敛 到 es. _ | 
估计 余 项 


经 常 像 在 例 5 中 一 样 我 们 可 以 估计 余 项 R,(x). 这 个 估计 方法 如 此 方便 ,所 以 有 必要 把 它 
叙述 为 一 个 定理 ,以 便 今后 引用 . 


定理 17 余 项 估计 定理 
如 果 存 在 正 数 M 和 ,使 得 对 a 和 x 之 间 ( 含 a 和 %) 的 所 有 : 有 IAD) | < Mrn*1, MH 
Taylor 定理 中 的 余 项 R.( x) 满足 不 等 式 


n+l 1 


x-— à n + 
(n + 1)! 
如 果 这 些 条 件 对 每 个 n 成 立 , 并且 fW E Taylor 定理 的 所 有 其 它 条 件 , 则 级 数 收 化 到 


| RC) < MS 


在 最 简单 的 例子 里 ,只 要 人 和 它 的 所 有 导数 的 绝对 值 都 以 某 个 常数 隶 为 界 ,我 们 可 以 取 
r = 1. 在 其 它 情形 ,我 们 需要 考虑 7. 例如 ,车 f(x) = 2cos (3x) ,我 们 求 导 一 次 ,就 得 到 一 个 因 
子 3,r 就 应 该 大 于 1. 在 这 一 情形 ,我 们 可 以 一 起 取 r = 3 和 -= 2. 

我 们 现在 准备 好 了 考察 一 些 例子 ,用 以 说 明 余 项 估计 定理 和 Taylor 定理 如 何 一 起 用 来 处 
理 收敛 问题 . 正如 你 已 经 看 到 的 ,它们 还 可 用 来 确定 函数 用 一 个 Taylor 多 项 式 允 近 的 精确 度 . 


例 6(sin x 的 Maclaurin 级 数 ) 证 明 sin x 的 Maclaurin 级 数 对 所 有 x 收敛 到 sin x. 
解 RAMET E 


< 700 ` 第 8 = EFR 


lI 


sinx, /'(x*)= cos x, 


/(x) 
f "(x) 


— sin x, f(x) = — cos x. 


EECa = C Disina, f tax) = (—- Dcos x, 
于 是 
EOW 和 ELO = (- D 
IRC Ay K EIB XT n = 2k + 1,Taylor 定理 给 出 


x? x (- 1 


sin x = x =- 3 ts t OK I Dr t Rea). 
sin x 的 所 有 导数 的 绝对 值 小 于 或 等 于 1, 所 以 可 以 在 余 项 估计 定理 中 取 = 1 和 r = 1 而 得 到 
| Rapal). PDT: 
AA, 4 k > w EC ak +2)1) ->0, 对 任意 ,ARCr) 一 0, 从 而 对 每 个 x,sin x 的 
Maclaurin 级 数 收 和 敛 到 sin x. | 


例 7( 重 温 cos x 的 Maclaurin 级 数 ) 证明 cos x 的 Maclaurin 级 数 对 所 有 x 收敛 到 cos x. 
解 ”我们 对 例 3 的 cos x J n = 2k BJ Taylor SARIM ERT: 


4 2k 
a 
cosx=1-3 + 有 + (- 1) ORJI + Rs ( x). 


因为 cos x 的 所 有 导数 的 绝对 值 小 于 或 等 于 1, 所 以 可 以 在 余 项 估计 定理 中 取 HM = 1 #i r = 1 
而 得 到 


n 
! 


| yit 


(2k + 1)! 
MM k — æ 时 Ar) 一 0. 从 而 对 任意 x,cos x 的 Maclaurin 级 数 收敛 到 cos x. | 


| Ra) < 1 ， 


截断 误差 
e 的 Maclaurin RROTA x AE e% ,但 是 我 们 还 需要 确定 为 逼近 e 到 给 定 的 精确 度 需 
要 多 少 项 .我 们 从 余 项 估计 定理 得 到 这 方面 的 信息 . 


例 8( 计 算数 e) 计算。 使 误差 小 于 10, 
解 ”我 们 可 以 利用 例 2 当 * = 1 时 的 结果 , 写 出 


e=l+l+ər+ m + A t R0). 
其 中 
R.(1) = e° et 对 于 0 和 1 之 问 的 某 个 c. 
为 解 本 例 ,我 们 假设 已 知 e < 3. 由 于 对 0 < < 181 < ec < 3, 必 有 
1 3 
G DE < RO < rr Di 


通过 试验 ,我 们 发 现 1⁄9! > 10 习 ,而 3/101 < 10-. 这 样 ,我 们 取 n + 1 至少 为 10, 或 n 至 少 为 
9. 在 误差 小 于 10 习 时 ,我 们 有 


8.7 Maclaurin 级 数 ,Taylor 级 数 ` 701 - 


L 1 1 
e= l+1+ t + + gy = 2.718282. d 


例 9( 用 三 次 多 项 式 代替 正弦 函数 ) 对 x 的 哪些 值 ,用 x - (x2⁄31) 4838 sin x 的 误差 不 大 
于 3 x107? 

解 。” 利用 例 6 的 结果 ,x — (x2⁄31) = 0 + x + 0x2 — ( x2⁄3!) + 0x* E sin x ËJ) 3 Et #l 4 É+ 
Taylor 多 项 式 . 于 是 


在 余 项 定理 中 取 M 二 r = 1 ,得 


| Rs < 1: 


en 


|x] 
5! 


因此 ,车 
5 
lal cayi 或 |x| < V360 x 10° ~ 0.514. 


120 
误差 将 小 于 3 x 107. 
交错 级 数 估计 定理 告诉 我 们 一 些 余 项 估计 定理 所 不 涉及 的 事情 ， Pl sin x 的 估计 % - 
(2/31) i x 为 正 时 是 一 个 不 足 估计 ,因为 这 时 2 /LS! 是 正 的 . 
图 8.21 Æ sin x 及 其 几 个 逼近 Taylor 多 项 式 的 图 形 . P(x) = x (x3/31) 的 图 形 当 -1 < 
z < 1 BBM sin x 的 图 形 几 乎 是 区 分 不 开 的 . 


"a kt 
图 8.21 多 项 式 p... (a) = D GEET $ n o 时 收 化 到 sin x. 
k=0 “ 


Maclaurin 级 数 表 
这 里 我 们 列表 给 出 最 常用 的 Maclaurin 级 数 ,它们 全 部 用 这 样 的 方法 或 那样 的 方法 在 本 章 
推导 出 来 . 习题 中 将 要 求 你 以 这 些 级 数 作为 基本 构件 构造 其 它 级 数 (例如 tan lx? 或 7xe*). 我 
们 还 列 出 了 收敛 区 间 ， 
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Maclaurin 级 数 
1 Lt + x" + = Dx (lxrl<1) 
l- x n=0 
1 x` 
- = 1- _ _ ü = À _ I 1 
2. i l-x+x +(- x)” + 之 1)"x"” (ixi<1) 
x x ... x ... = N A - 
3.e =l+ x+ * t = Z (所 有 实数 x) 
, ¿Ú W PZ Re nl 
4 nl (所 有 实数 x) 
x? xt n a ~ a sae 
S.cos x = 1-2 + i- + (— 1) Oml = 全 (1) (n)! (所 有 实数 x) 
2 3 < 
_ _ Z | Z _... _ n-i 2” NN _ 
6.ln(l + z) = x > t + (- 1) T t = Z. 1) M (- l < x <1) 
Ta 1D)" : Xon £ (|xz| < 1) 
i i : 5 2n + 1 n+l = 


组 合 Taylor 级 数 


Taylor 级 数 在 它们 的 收敛 区 间 的 公共 部 分 上 可 以 进行 相 加 , 相 减 ,与 常数 相 乘 和 yx 的 寡 运 
算 ,并 还 得 到 Taylor AR. SC) + glx) HI Taylor ARE f(x) KI Taylor AAM g(x) 的 Taylor 级 
数 之 和 ,这 是 因为 f+ z 的 n 阶 导 数 是 /”+ g'”, 等 等 .为 得 到 (1 + cos 2x)/2 的 Maclaurin 级 
数 ,我 们 可 以 在 cos x 的 Maclaurin 级 数 中 把 x 代 换 成 2x, 加 上 1, 在 把 所 得 结果 除 以 2.sin x + 
cos x 的 Maclaurin 级 数 是 sin x 的 级 数 与 cos x 的 级 数 的 逐 项 相 加 .把 sin x 的 Maclaurin 级 数 每 
ML x 就 得 到 xsin x 的 Maclaurin 级 数 . 


例 10( 通 过 代入 求 Maclaurin 级 数 ) KR cos 2x 的 Maclaurin 级 数 . 
解 ”我 们 可 以 通过 在 cos x 的 Maclaurin 级 数 中 把 x 代 换 成 2x ,得 到 cos 2x 的 Maclaurin 
级 数 ; 


Sn (= 1) (2x)* Qx” Qa (2x) 
cos 2x = 之， (2k)! = ] - 21 + 4! A 等 式 (5) 中 的 r 换 为 2x. 
_1 2⁄2 zt 2x6 ... 
= 2 ta 6 + 
_ NA p 225725 
= 和- 1) (2k)! 


Maclaurin 级 数 表 中 的 等 式 (5) 对- o < x < % RL ARAE -o < 2x < o 成立， 
从 而 新 得 到 的 级 数 对 所 有 x eak EB 54 了 解释 为 什么 新 级 数 事 实 上 是 cos 2x 的 Maclaurin 级 
数 . | 


习题 8.7 ` 703 : 


例 11( 通 过 乘法 求 Maclaurin 级 数 ) K xsin x 的 Maclaurin 级 数 . 
解 我们 可 以 通过 sin x 的 Maclaurin 级 数 (等 式 4) 乘 以 * , 求 得 xsin x 的 Maclaurin 级 数 ; 


x Sin x = x x 31 ts ' + 


4 6 xŠ 

== - 35 ts H 
因为 sin x 的 级 数 对 所 有 x 收敛 ,新 级 数 也 对 所 有 > 收敛 . 题 54 了 解释 为 什么 新 级 数 事 实 上 是 
xsin x 的 Maclaurin 级 数 . _ | 


习题 8.7 


求 Taylor 多 项 式 


CD-RONI 


人 在 题 1 -6 中 , 求 / 在 a 的 0,1,2 和 3 阶 Taylor 多 项 式 . 


1.f(x)=lInx, a= 1 2.f(x)= In (I + x), a = O 3.f(x) = TT a = 0 
4.f(x) = sinz, a = x⁄/4 S.f(x) = cos x, “a = mn/4 6.f(x) = Vx, a= 4 
求 Maclaurin 级 数 
在 题 7 - 14 中 R Maclaurin 级 数 
J.e 8. 一 9 .sin 3x 
l+ x 
10.7 cos(- x) ll.cosh x = e te 12.sinh x = e — e 
13.x t - 2⁄2 — 5x + 4 14.(x + 1)2 
求 Taylor 级 数 
在 题 15 - 20 中, 求 f 在 x = a 的 Taylor 级 数 
15./(x) = =: 24++4,4=2 16.f(x) = 32: -x r 22 + xl 2. a =- 1 
17.f/(x) = 1⁄x?2, a 1 18./(x) = xZ(1 — x), a = O 


20.f(x) =F, a = 1 


"I 
- 
a 
" 
t H 


19. f(x) 


通过 代 换 求 Maclaurin 级 数 
用 类 似 例 10 中 所 用 的 代 换 法 求 题 21 - 24 中 的 函数 的 Maclaurin 级 数 . 


21.e-5* 22.672 23. sin( 75) 24. cos Vx 


更 多 的 Maclaurin 级 数 
以 Maclaurin 级 数 表 中 的 级 数 作为 基本 构件 ,组 合 级 数 表达 式 以 求 题 25 - 34 中 的 函数 的 Maclaurin 级 数 . 


2 
x 


25. xe* 26. x2sin x 27. p ~ l + cos x 
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À 
28.sin x = x + 37 29. x cos mx 30.coss x( 提 示 :ceossr = (1 + cos 2x)/2.) 


x l 
.1 4. — 5 
m 33.x In(i + 2x) 3 CT x): 


31.sin x 32. 


误差 估计 

35. 为 学 而 写 大约 对 于 x 的 哪些 值 你 可 以 用 x - (6) (üE sin x ,而 使 误差 不 大 于 5 x 10 4? 对 你 的 回答 给 
出 理由 . 

36. 为 学 而 写 WEHI- (+2⁄2) E cosx, mi) xj < 0.5, 可 以 做 怎样 的 误差 估计 ?1 - ( <2⁄2) 比 精确 值 更 
大 还 是 更 小 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

37. sin x 的 线性 逼近 逼近 sn x = x |a| < 103 时 如 何 接近 精确 值 ?对 x 的 哪些 值 * < sin x? 

38. l+ x 的 线性 逼近 4 x 很 小 时 使 用 近似 式 vT+x = 1+ (x/2). 估 计 当 |x| < 0.01 时 的 误差 . 

39. e 的 二 次 逼近 
(a) 34 x 很 小 时 使 用 通 近 e" = 1 + x + 《x*/2) .用 余 项 估计 定理 估计 当 |*| < 0.1 时 的 误差 ， 
(b) Mx < 0 时 ,es 的 级 数 是 一 个 交错 级 数 .用 交错 级 数 估计 定理 估计 当 -0.1<x<0 时 用 1+x+ 

( x1⁄2) 代替 e" 的 误差 .比较 这 个 估计 和 在 部 分 (a) 所 得 到 的 估计 . 

40. sinh x 的 立方 逼近 估计 当 |x| < 0.5 PEBE sinh x = x + (x'/31) 的 误差 .( 提 示 : 用 R, 而 不 用 R3.) 

41. e* 的 线性 亿 近 ”证 明 : 当 0 三 六 三 0.01 时 ,e* 用 1+ 大 代替 的 误差 不 超过 六 的 0.6% .应 用 到 e?% = 1.01. 

42. A z KEiK In (1+ x) 对 怎样 的 正 的 * 值 你 可 以 用 * RE In (1 + <) 而 使 误差 不 超过 x 的 1%? 

43. 估计 z/4 尔 计划 通过 求 tan-'x 的 Maclaurin 级 数 在 * = 1 的 值 估计 x/4. 用 交错 级 数 估 计 定 理 确定 取 级 数 
的 多 少 项 相 加 可 保证 估计 精确 到 二 位 小 数 . 

44. y = (sin x)/x 的 界 
(a) 用 sin x 的 Maclaurin 级 数 和 交错 级 数 估计 定理 证 明 


1- < 1, rz0. 
6 x 


RE (b) 2263 f) = (sin x)/x, 函 数 y = 1 - (2⁄6) 及 函数 ，= 1354 - 5 < x <5 时 的 图 形 .评论 
图 形 之 间 的 关系 . 


— v `= 


二 次 逼近 


CD-ROM 


WEBsite 一 个 二 次 可 微 函 数 f(x) 在 x = a 的 二 阶 Taylor 多 项 式 成 为 f Ex = ea 的 二 次 逼近 .在 题 45 - 48 中 求 


(af Ex = 0 的 线性 化 (一 阶 Taylor EHR). 
(b)f 在 x = 0 的 二 次 逼近 . 


45.f(x) = In (cos x) 46. f(x) = es" + 
47. f(x) = 1⁄ WwW x2 48. f(x) = cosh x 
理论 和 例子 


49. Taylor 定理 和 中 值 定 理 ”解释 为 什么 中 值 定 理 (3.2 节 定 理 4) Æ Taylor 定理 的 特殊 情形 . 

50. 在 拐点 的 线性 化 ( 续 3.6 节 题 49) 证明 :如 果 二 次 可 微 函 数 f(x) 的 图 形 在 < = a 有 一 个 拐点 , 则 /在 * = a 
的 线性 化 同时 是 在 < = a 的 二 次 逼近 .这 解释 了 为 什么 在 拐点 切线 拟 合 曲线 如 此 之 好 . 

51. (第 二 ) 二 阶 导数 判别 法 HFR 


f(x) = f(a) + f'(a)(x - a) + -ay 


习题 8.7 * 705 ，: 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


建立 下 列 判别 法 . 

设 f 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 并 且 设 A'(a) = 0. 则 

(a) 若 在 一 个 以 a 为 内 点 的 区 间 上 f/f”< 0, 则 /在 a 取 局 部 最 大 值 . 

(b) 若 在 一 个 以 a 为 内 点 的 区 间 上 f/f”> 0, 则 /在 a 取 局 部 最 小 值 . 

一 个 立方 逼近 用 a = 0 和 nn = 3 时 的 Taylor ARR fx) = 1/(1 -x) 在 x =0 的 标准 立方 通 近 .给 出 
— 4] x | < 0.1 时 通 近 误差 的 一 个 上 界 . 

改进 x B93B im 

Ca) 设 P j xw RAR) a u 39 B r. EH P + sm P 是 精确 到 3n 2 PK BBB (HER: P = xw + x.) 
(b) 用 -个 计算 器 试 一 试 (a) 的 结论 . 


由 f(x) = ga” 生成 的 Maclaurin 级 数 是 À ant" 由 收敛 半径 为 c > 0 的 寄 级 数 > aa" 定 
义 的 函数 有 Maclaurin 级 数 , 它 在 (- co) 的 每 个 点 收 剑 到 该 函数 .通过 验证 由 /(z) = 》) ax" 生成 的 
Maclaurin 级 数 是 级 数 、， ao 本 身 来 证 明 这 -一 事实 . 
这 - -事实 的 -个 直接 推论 是 ;由 Maclaurin 级 数 乘 以 * 的 睁 所 得 的 级 数 , 比 如 

4 6 


ñ 2 x 8 
ysm =x 一 十 一 了 7T 


4 xŠ 
了 2 G ~ 
x2e" = x? + x? + 


2! + 31 + `, 
以 及 由 求 导 和 积分 收敛 的 宕 级 数 所 得 的 级 数 本 身 就 是 它们 所 表示 的 函数 的 Maclaurin 级 数 . 


æ 


偶 函 数 积 奇 函 数 的 Maclaurin 级 数 ”假设 Kx) = > a 对 开 区 间 (- c,c) 内 的 所 有 >x 收敛 . 
Ca) 证 明知 /是 偶 函 数 , 则 al = a, = as = … = 0; 即 上 的 级 数 仅 售 * WAKA. 

(b) ERE /是 奇 函 数 , 则 oo = a, = a, = … = 0; 即 了 的 级 数 仅 含 x HAKR. 

周期 函数 的 Taylor SAR 


(a) 证 明 每 个 连续 周期 函数 /(x), - %w < x < om 是 有 界 的 ,为 此 要 证 明 存 在 -一 个 正 的 常数 M ,使 得 对 所 有 
x, |f(z)| < M. 

(b) 证 明 Aa) = cos 的 每 个 正 次 数 的 Taylor 多 项 式 的 图 形 当 | < | 增加 时 最 终 必 然 离 开 cos x 的 图 形 .在 
图 8.19 中 你 可 以 看 到 这 一 点 .sin x 的 Taylor 多 项 式 有 类 似 的 情况 (图 8.21). 


加 s. (a) 两 个 图 形 ”一 起 画 出 曲线 y = (1⁄3) - (x2) /5 fll v = (x - tanllx) Zx3 HMHR y = 1⁄3. 


58. 


on-l 
(b) 用 Maclaurin 级 数 解释 你 所 看 到 的 现象 .im E E B 52? 


在 次 数 <n 的 所 有 多 项 式 中 ,n Br Taylor 多 项 式 给 出 最 佳 逼近 。 设 f(x) 在 以 a 为 中 心 的 区 间 上 n 次 可 
微 ,而 g(x) = borbi(x-a)+r + b .(x — a)" 是 一 个 带 常 系数 如,…， 刀 的 次 多 项 式 . 令 Elx) = f(x) 
一 g(x). WEB: WRI g 附加 条 件 

(a)E(a) = 0; 在 x = ua 的 通 近 误 差 等 于 0. 


(bim E = 0, 同 (x - a)" 相 比 ,误差 是 可 忽略 的 . 
HJ 


” n) 
z(a) = Ka) +f aa- a) + Ne a s Ut) a), 


ËD Taylor 多 项 式 P,(x) 是 唯一 的 次 数 小 于 或 等 于 n ,而 误差 在 x = a 是 零 并 且 和 (y — a)" 相 比 较 可 以 忽 
略 的 多 项 式 . 
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线性 ,二 次 和 立方 逼近 
n = 1 和 a = 0 时 的 Taylor 公 式 给 出 一 个 函数 的 线性 化 .而 当 n = 2 Rin = 3 时 ,我 们 得 到 标准 的 二 次 和 立方 
通 近 .在 下 面 的 习题 里 ,我 们 探索 与 这 些 台 近 相关 联 的 误差 .我 们 寻求 对 两 个 问题 的 答案 : 
(a) 对 «的 什么 值 函 数 可 以 用 每 个 通 近 代替 而 使 误差 小 于 10-*? 
(b) 如 果 在 给 定 的 区 间 上 用 每 个 逼近 代替 函数 ,预计 最 大 误差 是 多 少 ? 
使 用 一 个 CAS 执行 下 列 步 又 ,以 此 帮助 回答 与 题 59 - 64 中 的 函数 和 区 间 相 关 的 问题 (a) 和 (b). 
步 又 1: 在 指定 的 区 间 上 画 函 数 图 形 . 
步骤 2: RÆ x = 0 的 Taylor 多 项 式 Plx), Prz) 和 P,(x). 
步骤 3: 计算 与 每 个 Taylor 多 项 式 的 余 项 关联 的 n+1 阶 导数 A"*"(c). 在 指定 的 区 间 上 画 出 作为 。 的 函数 
的 导数 的 图 形 并 估计 其 绝对 值 的 最 大 值 M. 
步骤 4: ”用 步骤 3 的 A"*0(e) 的 估计 值 MRE O 计算 每 个 多 项 式 的 余 项 R(x) ,在 指定 的 区 间 上 画 
R,(*) 的 图 形 .然后 用 来 估计 问题 (a) 中 的 < 的 值 . 
步骤 5: EREKE LEH E,(x) 的 图 形 , 并 以 此 比较 你 估计 的 误差 和 实际 的 误差 E,(x). 这 将 帮助 回答 问 


题 (b). 
步骤 6: 把 函数 及 其 三 个 Taylor 通 近 的 图 形 画 在 一 起 ,结合 步骤 4,5 发 现 的 信息 讨论 图 形 . 
59.f(x) = Pe [x|< + 60./(x) = (1 + x)*2, - <:<2 
61./(x) = ~ ，|x|<2 62.f(x) = (cos x)(sin 2x), laļs2 

x +l 
63. f(x) = ecos2x, |x|<l 64. f(x) = er3sin2r， ix|<2 


8.8 saan 


第 和 根 的 一 项 起 级 数 + 微分 方程 的 级 数 解 。 求 不 定型 的 值 。 反正 切 


本 节 说 明 在 科学 和 工程 的 种 种 应 用 中 如 何 使 用 寡 级 数 . 


寡 和 根 的 二 项 式 级 数 
X m 是 一 个 常数 时 ,(1 + x)” 的 Maclaurin 级 数 是 


-1 - 1) -2 
l+ me + 下 ) 2 m(m T EEN 


„mn -1)(m = -k+l)u ñ 


这 个 级 数 称 为 二 项 式 级 数 , 对 |x| < 1 绝对 收敛 . 为 说 明 这 个 级 数 的 由 来 ,我 们 列举 函数 及 其 


— asss 
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导数 : 
f(x) =(1 + x)" 
f(x) =m(1 +x)! 
f'(x) =m(m - 1)(1 + x)” 
f(x) =m(m - 1)(m - 2)(1 + x)? 


FP) =m(m - 1)(m -2)-:(m - k+) + k)". 
ERE x = 0 的 值 ,最 后 代入 Maclaurin 级 数 公式 即 得 二 项 式 级 数 . 
如 果 m 是 一 个 正 整 数 或 零 ,级 数 在 第 m + 1 项 后 停止 ,因为 系数 从 = m + 1 JF 2: 52. 
MR m 不 是 一 个 正 整 数 或 零 , 级 数 是 无 限 的 ,并 对 |x| < 1 收敛 .为 究 其 缘由 ,用 u, RRE 
x° 的 项 .用 绝对 收敛 的 比值 判别 法 ,我 们 看 到 


ual eta |a 当 k > ow 时 . 
Uk k+l I 


我 们 对 二 项 式 级 数 的 推导 仅 说 明了 它 由 (1 + x)" 生 成 并 有 目 对 于 |x| < 1 收敛 ,这 个 推导 并 
未 告诉 我 们 级 数 收敛 到 (1 + x)". 这 是 正确 的 ,但 我 们 把 它 作 为 假定 而 不 子 证 明 . 


二 项 式 级 数 
APT C 1 < x < 1, 
(1 + x)" = 1+ > (7), 
其 中 我 们 定义 | 
Wi 
和 


的 _ m(m - 1)(m - 2). (m — k + 1) 
7 k! 


L XT k > 3. 


例 1( 用 二 项 式 级 数 ) = m =-1, 


k 
由 这 些 系 数值 ,二 项 式 级 数 公式 给 出 我 们 熟悉 的 几何 级 数 


(~ _ = 上 +1) _ (- 1 全) - (- 1), 


(1+x)' =s 1+ 27(- Di 21 r+ _ 
k=1 


例 2( 用 二 项 式 级 数 ) ”从 3.6 节 例 1 我 们 知道 对 小 的 |x| ,VIT+x = 1 + (x/2).%F m = 
1⁄2 的 二 项 式 级 数 给 出 二 阶 和 更 高 阶 的 通 近 ,同时 给 出 来 自 交 错 级 数 估计 定理 的 估计 : 


> + 2! ' x` 
l 1 2 5 
(3)(- 3)(- 3)(-3) 
十 ji xfa 
l — x x Se 
= t> g i6 lÍ 
代 换 x 还 给 出 其 它 估计 . 例如 ， 
一 一 一 : 2 4 
Vi- x ~1-5 -5 jni] 
/1 l S il wki 
Nl- ~lez ge Dy o MA E 


微分 方程 的 级 数 解 

当 我 们 不 能 求 得 一 个 微分 方程 或 初 值 问题 的 解 的 相对 简单 的 表达 式 时 ,可 尝试 用 其 它 途 
径 得 到 解 的 信息 .一 个 途径 就 是 求 一 个 震级 数 作为 解 的 表达 式 .如 果 我 们 可 以 这 样 做 ,我 们 就 
直接 得 到 解 的 一 个 多 项 式 通 近 . 这 或 许 就 是 我 们 所 需要 的 一 切 .第 一 个 例子 ( 例 3) 处 理 一 阶 线 
性 微分 方程 , 它 可 以 作为 线性 方程 用 以 前 学 习 过 的 方法 求解 . 这 个 例子 说 明 ,在 不 知道 这 个 方 
法 时 ,如 何 用 考级 数 解 方程 .第 二 个 例子 ( 例 4) 处 理 一 个 不 能 用 前 面 的 方法 求解 的 方程 . 


例 3( 一 个 初 值 问题 的 解 ) ” 解 初 值 问题 
y -y= x, yxy(0) = 1. 
解 ”我 们 假定 存在 一 个 形 如 


y = Go+ ax + a, x°? + ` + apx” + a,x" 十 (1) 
的 解 .我 们 的 日 的 是 求 系数 a, 的 值 ,使 得 级 数 和 它 的 一 阶 导 数 
y' = a; + 2asx + 3 as x2 +" + na," l + (2) 


满足 给 定 的 微分 方程 和 初 值 条件 . 级 数 y — y 是 方程 (1) 和 (2) 的 差 : 


y — y = (a, - ao)+ (2a; — a) x + (3a3— az) x” + e 


+ (na, = apa) on. (3) 
CD-ROM 如 果 y 满足 方程 六 -y = *, 则 方程 (3) 中 的 级 数 必 须 等 于 * .因为 震 
级 数 表 示 是 唯一 的 ,如 果 你 做 了 8.6 节 的 题 45 你 会 明白 这 一 点 ,方程 
历史 传记 (3) 中 的 系数 必须 满足 方程 
aj- ao = Ü 常数 项 
* John Van Neumann 
(1903 — 1957) 2a- aí = 1 x 的 系数 


3a, — a; = 0 x` 的 系数 


na, — ap = 0 C 的 系数 
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从 方程 (1) 看 出 当 x = 0 时 y= ao, 于 是 ao = 1( 这 是 初 条 件 ). 把 这 个 值 跟 所 有 方程 结合 在 一 
起 ,我们 得 


ao = l aí = @ = 1 a = 5 = -= 了 了 ， 
a> 2 2 an-ı 2 
5 a 3.263 5 wS pa Fai 
把 这 些 系 数 的 值 代入 到 y 的 方程 (方程 (1)) 就 得 到 
7 -1+x+2: 帮 +2 条 + +2 + 
=l+ r+ 2[5 riea] 
eY ~t- 的 Maclaurin 级 数 
=l+X+2(e -1-x)= 2er — 1 — x. 
初 值 问题 的 解 是 y = 2e* - 1 - x. 
作为 检验 ,我 们 看 到 
y(0) = 2e0 -1-0=2-1=1 
R 
y =y = (2e* -— 1) — (2e* — 1 — x) = x. _ 
例 4( 解 微分 方程 ) k 
y" + z2y = 0. (4) 
BJ PF DSL. 
解 ”我 们 假定 存在 形 如 
y = ao + ax + ax + ' + ax" + (5) 
的 解 并 求 系 数 a ,使 得 级 数 和 它 的 二 阶 导数 
y" = 2a} + 3° 2ayx + + nln — l)a,x" ”+ (6) 
满足 方程 (4). x`y 的 级 数 是 方程 (5) 右 端 的 x? W: 
x2y = aox + ax) + agx? a o xX (7) 


y" + x2y 的 级 数 是 方程 (6) 和 (7) 中 的 级 数 之 和 : 
y" +Xy =2a, + 6azx + (l2a, + ao)x2 + (20as + aj) x° 
+" (nln =- i)a, + ana)? kos, (8) 


注意 方程 (7) 中 x" 的 系数 是 a,.4. 如 果 y 和 它 的 二 阶 导数 ” 满足 方程 (4) ,方程 (8) 右 端 x 的 
各 次 笑 的 系数 必须 全 是 零 : 


2az = 0, 6as = 0, I2ae+ ao = 0, 20a;+a = O, (9) 
而 对 所 有 > 4, 

n(n — l)a, + a..s = 0. (10) 
我 们 从 方程 (5) 看 出 

ao = y(0), al = y' (0). 
换 句 话说 ,级 数 的 前 两 个 系数 是 y My 在 x = 0 的 值 ,(9) 中 的 方程 和 等 式 (10) 的 递归 公式 使 
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我 们 能 够 从 ao 和 a, 出 发 求 所 有 其 它 的 系数 . 
(9) 中 的 前 两 个 方程 给 出 
a= 0, a;=0. 
方程 (10) 说 明 如 果 apa = 0, 则 a, = 0, 于 是 我 们 得 
as =0, a =0. aw=0, al = 0， 


H-- H n = 4k+2 或 n = dk + 3, 便 有 a，= 0. 对 其 余 的 系数 ,我 们 有 


G 
Qn = n(n - 1) 
从 而 有 
一 ao — 他 4 _ qo 
4 4.3 “% 8.7  3.4.7.8 
-一 T ag — ao z- 
2 = 11.12 73.-4.7-8- 11°12 
和 


-4 Qs a| 
% = 5.4 @“ 9.8 4.5.8.9° 


— do _ a 


en = 12713 7 4.5.8.90.12.13° 
答案 最 好 表示 成 两 个 分 离 的 级 数 之 和 ,一 个 乘 以 cl , 另 一 个 乘 以 a: 


4 8 12 
X X 


2 x 
Y= al -At ) 


a. 


5 9 13 
X x 


x - — 
+ 


由 比值 判别 法 可 以 看 出 两 个 级 数 都 对 所 有 < 收敛 


求 不 定型 的 值 
有 时 可 通过 把 所 涉及 的 函数 表示 成 Taylor 级 数 求 不 定型 的 值 . 


例 5{( 用 窒 级 数 求 极限 ) ” 求 下 式 极 限 : 
lim sin x — tan x 
-0 x? : 


M sinx 和 tan x 的 Maclaurin 级 数 写 到 x5 项 ,是 


3 5 3 5 
x Y 2 x 


. x 2 
SIN X = X — r + —í — '*`'", tan ; = 4 = — ... 
3! 5! “T+3+15+ 


因此 
SI tan = = x | "|( 1 x? | 
sin x = tan xv =- > -gr =| 2 
H 
lim sin x ~ tan x = lim[ l x =) 
0 x? -2 8 - 


8.8 3 % # AM . 711 ， 


如 果 我 们 用 级 数 求 lim, .o((1/sin x) - (LIZx)) ,那么 不 仅 成 功 地 求 得 极限 ,还 可 以 发 现 
cse x 的 一 个 台 近 公式 . 


例 6( 用 窒 级 数 求 极限 ) k 


解 ”因为 

bgg 

1 1 x sinx “3 
sinx x xsinx 一 Z x ) 

x (*- 条 + 新 - 

(1 x ) L g 

* A31 51t 31 5! 

= > = %7 2 

1+ ) L- 37+ 

所 以 


og. 
1 s! 
lim 一 一 ~ +) = of _ = 0. 
== sn x x x0 x _. 


从 右 端 的 商 式 可 以 看 出 对 小 的 |* | ,有 


1 1 


1 x 1 x 
一 ~xY 3“ 6 或 ese x = + _ | 


反正 切 


E 8.5 节 例 5 中 ,我 们 通过 微 商 求 得 


1 


d _ 
—tan x = =l- + xt A + +. 
dx 


1 + x2 


积分 得 

tan x =x- 3 + 5 7 + 
但 是 我 们 并 未 证 明 这 个 结论 所 依赖 的 逐 项 积分 定理 . 该 级 数 可 再 次 通过 积分 下 列 有 限 公式 的 
两 端 


(一 了 ) ?+ 2512 


1 
1 + e 


1 + 2 
求 得 ,其 中 最 后 一 项 是 余 项 的 和 ,而 余 项 是 一 个 首 项 为 a = (- Us+li2znt2 公 比 为 = — Ë 的 几 
何 级 数 . 从 上 = 0 到 * = x 积分 上 式 两 端 ,得 
3 5 


ea O O 6 ua] OE D L + 


> 2n + 
a E R a g pya 
tan x= x- y + 7 + + (— 1) 3a I+ R(n,zx), 


其 中 
x (- 1) +lp2n+2 


l+t 


R(n,x) = dż. 


被 积 函 数 的 分 母 等 于 或 大 于 1; 因 此 


i ll 393 PERLER 
RC n sx) | < | td = 站 
若 |x| < 1, 这 个 不 等 式 右 端 当 n — œ H 88 T. 于 是 注 : 我 们 用 这 一 方法 代理 直接 
lim, >o R(n,x) = 0, 并 且 R Maclaurin 级 数 , 这 是 因为 
lane 的 高 阶 导 数 不 易 求 . 


tan lx = > (UU, lx gl. 
在 这 个 an'a 的 级 数 里 令 x4 = 1, 得 Leibniz 公式 
zo d,d lL Gir 
4 3 5 7 9 2n +1 
这 个 级 数 对 于 求 x BJ 2838 38 RK KRIS. E AAR 


_ oa d aa a 1 -1 1 
x = 48 tan 18 + 32 tan s 20 tan 339” 
这 样 的 公式 ,其 中 * 的 值 接近 零 . 
习题 8.8 
二 项 式 级 数 
对 题 1 - 10 中 的 消 数 求 二 项 式 级 数 的 前 四 项 . 
1.(1 + x)! 2.(1+ x)!’ 3.(1 = x)? 4. (1 - 2x)'? 
si 去) efi- 3) 7.14)? 8. (1 + <2) 10 
12 13 
9.(1+ L) 10.(1- 三 ) 
对 题 11 - 14 中 的 函数 求 二 项 式 级 数 ， 
11.(1 + x) 12.( 1 + x°)? 
4 
3 x 
13.(1 - 2x) 14.(1- z) 
初 值 问题 
对 题 15 - 32 中 的 初 值 问题 求 级 数 解 . 
15. y +y = 0, y(0) = l! 16. _ 2y = 0, Yr(0) = 1 
17.y - y = l, y(0) = 0 18.y + y = 1, y(0) = 2 
19.y -y= x, (0) = 0 20.Y + y =2x, 7Y(0)=-1 
21.y — xy = 0, y(0) = 1 22. — x2y = 0, y(0) = 1 
23.(1 -x)y -— v = 0, y(0)=2 24.(1 + x)y' +2ry = 0, y(0)=3 
2S5.y'- y = 0, y (0) = 14#ly(0) = 0 26. + v = 0, v'(0) = 0#l y(0) = 1 
27.” y = x, (0) = 1 #fl +(0) = 2 28. v = x, (0) = 2#l (0) =-— 1 
29.'-— y =— x, y (2) =- 2#l y(2) = 0 30.” vy = x, (0) = b 和 y(0) = a 


31. y" + xy x, y (0) = b#ly(0) = a 32.'-2y + y=0. y (0) = 1# y(0) = 0 


用 多 项 式 和 逼近 积分 函数 
在 题 33 - 36 中 , 求 在 给 定 区 间 误 差 小 于 107 JBE F(x) 的 多 项 式 . 


33. F(x) = ` sin tdt, 1|0,1; 34. F(x) = | ee di, [0,1] 
Jo 


35. F(x) = | alida, (a)[0,0.5” (b)L0,1} 
v 


36. F) = | Ht, (200,0.5】 (b)[0,1 
“0 
不 定型 
用 级 数 求 题 37 - 42 中 的 极限 . 
37. lim er Utr) 38. lim l= cos t- (0/2) 39. limx2( 1 -1) 
xoi x t—0 t x-*0 
=la Qi n 2 
40. lim n J T sn y 41 lim n (l+ O) 42. lim(x + 1)sin 一 一 一 
r” ycos y x*0 l — cos x ira * +I! 
理论 和 例子 


43. 当 j*| < 1 时 jn (1-x) 的 级 数 在 ln(1+x) 的 Maclaurin 级 数 中 用 -yx 代 换 * 得 in(1l- x) 的 Maclaurin 


级 数 .然后 用 In (1 + x) 的 Maclaurin 级 数 减 去 这 个 级 数 , 以 此 证 明 对 | x| < 1， 


3 5 
In Ht s(t r Le). 


44. 为 学 而 写 ”为 保证 计算 In 1.1 890228 JF 105 RER In (1 + x) 的 Maclaurin 级 数 的 多 少 项 ?为 你 的 回答 


给 出 理由 . 


45. 为 学 而 写 ”根据 交错 级 数 估计 定理 ,为 保证 计算 x/4 的 误差 小 于 10-3 ,需要 tanr-1l 的 Maclaurin 级 数 的 多 人 少 


项 ?为 你 的 回答 给 出 理由 . 
46. tan 'x 的 Maclaurin 级 数 “证明 f(x) = tamlx 的 Maclaurin 级 数 当 |x| > 1 时 发 散 . 
47. sin-!'x 的 Taylor 多 项 式 

(a) 用 二 项 式 级 数 和 


din = (1- 2) 1⁄2 


dx 
3R sin“! x 的 Maclaurin EAS BI TERT. k S 46 E £ o 
(b) cos-'x 的 Taylor 级 数 ”用 你 在 部 分 (a) 所 得 的 结果 求 cos-!'x 的 Maclaurin 级 数 的 前 五 个 非 零 项 . 
48. sin”! x 的 Maclaurin 级 数 。 通过 积分 (1 - x) 的 二 项 式 级 数 ,证 明 对 |x| < 1. 有 


.3: 5: + (2n- 1) x"! 
2-4-6- Dn) 2n+1' 


49. 当 |x| > 1 时 tan-'x 的 级 数 通过 积分 下 列 级 数 


æ» 
l ~al 
SIN X < x+ > 


n=1 


1 1. 1 _ 1 1 + 1 1 + 
ly £ +) £ P 7 5 7 
得 到 级 数 
tanrtxz = Z l + l l Ei x 1 
” 2 x 3⁄2 5 t `” > 
tan lx =- 区 1 1 1 , 1 
x = > + 3 ` su t ， x < 一 


在 第 一 个 情形 ,从 x 到 w 积分 ;而 在 第 二 个 情形 ,从 - m 到 x 积分. 


50. ` 7 an O/a?) 的 值 
(a) 用 了 两 角 辩 的 正切 公式 证 明 


2 
tan(tan (n + 1) — tan'l(n — 1) = — 
n 
并 由 此 竺 
2 | | 
tan l= tan '(n + L) — tan (n - 1). 
7 
(b) 证明 
Y > x 
NN pin A 
人 ta 3 = tan (N+1)+tan MN 1: 


(ce) 求 > 本 tan (2/n°) 的 值 . 


Fourier 级 数 


Fourier 级 数 展开 式 中 的 系数 ，Fourier 级 数 的 收敛 性 。 周 期 延 拓 


在 研究 细 长 绝热 杆 的 热传导 问题 时 ,法 国 数学 家 健 里 叶 (Jean-Baptiste 


A Joseph Fourier) 需要 把 一 个 函数 /(x) 表示 为 三 角 级 数 . 一般 说 来 ,如 果 
历史 传记 f(x) 定义 在 区 间 -I < x < 上 上 ,我 们 需要 知道 系数 ao,a, Mb, 
; (n > 1) ,使 得 
: Jean-Baptiste = 
Á Joseph Fourier f(x) = S + >| aucos 人 + b,sin xz | (1) 


1766 一 1830 

| | 注意 区 间 - L < x < 上 关于 原点 对 称 .等 式 (1) 称 为 f 在 区 间 (- L.L) 上 
的 Fourier 级 数 .这 类 级 数 在 热传导 ,波动 现象 、 化 学 制品 和 污染 物 的 小 
度 , 以 及 物理 世界 的 其 它 模 型 研究 中 有 广泛 的 科学 和 工程 应 用 的 领域 . 
在 这 一 节 中 ,我 们 引入 一 个 给 定 函 数 的 这 些 重要 的 三 角 级 数 表示 . 


Fourier 级 数 展开 式 中 的 系数 
设 f 是 定义 在 对 称 区 间 2 L < x < 工 上 的 函数 .假定 /可 以 表示 成 由 等 式 (1) 给 定 的 三 角 
级 数 .我 们 要 寻找 计算 系数 a ala, ,6b1,5;,… 的 一 个 方法 .计算 的 关键 是 基于 表 8.3 中 的 


结果 的 定 积分 . 


8.9 Fourier 级 数 + 715 ` 


R83 三 角 积 分 


E m 和 是正 整 数 , 则 


(我 们 要 求 你 计算 习题 17 至 21 中 这 些 三 角 积 分 .) 


ao 的 计算 RA - L $| L #L2y 238 (1) 的 两 端 并 且 假 设 积分 和 求 和 运算 可 以 变换 次 序 ,这 
就 得 到 


ao Sn L 
| fx) dx -Ff ax + Yaf cos Tda 
L 
+ >. n T dx. (2) 
对 于 每 个 正 整数 n ERO) 右 端的 最 后 两 个 积分 是 零 ( 表 8.3 中 的 公式 1 和 2) .因此 
i Cd af 1 agx L 
„A x= ax = 3 w 
解 出 Go 得 
L 
ao = T| Gaz. (3) 


an 的 计算 我 们 用 cos( mxx/L) RERO) 两 端 ,m > 0, 再 从 - 工 到 L 积分 所 得 结果 


L L 
| f(s)eoe dx = Fle os idy 
+ > os dx (4) 
+ 5 baf sin TT cos mide. 
等 式 (4) 右 端的 第 一 个 积分 是 零 ( 表 8.3 中 的 公式 1). K 8.3 中 的 公式 3 和 4 进一步 把 等 式 化 为 
| f(x)cos U dx = a | eos m cos “dx = Llan. 


因此 ， 
(5) 


工作 mx 
am = r | facos L d 
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bn 的 计算 我们 用 sin( mxx/L) RERO) 的 两 端 , m > 0, 并 且 从 -了 到 工 积分 所 得 结果 : 


L . mrX aof — max 
| Asin L dx = 3] sin 7 dx 


-i L L 
从 表 8.3 中 的 公式 2,4 和 5 得 
因此 
bm = 寺 in T N 


系数 ao, ans bn 分 别 由 等 式 (3),(5) 和 (6) 人 确定 (用 nn 代替 m) 的 二 角 级 数 (1) 称 为 是 数 和 在 区 间 
- L < x < LER Fourier 级 数 展 开 式 .常数 oo,a, Ab, f 的 Fourier 系数 . 


CD 


Qe 例 1( 求 Fourier 级 数 的 展开 式 ) RKA ， 


l, -r<x<0, 


f(x) - | 


x, O < x <nx, 


(图 8.22) 的 Fourier AMERA. | 


| > 
ZR Tt 
解 ”从 图 8.22 注意 到 工 = x. 这 样 ,从 等 式 (8) 我 们 有 
x 0 
ao = tf f(x)dx = Lf dx + +| xdx = 1 + 2%. 图 8.22 例 1 中 的 分 段 连续 函数 . 
Tix Tlr Jo 2 
AR a ,我 们 利用 等 式 (5), 其 中 的 m 换 成 n: 
x 0 fz 
a, = L| A(x)eos nxdx = 二 | em nxdx + 元 | reos nxdx 
0 z o 
= 一 一 Sin nx 十 一 [Æ sin nx| 二 | sin nxdx 
nn -x 0 ndo 
1 7 1 
= —cos nx | = 一 (cos nr - 1) 
nn’ 0 rn” 
-= (= cos nx = (— 1)" 
nn 


按照 同样 的 方式 ,利用 等 式 (6) ,其 中 的 m Rn: 
b, - 工 | f(x)sin nxdx 


0 1 Ku: 
=— sin nxdx + 一 | xsin nx dx 
Nyon Keg 


(C 11 - z) - 1 
= s . 


8.9 Fourier 级 数 . 717 ， 


因此 ,Fourier 展开 式 是 
SA (-1"(1- m) -1 


l m. N E los N L 


Fx) = 2 t4 nn T 
当 项 数 n 取 1,5 F20 H} Fourier X AOE W W E 22 m E 8] 8.23 中 .注意 随 着 n 的 增加 ,在 所 有 连 
E E AE HH fa] ËR R R J Ur RR RR. E f 的 不 连续 点 x = 0, Fourier EE 8] 0.5, 这 是 跃 度 
的 一 半 . 这 些 结 果 跟 下 面 叙 述 的 Fourier 收敛 定理 是 一 致 的 . _ 


sin nx. 


图 8.23 例 1 中 的 函数 当 无 穷 级 数 中 的 
项 数 为 1,5 和 20 时 的 Fourier 2 %OB F . 
随 着 n 的 增加 ,Fourier iB X # [8] F SE BR BJ 
f(x) 值 . 


0 -7/2 0 n/2 mx 


在 计算 系数 ao,a, 和 六 BF. R f# XK L.L) 上 是 可 积 的 .我 们 还 假定 等 式 (1) 右 
端的 三 角 级 数 以 及 用 cos( mzx ZL) 或 sin( mrx/L) 乘 它 所 得 的 级 数 的 收 伍 方 式 允许 逐 项 积分 . 
这 些 收敛 性 问题 以 及 何 时 Fourier 级 数 对 于 - L < x < 了 实际 等 于 FAx) 的 问题 在 高 等 微 积分 
中 研究 .你 在 应 用 中 遇 到 的 大 多 数 函数 同时 保证 级 数 的 收敛 性 和 它 同 了 的 相等 .过 一 会 儿 我 们 
再 顾及 这 点 ,但 首先 总 结 一 下 我 们 的 结果 . 


定义 Fourier 级 数 
定义 在 区 间 L < x < L 上 的 一 个 函数 f(x) 的 Fourier 级 数 是 


f(x) = > + > [ooo PEE + b,sin =z] ; (7) 
其 中 
L 
Go = +Ë fads, (8) 
a, = 于 | f(x)eos dx, f . (9) 


L ` . - 
b, = +| Aasin AE ga, (10) 
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Fourier 级 数 的 收敛 性 
我 们 现在 对 于 在 若干 物理 现象 的 简化 模型 中 通常 遇 到 的 一天 类 函数 叙述 有 关 Fourier 级 
数 展开 式 收 化 性 的 结果 ,但 不 加 证 明 . 我们 回忆 起 一 个 函数 /在 区 间 了 上 是 分 段 连续 的 ,如 果 在 
1 的 每 个 内 点 两 个 极限 
lim f(x) = fc) 和 lmAz)= f(e") 
存在 ,在 /的 端点 相应 的 单 侧 极 限 存在 ,并 且 /在 /至多 有 有 限 多 个 不 连续 点 .注意 闭 区 间 上 的 
分 段 连 续 哺 数 必然 有 界 (于 是 它 不 可 能 趋 于 无 穷 ). 


定理 18 Fourier 级 数 的 收敛 性 
若 函 数 / 和 它 的 导数 广 在 区 间 - L < x < 了 上 上 分 段 连续 , 则 在 所 有 连续 点 /等 于 其 Fourier 
级 数 .在 /的 跳跃 间断 点 c< ,Fourier 级 数 收 全 到 平均 值 


fCet) + fle) 
2 . 


其 中 f(c*) MA) 分别 是 /在 c 的 右 极限 和 左 极限 . 
例 2( 收 和 敛 值 ) 例 1 中 的 孙 数 满足 定理 18 的 条 件 . 对 于 区 间 - x < x < x 的 每 个 点 


x 天 0,Fourier 级 数 收敛 到 fx). Æ x = 0, 函 数 有 跳 牙 间断 ,Fourier 级 数 收敛 到 平均 值 
KOO O41 1 
> = 


2 ”2 
(图 8.23). | 
周期 延 拓 
Fourier 级 数 中 的 三 角 项 sin( nzx/ L) 和 cos(nnx/L) 是 周期 为 2L 的 周期 图 数 : 
. nn(x + 2L) in ETA oos 2 ATX in 2 
sin T =sin cos 2nx + cos” sin 2nx 
L ip PTS 
=sin -7 
类 似 地 ， 
nx(x +2L) _ ATA os 2 in mA 2 
8 g scos y eos 2nm - sin r sin 2nz 
nax 
= COS —. 


L 
Fourier 级 数 也 是 周期 为 2 的 周期 函数 .于 是 ,Fourier 级 数 不 仅 在 区 间 _ L < x < L 上 表示 也 
数 f, 并 且 它 还 生成 f 在 整个 实数 直线 上 的 周期 延 拓 .从 定理 18 得 知 , 级 数 在 这 个 区 间 的 端点 收 
敛 到 平均 值 [f(L-) + A- L')]/2, 并 且 这 个 值 还 周期 延 拓 到 + 3L ,+ SL, + 7L 等 等 . 


例 3( 收 剑 性 和 周期 延 拓 ) ”对 于 在 -x < x < x 上 的 函数 f(x) = x 的 Fourier 级 数 是 
f(x) = > Di nx. 


=l 


(在 习题 3 中 要 求 你 求 出 这 个 级 数 . ) EAE Sa) = x 在 整个 轴 的 周期 延 拓 . 图 8.24 中 


— 


图 8.24 f(x) = x ñ Fourier 级 数 在 区 间 -x< x < z Ki 
AE 六 ,而 在 实 轴 上 收敛 到 其 周期 延 拓 ， 


的 实心 圆 点 表示 在 区 间 端 点 + m, + 3r, + Sr,… 的 值 


fx) + fa) nlm _ 0 
2 7 2 


习题 8.9 


求 Fourier 级 数 
在 题 1 - 14 中 ,对 于 指定 区 间 上 的 函数 求 Fourier 级 数 . 
-1, -x<x<0 
1.f(x)=1, -x<x<x 2.) = | 
1, Ü < x <x 
3.f(x)= x, — m < x < x 4.f(x)=1-x, — x< x <mx 
CD-ROM x 
CE 5A) = F =m < x< 6./(x) = (0 < x < x 
0, -<x<0 
7T.f(x) = e, — m < x <mx 8.f(x) = | 
e, O< x<“ 
9. f(x) | —-— x < x < Ü 10. (x) p -2<x<0 
0 E osr, O< r< m DE E da, 0<x<2 
0, -"<x<- 7 
11.41, -3 << 3 12.f(x) = |x], -i<x<i 
x 
0, 2 <“ < x 
13.f(x) = |2x-1|, — 1 < x <1 14.f(x)= x|x], — Zm < x < 
理论 和 例子 
15. 利用 题 5 的 Fourier 级 数 证 明 
CD-ROM 1 1 1 1 l . 
人 t 4 t o t 6 1) t = 6 
16. 利用 题 6 中 的 Fourier 级 数 证 明 
1 1 1 1 .x 
4 to 161 ?12. 


验证 题 17 - 21 中 的 结果 , 共 中 m 和 wn EIER K. 


+ mA . nr . 
17.| cos 六 dx = 0 forallm. 18. | sin cy da =Ü forallm. 
-4 : "1 ñ 


WW narx mm x 0. m =n 
19. cos — cos -dx = 
la L L 


m =n 


(提示 :os Acos B = (1⁄2) cos( A + B) + cos(4- B) .) 
`L . 0, m =n 
20. | Sin sin de = | 


《提示 sin Asin B = (1⁄2) cosl A —- B) - cos( A + B) .) 


L. m =n 


h 
ANA MTX 

21. sin eo — da = 0 forallmandn. 
J.L P 


L 
(提示 :sin Acos B = (1⁄2)[sin(A + B) + sin(4 - D) .) 
22. 为 学 而 写 :函数 和 的 Fourier AA WMR f(x) 和 g(x) -者 满足 定 埋 18 的 条 件 ,f(x)+ ga) ÆC L.L) 
上 的 Fourier 级 数 是 fx) 和 g(x) 在 该 区 间 上 的 Fourier 级 数 之 相 吗 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
23. 逐 项 微分 
(a) 利用 定理 18 验证 习题 3 中 的 图 数 的 Fourier 级 数 当 -r < x < 时 收敛 到 fox). 
(b) 虽然 f'a) = 1, 代 起 说 明 逐 项 微分 部 分 (a) 得 到 的 Fourier 2 HU E BX. 
(c) 为 学 而 写 。 从 部 分 (b) 你 得 到 什么 结论 ? 
对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
24. 逐 项 积分 ”高 等 微 积分 中 证 明了 . -上 ,4 上 的 分 段 连续 消 数 的 Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 .利用 这 个 事实 
WEHA S) EÈ -an< ar < n EKI REUE ZE K K, m 


j fo s)ds -Lala + x) + ` 


n = 1 
— (asin ny — b.(cos ny — cos nr)) -ngga 


其 中 ceo Ab, 是 /的 Fourier 系数 . 


8.10 Fourier 4252. AES 2⁄2 £ 


-ko (REK A K) 2 bg $g BAR 。 偶 延 折 :Fourier RZN e 奇 延 拓 :Fourier 正弦 级 数 


= ° Gibbs 现象 

在 为 绝缘 细 长 杆 或 金属 丝 中 的 热传导 建 模 时 .我 们 假定 < 轴 沿 长 度 为 工 的 杆 放 置 ,并 且 
0 < x < /上 .沉着 杆 的 长 度 方 向 的 温度 通常 随 着 位 置 x 和 时 间 1 变化 . (在 第 12 章 ,你 将 学 习 这 类 
孙 数 ,其 值 依赖 两 个 或 更 多 的 和 白 变 晶 . ) 问题 是 给 定 沿 着 杆 的 初始 温度 u(x,0)f(x) 后 确定 u(x, 


8.10 Fourier 余弦 和 正弦 级 数 ` 721 ° 


i) ,比如 , 丁 的 一 端 较 热 而 另 一 端 较 冷 ,于 是 热 将 从 热 端 流 到 冷 端 ,而 我 们 想 了 解 在 一 小 时 内 温度 
分 布 是 怎样 的 , 解 这 个 问题 使 用 的 一 个 方法 需要 在 非 对 称 区 间 0 < x < 荆 上 的 展开 式 


nnx 


f(x) = X) bisin I 


那么 我 们 怎样 计算 /的 Fourier 级 数 展开 式 呢 ?为 此 ,我 们 延 拓 函数 使 它 定 义 在 对 称 区 间 — L < 
x < 上 上 .可 是 我 们 对 于 — L < x < 0 如何 定 义 了 的 延 拓 呢 ? 回 答 是 我 们 可 以 在 -LL<x<0 
上 定义 延 拓 是 任何 函数 ,只 要 我 们 选择 延 拓 及 其 导数 是 分 段 连续 的 (为 的 是 满足 定理 18 的 条 
件 ) .不 管 我 们 怎样 在 - L < x < 0 上 定义 分 段 连续 函数 作为 延 拓 ,都 能 保证 得 到 的 Fourier 级 
数 在 原来 的 区 域 0 < x < 上 上 的 所 有 连续 点 等 于 f(x) .自然 对 于 -L< x < 0,Fourier 级 数 也 
收敛 到 我 们 选择 的 任何 延 拓 .不 过 ,有 两 类 特别 的 延 拓 特 别 有 用 并 且 其 Fourier 系数 十 分 容易 
计算 ;这 就 是 /的 偶 和 奇 延 拓 . 


偶 函 数 和 奇 函 数 的 积 

回忆 起 (预备 章 ,第 2 节 ) 函数 g(x) 是 x 的 偶 函数 ,如 果 对 于 z 的 定义 域 中 的 所 有 x 有 
gl- x) = g(x). 如 果 换 成 gl-x)=- gxz), 就 说 g 是 > 的 奇 函 数 .函数 cos x 是 偶 的 ,而 函数 
sin x 是 奇 的 . 偶 函 数 的 图 象 关 于 y 轴 对 称 , 而 奇 函 数 的 图 象 关于 原点 对 称 (图 8.25). 


图 8.25 (a) 偶 函 数 的 图 象 关于 y 轴 对 称 .(b) 奇 函数 的 图 象 关 于 原点 对 称 . 


这 一 观察 使 得 在 关于 原点 对 称 的 区 间 上 偶 和 奇 函数 的 积分 相对 容易 计算 . 比如 ,如 果 我 们 
考虑 图 8.25 中 的 带 “ 适 当 符号 ”的 部 分 ,我们 得 下 列 结果 : 


DEEE 
| eaods = 0. (1) 
GETE 


| eoa af 
0 x= Edr. (2) 


由 于 规则 (1) A2), KR R MAE E F. F FR A TEI A R BRY. 


' 722 ， 


1. 两 个 偶 抽 数 的 乘积 是 偶 的 . 
2. — fB R R — I ñi pR SX BJ RR ET I. 
3. W T A W J 3 Et AE B B. 


偶 延 拓 :Fourier 余弦 级 数 


CD-ROM 假定 函数 y = f(x) 定义 在 区 间 0 < x < 工 .我 们 通过 要 求 
WEBsite F- x) = f(x), — L < x < L 
Ti pE 定义 /的 偶 延 拓 . 
—— 从 图 形 上 看 ,我 们 通过 关于 * 轴 反 射 y = A(x) 得 到 偶 延 拓 . 一 个 函 
John William 


Strutt Rayleigh 。 数 的 偶 延 拓 画 存 图 8.26 中 .这 样 ,如 果 我 们 利用 一 个 函数 /的 偶 延 拓 ,就 
(1842 — 1909) ”得 到 Fourier 系数 


] L 2 L 
ao -了 | /ds = AMELE 


1f nx z nry 
a, = Lf feos T dx = T A(x)cos L dx, 
r: 
L . 
b, -二 | f(x)sin TEY qx = O. 
LJ L 
r 


奇 


f BJ Fourier 级 数 是 


ao | nax 
f(x) = 2 + > a, cos —. 
z1 7 


n 


(a) (b) 
图 8.26 (a) 定义 在 非 对 称 区 间 0 < x < L 上 的 原来 的 分 段 连续 函 
数 f.(b)f 在 -< x < 上 上 的 偶 延 拓 . 


H T Fourier 系数 b, 都 是 零 ,在 Fourier 级 数 中 正弦 项 没有 出 现 , 故 级 数 称 为 函数 的 Fourier 余 


项 级 数 . 它 在 区 间 0 < x < 了 上 收敛 到 原来 的 函数 ,而 在 区 间 - L < x < 0 上 收敛 到 偶 延 拓 ( 假 
ESAS 有 分 段 连续 性 ) .我 们 总 结 这 个 结果 . 


8.10 Fourier 余弦 和 正弦 级 数 . 723 : 


CD-ROM 


人 Fourier 余 项 级 数 
区 间 - L < x < L F BJ 4858380) Fourier 级 数 是 余 项 级 数 


f(x) = s: + Sa, eos r. (3) 
其 中 
1 
ao = 2f Aada, (4) 
an = 2P f(x)eos rda. . (5) 


例 1( K Fourier 余 项 级 数 ) ” 求 画 在 图 8.27 中 的 函数 


us 
l, O < <x<—, 


2 
f(x) = 
0, 5 < x < x. 
的 Fourier 余 项 级 数 . 
y y 
1 
l 
| x | 
| ' — —  .. 
-T -7/2 2 I =F -7/2 0 T/2 x 
图 8.27 f) I FHR% 图 8.28 例 1 中 国 数 的 偶 延 拓 


解 XIF Fourier 余 项 级 数 ,我 们 选择 图 8.28 所 显示 的 函数 在 - x < x < x 上 的 偶 延 拓 . 
Fourier 系数 是 


ao = 二 | (ads L = mw 


2 x/2 
= zp dx 对 于 x/2<x<x, 有 f(x)=0 


nT x 
dx L = x 
T 


于 是 我 们 有 Fourier 余 项 展开 式 


- 724 > 第 8 章 无 穷 级 数 


f(x) = + > 2 sin ZT aos nx. 


— nx 2 
对 于 x >= w/2,Fourier A UND B= Bs 8 J. f(x) 的 值 ;而 在 点 x = x/2,Fourier 余 项 级 数 的 值 是 
1/2. %4 n 变化 到 1,5 和 20 时 f(x) 的 Fourier A 5Z B ir H9 RI JE Bi E Z] 8.29 中 . 


1.06 


图 8.29 例 1 中 的 函数 当 无 穷 级 
数 中 的 n 变化 到 1,5 和 20 时 的 
Fourier 余弦 级 数 逼 近 随 着 n 的 增 
加 ,Fourier 余弦 通 近 趋向 于 函数 
SOO 的 实际 值 .每 个 Fourier 余弦 

së AUT PHA y = 0.5, 这 是 在 间断 
0 wi r 点 x = x/2 跳跃 的 中 值 . 


奇 延 拓 :Fourier 正弦 级 数 
再 次 考虑 定义 在 区 间 0 < x < 了 上 的 函数 y = f(x). 我 们 通过 要 求 
fl- x) =- f(x), — L < x < L. 
定义 /的 奇 延 拓 . 从 图 形 上 看 ,我 们 通过 关于 原点 反射 y = f(x) 得 到 奇 延 拓 . 图 8.30 图 解 了 一 


0.66 


y 
| 
' | SN ~/ 图 8.30 (a) 定义 在 非 对 称 区 间 
| . La 
I 


的 0 < x < 上 上 的 原来 的 分 段 连续 
KAS. (bD fE - L < x < LERA 
(a) (b) EH. 


A R RHIA E. F / AEH ,我 们 有 


1 L 
ao UU fx)dx = 0 


-二 | Ca)eos 7 X dx = 0 
_— L, 
奇 
if? . NTX _ 2 .AxxX 
b = T] fC)sin L dx = | fsin 了 dx. 
偶 
f BJ Fourier 级 数 是 
f(x) = > basin ZAX 


8.10 Fourier 余弦 和 正弦 级 数 * 725 ， 


由 于 Fourier 系 数 ao 和 a, 全 是 零 ,在 Fourier RAEN ARP RIIA H BU ,级 数 被 称 为 函数 /的 
Fourier 正弦 级 数 .这 个 级 数 在 区 间 0 < x < LL 上 收敛 到 原来 的 函数 ,而 在 区 间 -L<x<0 上 
收 伍 到 奇 延 拓 (假设 f 和 f/f' 的 分 段 连续 性 成 立 ) .我们 总 结 这 个 结果 . 
(es Fouier 正弦 级 数 

区 间 -ZL < x < 上 上 的 奇 函 数 的 Fourier 级 数 是 


f(x) = S? nsin Tr, (6) 
其 中 
b, = ?| Aasin dx, (7) 


例 2( 求 Fourier 正弦 级 数 ) R fs] 1 P e% 
1，0<x< =, 
f(x) = 2 


0, > < x < zx, 
的 Fourier 正弦 级 数 . 


解 我 们 选择 上 昕 数 f(x) 的 奇 延 拓 . Fourier 系数 是 


b, = 二 | Aasin ZXdx SRO) EZ L = x 
TIo T 


= 


= 二 | sa nxdx 对 于 x/2 < x < r, 有 f(x) = O 
于 是 ,我 们 有 Fourier 正弦 展开 式 


f(x) = > Zi — cos T) sin nx. 


n=l 


对 于 n= 1,5 20 ñ f(x) BJ Fourier IE 3E Ean EE 8.31 rh. 


图 8.31 对 于 n = 1,5 和 20 项 的 
例 2 中 的 函数 的 Fourier 正弦 逼近 . 

> x 随 着 ”的 增加 ,Fourier 正弦 逼近 趋 
向 于 fax) 的 值 . IE Mk TE BJ Wr 5 
x = n/2 收敛 到 跳跃 的 中 点 . 


第 8 章 AFAR 


Gibbs 现象 
在 图 8.29 和 8.31 中 ,在 x = x/27 的 上 冲 和 在 x = x/27 的 下 冲 是 在 间断 点 附近 Fourier 级 
数 展开 式 的 特征 , 依 美国 数学 物理 学 家 Josiah Willard Gibbs 而 称 之 为 Gibbs 现象 .在 间断 点 组 
合 的 上 冲 和 下 冲 的 量 是 函数 在 该 点 的 (左右 极限 ) 值 差 的 约 18% .图 8.32 对 于 
l, Ox<x<l 
fx) = | x= 1 
FIn = 2,4,8,16,32 和 64 项 显示 了 这 一 现象 . 随 着 项 的 增多 ,最 高 处 就 更 接近 间断 点 x = 1, 但 


上 冲 保 持 近 似 于 1.09. 


y y V 
(0.5, 个 


(0.75. 
1.09958) 
I 


1.09211) 


` 
\ 


0 l 
(a)n=2 


(bjn=4 


习题 8. 10 


求 Fourier 余弦 级 数 


0 I 
(c)n=8 


_ 


y À A 
A 
(0.875, (0.9375. (0.96875, 
1.09014) 1.08965) 1.08953) 
N 
1 ! l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| | 
0 1 1 0 l 
(d) n = 16 (e)n= 32 (n = 64 


图 8.32 项 数 n = 2, 
4,8,16,32 和 64 时 的 
Gibbs 现象 . 最 高 处 从 
0.5 先 移动 到 0.75, 再 
移动 到 0.875, 如 此 下 
E, AR A I I E 
x = 1. 上 冲 总 是 接近 于 
1.09 ,或 在 间断 点 x = 1 
超过 y = 1 的 值 约 为 
y=0 和 y = 1 之 间距 
离 的 9%. 


题 1 - 8 的 每 一 个 给 出 定义 在 一 个 区 间 (0.1L) 上 的 函数 /(x). 画 /的 图 象 和 它 在 (- LL) ERER. RJAR 


f BJ Fourier RIZR H. 


1. f(x) = x, O < x < x 
3./(x) =e, O < x < 1 
sf) 人 0<x<l 
fü) = — x, l< x <2 
7.f(x) = |2xz - 11, O< x <1 


求 Fourier 正弦 级 数 


题 9- 16 的 每 -个 给 出 定义 在 一 个 区 间 (0, L) 上 


的 Fourier 正弦 级 数 . 


2.f(x) = sin x, 
4.f(x) = cos x, 
_ 1, 
6.f(x) = | 
l. 
8.f(x) 


0<xr<n 


0< x <<= 


0 < x< 
0.5 < x 


= |2r -| ， O < x< mx 


CD-ROM 
WEBsite 


的 函数 fO). £ BIS RU EO L, L) 上 的 奇 延 拓 .再 求 / 


指导 你 们 复习 的 问题 . 727 ` 


" 


9.f(x)=-x, 0 < x <1 10.f(x) = x, O < x < x 
H./(z) = cosx, Ü < x < x 12.f(x) = e. O < x < 1 
x, 0 < x<1 
13.f(x) = sm x, O < x < % 14./(x) = g | c< 
l-x, Ü< x <1 CD-ROM 
15. = 16. f(x) = |2x-zl, O< x < x WEBsite 
So) R. I< x <2 A t 
理论 和 例子 


17. R r4 的 一 个 级 数 


l, 0< x<“ 
3J x) = Fourier IE 5Z 2 . 
(a) R /(z) B x = 0#l x = z. 的 Fourie 纺 级 数 


(b) 利用 部 分 (a) 的 结果 证 明志 = 1- 于 + 二- Eye 


18. 一 个 图 象 为 三 角形 的 函数 


_ l- x, 0O<x<l 
(a) 本 三 角形 函数 f( <) -| 的 图 象 . 
x-l, ll<x<2 


(b) R /(x) 的 一 个 Fourier 级 数 展开 式 . 
(e) R f(x) 的 一 个 Fourier 余 弦 级 数 展开 式 . 


19. 求 一 个 级 数 的 值 ”利用 习题 2 的 结果 求 > GC 的 值 


4n? -1 
20. Fourier 正弦 级 数 AERA 
f(x)}=2-x, 0<x<2. 
定义 一 个 函数 ,使 其 Fourier 正弦 级 数 表示 将 对 x 的 所 有 值 收敛 到 f(x).( 注 :答案 不 唯一 .) 


指导 你 们 复习 的 问题 


. 什么 是 无 穷 序列 ?这 样 一 个 序列 收 伍 的 意义 是 什么 ,发 散 的 意义 呢 ? 举 几 个 例子 . 

. 什么 定理 可 用 于 计算 序列 的 极限 ? 举 几 个 例子 . 

. 什么 定理 有 时 使 我 们 能 够 使 用 1 Hôpital 法 则 计算 序列 的 极限 ? 举 一 个 例子 . 

. 当 你 处 理 序列 和 级 数 时 会 遇 到 哪 六 个 序列 极限 ? 

. 什么 是 子 序列 ? 子 序列 为 什么 是 重要 的 ? 子 序列 有 什么 用 途 ? 举 几 个 例子 . 

. 什么 是 非 减 序列 ? 非 增 序列 ,单调 序列 ?在 什么 情况 下 这 些 序列 有 极限 ? 举 几 个 例子 . 

. 什么 是 解 方程 f(x) = 0 的 Picard 法 ? 举 一 个 例子 . 

. 什么 是 无 穷 级 数 ? 级 数 收敛 的 意义 是 什么 ? 举 一 个 例子 . 

. 什么 是 几何 级 数 ?什么 时 候 这 种 级 数 收敛 ?发 散 ? 当 它 收 敛 时 ,和 是 什么 ? 举 几 个 例子 ， 

. 几何 级 数 之 外 ,你 还 知道 什么 收敛 和 发 散 级 数 ? 

. 什么 是 发 散 的 第 n 项 判别 法 ?判别 法 背后 的 想法 是 什么 ? 

. 关于 收敛 级 数 逐 项 求 和 与 求 差 能 说 些 什么 ?关于 收敛 和 发 散 级 数 的 常 倍数 呢 ? 

. 如 果 你 对 收敛 级 数 添 加 有 限 项 会 发 生 什 么 ?对 发 散 级 数 呢 ?如 果 你 对 收敛 级 数 取 消 有 限 项 会 发 生 什么 ?对 
发 散 级 数 呢 ? 

. 在 什么 情况 下 非 负 项 无 穷 级 数 收敛 ?为 什么 研究 非 负 项 级 数 ? 

. 什么 是 积分 判别 法 ?其 背后 的 理由 是 什么 ? 举 一 个 使 用 它 的 例子 . 


n= 


= = = = 
QQ N =- S 


= = 
n a 
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16. 


何 时 一 级 数 收 化 ?发 散 ? 你 如 何 知道 的 ? 举 包 个 收敛 的 发 散 p - 级 数 的 例子 


.什么 是 直接 比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 ?这 些 判别 法 背后 的 理由 是 什么 ? 举 几 个 应 用 它们 的 例子 . 
- 什么 是 比值 和 根 式 判别 法 ?它们 总 是 给 出 你 所 需要 的 确定 收 全 和 发 散 的 信息 吗 ? 举 几 个 例子 . 
. 个 么 是 交错 级 数 ? 佬 么 定理 适用 于 确定 这 类 级 数 的 收敛 性 ? 


条 下 以 轧 样 佑 计 用 级 数 的 部 分 和 逼近 交错 级 数 所 引起 的 误差 ?背后 的 理由 是 什么 ? 


. 什么 是 绝对 收敛 ?条 件 收敛 ? .者 的 关系 如 何 ? 

.关于 绝对 收 和 分 级 数 的 项 的 重 排 你 知道 什么 ?关于 条 件 收 和 分 级 数 呢 ? 举 儿 个 例 季 
:什么 是 血 级 数 ? 你 如 何 判 别 竹 级 数 的 收 化 性 ?可 能 的 结果 是 什么 ? 

.关于 (a) 性 级 数 的 逐 项 微分 


(b) 苦 级 数 的 庆 项 积分 
(c) WASI 
的 基本 事实 旦 什么 ? 举 几 个 例子 


.什么 是 i Ar) 在 点 = a H: 成 的 Taylor 级 数 ? 为 构造 此 级 数 关 于 /你 需要 什么 信息 ? 举 一 个 例子 
.什么 是 Maclaurin 级 数 ? 

Taylor 级 数 总 荐 收 全 到 它 的 生成 聘 数 吗 ? 解 释 之 . 

.什么 是 Taylor 多 项 式 ? 它 们 有 何 用 途 ? 

. 什么 是 Taylor 定 理 ? 关 于 Taylor 多 项 式 逼近 葡 数 产生 的 误差 能 说 些 什么 ?特别 地 ,关于 在 线性 化 中 的 误差 余 


项 估计 定理 说 些 什么 


. 什么 是 一 项 式 级 数 ? 它 在 什么 区 间 上 上 收敛 ?怎样 使 用 它 ? 
L/L =- a), 1/(1 + x),et,sin Y.cos v ,]n(1 + rr) 和 tanrx 的 Maclaurin 级 数 是 什么 ? 
.什么 是 Fourier 级 数 ?你 如 何 计 算 定义 在 区 间 2 L < x < L E BIKR f(x) 的 Fourier 系数 ?在 什么 条 件 下 


Fourier 级 数 收银 到 它 的 生成 函数 ?在 间断 点 情况 如 何 ” 


. an - L < x < LEIRIT THRE AEEA? 

. 什么 是 定义 在 0 < x < 世上 的 函数 在 -上 < * < 0 上 的 偶 延 拓 ? 什 么 是 Fourier 余 项 级 数 ,你 如 何 计算 它 的 系数 ? 
. 什 hu 义 在 0 < x < 工 上 的 函数 在 -上 L < x < 0 上 的 奇 延 拓 ? 什 么 是 Fourier 正 弦 级 数 ?你 如 何 计算 它 的 系数 ? 
. 什么 是 Gibbs 现象 ? 当 你 在 Fourier 级 数 中 对 愈 来 愈 多 的 项 求 和 时 它 的 表现 是 什么 ? 


实践 习题 
收敛 或 发 散 序 列 
在 题 1 - 18 中 给 出 了 序列 的 第 项 ,哪个 收敛 ?哪个 发 散 ? 求 收敛 序列 的 极限 . 
ra 1 D: U, ba o h2 
4.a, = 1 + (0.9)" 5.a, = sin 7 6.a, = sin nm 
T.a, = POD 8.a, = PERED 9.a, = m tln n 
n n n 
a ， _， 
10.a, = min + D ll.a, = (==) 12.a, = (1 + +) 
WET izn 
13.a, = = 14.a = (+) 15.a, = n(2U" -1 


Pm eT kah haha 


实践 习题 - 729 >- 
n = VI 17.a, = CADI 18.a, = (= 
收敛 级 数 
RE 19 - 24 中 级 数 的 和 . 
5 N 1 20. 5) -= 2 一 一 — 
`— (2n -3)2n - 1) _ n(n + 1) `= (3n - 1)(3n + 2) 
A -8 S, $ . 3 
22. > Un 34n 4 D) 23. 2e 24. 2o 1) 4" 
收敛 或 发 散 级 数 
题 25 - 40 中 哪个 级 数 绝 对 收敛 ?哪个 条 件 收 合 ?哪个 发 散 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
25 SA L 26. SA = 5 27. SA (= D" 28. S L 
Z= Cu 2 A RET 
2. X) {D 30. S l 31. X a 32 > mn 
` — In(n + 1) ` — n(n n) ` n? ` ]n(In n) 
S GD A 3n Snel (-1)°(n? +1) 
33. 2 - 二 34. > 35. 2 让 36. > wasa 
S (— 3)" A 23" q 1 
37. X` = 38. > 39. 40. 
> nl = n" 2 J > 
EENEI 


在 题 41 - 50 中 ,(a) RUER A E. PA EER 3 (b) 绝对 和 (ec) RAAI < 值 . 


æ 2n-2 = n-1 n 
x)! (x + 4)" NY (z - 1) NA (- D"7'(3x - D 
41. 2 pa 3" 42. pe Vn -DT LI! 43. = A 
` (n + 1)(2x +1)" A x" x x" 
a. S Hea A =< 
> (2n + 1)2" 5 — n" 46. 人 一 Mn 
(n + 1)x"-! SA (= D (z - 1)2"+! 
47. > — 4.2, n 
49. Desch n) 50. > (coth n )x" 
n=l n=l 
Maclaurin 级 数 
题 51 - 56 中 的 每 个 级 数 都 是 一 个 函数 (x) 在 一 个 特定 点 的 Maclaurin 级 数 的 值 ,什么 函数 和 什么 点 ?级 数 的 和 
是 多 少 ? 
1l 1 ... r ... 2 4 3 .. a1 2 .. 
51.1- + t T€ ` + (— 1) 45 + 52. 5 - Tg t gq( + (— 1) + 
Esi w a 2n+1 7 nt mn 
53.x- 3r + sí -+(-1) Gn DI t 54.1 -3 21 + 8 dr U t (- 1)" 元 CT Yasa 
55.1 + In2+ 52. m, 
1 1 1 1 
56. 二 
V3 943 45/3 (2n — Da) 
求 题 57 - 64 中 函数 的 Maclaurin 级 数 . 
1 1 N . 2x 
57. 1 2x 58. I+ 2 S9.sin nx 60. sin 7 
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u. _ _ — onn € 
61. cos( x?) 62. cos V 5 x 63.e m 2: 64. 
i 
Taylor 级 数 : 
在 题 65 - 68 中 . 求 f 在 x = a 生成 的 Taylor 级 数 的 前 四 个 非 零 项 . 
65.f(x) = V3T r=- 66. f(x) = 1⁄1- x) x=2 
67./(x) = Ix + 1) x=3 68. fx) = Ix x = a > Ü 
初 值 问题 | 
利用 等 级 数 解 题 69 - 76 中 的 初 值 问题 
69.y7 +y=0、yo)=-1 70. -=0，r0)=-3 
71.7 +2y = 0, y(0) = 3 72. + y = 1. y(0) = O 
73. -y= 3x, (O) =-1 T.y + w = xw, y(0)=0 
T.y -y= x, (O) =! Wy s= x, (0) = 2 
不 定型 
在 题 77 - 82 中 : 


(a) 利用 短 级 数 求 极限 值 . 
三 (5) 再 用 -- 个 画图 器 支持 你 的 计算 . 


: N 9 -0 
77, lim E 18. lim © e 20 79. tim( — =) l 
x—0 3 *0 r 0 - 


e] 0 — sin 0 2 - 2cos t 
sin h) Zh ~ cos = cos?z 2 
80. lim PIOA = cos h 81. lim 一 上 -cosz —— 82. lim-——— 
有 0 h” z- ln(l ~ z) + sinz v0 COS y — cosh y 


83. 利用 sin 3x 的 一 个 级 数 表示 求 r 和 s 的 值 使 得 


sin3x r 


i 
84.(a) 证 明 8.8 节 例 6 中 的 逼近 csc x = 1/x + x/6 SHIBI sin x = 6x/(6 + x7). 
加 (b) 为 学 而 写 通过 比较 f(x) = sinx- x Mgl) = sin x - (6x/(6 + xx)) KAAI REY sin x = x 
和 sin x = 6x/(6 + x?) 的 精确 度 . 叙 述 你 发 现 了 什么 . 


Fourier 级 数 
在 题 85 - 90 中 , 求 /在 给 定 区 间 上 的 Fourier 级 数 . 
-1, -r<x<0 0, -1<x<0 
85. f(x) = 86. f(x) = | 
2, Oc<x<x x. 0<x<l1 
0, — x < x < 0 
87.f(x) = x +Z, — m < x < x 88./(x) = I 
sin x, Ü < x < Z 
0, -2<x<0 
1, —2 < x <Ü 
so = Í 90./(x) = tx, O< x <1 
l+x, O< x <2 
l, 1< x <2 


Fourier 余弦 和 正弦 级 数 

在 题 91 - 96 中 , 求 了 在 给 定 区 间 上 的 
(a)Fourier 余弦 级 数 
(b) Fourier 正弦 级 数 . 


Pr A XAA AE EEO h 


实践 习题 eni> 


1 Fa) 人 92. (x) g 0<x<l 
91. = ` x = 

Ka 0, 1⁄2 < x<1 x,l < x < 2 
93.f(x) = sinnx, O < x <] 94.f(x) = cos x, O< x < n/2 

95. f(x) = 2x +, O < x < 3 96.f(x) = e*, 0 < x < 2 
理论 和 例子 

97. 一 个 收敛 级 数 


(a) 证 明 级 数 


收敛 
(b) 为 学 而 写 ”估计 利用 到 n = 20 的 正弦 的 和 通 近 级 数 和 带 来 的 误差 大 小 .近似 值 偏 大 还 是 偏 小 ?对 于 
你 的 回答 给 出 理由 . 


98. (a) -TEKRAR 。 证 明 级 数 
> (tian 去 — tan 


Zi 2n zy) 
收敛 . 
(b) 为 学 而 写 估计 利用 直到 - tan(1⁄41) 的 正切 的 和 逼近 级 数 和 带 来 的 误 善 大 小 .近似 值 偏 大 还 是 偏 
小 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
99. 收效 半径 RAX 


C2.5.8. -(3n - 1), 
> 2-4-6: (2n) * 
的 收敛 半径 . 
100. 收敛 半 径 RAK 
3.5.7. (2n - 1) 
>: 9.14 Gn TD 


的 收敛 半径 . 
101. 第 个 部 分 和 RER Y In(1- (/n2)) 的 第 个 部 分 和 的 封闭 形式 的 公式 并 且 用 它 确定 级 数 的 收 合 
RER. 5 


102. 第 ”个 部 分 和 通过 求 n 一 % 时 级 数 第 n 个 部 分 和 的 极限 求 >》 (1/( 如 -1)) 的 值 . 
103. (a) 收敛 区 间 RAK 


y=1+ rsi + A 二 1 4…7 a 一 2) an + 
的 收敛 区 间 . 
(b) 微分 方程 证 明 由 这 个 级 数 定义 的 函数 满足 形 如 
2y 
= = xy + b 


的 微分 方程 并 且 求 常数 a Hb. 
104. (a)Maclaurin 级 数 求 函 数 (1 + x) 的 Maclaurin 级 数 . 
(b) 级 数 在 x = 1 收敛 吗 ? 解 释 之 、 


105. 为 学 而 写 如果 la 和 3) b, 是非 负 项 的 收敛 级 数 ,关于 Sab, 能 说 些 什么 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 , 


106. 为 学 而 写 如果 >, os MY 5b 是非 负 项 的 发 散 级 数 ,关于 > a,b, 能 说 些 什么 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


108. 


109. 


1 


an 


111. 


112. 


113. 


0. 
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序列 和 级 数 ”证 明 序列 ;> 和 级 数 和 (x0. -= xx) 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


收敛 性 证 明 BAMA n fia, > OWA Ñ a aM SC 70 + a) tat. 
(a) 发 散 性 X E aras. a Aa 是 正 数 并 月 满足 


ia; dd 


让 ,级 数 a, + aj + ax+ de + 发散， 


证 明 级 数 个 > + 一 +… 发 散 . 


(b) 用 部 分 (a) 的 结 WEIN- 发散 


nln n 
估计 积分 假定 你 希望 迅速 估计 | Se 的 值 .有 几 种 方法 做 这 件 事 ， 
Ca) la = 2 时 的 情形 法 估计 | esas. 
(b) 与 出 aže" 的 Maclaurin 级 数 的 前 三 个 非 零 项 得 到 ee" 的 四 阶 Maclaurin FIRI pCa). AIAS p(x)dx 得 
到 | ee 的 另 一 个 估计 ， 
(OAMI A) = ee CMS A: > 0 是正 的 -多 为 什么 这 全 你 能 名 得 到 部 分 Cn) BE 
法 得 到 的 估计 偏 大 这 


(dd) 为 学 而 写 f(x) = 的 所 有 导数 当 x > 0 时 都 是 正 的 .解释 为 什么 这 使 你 能 够 得 到 f(x) 的 所 有 
Maclaurin SAREI 中 的 x 都 偏 小 这 一 结论 . (提示 flx) = pn(x) + R(x)) 


(e) 利用 分 部 积分 求 | eerdx 0548 


tan"! < 的 级 数 
(a) 从 ! =0 到 +1 = x 积分 等 式 
a _ n+l > 
-l = = -t+ D +2n+2 
l| + f° l+ 六 


的 两 端 , 右 端 最 后 一 项 来 自 对 首 项 为 a = (UO ZI r = -二 的 几何 级 数组 成 的 余 项 求 和 ， 
(b) 证 明 部 分 (a) 的 余 项 是 


R,(x) = CT y 
l+ t 
并 求 | x | s 1 时 的 lim R, (x). 
(c) 根据 部 分 (b) 的 结果 求 tanla 09 35682 Er. 
(d) 在 tan !+ 的 级 数 中 令 x = 1 以 便 得 到 Leibniz 公式 
a 
4 31577+1+97 toll 


求 非 初等 积分 的 值 ” 如 你 所 知 ,Maclaurin 级 数 可 用 来 通过 级 数 表 示 非 初等 积分 
(a) 把 | sin dt 表示 成 寡 级 数 . 


(b) 根据 交错 级 数 估计 定理 ,用 部 分 (a) 中 的 级 数 的 多 少 项 估计 | sin xda 可 使 误差 小 于 0.001? 

“0 
斜率 大 于 1 时 的 Picard 法 8.2 节 的 例 9 指 出 我 们 不 能 用 Picard 法 求 g(x) = 4x - 12 的 不 动 点 ,但 我 们 
可 以 用 此 方法 求 z (x) = (1/4)x +3 的 不 动 点 ,这 是 因为 g! 的 导数 是 1/4, 在 任何 区 间 其 绝对 值 均 小 于 
1. 在 8.2 节 例 7 中 ,我 们 求 得 g-! 的 不 动 点 是 x = 4. 注 意 4 亦 是 g 的 不 动 点 ,这 是 因为 


附加 习题 :理论 、 介子、 应 用 ”733 > 


求 得 了 eg ”的 不 动 点 ,也 就 求 得 了 g 的 不 动 点 ， 

-个 晒 数 和 其 反 函 数 总 是 有 同样 的 不 动 点 .两 函数 的 图 象 关 于 直线 y = x 对 称 , 因 此 与 该 直线 的 交 
是 同样 的 点 . 

我 们 现在 了 解 到 Picard 法 的 应 用 是 十 分 广泛 的 .假定 g 是 ~ 对 一 的 , 它 在 一 个 闭 区 间 1 上 有 绝对 值 大 
于 1 的 连续 一 阶 导 数 ,在 /内 部 有 8& 的 一 个 不 动 点 . 则 z 的 导数 是 g' 的 倒数 ,其 绝对 值 在 1 上 小 于 1. 把 
Picard 法 在 了 上 上 用 于 g KARE g 的 不 动 点 .与 此 相关 . 求 下 列 清 数 的 不 动 点 . 
(a)g(x) = 2r+3 (b)g(x) = 1 - 4x 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


收敛 或 发 散 


由 题 1 - 4 中 的 公式 定义 的 级 数 S: a, 中 ,哪些 收敛? 哪些 发 散 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


1 ` (tan- ln)? 
1. — 2.5 a 
2 0 2 — wal 
3. NDrtanh 4 N) og (nl) 
< ` anh n ` n? 
n=l n=2 


在 题 5 - 8 的 公式 定义 的 级 数 Y” a, 中 ,哪些 收 全 ?哪些 发 散 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


n(n + 1) n 
S.al = 1, “or = (A T 2) (n I 6.a, = a; = 7, an = DI n > 2 
T.a = a= l, al = 二 n > 2 8.a, = 1⁄3"n, a, = n/3" n 
选择 Taylor 级 数 的 中 心 
Taylor 公式 


J(x) =f(a) + f'(a)(x - a) + LH -aY + 
+ Cg -a)"+ ETO, — a)"*! 
用 /及 其 导数 在 x = a 的 值 表示 /在 x 的 值 .因此 在 数值 计算 中 ,我 们 需要 a 是 这 样 一 个 点 ,我 们 知道 /及 其 导 
数 在 a 的 值 .我 们 还 需要 a 充分 接近 于 我 们 感 兴趣 的 x 的 值 以 使 (x - a) 如 此 小 以 致 我 们 可 以 忽略 余 项 . 
在 题 9 - 14 中 ,你 将 选择 什么 Taylor 级 数 在 给 定 的 x 值 附近 表示 函数 ?( 可 能 有 多 于 一 个 的 好 的 答案 . ) 写 
出 你 选择 的 级 数 的 前 四 个 非 零 项 . 


9.cosx 在 x=1 附 近 1l0.sinx 在 x = 6.3 附近 ll.e*” 在 x = 0.4 附近 
l2.Inx 在 x=1.3 附 近 l3.cosx 在 x = 69 附近 1l4.tan-'x 在 x =2 附 近 
理论 和 例子 


15. a" + "Rn AKR 设 a 和 4 是 满足 0 < a < 5 的 常数 .序列 |(a" + 如) 收敛 吗 ? 如 果 它 收敛 ,极限 是 
多 少 ? 
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16. 


17. 


18. 


19. 


循环 小 数 k TIE R R CHU MI: 


2 3 7 2 3 7 2 
I 7 


3 


7 


l + O t 10: * I0 t Oí 1 1O' t lO 1 105 ' o ' o 

- ; - xA “n+] 1 : 
求 积分 的 和 RSJ pah t. 
绝对 收敛 求 使 

Sn nx? ooo 

一 (n + 1)(2# + D’ 
绝对 收敛 的 * 的 值 . 
Fuler 常数 类似 图 8.13 那样 的 图 象 暗 示 当 n 增加 时 ,和 

I+ — + ` + + 
二 积分 
lnn = Lar 
x 
之 间 的 差 变 化 微小 .为 落实 这 一 想法 ,执行 下 列 步 又 . 
(a) 在 图 8.13 中 取 f(x) = 1⁄x ,由 此 证 明 
Inn <1+ trielrilnn 
2 n 
和 
0<mon+rD-imnsl+ 二 + +— -hagl 
于 是 ,序列 
Qn = 1+ 方 ++ ' - Inn, 


是 有 下 界 和 有 上 界 的 . 
(b) 证 明 


n+l 
并 且 利 用 这 一 结果 证 明 部 分 (a) 中 的 序列 1a,' 是 非 增 的 . 
因为 有 下 界 的 非 增 序列 收敛 ,部 分 (a) 确定 的 数 a, 收敛: 


Ir... ny 
n 


数 y 称 为 Euler 常数 ,其 值 为 0.5772…, 跟 其 它 的 象 x 和 e 这 样 的 特殊 数 不 同 ,对 于 7 还 没 找到 形成 规律 简 


单 的 其 它 表 达 式 . 


(a) 利用 图 形 指出 > A, < ODA) - f(2)). 
(b) 再 证 明 I 


n+} 
<f Ldr = nn+D-iman 


. 广义 Euler 常数 ”下 图 显示 的 是 在 (0, œ) 上 二 阶 导数 为 正 的 一 个 正 的 一 次 可 微 函 数 的 图 象 .对 于 每 个 ”， 
数 A, 是 在 连续 点 (n,f(n)) 和 和 (n + 1,f(n + 1)) 的 曲线 和 线段 之 间 的 月 牙 形 区 域 的 面积 . 


im [| XAD -EED aD = [Aaa] 


的 存在 性 . 
(c) 然后 让 明 


tim | Yr» - [aoas]. 
ISE kal ”1 
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21. 


22. 


23. 


的 存在 性 . 
如 果 fx) = 1/x, 部 分 (c) 的 极限 即 为 Euler 常数 . (K W : “Convergence with Pictures "by P.J.Rippon, 
American mathematical Monthly ,Vol.93,No.6(1986) ,pp.476 - 478.) 


Y 


第 20 题 图 


| | yx 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

3 4 5 


0 i 
在 三 角形 上 打 孔 ”这 一 题 把 附 图 中 的 边 长 为 2 的 等 边 三 角形 为 “ 正 放 的 ". 正 如 图 形 序列 暗示 的 那样 ， 
“ 倒 放 等 边 三 角形 从 原来 的 三 角形 中 被 挖 去 .从 原来 三 角形 中 被 挖 去 的 面积 之 和 形成 一 个 无 穷 级 数 . 
(a) 求 这 个 无 穷 级 数 . 
(b) 求 这 个 无 穷 级 数 的 和 ,从 而 求 出 从 原来 三 角形 中 被 挖 去 的 总 面积 . 
(e) 是否 原 来 三 角形 的 每 个 点 都 被 挖 去 了 ?解释 为 什么 是 或 为 什么 耕 . 


2b 2b 2b 


r/2 的 快速 估计 ”正如 你 在 做 完 8.2 节 第 10 题 后 所 看 到 的 ,从 xo。 = 1 
出 发 应 用 递 推 公式 x ,| = x, + cos x, 所 生成 的 序列 迅速 趋向 于 x/2. 为 , 
说 明 收 敛 的 速度 , 令 e = (x/2) - x. (ARE) 


x 
En+l "> — x, — COS x, 


= =, - eos [ = ) 
一 Sn 2 “n 


= en — sin en 


= 于 (en 一直 (eo) + s. 
利用 这 一 等 式 证 明 
0 < sa < £ (8). 


计算 机 探索 
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25. 


26. 
27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


(a) 为 学 而 写 


lim (1 一 costa Zn) em) . a 是 常数 ， 


的 值 是 得 依赖 于 a 的 值 ? 如 果 是 .如 何 依赖 ? 
(b) 为 学 而 写 


bn 


tim ( l- costan) . a ID 是 常数 ,b = 0, 


AJ fE e Arik ia J pou R BG Qn fs 86 
(c) 利用 第 租 分 确认 你 在 部 分 (a) 和 Gb) 中 的 发 现 . 


. HEH Z x a, MY SZ W 


— 
aol 


x` [ | + sin(a,) ) Í 


— 2 
n=l 一 
leo. 
KKE ORAE b 的 值 使 得 短 级 数 
x bv" 
nn 


的 收敛 半径 等 二 5， 


为 学 而 写 ARAK 。 你 怎样 知道 晃 数 sin xin x 和 e* 不 是 多 项 式 ? 对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 


Raabe (或 Causs) 判别 法 直列 我 们 叙述 而 不 加 证 明 的 判别 法 是 比值 判别 法 的 推广 . 


Raab 判别 法 : 设 入 是 -一 个 正 的 常数 级 数 , 并 且 存 在 常数 C.K 和 NN, 使 得 


nazi 


u C {n 
— = | + -一 十 AULD. ; 
+ n n` 


HPI n> NK||fAn)l< KWY u, 当 C > 1 时 收敛 ,而 当 C < 1 时 发 散 . 


萌出 Raab 判别 法 的 结果 同 你 所 知道 的 关于 级 数 局 (17 ) LS (1/n) ) 的 结果 是 一 致 的 . 


使 用 Raab 判别 法 ”假定 NY, 的 项 由 公式 


n=1 


2n- 1) 


"ti (2n)(2n + 1)“ 
递 推 地 定义 .应 用 Raab #5 88 E R R EBA. 


u =l, u 
1 


WEN a, AIE n Aa, 1A a, > 0. 


n=l 


(a) 平方 项 证 明和 > 收敛 . 


(b) 为 学 而 写 Agan = as) 是 否 收敛 ?做 出 解释 ， 


( 续 题 29) 如 g Ya, 收敛 并 且 对 所 有 有 1 > a, > 0, EEN mn - a) 收敛 . (提示 : 


[nQ -a)i < a, (l - a,).) 
Nicole Oresme 定理 证 明 Nicole Oresme 定理 


1 1 
— + — * ... 
l+ 5 “+ 4 3 


首先 证 明 
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32. 


33. 


35. 


36. 


37. 


(提示 :对 等 式 17(1 - x) = 1 + x" 两 端 求 导数 .) 
(a) 逐 项 求 导 ”通过 对 等 式 


Den = — 
求 导 两 次 ,对 所 得 结果 乘 以 * 再 用 1/x 代替 x, 证 明 对 ix| > 1 成 立 
x n(n + 1) _ 2x? 
= x" (x - 1) 


(b) 利用 部 分 (a) 求 方程 


< n( n +1) 
< 一 / x” ` 


x = 
nal 


的 大 于 1 的 实数 解 


对 指数 震 求 和 ”利用 积分 判别 法 证 明了}e-" 收敛 . 


n = Ü 


. 为 学 而 写 MEX) a 是 正 项 收敛 级 数 ,关于 "ln(1 + a,) 的 收敛 性 能 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


质量 控制 
(a) 对 级 数 


求 导 以 便 得 到 17(L - <) 的 级 数 . 
(b) HRF —K1W br a F ,得 到 7 点 的 概率 是 p = 176. 如 果 你 重复 掷 仍 子 , 在 第 ”次 首次 出 现 7 的 概 
率 是 op, 其 中 "=1-p= 5/6. 直到 7 首次 出 现 的 掷 的 期 望 次 数 是 >》) ng"-!p. 求 这 个 级 数 的 和 . 


(c) 作为 一 个 对 于 一 种 工业 运行 应 用 统计 控制 的 工程 师 , 你 随机 地 检查 从 装配 线 上 取 下 的 产品 .你 区 分 每 
个 被 取样 的 产品 是 “好 ”或 “ 坏 ". 如 果 产 品 是 好 的 概率 为 p ,而 是 坏 的 概率 为 9 = 1 - p ,在 第 n 次 检查 


出 首 个 坏 产 品 的 概率 是 六 19. 检查 出 第 一 个 坏 产品 的 次 数 的 平均 数 是 > npg BEO < p < 1, 求 


这 个 和 的 值 . 
期 望 值 BEIER X ARER p popoe 取 值 1,2,3,… ,pi 是 等 于 K(k = 1,2,3,…) 的 概率 .还 假 


定 pi > 0 和 让) pi = 1. 革 的 期 望 值 是 数 >， hp,, 只 要 这 个 级 数 收 敛 ,的 期 望 值 用 E(x) 表示 .对 于 下 列 每 


个 情形 ,证 明 、) p = ! 并 且 求 (x), 如 果 它 存在 . (提示: 见 题 35). 
(a)p, = 2 ! (b)p, = Y= (c)p, = mr: 1) = ñ 一 天 L 
安全 和 有 效 剂量 血液 中 一 种 麻 碎 药 的 浓度 通常 由 于 麻醉 药 从 体内 的 排除 而 随时 间 推 移 在 减少 .于 是 就 
需要 通过 在 低 于 某 个 特定 水 平时 打点 滴 周 期 重复 地 服药 以 维持 浓度 . 对 于 重复 服药 结果 的 一 个 模型 给 出 
恰好 在 第 n + 1 次 服药 前 的 剩余 浓度 是 

R, = Coe oo + Coe to + + Coe- wo, 
其 中 C, = 一 次 服药 完成 的 浓度 变化 (毫克 每 毫升 ),h = 排除 常数 (每 小 时 ), 1。= 两 次 服药 之 间 的 时 间 
(小 时 ). 见 下 页 左下 图 . 
(a) 用 一 -个 分 式 的 封闭 形式 写 出 R, 并 且 求 R = lim R,. 
(b) 对 于 Ce = 1 毫克/ 毫升, = 0.1 小 时 -和 to。= 10 小 时 计算 R. A Ro M Rohit REDMAR? 
(e) 如 果 k = 0.01 小 时 ,to = 10 小 时 , 求 使 得 R > (1/2)R 的 最 小 的 n. 
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39. 


(来 源 ; Prescribing Safe and Effective Dosage by B.Horelick and S. Koont( Lexington, MA:COMAP. Inc., 1979).) 


€ = L. _ 最 高 安全 水 平 
e £ “| 1 
人 C 
{E = 0 
ze = L 1 
一 = 开 | | 最 低 有 效 水 平 
Ex < — t — 
党 | | >f 
0 时 间 
第 37 题 图 第 38 题 图 


. 服 麻醉 药 的 间隔 时 间 ( 续 题 37) 如果 知道 -种 麻 醇 药 低 于 浓度 Ce 无 效 ,而 高 于 浓度 C, 则 有 害 ,我 们 需 


要 求 Co 和 ,使 得 生成 的 浓度 是 安全 的 (不 高 于 C,) 和 有 效 的 (不 低 于 Ca). RAER. 

因此 我 们 想 求 Co 和 io 的 值 使 得 
R=C 和 Co+R= Cu. 
于 是 Co = Cy- Ci. 把 这 些 值 代 人 题 37 部 分 (a) 中 得 到 的 R 的 等 式 , 所 得 等 式 简化 为 
to = In 

为 迅速 达到 有 效 水 平 , 人 们 可 以 实施 一 种 “装填 ” 服药 以 产生 每 毫升 Cj 毫克 的 浓度 .为 此 可 以 每 过 to 小 时 

服药 以 使 浓度 升 高 每 毫升 Co = Cr - C, 毫克 . 

(a) 验证 前 面 对 于 to 的 等 式 . 

(b) WMR k = 0.05 小 时 -' ,并且 最 高 安全 浓度 是 最 低 有 效 浓 度 的 。 倍 , 求 保证 安全 和 有 效 浓 度 的 两 次 服药 
之 间 的 时 间 间 隔 . 

(c) 为 学 而 写 AE C4 = 2 毫克 /毫升 ,C, = 0.5 毫克 /毫升 , = 0.02 小 时 -! ,确定 实施 麻醉 的 方案 . 

(d) 假定 = 0.2 小 时 一 ,而 最 小 有 效 浓度 是 0.03 3£ 2 /毫升 . 服 了 - -种 麻醉 药 达到 0.1 毫克 /毫升 的 浓 
度 . 麻 醇 药 保持 大 约 多 长 时 间 有 效 ? 

TARR “无穷 乘积 


[Gray = Grad e+ aa) 


是 收敛 的 ,如 果 取 乘积 的 自然 对 数 得 到 的 级 数 > MA + a) 收敛 .证 明 ; 如 果 对 每 个 有 am > - 1 并 且 
> la | 收敛 , 则 乘积 收敛 . (提示 :证 明 当 | a| < 1⁄2 时 


lln(1 + a,)| < - | | 


! 
l- |a, < 2 | 


= 


. 广义 对 数 p - 级 数 ”车 p 是 一 个 常数 ,证 明 级 数 1 + S) 一 2 


Ti onelan iinn n)]’ 


(a) 4 p > 1 时 收 合 (b) 当 < 1 时 发 散 . 
一 般 地 , 若 f(x) = x ,f(x) = In(f.(x)), 而 a 取 值 1,2,3,… ,我 们 求 得 p(x) = ln x,f(x) = nln x), 
等 等 . 若 f. (a) > IN 


dx 


a fx f(r) f(r) hraa) 


Hp > 1 时 收 误 ,而 当 p < 1 时 发 散 . 


平面 向 量 和 极 坐标 函数 


概述 ” 当 一 个 物体 在 xy 平面 漫游 时 ,参数 方程 x = f(1) 和 
y = g(t) 可 以 用 来 作为 物体 的 运动 和 路 径 模型 .在 这 一 章 ， 
我 们 引进 参数 方程 的 向 量 形式 ,用 它 我 们 可 以 描述 运动 物 
体 的 位 置 的 轨迹 ,计算 它 的 速度 和 加 速度 的 大 小 和 方向 ,并 
CD-ROM 且 预 知 作用 在 它 上 面 的 力 的 影响 


WEBsite 向 量 函 数 的 一 个 主要 作用 是 分 析 空 间 运动 . 行星 运动 
， Jakob Bernoulli Žž | č 先 发 表 而 通常 享有 这 一 荣誉 ) ,因此 我 们 在 这 一 新 坐标 系 内 


% (1654 — 1705) 


研究 曲线 、 导 数 和 积分 . 


平面 向 量 


DEER 。 零 向 量 和 单位 向 量 。 向 量 的 代数 运算 + 标准 单位 向 量 。 长 度 和 方向 。 切 
线 和 法 线 


我 们 测量 的 某 些 事物 由 其 大 小 确定 .举例 来 说 ,为 记录 质量 ,长 度 , 或 时 间 , 我 们 只 需 记 下 
一 个 数 和 和 一 个 合适 的 测量 单位 的 名 称 . 这 些 是 数量 ,而 相关 的 实数 是 标量 .而 为 了 描述 诸如 
力 ,位 移 , 或 速度 则 需要 更 多 的 信息 .为 描述 一 个 力 ,我 们 需要 记录 力作 用 的 方向 以 及 有 多 大 . 
为 描述 物体 的 位 移 ,我 们 必须 说 它 在 什么 方向 运动 ,以 及 走 多 远 .为 描述 物体 的 速度 ,我 们 必须 
知道 物体 朝向 哪里 ,以 及 走 多 快 . 


分 量 形式 
像 力 ,位移 ,或 速度 这 些 量 用 有 向 线段 表示 (图 9.1). 箭 形 终点 


we 


指向 作用 方向 ,而 其 长 度 借助 适当 的 单位 给 出 大 小 . 比如 , 力 向 
量 指 向 它 作用 的 方向 ,而 它 的 长 度 是 它 的 强度 的 测量 ;一 个 速度 
向 量 指向 运动 方向 而 其 长 度 是 运动 物体 的 速率 . (我 们 在 9.3 和 ga 
9.4 节 将 更 多 谈 及 力 和 速度 .) A 
有 向 线段 4 记 有 起 点 4 和 终点 8; 它 的 长 度 用 | AB | 表示 .有 图 9.1 FEA 


` 740 ` 第 9 章 F H 8 E rM PKR 


向 线段 相等 , 若 它 们 的 长 度 相 问 且 方向 相同 . 


定义 向 量 , 相 等 向 量 
平面 上 的 一 个 向 量 是 有 向 线段 .两 个 向 量 是 相等 (或 相同 ) 的 ,如 果 它 们 有 相同 的 长 度 和 方向 . 


这 样 ,我 们 画 向 量 时 用 的 带 箭头 的 线段 应 被 理解 为 表示 同一 个 向 量 , 如 果 它 们 有 同一 个 长 
度 ,并 且 指向 同一 方向 (图 9.2). 


一 一 
一 一 
c 
P 
— 、、 图 9.2 这 里 面 的 四 个 箭 形 (有 向 线段 ) 
_ — gi 有 同一 长 度 和 方向 ,因此 它们 表示 同一 向 
E B FSRA = Cb -= OP - EF 


在 教科 书 中 ,向 量 通 常用 黑体 小 写字 母 表示 ,比如 u,v,w. 有 时 用 大 写 黑体 字母 如 下 表示 
力 向 量 . 在 手写 形式 ,通常 在 字母 上 方 曾 一 个 小 箭 形 ,例如 六 ,ze 和 下. 


例 1( 证 阴 向 量 相等 ) 令 4= (0.0),B = (3.4). C = 


(-4,2) 和 = (-1,6). 证 明 向 量 a = ADB Mv = CD Hi. y 
解 我 们 需要 证 明 u 和 vv 有 同一 长 度 和 同一 方向 POLOS L 
(图 9.3). 我 们 用 趾 离 公式 求 它们 的 长 度 . v E 0 4) 
al = |AB| = /(3 0): + (4 - 0 = 5 CC4 2) CA 
Ivl = [l= /(- 1- (8 4))2 + (6 - 2): = 5 i, 
eo。 青 计 算 两 个 线段 的 斜率 Aoo l 
-> 4-0 4 
537053 图 9.3 两 个 相等 的 向 量 ,它们 有 相 
TS 的 斜率 = * ; 4 癌 的 长 度 和 方向 .( 例 1) 
-1-473 


因为 两 个 线段 平行 并 且 都 指向 右上 方 ,所 以 它们 有 相同 的 方向 .因为 u 和 v 有 相同 的 长 度 和 方 
向 ,所 以 = v. 


设 v = PO. 有 一 个 等 于 PO 的 有 向 线段 ,其 起 点 在 原点 (图 9.4). 它 是 y 的 标准 位 置 ,并且 
通常 用 它 表示 为 v( 图 9.4). 


y Q (xa ya) 
@ 


P (xi, yi) 
图 9.4 (a) 一 个 向 量 的 标准 位 置 


是 起 点 在 原点 .(b) 点 Q 的 坐标 满 


Aa = x t u Rl ya = yí + m. 


Or sA WA IAE fi NF TD eha 


9.1 平面 向 量 741 ` 


CD-ROM 定义 “向量 的 分 量 形式 
WEBsite 如 果 平 面 上 的 一 个 向 量 v 等 于 起 点 在 原点 (0,0) 终点 在 
v] 历史 传记 (oo) 的 向 量 , 则 v 的 分 量 形式 是 
William Rowan Hamilton v = (vn). 
(1805 — 1865) 


这 样 ,一 个 平面 向 量 也 就 是 实数 的 有 序 对 (Co ,+43). 数 b, 和 vw, 是 v 的 分 量 .向 量 (v ,wv,) 称 
为 点 (v1,v;) 的 位 置 向 量 . 

注意 :如 果 v = 《v1,v,) 用 有 向 线段 P6 表示 ,起 点 是 P(x ,yi) ,终点 是 Cy) M r + o, 
= x 和 yi + b = y2( 图 9.4), 于 是 V =X- Xi 和 vy = y2- Yı 是 PO 的 分 量 .总 结 得 


给 定点 Pay) 和 0(x;,y3), 则 等 于 PO 的 位 置 向 量 v = Coo) 是 


v = (xa = Xy 一 yi). 


两 个 向 量 (a,b》 和 《c,d》 相 等 当 且 仅 当 a = c fb = d, PÆlv o) = Cæ- xy- Yi). 
i B: PQ 的 长 度 或 大 小 是 其 彼此 相等 的 有 向 线段 表示 中 的 任 一 个 的 长 度 . 特 别 地 , 若 v = 
(x =- xy- yO 是 PO 的 位 置 向 量 (图 9.4), 则 距离 公式 给 出 v 的 长 度 ,表示 成 |v| 或 1v| . 


向 量 PO 的 长 度 或 大 小 是 
[v| = V nl + 3 = Ve ay + 
(图 9.4). | 
例 2( 求 分 量 形式 和 一 个 向 量 的 长 度 ) REAY y 
P = (-3,4) 终 点 为 0 = (— 5,2) 的 向 量 的 (a) 分 量 形式 Peo f 
和 (b) 向 量 长 度 . L 
解 (a) 表示 PO 的 位 置 向 量 有 分 量 =r- = 05a 下 
(5) - (3) =— 2f#ll> = yx — y, = 2 - 4 =- 2 L | | L| LLL 
(图 9.5). PQ 的 分 量 形式 是 A 
v= (- 2,25. ea T 


(b) PO 的 长 度 是 
lv1=v(-2)2+(-2) = 24/2. 


ú 图 9.5 向量 PO 等 于 位 置 向 量 
"=《- 2, - 2. (f#| 2) 
例 3( 使 小 车 运动 的 力 ) 20 磅 的 力 立 一 个 小 车 沿 光滑 的 水 平地 板 行进 , 力 同 地 板 形成 45° 
角 ( 图 9.6) .使 小 车 向 前 的 有 效力 是 多 少 ? 
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解 ”有 效力 是 = la, b) 的 由 下 式 给 出 的 水 平 


À 
分 量 
a = |F|cos 45° = (20) [2] ~ 14.14 1b. -| F = <a, b) 
零 向 量 和 单位 向 量 NS y. 
长 度 为 零 的 唯一 向 量 是 零 向 量 
0 = (0,0). 


零 向 量 也 是 唯一 没有 确定 方向 的 向 量 . 
任何 长 度 为 1 的 向 量 v 是 单位 向 量 . Z v = 
(viv) 与 让 x 轴 形 成 角 9, 则 


1 1 
vi = |vicos f = cos 0 v| = 1 


图 9.6 ”以 20 磅 的 力 F 沿 4$。 角 拉动 小 
车 示意 图 .( 例 3) 


v = |v|sin 0 = sin ð 


(图 9.7) .概括 之 ， 


I u Í | 
与 正 x 轴 形 成 角 6 的 单位 向 量 v 表示 为 | 
v = (cos 0,sin 0) | 


4 0 从 0 ER 27 BJ, A 6] Bt oa A H 863 Jr a] , IAJE 8 52 h PF 822 th B. 


(0.1) 


Unit circle 


v =G. V> 


图 9.7 单位 向 量 v = (Curs) KENI, 
于 是 = cos 9 Hr = sn0,9 是 v 同 正 
x 轴 形 成 的 角 . 当 8 从 0 变 到 2r 时 ,vy 的 终 
点 描 出 单位 圆 ， 


> x 
(1.0) 


向 量 的 代数 运算 
涉及 向 量 的 两 个 主要 运算 是 向 量 加 法 和 数 乘 . 


定义 ”向量 加 法 和 向 量 与 数 的 箭 法 
设 = (uisu), V = 《v1,v2) 是 向 量 而 大 是 一 个 数 ( 实 数 ). 
加 法 : *°ú + v = (uí,u2) + Cvi, 0) = Cu, + ,lz + v2) 


A: ku = (ku, kus) 


9.1 平面 向 量 ` 743 ， 


向 量 加 法 的 定义 几何 地 图 示 在 图 9.8(a) ,图 中 ,一 个 向 量 的 起 点 置 于 另 一 个 向 量 的 终点 . 
另 一 种 表示 画 在 图 9.8(b)( 称 为 加 法 的 平行 四 边 形 定律 ) ,其 中 的 和 称 为 合成 向 量 ,是 平行 四 
边 形 的 对 角 线 .在 物理 学 中 , 力 , 以 及 速度 ,加 速度 等 等 都 按 向 量 的 方式 相 加 . 


G + VI + Vo) 


> x 


(b) 


图 9.8 (a) 向 量 如 法 的 几何 解释 ; (b) 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 定律 . 


一 个 数 上 和 向 量 的 乘积 的 几何 解释 显示 在 图 9.9 
中 .首先 ,车 hk > 0, 则 ku 与 u 有 相同 的 方向 ;着 k < O, 
则 ku 与 u 有 相反 的 方向 .比较 = (uiu) 和 ku 的 长 
BE ,我 们 看 到 


|ku| = (ku,)2 + (kus)? = Vk (ur + u?) 


=V Vul +u? = |kllul, 
PD ku 的 长 度 是 数 与 a 的 长 度 的 乘积 的 绝对 值 .特别 说 来 ， 图 9.9 uu 的 数量 倍数 
向 量 (- Du =- u 和 uw 有 相同 的 长 度 但 指向 相反 的 方向 . 
两 个 向 量 的 差 u —- v 的 意义 是 


u- v = ur+(- yv). 
# u = usu H. v = 《2 oa》, 则 
u-— v = (u, 一 Visk 一 vz). 


注意 (u - v) +v = u, 于 是 向 量 (u — v) 与 v 相 加 得 u( 图 9.10a). 图 9.10b 指出 aa-v 是 和 u+(-v). 


图 9.10 (a) 向 量 u-v 加 上 v 得 u; (b)u- v = u+ (-— v) 
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例 4( 对 向 量 进 行 运算 ) Sus (- 1.3) Hl v = (4,7). 求 
(a)2u + 3v (bju-v (O u 
O (a)2u + 3v = 2(—- 1,3) + 3(4.7° 
= ((-— 1) + 3(4).2(3) + 3(7)> = (10,27) 
1,3) - 4,7， 
-1-4.3- 7 = (- 5, - 45 


bo J 


向 量 运算 具有 通常 算术 运算 的 许多 性 质 .这 些 性 质 用 向 最 加 法 和 数 乘 的 定义 可 以 验证 其 
正确 性 . 


向 量 运 : 算 的 性 质 

设 u,v,w 是 向 量 而 a,b 是 数 . 

lu+v=v+u" 2 lu+v)+w=u+(v+w) 3.u+0 =u 

4.u+ (— u) = 0 5.0u = 0 6.lu = u 

7.a(bu) = (ab)u 8.a(u+ v) = au+ av 9. (a + b)u = au+ bu 


向 量 的 一 个 重要 应 用 出 现在 航行 中 . 


例 5( 求 着 陆 的 速率 和 方向 ) ”一 架 波音 727 
飞机 在 空中 以 每 小 时 500 英里 的 速率 向 东 飞 行 ， 
遇 到 以 每 小 时 70 英里 的 速率 的 东北 方向 60° 的 
风 . 飞 机 保持 它 的 罗盘 朝 东 ,但 由 于 风 吹 , 它 得 到 
新 的 相对 地 面 的 速率 和 方向 .它们 是 什么 ? 

解 ” 若 u 是 飞机 的 速度 ,而 v 是 风 的 速度 , 那 不 按 比 例 标记 
么 |al = 500 Ñi |v] = 70( 图 9.11). 我 们 需要 求 合 
成 向 量 的 大 小 和 方向 . 若 令 正 x 轴 代表 东 而 正 y 轴 图 二。 问 基 表示 例 5 中 飞机 和 风 的 速度 . 
代表 北 , 则 u 和 v 的 分 量 是 

u = (500,0) 和 v = (70cos 60°,70sin 60°) = (35,35V3). 


因此 
u + v = (535,35 /3) 
lu + v| = V 5352 + (35Y3): = 538.4 
H 
_ 13543 ° 
0 = tan 535 = 6.5 


解释 ”新 的 地 面 速率 大 约 是 538.4 英里 /小 时 ,而 它 的 新 方向 大 约 是 东北 6.5°. | 


标准 单位 向 量 
任何 平面 向 量 v = Ca, b) 可 以 写成 标准 单位 向 量 
i= (1,0) 和 j= (0,1) " 
如 下 的 线性 组 合 
v=(a,b) = (a,0) + (0,b> = a(1,05> + 50,1》 
= ai+ bj. hi 


向 量 y 是 向 量 1 和 j 的 线性 组 合 ; 数 e 是 v 的 水 平分 量 或 i 分 
E MR b 是 v 的 垂直 分 量 或 j 分量. 一 个 非 竖 直 向 量 v 的 
斜率 等 于 平行 于 它 的 直线 的 斜率 .于 是 ,车 a zx 0, 则 向 量 v 
有 和 斜率 5/a( 图 9.12). 


O(0. 0) 


图 9.12 v 是 i 和 j 的 线性 组 合 . 


例 6( 把 向 量 表示 为 1 和 j 的 线性 组 合 ) 设 P=(-1,5) 和 0Q = (3,2). 把 向 量 v = PO S 
成 i 和 上 的 线性 组 合 , 并 求 它 的 斜率 . 
E v 的 分 量 形式 是 (3 - (- 1),2 - 55 = (4, - 3). 于 是 
v = (á, - 35 = 4i + (— 3)j = 4i — 3j. 


v 的 斜率 是 - 3⁄4. o] 
CD-ROM 长 度 和 方向 
WEBsite 在 研究 运动 时 ,经 常 想 要 知道 一 个 物体 朝 什么 方向 和 它 运 行 有 
历史 传记 多 快 . 
Hermann Grassmann 
(1809 — 1877) 例 7( 把 向 量 表 示 成 速率 乘 方向 ) yv = 3i- 4j 是 一 个 速度 向 


量 , 把 v 表示 成 它 的 速率 乘 一 个 在 此 运动 方向 的 单位 向 量 . 
解 速率 是 v 的 大 小 (长 度 ): 
|v| = VBF + (- 4)2 = /9 + 16 = 5. 
向 量 v/vY| 跟 v 有 同一 方向 : 


y 3-4j 3. 4, 
y 5 C 5 ' ah 


此 外 ,vvy| 是 一 个 单位 向 量 : 


Drs (下 Ü [- 34] Q 538. 
于 是 
v = 3i 4j = 5 Í š $i) | 
EH EAFA 


一 般 地 , 若 v xz 0, 则 |v| 非 零 ,并 且 
1 
Fw v= 让 Tvl=1. 
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Bl v/jy| 是 一 个 和 vy 同 方向 的 单位 向 量 . 因 此 我 们 可 以 写成 v = ,ylGvw/ lvl) ,从 而 就 可 以 借助 
yv 的 长 度 和 方向 这 两 个 重要 特征 表示 v. 


Fr v = 0. HJ 
1. TVI 是 一 个 和 v [5] y e 89 A fu [8] 5t ; 


| 2. 等 式 v = |vj Ty 借助 * 的 长度 和 方向 表示 v. 


单位 向 量 v/v| 称 为 v 的 方向 .这样 ,v = 5((3⁄5)i - (4/5)j) 把 例 7 中 的 速度 向 量 表示 为 
它 的 速率 和 方向 的 乘积 . 


切线 和 法 线 

当 一 个 物体 沿 平面 (或 空间 ) 内 的 一 个 路 径 运 动 时 , 它 的 速度 是 路 径 的 一 个 切 向 量 .并 且 ， 
如 果 物 体 加 快 或 减 慢 , 就 有 力作 用 在 切 方向 和 与 之 垂直 的 方向 . (我 们 将 在 9.3 节 研 究 沿 平面 
路 径 的 运动 .) 

一 个 向 量 是 一 条 曲线 在 一 个 点 P 的 切 向 量 或 法 向 量 ,如 果 它 分 别 平行 或 重 直 于 曲线 在 点 
P 的 切线 . 例 8 说 明了 怎样 求 平面 可 微 曲线 f(x) 这 样 的 向 量 . 


例 8( 求 曲线 的 切 向 量 和 法 向 量 ) ”一 物体 沿 曲 


线 
xš 1 
Y= 7+3 
运动 . 求 曲 线 在 点 (1,1) 的 切 向 量 和 法 向 量 的 单位 向 
量 . 
解 ” 见 图 9.13, 曲 线 在 (1,1) 的 切线 的 斜率 是 
, 3x _ 3 
Y= 2 |, 2: 
我 们 求 一 个 有 这 个 斜率 的 单位 向 量 .向 量 v = 2i + 3j 7 
K v 的 非 零 倍数 有 和 斜率 3/2. 为 使 v 的 一 个 非 零 倍数 ; | ， 
是 单位 向 量 ,我 们 把 v 除 以 0 ! f 
v| = V? + 3 = V3, 图 9.13 曲线 y = (2⁄2) + 172 在 点 (1,1) 
得 到 


的 切 向 量 和 法 向 量 .( 例 8) 


u=- -= 2 i+ 3 j. 
v VB VB 
向 量 u 是 曲线 在 点 (1,1) 的 切 向 量 ,这 是 因为 它 和 v 有 同样 的 方向 ,自然 ， 


-u = -一 一 i - —j, 


指向 相反 方向 ,也 是 曲线 在 点 (1,1) 的 的 切 向 量 , 没有 附加 要 求 (比如 指定 运动 的 方向 ) ,没有 
理由 更 倾向 于 这 两 个 向 量 中 的 哪 一 个 


388 9.1 . 747 ， _ 
为 求 曲线 在 点 (1,1) 的 法 向 量 , 我 们 求 一 个 单位 向 量 , 其 斜率 与 u WREE f B| 8.28 u 

的 两 个 数值 分 量 , 并 将 其 中 的 一 个 改变 符号 就 很 快 做 到 这 一 点 ,由 此 我 们 得 到 
si. Zi m _n- 31 2 
V13 VB vB 


一 次 ,两 个 向 量 都 符合 要 求 .两 个 向 量 方向 相反 但 都 是 曲线 在 (1,1) 的 法 向 量 .( 见 图 9.13). | 


习题 9.1 

分 量 形式 

在 题 1 -8 中 , 令 u= G, - 2) 和 v=〈- 2,5). 求 (a) 分 量 形式 和 (b) 向 量 的 大 小 (长 度 ). 
1.3u 2. -2y 3.u+ v 4.u- v 

5.2u - 3v 6. - 2u + 5v 7 Žu 全 8 -Šus lu 


5 5 ` 13 13 
在 题 9 - 16 中 , 求 向 量 的 分 量 形式 ， 
9. WEP, P = (1,3) 和 0 = (2, -1). 
10. JBL OP Jih 0 是 原点 ,而 P 是 线段 RS 的 中 点 ,其 中 R= (2,-1) 和 3 = (- 4,3). 
11. 从 点 4 = (2,3) 到 原点 的 向 量 
12. 好 和 C 访 之 和 ,其 中 4 = (1, -1),B = (2,0),C=(-1,3) 和 D = (-2,2). 
13. HE x ARAO = 2z/3 的 单位 向 量 . 
14. 同 正 x RHO =- 3x/4 的 单位 向 量 . 
15. 向 量 41,0) 绕 原 点 道 时 针 旋 转 120° 所 得 的 向 量 . 
16. 向 量 (0,1) 绕 原 点 逆 时 针 旋 转 135° 所 得 的 向 量 . 


几何 和 计算 
在 题 17 和 18 中 ,以 所 需要 的 首尾 衔接 的 方式 复制 向 量 u,v 和 w, 以便 绘 出 指定 的 向 量 . 
17.(a)u + v (b)u + v + w (c)u — v (d)u -~ w 
18.(a)u - v (bu- v+ w (c)2u ~- v (d)u+ v+ w 
y 
u 
w 
N w 


第 17 题 图 第 18 题 图 
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使 用 线性 组 合 r 

把 题 19 - 24 中 的 向 其 表示 成 ai + 本 的 形式 ,并 用 以 原点 为 起 点 的 稍 形 涂 出 它们 ， t 

19. P.P, P, 是 点 (5,7) 而 P, 是 点 (2,9) 

20. P P3, P, 是 点 (1,2) 而 P, 是 点 (- 3,5). 

21. AB, A 是 点 (- 5,3) 而 B 是 点 (- 10.8). 

22. AB.A 是 点 (-7, - 8) 而 有 是 点 (6,11). 

23. P PaP, EAO. 而 P. 是 点 (2，- 1). 

24. P.P P, 是 点 (1,3) 而 P, 是 连结 点 Pi(2，- 1) 和 点 Pa 4,3) 的 线段 P P. 的 中 点 . 

单位 向 量 

绘 出 题 25 - 28 中 的 向 量 并 把 每 个 向 量 表示 成 ai + bj 的 形式 . 

25. 单位 向 量 u = (cos 9)i+ (sin 9)j, 其 中 8 = r6 和 8 = 2r3, 在 你 的 图 中 要 包含 圆周 <2 + = 1. 

26. 单位 向 量 u = (cos 0)i + (sin 6)j, 其 中 9 = -rr4 和 0 = -3x/4, 在 你 的 图 中 要 包含 圆周 xz + y? = 1. 

27.j 绕 原点 逆 时 针 旋 转 3x/4 弧度 得 到 的 单位 向 量 . 

28. j 绕 原点 逆 时 针 旋 转 27/3 绝 度 得 到 的 单位 向 量 . 

在 题 29 - 32 中 , 求 跟 给 定向 量 方向 相同 的 单位 向 量 . 

29.(3,4) 30.(4, - 3) 

31.〈- 15,8) 32.4—- 5. -2 

对 习题 33 和 34 的 向 量 求 与 之 方向 相同 的 向 量 u = (cos 0)i + (sin 0)j. 

33.6i - 8j 34. - i+ 3j 

长 度 和 方向 

在 题 35 和 36 中 ,把 每 个 向 基 表 示 成 它 的 长 度 和 方向 的 乘积 . 

35.5i + 12j 36.2i — 3j 

37. 求 与 向 量 3i - 4j 平 行 的 单位 向 量 ( 共 有 两 个 向 量 ) 

38. 求 长 度 为 2 的 与 向 量 - i+ 2j 反 向 的 向 量 . 这 样 的 向 量 有 和 多少 ? 

切 向 量 和 法 向 量 

在 题 39 - 42 中 , 求 曲 线 在 给 定 点 的 单位 切 向 量 和 法 向 量 ( 共 有 四 个 向 量 ) .然后 把 向 量 和 曲线 绘 在 一 起 . 

39.y = x, (2,4) 40.2 + 2y = 6, (2.1) 

4l.y = tan lx, (1,7/4) 42.， = > kg (0,1) 

在 题 43 - 46 中 OR H ER TE P E sà B A u D) 18] B # A l BL (E D 6] E). 

43.32 + 8xy +237 - 3 = 0, (1.0) 44. x? -6xr + 8” 2x— 1 = 0, (1,1) 

45.y = | V3+ dt, (0,0) 46. y = [wam dt, (e,0) ; 
N 
š: 

理论 和 应 用 š 

47. 线性 组 合 设 au=2i+jv=i+j 和 w= i-j. 求 数 a 和 六, 使 得 ma = av+ bw. 


48. REAS 设 u=i-2jvy=2+3j 和 w=i+j 写 出 u= u +u, AP u F4 F v, u F473 w, (DL 


习题 47. ) 
4. 力 向 量 ”你 用 力 FF 拉 -个 箱子 ( 见 下 图 ), 其 大 小 为 10 磅 . 求 F 的 i 分 量 和 j 分 量 . 


第 49 题 图 第 50 题 图 


50. JAR 风筝 线 以 12 磅 (1F| = 12) 的 力 拉 着 风筝 ,该 力 和 水 平 线 成 45" 的 角 . 求 的 水 平分 量 和 垂直 分 量 . 

51. 速度 - 架 飞 机 以 800 公里 /小 时 的 速度 沿 西北 25° 的 方向 飞行 . 求 飞 机 速度 的 分 量 形 式 , 设 正 x 轴 表示 
RME y ARRA. 

52. 速度 ”一 架 飞 机 以 600 公 里 /小 时 的 速度 沿 东 南 10 的 方向 飞行 . 求 飞 机 速度 的 分 量 形式 , 设 正 x 轴 表 示 
东 而 正 y 轴 表 示 北 . 

53. 位 置 ”一 只 鸟 从 其 人 巢 沿 东北 方向 60 飞行 5 公里 , 停 在 …- 棵 树 上 休息 .然后 它 沿 东南 方向 方向 10 公里 ,再 
落 在 电线 杆 上 .设置 一 个 xy 坐标 系 ,使 原点 在 鸟巢 ,x 轴 指 向 东 ,y 轴 指 向 北 . 
(a) 树 位 于 哪 - 一 点 ? (b) 电线 杆 位 于 哪 一 点 ? 

54. 位 置 ”一 只 鸟 从 其 集 沿 东北 方向 60° 飞行 7 公里 , 停 在 一 棵 树 上 休息 .然后 它 沿 西 南方 向 30° 飞行 18 公里， 
再 落 在 电线 杆 上 .设置 一 个 xy 坐标 系 ,使 原点 在 鸟巢 ,x 轴 指 向 东 ,y 轴 指 向 北 . 
(a) 树 位 于 哪 一 点 ? (b) 电线 杆 位 于 哪 一 点 ? 


同 量 间 的 夹 角 。 点 积 法 则 。 HACER) 向 量 。 向量 投影 。 功 。 把 一 个 向 量 写成 正 交 
向 量 的 和 


如 果 一 个 力 下 作用 在 沿 一 个 路 径 运动 的 质点 上 ,我 们 经 常 需要 知道 力 在 运动 方向 的 大 小 . 
若 v 平 行 于 路 径 在 F 的 作用 点 的 切线 , 则 我 们 想 求 FF 在 v 的 方向 的 大 小 .图 9.14 显示 我 们 要 计 
算 的 数量 是 长 度 |F|cos 9, 这 里 0 是 两 个 向 量 下 和 v 间 的 炎 角 . 

在 这 一 节 , 我 们 将 学 习 怎 样 方便 地 通过 它们 的 分 量 计算 两 个 向 量 的 夹 角 .计算 的 一 个 关键 
是 称 为 点 积 的 表达 式 . 点 积 也 叫 作 数 量 积 , 这 是 因为 乘积 的 结果 是 一 个 数 , 而 不 是 向 量 . 在 研究 
点 积 之 后 我 们 用 它 求 一 个 向 量 在 另 一 个 向 量 上 的 投影 ( 见 图 9.14) 和 求 一 个 常 作用 力 经 过 一 
个 位 移 所 做 的 功 . 
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长 度 - [F| cos 8 


图 9.14 力 下 在 向 量 v 的 方向 的 大 小 是 了 图 9.15 u 和 v 之 间 的 夹 角 . 
在 v 上 的 投影 的 长 度 |F|cos 8 


向 量 间 的 夹 角 

当 两 个 向 量 u 和 v 的 起 点 重合 ,它们 形成 一 个 大 小 为 6 的 第 (图 9.15). 这 个 角 是 u 和 vv 之 
间 的 夹 角 . 

定理 1 给 我 们 一 个 用 以 确定 两 个 向 量 夹 角 的 公式 . 


定理 1 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 
两 个 非 零 向 量 = (uu) My = (vv) 的 夹 角 由 


-1 K181 + U2? 


0 = cos . 
uj lv| 


给 出 . 
在 证 明定 理 1( 它 是 余弦 定律 的 推论 ) 之 前 ,让 我 们 聚焦 于 计算 9 的 表达 式 ` 


UV] + Uv. 


定义 ”点 积 (内 积 ) 
mE u = (uj, ua) Mv= (v1, V2) 的 点 积 (或 内 积 )(“u 点 v”) 是 数 


U’ V = uv + WV. 


例 1 KAER 
(a) ll, -2).(-6,2) = (1)(- 6)+(-2)(2)=-6-4=-10 


()[2i+3j' G - D = [7] a GC) =2-3=-1 ú 
我 们 可 以 用 点 积 重 写 定理 1 中 的 求 向 量 夹 角 的 公式 ， 


推论 ”两 个 向 量 之 间 的 夹 角 
非 零 向 量 u l v 的 夹 角 是 


= cos" (mar) . 


9.2 点 # < 751 > 


例 2( 求 一 个 三 角形 的 角 ) ” 求 由 顶点 4 = (0,0),B = 3,5) 和 C = (5,2) 确定 的 三 角形 


ABC 的 角 0( 图 9.16). 
解 ” 角 9 是 向 量 C4 和 C0 访 之 间 的 夹 角 .这 两 个 向 量 的 分 量 形式 是 
C = (-5,-2) 和 Ch = (- 2,3). 
我 们 首先 计算 点 积 和 两 个 向 量 的 大 小 . 
CA. CB =(-5)(- 2) + (- 2)(3) = 4 
|C4A| = /(- 522 + (- 22: = /29 
VIEŠ] -/(- 222 + BGF = /13 
再 由 定理 1 的 推论 ,我 们 得 


CA - CB 
9 = espera) 
"(| 
° (V2) VB) 
=~78.1° 或 ”1.36 弧度 _ | 
u 
图 9.16 例 : a 9.17 向量 加 法 
”中 的 三 角形 . 的 平行 四 边 形 法 则 
> v 给 出 w = u- v. 


定理 工 的 证 明 ”对 图 9.17 中 的 三 角形 利用 余弦 定律 ,我们 求 得 
|w]? = lul?+ |v 2 2Jullvieos8 


2|u|lv|eos 0 = jaj? + jv? - |w]2. 


因为 w = u - v,w 的 分 量 形式 是 (ul - v1, ws - s). FE 
[u]? = (Vu + ur) = uú + ux 
Ivl? = (x tv?) = w + 52 
Lwi? = (V (ur - uo + (uy -n)?) = (u - 0)? + (us — 2) 


= (u 2 _ 2212 十 v) + (uz 一 222202 十 vr ) 


ov - [w]? = 2 + uy). 


因此 
2lull|vl|cos 6 = ul ?+ |v]? - lwl: = 2( uiv, + uyu.) 


lul] vicos 8 = Uv] + Uv 


u U| + Uv? 


cos f = 
luj iv 


. 752 ， O 3 F Rim) E & HW ss 88 3 


于 是 
0 = cos"! mn mn), 
lu: v; 
点 积 法 则 


点 积 遵 宁 对 通常 实数 乘积 成 立 的 许多 法 则 . 


点 积 的 性 质 
iZ u,v AI w tE t e o A g, 


(cu): v =u. (cv) = el(u. v) 


. lu] 
0. u = 0 
CD-ROM 用 定义 容易 证 明 这些 性 质 . 例如 ,这 里 是 性 质 1 和 3 的 证 明 . 
WEBsite l. u- vy = uji + uzr = PJQ) + ru = V° 
访 中 传记 3. u. (v + w) = Cuj, us) . Cv, + wj, t + wa) 


: Carl Friedrich Gauss 


anara e N 


= (uvi + Uv) + (uw + uw) 


= uú V +u ° wW 


垂直 ( 正 交 ) 向 量 


两 个 非 零 向 量 u 和 v 是 垂直 的 或 正 交 的 ,如 果 它 们 之 间 的 夹 角 是 x/2. 因 为 cos (z/2) = 0, 


二 uilo, + 101) + ulv + wa) 


(1777 — 1855) = Miti + UW, t U30 + U2 Ww? 


对 于 这 样 的 向 量 , 我们 自然 有 uvY = 0. ERER. # u fü vÆ Ega, I H u v 


lu] jylcosg = 0, 则 cos 0 = 0,H 0 = cos-10 = x⁄/2. 


定义 EZAR 
问 量 和 v 是正 交 的 , 当 且 仅 当 au.v = 0. 


例 3 用 正 交 定义 


(a)u = (3, - 2) 和 (44,6》 是 正 交 的 ,这 是 因为 uv = (3)(4) + (- 2)(6) = 0. 
(bju = i+ J iIF2£ F — 10i + 5j, 这 是 因为 ua. v = (1)(- 10)+ (2)(5) =0 


(c)0 上 正 交 于 每 个 向 量 u, 这 是 因为 从 性 质 5 得 0 . u = 0. 


我 们 现在 回 到 本 节 开 头 提 出 的 一 个 向 量 在 男 一 向 量 上 的 投影 间 题 . 


向 量 投影 


| 


向 量 u = PÒ EIER v = PB 上 的 向 量 投影 (图 9.18) 是 由 从 Q TENH PS HER 


9.2 点 积 ， 753 > 


确定 的 向 量 u = PR. 这 个 向 量 的 记号 是 
proju 《uu 在 v 上 的 向 量 投影 ” 


图 9.18 u 在 v 上 的 向 量 投影 . 


若 u 表 示 一 个 力 , 则 projvu 表示 在 v 的 方向 的 有 效力 (图 9.19). 


图 9.19 如 果 我 们 用 力 u 拉 一 个 
箱子 ,使 箱子 在 方向 v 向 前 运动 的 
有 效力 是 u 在 v 上 的 向 量 投影 . 


KE = lu] coso -KJE =-lu|cos 6 
(a) (b) 


图 9.20 projvu 的 长 度 是 (a) |uleos 8 # cos 0 > 0 #ll(b) - |u| cos 0 # cos 0 < 0. 


若 uU 和 v 之 间 的 夹 角 9 是 锐角 ,projyu 有 长 度 |u|cos 0 和 方向 v/ iv ;# u # v Z Ank 
0 是 钝 角 ,cos 0 < 0,projvu 有 长 度 - |ulcos 0 和 方向 - v/|v] ( 见 图 9.20) .在 任何 情形 ， 


projvu = (|ulcos 8) TT 


=(=) v Juloos g = ee | uzy 
v 


TV 可 
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数 |u|cos 9 称 为 u 在 v 的 方向 上 的 数值 分 量 .小结 如 下 . 


u 在 v 上 的 向 量 投 影 : 


' u° v 
projvu = [ =) v 


u 在 方向 v 上 的 数值 分 量 
|ulcos 0 = T. = u. TYT 


例 4( 求 向 量 投影 和 数值 分 量 ) RHF 5i+2j4E v = i- 3j 上 的 向 量 投 影 和 下 在 方向 
v 上 的 数值 分 量 . 


解 向量 投影 是 
F . 
proj,F =Í RE) 
sikaa) =- KG - 3p 
= 10! 1012: 
F 在 v 的 方向 上 的 数值 分 量 是 
[Flean = oT ss a 


功 


在 第 5 章 中 ,我 们 计算 一 个 常 力 FF 作用 于 一 个 运动 物体 经 过 距离 4 的 功用 公式 W = Fd 表 
示 . 这 个 公式 仅 当 力 沿 运动 方向 时 才 正 确 .如 果 一 个 力 正 移动 一 个 物体 经 过 的 位 移 D = PO £ 
另外 的 方向 , 功 应 是 力 下 在 D 上 的 方向 的 分 量 做 的 . 若 9 是 下 和 D 之 间 的 夹 角 (图 9.21) , 则 
功 =F # D 的 方向 上 的 数值 分 量 . D 的 长 度 
=(|F|cos 0)|D| 
=F- D 


图 9.21 常 力 了 产生 位 移 D 做 的 
功 是 |F|cos 61D|. 


定义 ” 常 力 做 的 功 
WJ FERETE D = PÒ 上 的 功 是 

W=F-D-= |IF||D|cos ð, 
其 中 9 是 和 DD 之 间 的 夹 角 . 


9.2 点 积 * 755 > 


例 $( 应 用 功 的 定义 ) IF| = 40 牛顿 ,1D| = 3 米 , 而 0 = 60°,F 从 PP 作用 到 0 所 做 的 


功 是 
功 = !F||D|cos 8 定义 注 : 功 功 的 标准 单位 是 
三 (40)(3)cos 60° 给 定 的 值 英尺 - 磅 和 牛顿 - 米 , 二 者 部 
= (120)(1⁄2) 是 力 -距离 单位 .牛顿 - 米 通 
= 60 H. 常 称 为 焦耳 . 


我 们 在 第 13 章 会 遇 到 更 有 趣 的 变 力 沿 空间 中 的 一 个 路 径 做 的 功 的 问题 . 


把 一 个 向 量 写成 正 交 向 量 的 和 

我 们 已 经 知道 把 一 个 向 量 写成 正 交 向 量 的 和 的 方法 : 

u= (a,b» = ai+ bj 

《因为 ij = 0). 但 有 时 把 u 表 示 为 男 外 的 和 会 提供 更 多 信息 .比如 ,我 们 经 常 需要 把 一 个 向 量 
写成 一 个 平行 于 v 的 和 垂直 于 v 的 两 个 向 量 的 和 . 举 一 个 例子 ,在 研究 一 个 质点 沿 平面 二 (或 空 
间 中 ) 的 一 个 路 径 的 运动 时 ,人 们 想 知道 加 速度 向 量 沿路 径 在 该 点 的 切线 方向 的 分 量 和 党 法 
法 方向 的 分 量 . (在 10.6 节 研 究 加 速度 的 这 些 切 向 分 量 和 法 向 分 量 . ) 这 样 加 速度 向 量 就 可 以 
写成 它 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 之 和 (这 反映 了 路 径 本 身 的 重要 几何 性 质 ,比如 曲率 ). 下 节 将 研 
究 速 度 和 加 速度 向 量 . 

一 般 地 ,对 向 量 u 和 v, 从 图 9.22 容易 看 出 向 量 

u ~ projyu 
正 交 于 投影 向 量 projva( 它 同 v 有 相同 方向 ). 于 是 
u = proj,u + (u - projyu) 


就 把 u 表示 成 了 正 交 向 量 的 和 . 


怎样 把 写成 平行 于 v 的 向 量 加 正 交 于 v 的 向 量 


u 


projva + (u - proj,u) 


proj, u 
u- v u` v 
= T3 Y + u- T Ol V 
Use) (wU) 图 9.22 ”把 u 表 示 为 平行 和 正 交 于 v 
平行 于 Y 正 交 于 v 的 向 量 之 和 . 
例 6( 正 交 向 量 的 和 } 在 9.1 节 例 8 中, 我们 求 得 v = 2i + 3j ER 
x 1 
Y= 212 
在 点 (1,1) 的 切 向 量 . 若 u = 4i- jj 是 一 个 沿 此 路 径 运 动 的 质点 在 该 点 的 加 速度 ,把 u 写 成 平行 
于 v 的 向 量 与 正 交 于 v 的 向 量 之 和 . 
解 由 于 uv=8-3=5 日 lyl?-=vv=4+9-13, 我 们 有 
v 
= 
a 
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- (19 $ 155) (8, 28) 
=B t pI tB TBI 


IUE: AEP — A FTF v AEA KEET ,第 二 个 向 量 正 交 于 VRENA 


2 A r sa 84 84 
(i-i Qi + 3p = 3 - 04 = 0. | 


在 下 一 高 ,我 们 学 习 怎 样 把 速度 和 加 速度 写成 其 它 互 相 正 交 的 向 量 之 和 . 


习题 9.2 


计算 
在 题 1 -6 中 , 求 


(av-u,[v] #ilu| (b)v 和 u 夹 角 的 余弦 

(ou # v 方向 上 的 数值 分 量 (d) 向 量 projvu. 
l.v = 2i- 4j, u= 2i+ 4j 2.v = 2i+ 10, u= i+ 
3.v=-i+tj, u= .(2i + (3j 4.v = S +j. u= 2i+ /17j 
LT svo] Li usl 211 

V2 3] 2 3 W2 V2; 2 A 

向 量 之 间 的 夹 角 
求 题 7 - 10 中 的 向 量 之 间 的 精确 到 百 分 之 -弧度 的 夹 角 的 近似 值 . 
7.vy=2+j，u=ir+9j 8.v = 2i- 2j, u= 3i 
9.v=v3i-7j，u=v3i+j 10.v=itv2j，u=-i+rj 


11. 三 角形 ”求生 角形 的 角 的 大 小 , 它 的 项 点 是 4 = (- 1,0).B = (2,1) fl C = (0,3). 
12. 正方 形 ” 求 正 方形 的 对 角 线 夹 角 的 大 小 , 它 的 顶点 是 4 = (1,0),B = (0,3),C = (0,3). 和 D = (4,1). 


几何 和 例子 


13. 为 学 而 写 :和 与 差 ”在 下 左 中 ,看 起 来 vi + v; fl v, — v, 是 正 交 的 .这 是 偶然 的 情形 吗 ?在 什么 情形 下 两 个 
向 量 的 和 正 交 于 它们 的 差 ?对 你 的 回答 给 出 理由 ， 


14. 圆周 上 的 正 交 性 


第 13 题 图 第 14 题 图 


设 AB 是 中 心 在 0 的 圆周 的 直径 ,C 是 连结 4 和 甩 的 两 弧 之 一 的 一 个 点 ( 见 上 右 图 ) .证 
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HCA MCB 正 交 . 
15. 菱形 的 对 角 线 。 证 明 萎 形 ( 边 长 相等 的 平行 四 边 形 ) 的 对 角 线 正 交 . 
16. 垂直 的 对 角 线 ”证 明正 方形 是 唯一 的 对 角 线 垂直 的 矩形. 
17. 何 时 平行 四 边 形 是 矩形 “证明 一 个 平行 四 边 形 是 矩形 当 且 仅 当 它 的 对 角 线 长 度 相 等 . 
18. 平行 四 边 形 的 对 角 线 ”证明 : 苦 jul = |v|, 则 由 u 和 vY 确 定 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 平分 u 和 v 之 间 的 夹 角 . 


第 18 题 图 第 20 题 图 


19. 投射 运动 ”一 只 枪 以 1200 英尺 / 秒 的 枪 口 速度 按 水 平 线 上 方 8° 角 发 射 . 求 速度 的 水 平分 量 和 垂直 分 量 ， 
20. 斜面 ”假定 一 个 箱子 被 拉 着 沿 图 示 的 斜面 上 升 . 求 力 w, 使 w 平行 于 斜面 的 分 量 等 于 2.5 me. 


理论 和 例子 
21. (a) Cauchy-Schwartz 不 等 式 “用 事实 uv= uj | v| cos 9 证 明 不 等 式 |u.v| < lul jv| 对 任意 向 量 u 
和 vv 成立. 
(b) 为 学 而 写 在 什么 情况 下 uv 等 于 |u| |v|? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
2. 为 学 而 写 复制 图 中 的 轴 和 向 量 .上 表 画 出 满足 (xi + yj): v 0 的 点 (x,y). 验 证 你 的 答案 . 


y 
个 


第 22 题 图 


23. 正 交 单 位 向 量 # u, 和 ww 是 正 交 单位 向 量 v = au + bm, R vu, 
24. 为 学 而 写 :点 积 的 消去 律 ”在 实数 乘法 中 3 wi = az 有 攻关 0, 我 们 可 以 消去 二 得 到 w = vw. 这 一 规则 
对 点 积 成 立 吗 ? 若 um =u: v Eux 0, 你 能 断言 vw = ww 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


平面 上 的 直线 方程 

25. 垂直 于 一 个 向 是 的 直线 证 明 向 量 v = ci+ bj 垂直 于 直线 ax + by = ec, 为 此 要 验证 表示 v 的 线段 的 斜 
率 是 给 定 直 线 斜 率 的 负 倒 数 . 

26. 平行 于 一 个 向 量 的 直线 ”证 明 向 量 y = ai+ bj EFTER bx - ay = “， 为 此 要 验证 表示 v 的 线段 的 斜 
率 和 给 定 直线 的 斜率 相同 . 

在 题 27 - 30 中 ,用 题 25 的 结果 求 过 点 P AEAT v 的 直线 方程 .然后 画 出 直线 ,并 画 出 以 原点 作为 起 点 的 向 
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H v. 

27. P(2,1),yv = i+ 2j 28. PC- 1,2).v =-2i-j 

29.P(-2,-7),v=-2i+j 30. P(11,10),v = 2i- 3j 

在 题 31 - 34 中 ,用 题 26 的 结果 求 过 点 P 且 平 行 于 v 的 直线 方程 .然后 画 出 直线 .并 画 出 以 原点 作为 起 点 的 向 量 v. 
31. P(- 2,1).v = i- 2j 32. P(0, - 2),v = 2i + 3j 

33. P(1,2),v =- i — 2j 34. P(1,3),v = 3i ~- 2j 

功 


35. 沿线 段 的 功 RHE = Si 大 小 为 5 牛顿 ) 把 一 个 物体 从 原点 移动 到 点 (1,1)( 距 离 单 位 为 米 ) 所 做 的 功 . 

36. 机 车 ”太平 洋 联盟 的 Big Boy 机 车 可 以 用 602 148 牛顿 (135 375 mE) 的 牵引 力 拉 6000 吨 的 列车 ,以 这 个 
牵引 力 水 平 ,Big Boy 在 从 San Francisco 到 Los Angeles 的 605 干 米 (近似 值 ) 的 行程 中 做 的 功 大 约 是 多 少 ? 

37. 斜面 ”在 码头 用 跟 水 平方 向 成 30° 角 的 200 后 顿 的 力 拉 -- 个 货 箱 滑 动 20 米 , 这 个 力 做 了 多 少 功 ? 

38. 帆船 ” 风 天 在 船 由 上 ,如 图 所 示 ,船山 受 大 小 为 1000 加 仑 的 力 F. 船 向 前 行驶 1 英里 时 风 做 的 功 是 多 少 ? 
答案 的 单位 用 英尺 - W. 


平面 直线 间 的 夹 角 
不 生 直 交叉 的 两 条 相交 直线 间 的 锐角 跟 直 线 的 法 向 量 的 夹 角 或 平行 于 直线 的 向 量 的 夹 角 相 等 . 


利用 这 个 事实 和 题 25 或 26 的 结果 求 题 39 _ 44 中 的 直线 的 夹 角 . 


39.3x+y=5, 2x-y=4 40.y = J3x - 1, 7 =-v3r+2 
41l.Y3xr-y=-2, x-Viy=1 42.x +Y3y = 1, (1 -v3)x + O +V3)y = 8 
43.3x -4y =3, x-y=7 44.12x+5y = 1, 2x-2y=3 

可 微 曲 线 间 的 夹 角 

两 条 可 微 曲 线 在 其 交点 的 夹 角 是 曲线 在 该 点 的 切线 间 的 夹 角 . 求 题 45 - 48 中 的 曲线 间 的 夹 角 . 
45.y = (3⁄2) — x, y= x2 46.x = (3/4) — 2, x = y- (3⁄4) 


47.7 = x), x = y? 48. y =- r7, y= Jax 


9.3 HE- WPA -759 ， 


向 量 - 值 函数 


平面 曲线 。 极限 和 连续 。 导数 。 运动 。 积分 


本 节 我 们 说 明 怎 样 利用 向 量 计算 研究 平面 上 一 个 运动 物体 的 路 径 , 速 度 和 加 速度 .下 节 就 
以 此 为 基础 回答 有 关 抛 射 运动 的 问题 . 


CD-ROM 平面 曲线 
当 一 个 质点 历经 时 间 区 间 7 在 平面 内 运动 时 ,我 们 可 以 把 质点 
的 坐标 看 作 定义 在 工 上 的 函数 
x= f(t), y= g(t), t&l. (1) 
Aly) = FO) g 形成 平面 上 的 曲线 , 称 它 为 质点 的 路 径 . 
(1) A 中 的 方程 和 区 间 参 数 化 了 曲线 .从 原点 到 质点 在 时 刻 ;的 位 置 
P(f(i),g(i)) 的 向 量 
r(t) = OF = Aga = Aigo (2) 
是 质点 的 位 置 向 量 . 函数 / 和 & 是 位 置 向 量 的 分 量 函 数 ( 分 量 ) .我 们 
认为 质点 的 路 径 是 经 历时 间 区 间 了 由 描绘 的 曲线 (图 9.23). 


历史 传记 


> James Clerk Maxwell 
(1831 — 1879) 


了 


PEO, 80) 


r) = (f0). 80) 


图 9.23 路 径 (曲线 )C 是 由 位 置 向 量 r(1) 历经 时 间 区 间 了 描绘 的 ， 


FAO 把 r 定 义 为 实 变量 :在 区 间 7 上 的 向 量 函 数 .更 一 般 地 ,区 域 六 上 的 向 量 函 数 或 向 
N - 值 函数 是 一 个 规则 , 它 对 D 内 的 每 个 元 素 指 定 一 个 平面 向 量 .由 一 个 向 量 函数 描绘 的 曲 
线 是 这 个 向 量 函 数 的 图 形 ， 

我 们 把 实数 - 值 函数 叫做 标量 函数 ,以 便 把 它们 跟 向 量 函 数 区 别 开 来 . 当 我 们 用 给 定 的 
分 量 函 数 定义 向 量 - 值 函数 时 ,我们 假定 向 量 函 数 的 定义 域 是 分 量 的 公共 定义 域 . 


BJ 1( 画 螺 线 ) ”面向 量 函 数 


r(t) = (¿cos t)i + (tsin 1)j, t>0. 
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解 我 们 可 以 通过 
x = Icos 1,.y = tsnit, !>ÜOÜ 
以 参数 方程 的 方式 在 图 形 计 算 器 上 上 或 计算 机 上 画 向 量 纲 数 . 当 
1 从 0 增 至 2r 时 ,点 (rr) 从 原点 (0,0) 出 发 绕 原 点 - - 周 , 并 且 
随 着 上 的 增加 .点 离 原点 越 来 越 远 . 当 上 增加 超过 2r 时 , 螺 线 继 
续 绕 原点 旋转 并 且 离 贤 点 越 来 越 远 ,如 图 9.24 PEOR. a > 


极限 和 连续 
我 们 通过 其 数值 分 量 来 定义 向 量 溺 数 的 极限 . 


uih Mathemaerica 生成 


定义 ”极限 
设 r(1) = fai g(t)j. 若 图 9.24 rlt) = (teos i)i + 
limf) = L HB limg( = Lz, (rsin Dj,t > O ÁS TE J é H k 


x = feos,y = tsint,t > 0.( 例 1) 


则 r(t) 当 : 趋 于 ec 时 的 极限 是 
lim r( i) = L = Li+ j. 


B 2( K E ERRAR) rlr) = (cos t)i + (sin /)j.)M 
v2, 


limr(ż) = (人 lim cos t)i+( lim sin 1)j = = Ži + 2. _ l 
renr g 


RATHEE X PREE A BOE SE FE BJ [J EF Jy IRAE X a ht PR R E Pk PE. 


定义 ”在 一 点 的 连续 性 
一 个 向 量 函 数 r(1) 在 定义 域内 的 一 点 : = c 是 连续 的 ,如 果 


limr(i) = r(e). 


一 个 向 量 帅 数 是 连续 的 ,如 果 它 在 其 定义 域 中 的 每 一 点 是 连续 的 . 


在 一 点 连续 的 分 量 判别 法 | 
BL P88 r( ) = (cos t)i + (sin 上 和 在 点 上 = c BE 是 连续 的 ,> Hy f le fE: = c 是 连 | 
续 的 | 

| 


例 3( 求 连续 点 和 不 连续 点 ) (a) 向 量 函 数 
r(t) = Creos t)i + (żsin t)j 
处 处 连续 ,这 是 因为 分 量 函 数 icos t 和 tsin ! 是 处 处 连续 的 . 
(b) IJ 8 eK% 


r(t) = Ti + (sin Hj 


在 : Ua 因为 第 一 个 分 量 在 上: = 0 是 不 连续 的 .但 是 因为 在 它 的 由 所 有 非 零 实数 组 
成 的 定义 域 上 是 连续 的 ,所 以 它 是 连续 向 量 函数 (图 9.25). _ | 


9.3 向量 - 值 函数 ， 761 > 


r()=li+sinrj 
0.5 


1 增加 方向 
-0.5 
位 移 向 量 

-1 P ro 

图 9.25 4: > 0 增加 时 ,r(i1) 的 路 径 在 图 9.26 在 时 刻 上 和 时 刻 上 + At Z lB] ip El z£ 

y =-1 和 =1 之 间 摆 动 , 岂 于 i 分 量 趋 于 0， 的 路 径 运 动 的 质点 有 位 移 E = Ar. 向 量 和 

路 径 趋 于 y 轴 . 当 1 一 0+ 时 ,i 分 量 趋 于 om 而 r(t) + Ar 给 出 新 位 置 r(t + At). 当 At 一 0 

j 分 量 取 正 值 趋 于 0.( 图 形 在 Y 轴 左 侧 的 部 分 时 ,点 Q 沿 曲 线 趋 于 P, 而 向 量 Ar/At 趋 于 

没有 画 出 ) 与 曲线 在 点 P 相 切 的 极限 位 置 r (t). 
导数 


假定 r(1) = fi g(1)j 是 沿 一 平面 曲线 运动 的 质点 的 位 置 向 量 , 而 /和 g 是 :的 可 微 
函数 . 则 (图 9.26) 质点 位 置 在 时 刻 1 + At 和 和 时刻! 的 差 是 Ar = rlr + Ai) - Ar(1). 用 分 量 表 
示 , 为 

Ar =r(t + At) - rlt) 
=[f(t + At)i+ g(t + A:)j]] — [ftit g(t)j] 
=[/ft + At) -ADi tlelt At) —- g(t)] j. 
当 A: 趋 于 零 时 ,看 来 三 件 事 情 同时 发 生 .首先 , O 沿 曲线 趋 于 已; 其 次 , 割 线 PO 看 来 趋 于 在 点 P 
与 曲线 相 切 的 极限 位 置 ;最 后 , 商 Ar/Ai 趋 于 极限 


lim ar. [ lim /At + Ar) = [tim £ + A - sD]i 


df}. d 。 
=[Y]i+ u] J: 
凭借 过 去 的 经 验 这 引导 我 们 引进 下 列 定义 . 


定义 ”在 一 点 的 导数 


HERA rO) = f(t)i+ g(tj 在 :有 一 个 导数 (是 可 微 的 )， ES 8 在 : 有 导数 .导数 是 


dr .. r(t+At) -rr) = 3 
ro) s= q = lm At fia $. 
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一 个 向 量 函 数 是 可 微 的 ,如 果 它 在 其 定义 域 的 每 个 点 是 可 微 的 .r 描 绘 的 曲线 是 光滑 的 ， 
如 果 drsd: 是 连续 的 并 且 从 不 为 0, 即 如 果 f 和 g 有 连续 的 一 阶 导数 并 且 不 同时 为 零 .在 光滑 曲 
线 上 ,没有 锋利 的 拐角 或 尖 点 ， 
在 曲线 的 每 一 点 ,向 量 dr/dt 存在 且 异 于 0 时 ,dr/d: 是 曲线 在 该 点 的 切 向 量 . 曲线 在 点 
P(A(a),g(a)) 的 切线 定义 为 过 点 P 且 平 行 于 dr/dt 的 直线 (图 9.26). 
一 条 曲线 由 有 限 段 光 滑 曲 线 以 连续 方式 组 成 , 则 称 之 为 分 段 光滑 曲线 (图 9.27). 


图 9.27 五 段 光滑 曲线 首 
尾 以 连续 方式 连接 构成 的 
分 段 光滑 曲线 . 


例 4( 求 导数 ) ” 求 下 列 向 量 函数 的 导数 全 
r(:) = (¿cos t)i + (tsin 1)j. 
解 rC) =F = Ecos Di + Lasin Dj 
= (cos £ — tsin t)i + (sin t + tcos t)j _ j 


因为 向 量 函 数 的 导数 是 按 分 量 逐 个 计算 的 ,对 可 微 向 量 函 数 的 求 导 法 则 跟 对 标量 函数 的 
求 导 法 则 有 同样 的 形式 . 


向 量 函 数 的 求 导 法 则 
sm vm 的 可 向 县 本数,C 是 一 个 省 向 量 ,c EEEN, S ETRO. 
1. AE BR RA N FC=0 

2. 数值 倍数 法 则 : [out)] = cu C) 

3. 和 法 则 : Fa) + v= wU) vU) 

4. 差 法 则 : Alaa) wD)] = wt) vn) 

5. 点 积 法 则 : L(t) + v(t) = uw (t) vi) + ut) v (t) 

6. EREM: 各 [ao)] = f° (uC) 


我 们 将 证 明 点 积 法 则 ,而 其 余 法 则 留 给 题 37 - 40. 
法 则 5 的 证 明 假定 
u = witw(t)j 和 v= vi+ vt)j. 
则 


93 AE- 和 值 函数 : 763 - 


求 


注意 向 量 函 数 点 积 的 导数 是 一 个 标量 是 数 ， 


d d 
UV) = 一 (zol + uva) 
Til dt 181 ?了 
= UV + ut, + Uv, + Uv) 


=u -v+Uu-v. G 


例 $( 应 用 微分 法 则 ) SAR uG) = 20i- Cj.v(r) = d/t) + (sint) fO) = e ', 


WEAD] W Eua O Fa vo 
解 (a) 因为 f'(1) =-e-' 和 w(t) = 6 i - uj RNE 
[KoDaD] = Ou) + f()w (O 
=(- e!)(20i - j) +e (61i- 2tj) 
=e"!(6É - 23 )i + e"'( 2 - 2t)j 
=2i2e-:(3 - t)i + te`!(t ~ 2)j 


(b) w (i) -62 — 24] fi v (1) =- zi + (cos 1)j 得 到 
Flut) L v(0)] =u (t) + s (0) 
2: 。 1. ñ 
= (6i — 2tj) + [- =i + (cos t)j 
= (6r 一 s): + (cos t - 2t)j. 
(c) 用 部 分 (b) 的 导数 和 点 积 法 则 ,我 们 有 
Fiat) + vi)] =w (t) v(t) + ut) ° v (0) 
=(6ñi- 24) [is Gn Dj) + Ori- j): (- Ji + (cos t)j 
- D(t) + (-2t)(sin t) + Co- 3) + (- P) Ceos t) 


=6t — 2tsin t - 2t — ticost 


=4t — 2tsin t ~ icos t. 


验证 : 


luo) » Vv(1)] = dar — tsin t) = 4t - 2tsin t ~ #2cos t. 


CD-ROM 


WEBsite 运动 
历史 传记 再 看 一 看 图 9.26 .我 们 是 对 正 A: 画 的 图 ,于 是 Ar 顺 着 运动 方向 
指向 前 .向 量 Ar/Ai( 未 画 出 ) 跟 Ar 有 相同 方向 ,也 指向 前 .如 果 Ai 是 


; Sir William Thomson 


(1824 — 1907) 负 的 ,Ar 将 背 着 运动 的 方向 指向 后 . 商 Ar/A+, 即 Ar 的 负数 值 倍数 ， 
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仍 指 向 前 . 从 而 ,不论 Ar 指向 哪个 方向 ,Ar'Ar 总 指向 前 ,我 们 期 望 向 量 dr/dt = 
lima, -Ar Alt , 当 它 异 于 零 时 ,也 指向 前 .这 就 意味 着 导数 dr di 下 是 我 们 为 质点 速度 建 模 所 需 
要 的 . 它 指向 运动 的 方向 ,并 且 给 出 位 置 对 于 时 间 的 变化 率 . 对 于 一 条 光滑 曲线 ,速度 从 不 为 
零 ; 质 点 既 不 停止 也 不 颠倒 方 癌 ， 
Ce 定义 速度 ,速率 ,加 速度 ,运动 的 方向 

若 r 是 沿 光 滑 平面 曲线 运动 的 质点 的 位 置 向 量 , 则 在 任何 时 刻 t, 

1.v(:) = T 是 质 点 的 速度 向 量 , 并 且 与 曲线 相 切 

2.|v(i)|,v(Ci) 的 大 小 ,是 质点 的 速率 


2 
3.a(1) = V = 9 ,速度 的 导数 或 位 置 向 量 的 二 阶 导数 ,是 质点 的 加 速度 向 量 


4. 下 ,一 个 单位 向 量 , 是 运动 方向 . 


我 们 可 以 把 运动 质点 的 速度 表示 成 它 的 速率 和 方向 的 乘积 ， 


速度 = v) = (速率 )( 方 向 ) 


例 6( 研 究 圆周 运动 ) Hær) = (3cos ()i + (3sin ! 订 给 出 在 半径 为 3 中 心 在 原点 的 圆 
周 上 逆 时 针 运 动 的 一 个 质点 在 时 刻 上 的 位 置 (图 9.28) . 求 


图 928 在 1 = 7⁄4, 速度 疝 量 
- (3⁄72)i + (3⁄ /2)j DJ F AA , T JI 
速度 向 其 - (3/Y2)i- (372) E Ë T+ 
切线 ,并 指向 圆心 .( 例 6) 


LI i L lll yt 


(a) 速度 和 加 速度 向 量 
(b) E t = x/4 的 速度 ， 加 速度 ,速率 和 运动 方向 
(c) v: a. 几何 地 解释 这 个 结果 . 


R (a) v = 和 - (= Sin Dia Geos DJ, a= w. (— 3cos t)i — (3sin ¢)j 


(b) Æ t = x/4, 质 点 的 速度 和 加 速度 
速度 : 人 sahs- 5i 5 
加 速度 : a( Z] = ( - 3eos $ )i - (3sin ji = - i _ j. 
它 的 速率 和 方向 是 


9.3 HE- HER ° 765 ` 


fr 3 3 /32 
s METAG 
m h 


(c)v- a = 9sin tcos t — 9sin tcos t = O 
这 样 ,在 这 个 例子 里 ,v 和 aa 对 上 的 所 有 值 都 是 阜 直 的 ， 
在 图 9.28 中 ,一 出 了 路 径 以 及 在 上 = 7/4 的 速度 和 加 速度 向 量 . _ 


例 7( 研 究 运动 ) Æ ra) = (25 - 319)i+ (P —- 120j 给 出 运动 质点 在 时 刻 上 的 位 置 . 
(a) 写 出 质点 的 路 径 在 1 = - 工 对 应 的 点 的 切线 方程 . 
(b) 求 路 径 上 速度 的 水 平分 量 为 0 的 各 点 的 坐标 . 


解 (a)v(t) = dr = (6 — 6t)i + (3⁄2 — 12)j 


Æ t=-1l,r(-1)=-5i+11j, H v(- 1) = 12-9j. 于 是 ,我 们 要 求 的 是 过 点 (-S$,11) B 
斜率 为 - 9712 = - 3⁄4 的 直线 方程 . 


y- ll =- 了 (rr+5) 或 y-ga 
(b) 速度 的 水 平分 量 是 61 - 61. 它 当 1 = 0 和 上 L = 1 时 等 于 0. 对 应 上 = 0 的 点 是 原点 
(0,0) ;对 应 1 = 1 的 点 是 (- 1, - 11). _] 


积 

EKE 上 一 个 可 微 向 量 函 数 R(:) 是 向 量 函数 r(i) 的 一 个 反 导 数 ,如 果 在 /的 每 个 点 1 
都 有 dRzdt = r. 通 过 一 次 处 理 一 个 分 量 ,可 以 证 明 r 的 在 7 上 的 每 个 反 导 数 有 形式 R+C,C 是 
某 个 常 向 量 ( 习 题 35). 


定义 ”不定 积分 
r 对 :的 不 定 积分 是 r 的 所 有 反 导数 的 集合 ,用 [7(4)d 表示 , 若 R 是 r 的 任 一 反 导 数 , 则 


frar = R(t) + C. 


通常 求 不 定 积分 的 算术 法 则 仍 适 用 ， 


Hs KEFA 
[eos t)i- 2tj)dt = ( feos tde }i - (ja (3 ) 
= (sin t + COi- (e+C)j (4) 
= (sin t)i- j + C C = Cii+ Cj 
BR PR BL R X BJ Iy — EE ,我 们 建议 省 去 写 等 式 (3) 和 (4) 的 步骤 ,而 直接 写 出 最 后 的 形式 . 即 
求 每 个 分 量 的 反 导 数 ,再 在 末尾 加 上 一 个 常 向 量 . _ | 


跟 导 数 和 不 定 积 分 一 样 , 向 量 函 数 的 定 积分 也 是 对 分 景 逐 个 计算 . 
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定义 ER 
如 果 r(i) = f(t)i+ g(1)j 的 分 量 在 [a,b] 上 是 可 积 的 , 则 r 也 如 此 ,并 且 从 a 到 4 的 r 的 


定 积分 是 
[ra - [reai (fewa). 


例 9 求 定 积分 的 值 
| Ceos t)i- 2tj)dt = (f cos tde }i _ [| za 


= (sinti - (2 |8)j = 0i - j = - j 


例 10( 求 路 径 ) ”在 平面 上 运动 的 -个 质点 的 速度 向 量 (单位 是 米 ) 
dr = i+ 20. t > 0. 
(a) # t = 18Ír = (In 2)i, 求 作为 1 的 向 量 函 数 的 质点 位 置 ， 
(b) 求 质 点 从 1 = 0 到 + = 2 经 过 的 距离 . 
解 (a)r = (| 85): + (ja = (nlt + 1))i + Pj. C 
r(1) = (In 2)i+ j+ C = (in2)i 


于 是 C = - jB. 


r = (In(t + 1))i + (2 — 1)j. 
(b) 参数 表示 ee $ 
x= ni+1), y= fV 1, O< 1<2 
是 光滑 的 ,又 因为 x My 是 1 的 增 函 数 , 当 4 从 0 增 至 2 时 ,路 径 刚 好 经 图 9.29 wO<: < 2 
过 一 次 (图 9.29). 长 度 为 例 10 中 的 质点 的 路 径 . 


L = F (2y + (42) a = EJL i J + Qa = 4.34 $. 
_ | 


习题 9.3 


研究 运动 
在 题 1 - 4 中 ,r(1) 是 在 平面 上 运动 的 质点 在 时 刻 1 的 位 置 
EN (a) 画 质 点 路 径 的 图 形 . (b) 求 速度 和 加 速度 向 量 . 
(c) 求 质 点 在 给 定时 刻 1 运动 的 速率 和 方向 . (d) 把 质点 在 该 时 刻 的 速度 写成 它 的 速率 和 方向 的 乘积 . 
1.r(t) = (2cos t)i + (3sin t)j, t = 7/2 2.r(f) = (cos 21)i+ (2sin 1)j, í = O 


3.r(t) = (sec ir (tan t)j, t= 7/6 4.r(/) = (2ln(t + 1))i+ (te)i, t=1 
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在 题 5 - 8 中 ,r(t) 是 在 平面 上 运动 的 质点 在 时 刻 1! 00% 8 , R E 28 šE BJ [a] P£ [B] p BS uE BE AO I E JE [p] Bt E B B9J 
一 个 或 几 个 时 刻 ， 


S.r(:) = (i -sin t)i+ (1 — cos ()j, O < ! < 2xz 6.r(t) = (sin t)i+ tj, t0 
7.r(:) = (3cos t)i + (4sin 1)j, í > O 8B.r(t) = (5cos t)i + (Ssin 1)j,t > O 
在 题 9 和 10 中 .r(1) 是 在 平面 上 运动 的 质点 在 时 刻 1 的 位 置 , 求 在 给 定 的 1 的 值 ,速度 和 加 速度 向 量 的 夹 角 . 
9.r(i) = (2cos t)i + (sin t)j, t = 7/4 10.r(t) = (3t + i+ (12)j, t=0 
极限 和 连续 
在 题 11 和 12 中 ,(a) 求 极 限 , 求 使 函数 (b) 连续 的 (c) 间断 的 + 值 . 
N. im| s + = 12. limf 521 + nC + Dj] 
切线 和 法 线 
在 题 13 和 14 中, 求 曲线 r(e) 在 给 定 的 上 的 值 确 定 的 点 的 (a) 切线 和 (b) 法 线 . 
13.r(¿) = (sin ()i+ (£ 2cos 上， 上 = O 14.r(:) = (2cos t — 3)i + (3sin 1 + 1)j, = z/4 
积 
在 题 15 - 18 中 , 求 积 分 的 值 . 
15.| [6 — 6t)i + 3Vij]dt 16| [Csin t)i + (1 + cos t)jjdt 
17. [se ttan t)i + (tan t)jjdr 18.| [二 i+ =i) 
初 值 问题 
在 题 19 - 22 中 , 解 作为 t 的 向 量 函数 r( r) 的 初 值 问题 
19. d = Zo + 1)! i+ ej, r(0) = 0 20. 一 sr = (2 +4r)i+ tj, r(O) = i+ j 
d. . . d ; g; d ， ， ， ' 
21. T2 = - 32j,r(0) = 100i, s 2 818 22 T =-i-jr(0) = 10i + 10j, sr = 
路 径 和 运动 


23. 求 行进 距离 。 一 个 质点 于 时 刻 上 在 平面 上 的 位 置 由 下 式 给 定 : 
r(t) = (I -cos ir (+t — sin t)j. 
求 质 点 沿路 径 从 t = 0 到 1 = 2rz3 行进 路 径 的 长 度 . 
24. 路 径 的 长 度 ” 设 C 是 由 下 式 描 绘 的 路 径 : 


r(t) = (Fe - ji + (ej, O< <2. 
(a) k C 的 起 点 和 终点 . (b) R C 的 长 度 . 
25. 在 一 个 路 径 上 的 速度 ”一 个 质点 的 位 置 由 下 式 给 定 : 
r(t) = (sin t)i + (cos 21)j. 
(a) 求 质 点 的 速度 向 量 . 
(b) 对 区 间 0 和 上 <2r 上 的 上 的 什么 值 dr/di 等 于 0? 
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26. 


27. 


28. 


29. 


(c) 为 学 而 写 K -条 包含 质点 路 径 的 曲线 的 箭 卡 儿 方 程 . 币 卡 儿 方 程 的 图 形 的 哪 -部 分 是 由 质点 描绘 
的 ?描述 1 从 0 增加 到 2x 时 质点 的 运动 . 

回访 例 7 -个 质点 的 位 置 由 (1) = Qr -3ra 《0 ROJE. 

(DORH r RAJ dy/dx. 

(b) 为 学 而 写 “” 求 路 径 的 每 个 临界 点 ( 基 dydi EFE RAE TERASA BJ x BERA y 坐标 .路 径 在 临界 点 是 
mA RK EEk. RZ. 

求 位 置 向 量 ENA = 0 一 个 质点 位 于 点 (1.2). 它 沿 直 线 走 到 点 (4,1). 它 在 (1,2) 速率 为 2 并 有 常 加 

速度 引证 求 古 点 在 时 刘 1 的 位 置 向 其 r(7) YE. 

研究 一 个 运动 ”+ > 0 时 质点 的 路 径 由 下 式 给 


5 
r(1) = + =): arj. 


) KEW ÍR DIEKE REI k VO pia EFH AR BER. 
(b ok t = 工时 的 drzdx， CORK v = 12 时 的 中 vdv>. 
圆 形 路 径 上 的 运动 (a) 训 (。) 的 每 个 方程 描述 路 径 为 单位 辐 周 x + 4* = 1 的 质点 的 运动 .尽管 (a) 到 (e) 
的 质点 的 路 季 相 同 ,每 个 质点 的 行为 ,或 "动力 学 ”是 各 不 相同 的 .对 每 个 质点 ,回答 上 列 问题 ， 

i .质心 是 个 有 党 速率 ?如 果 有 , 常 速 率 呈 多少 

证 .质点 的 加 速度 向 接 是 窒 总 是 正 交 于 它 的 速度 向 靶 ? 

证 . 质 总 绕 原 点 顺 时 针 还 时 逆 时 针 运 动 ? 

让 . 质 忆 是 下 从 点 (1.0) 出 发 ? 
(a) r(/) = (cos t)i + (sin /)j.: > 0 (b) r(/) = (cos 2£)i + (sin 2/)j,: > 0 
(c) r(t) = cos(t ~ z/2)i + sin( t — 7/2)jst 20 (dr = (cos /)i- (sin ()j,t > 0 


(e) r(t) = cos( ri + sin( 1 > Ü 


. 在 抛物 线 上 的 运动 质点 沿 抛 物 线 À = 2x 的 上 半 部 从 左 到 在 以 常 速率 每 分 钟 5 个 单位 运动 . 求 它 经 过 点 
,2) 时 的 速度 . 


应 用 
31. 放飞 一 个 风 第 风 第 的 位 置 由 下 式 给 定 : 
. 3 ñ 
rlt) = xi- G4! - 160)j, 


32. 


33. 


HoP r > 0 A Fill it, iW E RS LAK WI ta. 

(a) 风筝 在 地 面 以 上 多 长 时 间 ? 

(b) 在 1 = 40 秒 时 风筝 有 多 高 ? Y 
(c) 在 1 = 40 秒 时 风筝 高 度 增 加 的 速率 是 多 少 ? 


(d) 在 什么 时 刻 风 第 高 度 开始 下 降 ? ~ 

HAER K PETZ 1 的 两 个 质点 的 路 径 由 下 两 式 给 定 : 1=0 
r(t) = Ct- 3)i+ (t — 3)2j. M >x 
r(t) = (5 -4ji+ (3 -2)i 

(a) 确定 质点 相 碰 的 一 个 或 几 个 时 刻 . 

(b) 求 每 个 质点 在 相 磁 时 刻 的 运动 方向 . 

在 圆 形 轨道 上 的 人 造 卫 星 “ … 个 质量 为 六 的 人 造 工 星 以 常 速率 5 绕 


质 莽 为 W 的 行星 在 半径 为 ro 的 圆 形 轨道 上 运动 ,m 是 从 行星 的 质心 第 33 题 图 
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测量 的 .以 下 列 步 又 确定 人 造 卫 星 的 轨道 周期 (完成 全 轨道 运行 一 次 的 时 间 ). 
(a) 在 轨道 平面 建立 坐标 系 ,把 原点 放 在 行星 的 质心 ,行星 在 上 = 0 位 于 x 轴 上 并 且 逆 时 针 方 向 运行 , 见 附 图 . 
设 r) 是 人 造 卫 星 在 时 刻 ;的 位 置 .证 明 9 = wi/ro, 并 且 由 此 证 明 


r(t) = ( rocos | i+ [ rosin i 
(b) 求人 造 卫 星 的 加 速度 . 
(c) 根据 Newton 重力 定律 ,行星 作用 在 人 造 卫 星 上 的 重力 指向 原点 并 由 下 式 给 出 : 
CmMY) r 
F = [- ) 


ro ro 
其 中 G 是 普 适 重力 常数 .根据 Newton 第 二 定律 ,F = ma, 证 明 v? = GM/ro. 
(d) 证 明 轨 道 周期 TRET = 2rro. 
(e) 从 部 分 (c) 和 (d) 推出 


u 


即 贺 形 轨道 上 的 人 造 卫 星 周 期 的 平方 正比 于 从 轨道 中 心算 起 的 半径 的 立方 . 
34. 划船 横 过 河流 ”一 条 直 河 宽 100 米 .一 稻 划 艇 在 时 刻 上 = 0 离开 远 岸 . 划 艇 上 的 人 总 是 朝 着 近 岸 以 
20 K /分 的 速率 划 划 艇 .河流 在 (x,y) 的 速度 是 


1 
v= [- (y -502+10)i 米 /分 ，0 < y < 100. 


(a) # E r(0) = Oi + 100j, 划 艇 在 时 刻 :时 的 位 置 在 哪里 ? 
(b) 划 艇 在 下 游 多 远 处 在 近 岸 靠 岸 ? 


ll: 


100| E 


Si 
PE 


理论 和 例子 
35. 向 量 函 数 的 反 导 数 
(a) 用 3.2 节 的 推论 2( 对 标量 函数 的 中 值 定理 的 推论 ) 证 明 在 一 个 区 间 1 上 有 相等 导数 的 两 个 向 量 函 数 
R,(:) 和 R,(:) 在 整个 1 上 相差 一 个 常 向 量 . 
(b) 利用 部 分 (a) HARER ERO) 是 r(1) 在 1 上 的 一 个 反 导 数 , 则 r(1) 在 1 上 的 每 个 反 导 数 等 于 R(i) 
+ C,C 是 某 个 常 向 量 . 
36. 常 - 长 度 向 量 函 数 ” 设 * 是 :的 一 个 可 微 向 量 函 数 .证 明 :; 若 对 所 有 上 有 vv。 (dv/dt) = 0, 则 |v| 是 常数 . 
37. 常 函数 法 则 WHAE u 是 一 个 取 常 值 C 的 向 量 函 数 , 则 duzd: = 0. 
38. 数值 倍数 法 则 
(a) 证 明 : 若 是 上 的 可 微 向 量 函 数 ,而 是 任意 实数 , 则 


dem) du 
dt ` dr; 
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(b) HE : 4f u Æ £ AIAJ i e Et R $Z T / BE £ BJ BT PW bK at R 8 , hI 
dA) _ dó. rM 


dt — dt dt? 
39. 和 与 差 法 则 WEH: Z u ffl v E r BJ nf fk K $Z , MU 
du dy d du dy 


d a _ _ 
(a) (u + v) = q, t 四 (Dm = 
40. 链 式 法 则 证 明 : 车 uu 是 s KIT fe el BPP $e mi s = für) 是 1 的 可 微 标量 也 数 , 则 


LDD = E) 


41. 可 微 向 量 西 数 是 连续 的 ” 证明 : 若 r(1) = Air g( 刘 在 /= "是 可 微 的 , 则 r 在 也 是 连续 的 . 


42. 积分 性 质 。 确立 可 积 向 其 消 数 的 下 列 性 质 . 
(a) 常数 倍数 法 则 :对 任意 数值 常数 上 ,有 
| rt = r| ri Ddr. 
(b) AH RRN: 
D s Dar = [fnar [roa 
(e) KAMRE SHERE C, 有 
le er(ż)dt = C+ [e t)di. 


“a 


43. 微 积 分 基本 定理 HEE HIER BL A 5⁄8 BU k 8 r 3E ÀK E E 3: E ht GO a| BL P AUR. 
(a) HE KREE E r( r) XF a 过 上 三 少 是 连续 的 , 则 对 [5 的 每 个 点 1 有 


fira = r(t). 
(b) 用 题 35 部 分 (b) WIEN: A RÆr Ela. db 上 的 任意 反 导 数 , 则 
| riOdt = R(b) - Rea). 


对 抛射 体 运动 建 模 


全 理想 抛射 体 运动 。 高 度 ,飞行 时 间 和 射程 。 理想 轨道 是 抛物 线 © Maor 发 
射 。 刊 风 时 的 抛射 体 运动 


当 我 们 发 射 一 个 抛射 物 到 空中 时 ,通常 我 们 想 预 先知 道 它 将 走 多 远 ( 走 多 远 到 达 目 标 ?)， 
它 将 上 升 多 高 ( 升 多 高 它 将 越过 山 丘 ?) ,以 及 何 时 着 地 ( 何 时 达到 预期 效果 ?) 我 们 从 抛射 体 的 
初速 度 问 量 的 方向 和 大 小 并 用 Newton 第 二 运动 定律 获得 这 些 信 息 . 


理想 抛射 体 运 动 

我 们 将 要 为 理想 抛射 体 运动 建 模 . 这 就 是 假定 抛射 体 的 行为 像 一 个 在 竖 直 坐标 平面 内 运 
动 的 质点 ,并 且 抛 射 体 在 (靠近 地 球 表面 ) 飞行 过 程 中 作用 在 它 上 面 的 唯一 的 力 是 总 指向 正 下 
方 的 常 重力 . 
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我 们 假设 抛射 体 在 时 刻 : = 0 以 初速 度 vo 被 发 射 到 第 一 象限 (图 9.30). 若 vo 跟 水 平 线 成 
角 a, 则 


Vo = (| vo | cos a)i + (|vol|sin a )j. 


> 
一 


[vol sin wj 


在 时 间 f= Or= 07| vlcos oi 


水 平 射程 
(a) (b) 


图 9.30 (a) fE: = 0 时 的 位 置 .速度 .加 速度 及 抛射 角 ; (b) 在 一 个 随后 时 间 :时 的 位 置 .速度 和 加 速度 . 


若 用 简化 的 记号 w 表示 初速 率 | wo | , 则 
Yo = (vocos a)i + (vosin a)j. (1) 
抛射 体 的 初 位 置 是 
ro = 0i+0j=0. (2) 


Newton 第 二 运动 定律 告诉 我 们 :作用 在 抛射 体 上 的 力 等 于 抛射 体 的 质量 乘 它 的 加 速度 ， 
BI m(dr/de?) ,这 里 r 是 抛射 体 的 位 置 向 量 ,而 是 时 间 .车 力 仅仅 是 重力 - mej, WJ 


g ñ d2 : 
m3 =- mj EZ F = - ej. 
我 们 通过 解 下 列 初 值 问 题 求 上 的 函数 r. 
2 
微分 方程 。 9 = - gj 
WAR: 当 : = 0 时 r= n HS -=v 
积分 一 次 给 出 
sr =- (gt)j + vo. 
再 次 积分 给 出 
1 >， 
r=- > tj + Yot + ro. 
代入 等 式 (1) 和 (2) 中 的 vo 和 ro 的 值 , 即 得 
r=- Fej + (vocos a )ti + (vosin a)tj +0 


Yo! 
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r = (vocos a)ti + (Cvosin a)i - y et]. (3) 


方程 (3) 是 理想 抛射 体 运 动 的 向 量 方程 . 角 a 是 抛射 体 的 抛射 角 ( 发 射 角 , 仰 角 ) ,而 vo 是 
我 们 前 面 提 到 的 初速 率 . 
r 的 分 量 给 出 
x = (vocosa)t 和 y= (vosin adt -= Fet, (4) 


其 中 * e tEnr2j: > 0 抛射 体 离开 发 射 点 的 水 平 距离 ,而 y 是 在 时 刻 上 > 0 抛射 体 的 高 度 . 


CD-ROM 例 1( 发 射 一 个 理想 扫射 体 ) ”从 地 面 上 的 原点 以 500 Æ% y E 
WEBsite 的 初速 率 和 60° 的 抛射 角 发 射 一 个 抛射 体 . 发 射 后 10 秒 钟 时 抛射 
解 ”我 们 利用 方程 (3) 求 发 射 后 10 秒 钟 时 的 抛射 体位 置 向 量 


， Joseph Louis Lagrange 
i (1736 — 1813) 的 分 量 ,其 中 wm = 500,a = 60°,g = 9.8,W t = 10, 
r =(2ocos a)ti + (Cvosin a)t 一 六 jj 
=(s00)[ 2] 0)i + [Goo) 人 号 jn - (3) (9.8)0100))i 
= 2500i + 3840j. 
解释 发射 后 10 秒 钟 ,抛射 体 大 约 在 空中 高 度 为 3840 米 , 离 
开发 射 点 的 水 平 距离 为 2500 X. o] 
高 度 , 飞 行 时 间 和 射程 
方程 (3) 使 我 们 能 够 回答 有 关 从 原点 发 射 的 理想 抛射 体 的 大 
部 分 问题 . 
抛射 体 在 它 的 竖 直 速度 分 量 为 零 时 , 即 当 
= vosin a - gi = 0, 或 = sn. 


时 达到 最 高 高 度 . 对 这 个 上 值 ,y 的 值 是 


: : 2 : 2 
vosin z) 1 [ vosin z) (vosin a) 


Ymar = (vosin af 一 
° 2 z 2g 


为 求 抛射 体 何 时 着 地 ,我 们 令 方 程 (3) 中 的 竖 直 分 量 为 零 并 由 此 解 出 上 . 
(vosin a)t — Fr =0 
(oosina ~ lg) = 0 


g 
因为 抛射 体 是 在 时 刻 ; = 0 发射,(2vosin a)/g 必然 是 抛射 体 磁 到 地 面 的 时 刻 . 
为 求 抛射 体 的 射程 , 即 从 原点 到 水 平地 面 的 碰撞 点 的 距离 ,我 们 求 水 平分 量 当 © = (vsin a)/g 
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时 的 值 . 
x = ( pocos a)t 


2 si 
R = (vocos (as a) 


to sa. Vo . 
= — (2sin acos a) = 一 sin 2a 
8 


射程 当 sin 2a = 1 时 即 a = 45° 时 最 大 . 


理想 扫射 体 运动 的 高 度 , 飞 行 时 间 和 射程 
对 一 个 物体 从 水 平地 面 上 的 原点 发 射 的 初速 率 为 vo 抛射 角 为 a 的 理想 抛射 体 运动 : 


(vasin aY 
最 大 高 度 ， yo = sn ay 


2g 
a 2uosin a 
vo. 
射程 : R = PSussa 


例 2( 研 究 理想 扫射 体 运动 }) 求 一 个 抛射 体 的 最 大 高 度 , 飞 行 时 间 和 射程 ,该 抛射 体 从 水 
平面 上 的 原点 发 射 , 初 速率 为 500 米 / 秒 , 而 抛射 角 为 60° (J 1 的 同一 抛射 体 ). 
解 


最 大 高 度 : yaa = (vosin a)? (500 sin 60°)? 


>z = IOB) = 9566.33 米 
DONN 2v0si in 60° 
飞行 时 间 ; | = sina 2(500)sin 60” 、88 37 各 
g 9.8 
2 2. ° 
射程 : R = “sin 2a = (00) sin 120° = 22092.48 米 


g 
由 方程 (3) ,抛射 体 的 位 置 向 量 是 
r =(vocos a)ti + [ Cvosin a)t - Jer) 
= (500cos 60°) ti + ( (500sin 60°): - 370.90)j 


=250ti + ((250/3): - 4.9¢°)j. 
抛射 体 的 路 径 的 图 形 画 在 图 9.31 rh. o] 


y 


图 9.31 参数 方程 x = 250 1， 


= 2 
5000 10000 15000 20000 >°% y = (2504/3): - 4.92,0 < í < 
88.4 的 图 形 . 
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理想 轨道 是 抛物 线 
CD-ROM 常常 说 管子 流出 的 水 在 空中 划 出 一 条 抛物 线 ,但 任何 人 充分 仔细 地 
A WEBsite 观察 时 会 看 到 其 实 并 非 如 此 .空气 减缓 了 水 的 降落 ,而 它 前 进 得 又 太 慢 ， 
d opema 以 致 于 最 后 不 能 跟 它 的 的 下 落 速 率 保持 同步 ， 
和 真正 能 够 说 的 是 理想 抛射 体 沿 抛物 线 运 动 , 并 且 可 以 从 方程 (4) 看 
(1561 — 1631) 出 这 一 事实 .把 从 第 一 个 方程 解 得 的 上 = x/(vocos a) 代 人 第 二 个 ,我们 
得 到 笛 卡 儿 坐 标 方程 


y=- (二 + (tan a )x. 


这 个 方程 的 形式 是 y = axr + bx, 它 的 图 形 正 是 抛物 线 . 


从 ( Xos yo) 发 射 
如 果 我 们 从 点 (xo,yo) 发 射 理想 抛射 体 , 而 不 是 
在 原点 发 射 (图 9.32) ,那么 运动 路 径 的 位 置 向 量 是 


v = (xo + (vocos a)t)i 
] y. 
+ (yo + Cvosin at- + g], (5) 
在 题 19 中 要 求 你 证 明 这 一 事实 . 


例 3( 发 射 一 支 燃烧 的 箭 ) Æ Barcelonal992 夏 
季 奥 运 会 开幕 式 上 ,射箭 铜牌 获得 者 Antonio Rebollo 
用 一 支 燃烧 的 稍 点 燃 奥 林 匹 克 火 炬 (图 9.33). 假定 
Rebollo 在 地 面 以 上 6 英尺 距 70 英 尺 高 的 火炬 台 90 英 
9.32 从 (xo,yo) 与 水 平 线 成 a 度 角 的 
尺 处 射箭 ,并且 要 使 箭 恰好 在 火炬 中 心 以 上 4 英尺 处 NIREA p 
达到 最 大 高 度 ( 图 9.34). 


图 9.33 西班牙 射箭 手 Antonio Rebollo 用 燃 
烧 的 稍 点 燃 Barcelona 的 Olympic 火炬 . 
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(a) 用 初速 率 ro 和 发 射 角 a 表示 ym. 
(b) 用 ， = 74 (图 9.34) 和 部 分 (a) 的 结果 
SR rosin a 的 值 . 

(c) 求 rocos a 的 值 . 

(d) 求 箭 的 初 发 射 角 . 

解 (a) 我 们 使 用 一 个 坐标 系 , 其 正 x 轴 沿 地 
面 朝 左 ,以 便 跟 图 9.33 的 第 二 幅 照 片 严 配 ,燃烧 的 
箭 在 t = 0 的 坐标 是 mw =0 和 y =6( 图 9.34). 我 
们 有 图 9.34 SRR Olympic 火炬 的 入 的 理想 路 径 . 


y = yo + (vsin a)t - ber 方程 (5) ,j 分 量 


不 按 比 例 标记 


= 6 + (vosina)t— Fer. yo = 6 
我 们 通过 令 dy/dt = 0 解 出 上 来 求 箭 到 达 最 高 点 的 时 刻 ,得 到 
vosin a 
= ; . 
对 4 的 这 个 值 ,y 的 值 是 


. E ， 

Ymax =6 + (vosin af vosin z) _ l [m °) 
28 

(b) 利用 Ymax = 74 和 g = 32 ,我 们 从 部 分 (al) 的 上 述 方程 看 出 

Cvosin a)? 


2(32) 


=6 + 


74 = 6 + 


vosin a = v (68)(64). 
(e) 当 箭 到 达 yw , 它 到 火炬 中 心 行进 的 水 平 距 离 是 x = 90 英尺 .我 们 把 部 分 (a) 的 到 达 
ymax 的 时 间 和 水 平 距 离 x = 90 英尺 代 人 到 方程 (5) 的 i 分 量 中 , 即 得 


x = xo + (vocos a)t 方程 (5) ,i 分量 
90 = O + (vocos a)t x = 90,<xo = 0 
= (vocos [558], t = (vosin a)/g 
对 vocos a 解 这 个 方程 并 用 g = 32 和 部 分 (b) 的 结果 ,我 们 有 
90z (90) (32) 
Vocos Q = = 


vosina — Y (68)64) 
(d) 部 分 (b) 和 (c) 告诉 我 们 
vosin a ( (68 C64) )” 68 


tan a = = 


vocos a (90)(32) 745 
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这 就 是 Rebolle 的 发 射 角 . -| 


刮 风 时 的 抛射 体 运动 
下 一 个 例子 说 明 如 何 考虑 作用 在 抛射 体 上 的 另 一 个 力 .我 们 偿 假定 例 4 中 的 棒球 位 于 一 
个 竖 直 片面 内 . 


例 4( 击 棒球 ) ”一 个 棒球 在 地 面 上 3 英尺 处 被 击 . 它 离 开 球 棱 时 的 初速 率 是 152 英 尺 / 秒 ， 
并 与 水 平 线 成 20° 角 . 在 球 被 击 的 时 刻 , 刊 来 一 股 和 球 向 场 外 的 运动 方向 相反 的 水 平方 向 的 瞬 
时 风 , 这 就 使 球 的 初速 度 加 上 一 个 分 量 - 8.8i( 英 尺 / 秒 )(8.8 英尺 7/ 秒 = 6 英里 /时 ). 

(a) 求 棒球 路 径 位 置 向 量 方程 . 

(b) 棒球 飞 多 高 ?又 何 时 达到 最 高 高 度 ? 

(c) 假定 球 未 被 截获 , 求 它 的 射程 和 飞行 时 间 . 

E (a) 用 方程 (1) 并 考虑 风 的 影响 ,棒球 的 初速 度 是 

Vo =(zocos a)i + (vosin a)j -8.8i 
= (152 cos 20°)i + (152 sin 20°)j - (8.8)i 
= (152 cos 20° — 8.8)i + (152 sin 20°)j. 
WERE r = 0i + 3j. 积 分 drvdt =- gj 得 


dr Ñ 
di = (gi)j + vo. 


再 次 积分 得 
r =- Tej + ot + ro. 
把 vo 和 ro 的 值 代 人 上 一 方程 即 得 棒球 的 位 置 向 量 . 
r=- EU + vot + ro 


= - 16 坷 + (152 cos 20° — 8.8) ti + (152 sin 20°) j + 3j 
= (152 cos 20° ~ 8.8)ii + (3 + (152 sin 20°)1 - 16:°)j. 
(b) 棒球 在 速度 的 竖 直 分 量 为 零 ,或 


d = 152 sin 20° - 32 = 0, 


时 达到 最 高 点 ,对 上 求解 ,得 


_ 152 sin 20° 
32 


把 这 个 时 间 代 到 r 的 坚 直 分 量 就 得 到 最 大 高 度 : 
ymax =3 + (152 sin 20°)(1.62) - 16(1.62)2 
<:45.2 英尺 . 
即 棒球 的 最 大 高 度 大 约 是 45.2 英尺 ,达到 最 大 高 度 的 时 间 是 大 约 离开 球 棒 后 1.6 #b. 
(e) 为 求 棒球 何 时 落地 ,我 们 令 上 的 竖 直 分 量 等 于 0 并 对 1 求解 : 
3 + (152 sin 20°): - 16 =0 
3 + (51.99): - 16 =0. 


= 1.62 秒 . 
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解 出 的 值 是 大 约 t = 3.3 sec 和 1 =- 0.06 sec. 把 正 的 时 间 代 入 r 的 竖 直 分 量 , 我 们 求 得 射程 
R = (152 cos 20° - 8,8)(3.3) 
~442.3 英尺 
于 是 ,水 平 射程 是 大 约 442.3 英尺 ,而 飞行 时 间 是 大 约 3.3 #b. | 


在 题 29 至 31 题 中 ,我 们 考虑 存在 使 飞行 变 慢 的 空气 阻力 时 的 抛射 体 运动 ， 
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下 列 各 题 中 飞行 的 抛射 体 都 被 看 作 是 理想 的 ,除非 另 有 说 明 . 所 有 的 抛射 角 都 是 从 水 平面 算 起 的 .假设 所 有 的 

抛射 体 都 从 水 平面 上 的 原点 发 射 ,除非 另 有 说 明 . 

1. 行进 时 间 ”一 个 抛射 体 以 速率 840 米 / 秒 和 60° 角 发 射 . 它 经 过 多 长 时 间 沿 水 平方 向 行进 21 T. 

2. 求 枪 口 速度 ” 求 最 大 射程 为 24.5 千 米 的 枪 的 枪 口 速度 . 

3. 飞行 时 间 和 高 度 ”一 个 抛射 体 以 初速 率 500 米 / 秒 和 仰角 45° 发 射 . 
(a) 抛射 体 何 时 与 多 远 处 落地 ? 

(b) 抛射 体 在 水 平方 向 飞行 5 千 米 时 在 空中 的 高 度 是 多 少 ? 
(c) 抛射 体 达到 的 最 大 高 度 是 多 少 ? 

4. RER ”一 个 棒球 从 场地 上 方 高 32 英 尺 的 看 台 以 与 水 平 线 成 30° 
的 仰角 被 掷 出 , 若 初速 率 为 32 英尺 / 秒 , 何 时 和 多 远 球 将 撞击 地 
面 ? 

5. 推 铅球 ”一 个 运动 员 以 与 水 平成 45° 的 角 从 地 面 以 上 6.5 英尺 处 
以 4 和 4 英尺 / 秒 的 初速 率 推 一 个 6.5 磅 的 铅球 , 见 右 图 .铅球 在 抛 出 
后 多 久 和 在 离 挡 板 内 边 多 远 处 落地 ? 

6.《〈 续 第 5 题 ) 由 于 初始 的 仰角 ,第 5 题 中 的 铅球 比 用 40? 角 投 搓 时 行 
进 得 更 远 , 远 多 少 ? 以 英寸 为 单位 回答 . 

7. 发 射 高 尔 夫 球 ”一 个 弹 筑 枪 以 45° 角 在 地 面 发 射 一 个 高 尔 夫 球 . 
球 在 10 米 远 处 落地 . 

(a) 球 的 初速 率 是 多 少 ? 
(b) 对 于 同样 的 初速 率 , 求 两 个 发 射 角 , 它 们 使 射程 为 6 米 . 

8. 发 射电 子 TV 管 以 5 x 105 米 / 秒 的 速率 水 平 发 射电 子 到 40 厘米 
远 的 另 一 面 .在 电子 碰 挤 管 的 另 一 面 之 前 ,电子 降落 多 少 ? 

9. 求 高 尔 夫 球 的 速率 ”实验 室 旨 在 发 现 不 同 硬度 的 高 尔 夫 球 被 长 
球 午 击 打 时 行进 多 远 .试验 显示 ,100 - 压缩 的 球 被 一 个 速率 为 100 英 里 /时 发 射 角 为 9 的 重头 撞击 时 射程 
为 248.8 码 . 球 的 发 射 速率 是 多 少 ?( 它 大 于 100 英里 /时 .与 竿 头 向 前 运动 的 同时 ,被 压缩 的 球 反弹 离开 竿 
面 ,给 球 一 个 附加 速率 .) 

10. 为 学 而 写 ”人 弹 以 初速 率 v = 80 V10/3 英尺 / 秒 发 射 .马戏 团 表演 者 (自然 是 身材 合适 的 ) 希望 落 在 一 

个 位 于 水 平 距 离 为 200 英尺 的 和 炮 口 同样 高 度 的 软 垫 上 .马戏 表演 在 一 个 其 高 于 炮 口 75 英尺 的 平 天 花 板 
的 大 厅 进 行 .表演 者 能 否 被 发 射 落 在 软 垫 上 又 碰 不 到 天 花 板 ?如 果 能 , 炮 的 仰角 是 多 少 ? 

1. 为 学 而 写 ”一 个 高 尔 夫 球 以 30° 角 和 90 英尺 / 秒 的 速率 离开 地 面 . 它 将 越过 路 线 上 的 水 平 距 离 135 英尺 

处 30 英 扩 高 的 树 的 顶部 吗 ?解释 之 . 


第 5.6 题 图 


e 778 ` 第 9 章 平面 向 量 和 极 坐 标 函 数 


12. WARME ”如 附 图 所 示 ,一 个 高 尔 夫 球 以 NORR / 秒 的 初速 率 和 45° 的 仰角 被 击 打 , 它 从 球 座 飞 向 球 
洞 区 .假设 旗 竿 和 球 座 的 水 平 距离 是 369 英尺 ,没有 挡 路 . 球 在 距 旗 竿 多 远 处 落地 . 


了 
旗手 


ETA 


369 ft 
不 按 比例 标记 
13. 绿 魔 (Green Monster) ”一 个 棒球 被 Boston 红 袜 队 的 球员 以 20。 角 在 高 于 地 面 3 英尺 处 击 打 , 球 刚好 飞越 
“ 绿 魔 ”, Fenway 球场 (2002 赛季 后 退役 ) 的 左 - 场 雯 .这 面 墙 37 ERA ERA 315 英尺 ( 见 下 图 ). 
(a) 球 的 初速 率 是 多 少 ? 
(b) 球 经 过 多 久 到 达 这 面 墙 ? 


14. 等 射程 发 射 角 ”证 明 一 个 抛射 体 以 0 < a < 90° 度 的 抛射 角 发 射 跟 以 同样 的 速率 和 (90 - a) 度 的 抛射 角 
发 射 的 抛射 体 有 同样 的 射程 . (在 考虑 空气 阻力 时 失去 这 种 对 称 性 . ) 


15. 等 射程 发 射 角 两 个 多 大 的 仰角 使 抛射 体 到 达 水 平 距离 为 16 千 米 跟 枪 有 同样 高 度 的 目标 ?假定 抛射 体 的 
初速 率 为 400 米 / 秒 . 

16. 相对 速率 的 射程 和 高 度 
(a) 证 明 在 给 定 的 抛射 角 下 , 若 抛射 体 的 初速 率 变 为 两 倍 则 射程 变 为 4 倍 . 
(b) 为 使 高 度 和 射程 加 倍 , 初 速率 增加 大 约 多 少 百分比 ? 


17. 推 铅球 1987 年 在 Moscow,Natalya Lisouskaya 创造 一 项 女子 世界 纪录 , 她 推 一 个 8 磅 13 盘 斯 的 铅球 

NRR 10 英寸 远 .假定 以 和 水 平 线 成 40° 的 角 在 高 于 地 面 6.5 英尺 处 投掷 铅球 ,铅球 的 初速 率 是 多 少 ? 
8. 相对 时 间 的 高 度 证 明 一 个 抛射 体 的 达到 最 大 高 度 所 经 过 的 时 间 的 一 半 达 到 四 分 之 三 的 最 大 高 度 . 
19. 从 (xo,yo) 发 射 ”通过 解 平面 上 的 向 量 r 的 下 列 初 值 问题 


微分 方程 ， dx -gj 


de? 


初 条 件 : r(0) = xol + yoj 


pæ 


Eo) = (vocos a)i + (vosin a)j 


bb oT Gl t DZ 
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22. 


导出 方程 


y = xo + (vocos a)t, 
Ë 5 
y = yo + (vosin a)t — x gt, 


( 见 课文 中 的 方程 5) 


. 燃烧 的 第 “用例 3 中 求 得 的 角 , 求 燃烧 的 箭 离开 Rebollo 的 弓 时 的 速率 . 见 图 9.34. 
21. 


燃烧 的 秆 — P| 3 中 的 火炬 台 直 径 12 英尺 .用 方程 5 和 例 3c, 求 燃烧 的 箭 通过 边沿 之 间 的 水 平 距离 需要 多 
长 时 间 . 篆 在 边沿 上 方 时 有 多 高 ? 
为 学 而 写 描述 当 a = 90° 时 由 方程 4 给 出 的 抛射 体 的 路 径 . 


. 模型 机 车 ” 附 图 的 多 次 办 光照 片 显示 一 个 模型 机 车 以 常 速率 行驶 在 直 的 水 平 轨道 上 .在 机 车 向 前 行驶 
时 ,一 粒 弹 球 从 烟 孔 被 弹簧 枪 发 射出 来 . 弹 球 以 和 机 车 同样 的 前 进 速率 继续 运动 .并 在 它 被 发 射 1 秒 之 后 
重 落 在 机 车 上 .测量 弹 球 的 路 径 跟 水 平 线 的 夹 角 , 并 用 这 些 信息 求 弹 球 上 升 的 高 度 和 机 车 行进 的 速率 . 


27 


. 为 学 而 写 : 弹 球 磁 接 。 附 图 表示 一 个 两 弹 球 试验 . 弹 球 4 以 发 射 角 a 和 初速 率 vo 


. 下 坡 发 射 ”一 个 理想 抛射 体 在 一 个 下 坡 被 发 射 , 见 右 图 . 


. 阵风 中 击 打 棒球 ”一 个 棒球 在 地 面 以 上 2.5 ft 处 被 击 打 . 它 以 145 ft/sec 的 


第 23 题 图 第 24 题 图 


朝 弹 球 B 发 射 . 弹 球 B 位 于 一 个 地 点 的 正 上 方 Rtan a 个 单位 ,该 地 点 距 4 有 R A 
单位 ,在 4 发 射 的 同一 时 刻 , 弹 球 B 被 放 开 从 静止 开始 落下 .人 们 发 现 ,不 管 vo 的 
值 是 多 少 , 两 弹 球 都 会 碰撞 .这 纯 属 偶然 ,还 是 必然 如 此 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


ZK 


(a) 证 明 当 初速 度 向 量 平分 角 AOR 时 下 倾 射程 最 大 . 
(b) 为 学 而 写 ”如 果 抛射 体 在 一 个 上 坡 发 射 以 代替 在 一 个 下 坡 发 射 , 什 么 ”0 
样 的 发 射 角 将 使 射程 最 大 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


速率 和 23° 的 发 射 角 离开 球 棱 . 在 球 被 击 打 的 时 刻 ,一 股 阵 风 顶 着 棒球 吹 来 ， 
这 使 棒球 的 初速 度 加 上 一 个 分 量 - 14i(fi/sec). 高 15 如 的 围墙 位 于 在 棒球 飞 
行 方 向 距 主人 又 300 ft 处， 

(a) 求 棒球 路 径 的 向 量 方程 . 

(b) 棒球 飞行 多 高 ? 何 时 棒球 达到 最 大 高 度 ? 

(e) 假定 棒球 未 被 接 住 , 求 它 的 射程 和 飞行 时 间 . 

(d) 何 时 棒球 20 高 ?在 这 个 高 度 棒球 离 本 鑫 (地 面 距离 ) 多 远 ? 
(e) 学 习 写作 击 球 手 击 打 一 个 本 将 打 吗 ? 解 释 之 . 


. 排球 ”一 个 排球 在 离 地 面 4 英 尺 距 6 英尺 高 的 网 12 英尺 处 被 击 打 . 它 离开 击 打点 时 的 初速 率 是 


35 英尺 / 秒 , 而 角度 是 27°, 由 于 对 方 球 队 未 触 到 球 , 球 落下 . 
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(a) 求 排球 路 征 的 向 量 方 程 . (b) 排球 飞行 多 高 ? 何 时 排球 达到 最 大 高 度 ? 
(c) 求 它 的 射程 和 飞行 时 间 . 

(a) 何 时 排球 在 地 面 以 二 7 英尺 处 ?在 这 个 高 度 排球 离 落 地 点 (地 面 距离 ) 多 远 ? 
(e) 为 学 而 写 假定 网 升 高 到 8 ft, 情 况 是 否 改 变 ? 


28. 轨道 项 峰 ”对 于 一 个 从 地 面 以 抛射 角 a 和 初速 率 vo 发 射 的 抛射 体 ,考虑 是 变量 ,而 vo 是 固定 常数 .对 每 
个 a, 我 们 得 到 一 个 如 附 下 图 所 示 的 抛物 线 轨道 .证 明 平 面 上 给 出 这 些 抛 物 线 的 最 大 高 度 的 点 全 在 椭圆 


2 4 
vo“ 2o 
t [| - 2) = 4g? 
上 ,其 中 x > 0. 
y 
Ba 
_— 1 
Le G R, Ymax] 
L “抛物线 轨道 
| P 
N 
`<. 
— x 
0 
有 线性 阻力 的 抛射 体 运动 


作用 在 抛射 体 上 的 力 , 除 了 重力 外 ,主要 的 力 是 空气 阻力 .这 个 使 抛射 体 慢 下 来 的 力 是 拖 搜 力 , 它 作 用 在 和 抛 
射 体 的 速度 相反 的 方向 ( 见 附 图 ). 对 于 在 空气 中 运动 并 且 速 率 相对 较 低 的 抛射 体 , 拖 搜 力 (非常 近似 地 ) 正比 


于 速率 (的 一 次 守 ) ,于 是 称 为 线性 的 . 
29. 线性 拖 搜 ”通过 解 平面 向 量 r 的 下 列 初 值 问 题 


微分 方程 : dr - gj- kv = j= k 


dt? ` | 
dr ma 
— = Vo = (vocos a)i + (vosin a)j 重力 
dt | z0 
导出 方程 
* = 2a ~ e" ™)cos a — 
y= (sin a) + F01- ke = e™™) 


2 
拖 搜 系数 是 正 的 常数 , 它 表 示 来 自 空气 密度 的 阻力 ,v。 和 a 是 第 29 题 图 


抛射 体 的 初速 率 和 抛射 角 , 而 g 是 重力 加 速度 . 


30. 击 打 带 线性 拖 搜 的 棒球 ”考虑 例 4 中 的 棒球 问题 存在 线性 拖 搜 ( 见 第 29 题 ) 的 情况 . 假定 拖 搜 系数 


k = 0.12, 但 没有 阵风 . 

(a) 利用 第 29 题 , 求 棒球 路 径 的 向 量 形式 . 
(b) 棒球 飞行 多 高 ? 何 时 棒球 达到 最 大 高 度 ? 
(c) 求 裕 球 的 射程 和 飞行 时 间 . 


A Nt 
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(d) 何 时 棒球 30 英 义 高 ?在 这 个 高 度 棒球 离 本 盆 (地面 距 离 ) 多 远 ? 

(e) 学 习 写 作 ”一 面 高 10 英尺 的 外 时 围墙 距 本 爸 340 英尺 并 位 于 律 球 飞行 的 方向 .外 野手 可 以 跳跃 并 接 
住 任何 一 个 高 达 11 英尺 的 场 外 的 球 以 中 止 它 向 围墙 的 飞行 . 击 球 手 能 击 打 一 个 本 人 垒 打 吗 ?解释 之 

31. 阵风 中 击 打 带 线性 拖 搜 的 棒球 ”再 一 次 考虑 例 4 中 的 棒球 .这 次 假定 拖 搜 系数 是 0.08, 并 有 阵风 使 在 击 

球 瞬间 初速 度 加 一 个 分 量 - 17.6i( 英 尺 / 秒 ). 

(a) 求 棒球 路 径 的 向 量 方 程 . 

(b) 棒球 飞行 多 高 ? 何 时 棒球 达到 最 大 高 度 ? 

Ce) 求 棒球 的 射程 和 飞行 时 间 . 

(d) 何 时 棒球 35 英尺 高 ?在 这 个 高 度 棒 球 离 本 又 (地 面 距 离 ) 多 远 ? 

(e) 学 习 写 作 ”一 面 高 20 英尺 的 外 归 围 墙 距 本 盆 380 英尺 并 位 于 棒球 飞行 的 方向 . 击 球 手 能 击 打 一 个 本 
刍 打 吗 ? 如 果 回 答 “ 是 ”, 球 的 初速 度 的 水 平分 量 的 怎样 的 改变 使 球 保持 在 场 内 ?如 果 回 答 “* 否 ", 怎 样 的 
改变 使 得 这 是 一 个 本 双打? 


极 坐标 和 图 形 


极 坐标 系 。 画 极 图 形 。 对 称 性 。 极 坐标 和 笛 卡 儿 坐 标的 关系 。 求 极 坐 标 图 形 的 交点 


在 雷达 跟踪 中 ,操作 员 对 方位 或 被 跟踪 对 象 同 某 个 固定 射线 (例如 指向 正 东 的 半 直 线 ) 成 
的 角 以 及 对 象 当前 位 置 有 多 远 感 兴趣 .在 本 节 ,我 们 研究 一 个 由 Newton 发 明 的 坐标 系 , 称 为 极 
坐标 系 .正好 适用 于 这 一 目的 ， 


CD-ROM 极 坐 标 系 


为 定义 极 坐 标 , 我 们 首先 在 平面 上 选 定 -- 点 , 称 为 极点 (或 原 
点 ) ,并 标记 为 0. 然 后 我 们 画 一 条 从 0 出 发 的 初始 线 (或 极 轴 ) .这 条 
射线 通常 夯 成 水 平 并 指向 右 ,这 对 应 笛 卡 儿 坐 标的 x 轴 ( 图 9.35) . 那 


Maria Gaetana Agnesi 


(1718 — 1799) 
么 每 个 点 可 以 用 指派 给 它 的 极 坐 标 (7r ,9) 确定 位 置 ,其 中 给 出 从 0 
到 P 的 有 向 距离 ,而 9 给 出 从 初始 射线 到 射线 OP 的 有 向 角 . 
P(r, 0) 9.35 “我们 从 一 个 称 为 
极点 的 原点 和 一 条 初始 射 
线 出 发 在 一 个 平面 上 定义 
O >x 极 坐 标 . 
初始 线 
极 坐 标 


P(r,0) 


Í 
从 0 到 PP 的 有 向 距离 从 初始 射线 到 射线 OP 的 有 向 角 
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像 在 三 角 学 中 一 样 , 逆 时 针 方 向 测 得 的 9 是 正 的 ,而 顺 时 针 方 向 测 得 的 0 是 负 的 . 跟 一 个 
给 定 的 点 联系 的 角 不 是 唯一 的 .例如 , 沿 射线 9 = x/6 离 原 点 2 个 单位 的 点 有 极 坐 标 r = 2, 
0 = nn/6. 它 还 有 坐标 + = 2,0 =- 11x/6( 图 9.36). 


0= 7/6 


Initial ray 
0=0 


图 9.36 极 坐标 不 是 唯一 的 . 图 9.37 BERTIEN r (ñ. 


还 有 机 会 希望 r 是 负 的 ,这 就 是 我 们 为 什么 用 有 向 距离 定义 P(r,0) ,点 P(2,7w/6) 可 以 
由 初始 射线 道 时 针 方 向 旋转 7x/6 弧度 并 向 前 走 2 单位 得 到 (图 9.37), 也 可 以 由 初始 射线 逆 时 
针 方 向 旋转 x/6 并 向 后 走 2 单位 得 到 .于 是 ,该 点 还 有 极 坐 标 r = - 2,0 = x/6. 


画 极 图 形 ~ 
车 我 们 保持 > 固定 为 一 个 常数 a 2 0, 点 P(r,9) 将 中 
原点 | a | 个 单位 , 当 9 在 一 个 任意 长 度 为 2x 的 区 间 上 变化 ， u 


P 就 描绘 出 一 个 中 心 在 0 半径 为 | a | 的 圆周 (图 9.38). 
若 我 们 保持 6 为 一 个 常数 值 9 = 并 令 r 从 - wm 到 wm 
变化 ,点 P(r,9) 描绘 出 过 0 的 一 条 直线 , 它 跟 初 始 射线 成 


度量 为 a 的 角 . 图 9.38 ”这 个 圆周 的 方程 是 + = a. 


极 图 形 
中 心中 O 半径 为 | ec| 的 圆周 
过 0 且 与 初始 射线 成 角 a 的 一 条 直线 


例 1 求 图 形 的 极 方程 
(a)r=1 和 +r =- 1 是 中 心 在 0 半径 为 1 的 圆周 . 
(b)0 = z/6,0 = 7x/6 和 9 =- 5z/6 是 图 9.37 中 的 直线 方程 . E 


r = a 和 0 = a 相 结 合 的 方程 可 以 定义 区 域 线段 及 射线 . 
例 2( 画 方程 和 不 等 式 的 图 形 ) ” 画 极 坐标 满足 给 定 方程 的 点 的 图 形 . 


(a)l <r<s2 H 0<0<— (b -3<r<2 H i 
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(cjr<0 H ar (4) É < 


解 ”图形 画 在 图 9.39 中 . 


人 -区 (对 r 没有 限制 ) 


(a) 


1 < r<2,0<0< 2 


围 9.39 含 * 和 9 的 典型 不 等 式 的 图 形 .( 例 2) 
对 称 性 
图 9.40 以 图 解 方式 说 明 对 称 性 的 极 坐标 判别 法 . 


(r, x-0) y 


关于 > 轴 
(b) 


图 9.40 ”对 称 的 三 个 判别 法 . 


极 图 形 的 对 称 判别 法 l 

1. 关于 x 轴 对 称 : 若 点 (r,0) 在 图 上 , 则 点 (r,- 9) 或 (- rr — 0) 在 图 上 (图 9.40a) 
2. 关于 y 轴 对 称 : 若 点 (r,0) 在 图 上 , 则 点 (r,x - 9) 或 (- r, - 0) 在 图 上 (图 9.40b) 
3. 关于 原点 对 称 : 若 点 (r,9) 在 图 上 , 则 点 (- r,6) 或 (r,9 + z) 在 图 上 (图 9.40c) 
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例 3( 一 个 心脏 线 ) m r = 1 — cos 0. 
解 ”曲线 关于 x 轴 对 称 ,这 是 因为 
(r,0) 在 图 形 上 一 r = 1 - cos 0 
=r = l — cos ( —- 0) cos 0 = cos(— 0) 
= (r, - 0) 在 图 形 上 ， 
当 8 从 0 增加 至 x 时 ,cos 96 从 1 减少 到 -1, 而 r = 1 — cos 0 从 最 小 值 0 增加 至 最 大 值 2. 当 8 
继续 从 到 2r 变 化 时 ,cos 0 从 -1 工 回 到 1 ,而 rr 从 2 减少 回 到 0. 当 9 = 2r 时 曲线 开始 重复 ,这 
是 因为 cos 6 的 周期 为 2x. 
曲线 以 斜率 tan (0) = 0 离开 原点 ,而 又 以 斜率 tan (2x) = O 回 到 原点 . 
我 们 列 一 个 9 的 从 0 到 x 的 值 的 表 , 画 出 各 个 点 ,通过 每 个 点 描 出 曲线 ,再 对 % 轴 反射 曲线 
以 画 完 曲线 (图 9.41). 由 于 曲线 与 心脏 形状 相似 而 被 称 为 心 形 线 . 心 形 线 的 形状 出 现在 引导 
线 轴 和 卷轴 上 的 线 状 物 均 匀 分 层 的 凸轮 轴 里 ,以 及 某 些 无 线 电 天 线 的 信号 - 强度 模式 中 . 


0 d r=]- cos 0 

0 0 

T I 

3 2 

x 

5 1 

2x | 3 

3 2 

m 2 p 


(c) 


~ 
3 
© 


图 9.41 画 心 形 线 r = 1 -~ cos 0 的 步骤 ( 例 3). 箭 头 显示 6 增加 的 方向 . | 
例 4{ 画 极 坐标 图 } Mir? = 4cos 9 的 图 . 
E Dr = 4cos 9 有 要 求 cos 0 宇 0, 于 是 我 们 让 9 从 - x/2 跑 到 x/2 就 得 到 整个 图 形 . 
图 形 关于 x 轴 对 称 , 这 是 因为 
(r,0) 在 图 形 上 — 2 = 4 cos 0 
=r2 = 4 cos( - 0) cos 0 = cos(- 0) 
=(r, - 0) 在 图 形 上 . 
图 形 关 于 原点 也 对 称 , 这 是 因为 
(r,9) 在 图 形 上 一 天 = 4 cos 0 
=(— rY = 4 cos 0 
=(r, - 0) EREE. 
两 种 对 称 性 一 起 蕴涵 关于 y 轴 的 对 称 性 . 
HERS 0 =- x/2 和 0 = x/2 时 经 过 原点 .因为 tan 0 是 无 穷 ,这 时 曲线 有 坚 直 切线 . 
对 - x/2 和 z/2 之 间 的 0 的 每 个 值 ,公式 r= 4cos 0 给 出 r 的 两 个 值 
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r =+ 2 V cos 0. 
我 们 做 值 的 一 个 短 表 , 画 出 对 应 的 各 点 ,用 有 关 对 称 性 的 信息 和 切线 引导 我 们 用 一 条 光 清 曲线 
连结 点 (图 9.42). 


r= 4 cos 0 


| 0 cos0 |r=+ 2/cos@0 
0 I +2 
+" B + 
£ ç 5 + 1.9 
+7 L +17 
4 J2 
+3 3 +14 / I 
a 此 圈 对 应 "= -2ycos 6 ， WEHE r=2/c0s0, 
t> 0 0 -3<0<# -3<0<F 


图 9.42 r = 4cos 9 的 图 形 .箭头 显示 9 增加 的 方向 . 表 中 ;的 值 是 四 舍 五 人 后 的 值 . (BJ 4) | 


极 坐 标 和 笛 卡 儿 坐 标的 关系 

当 我 们 在 平面 上 同时 使 用 极 坐 标 和 笛 卡 儿 坐 标 时 ,我 们 令 它 们 的 原点 重合 ,并 取 极 坐标 的 
初始 射线 为 正 x 轴 .射线 9 = r/2,r > 0, 就 成 为 正 y 轴 (图 9.43). 这 时 两 种 坐标 系 用 下 列 方程 
联系 起 来 . 


联系 极 坐标 和 笛 卡 儿 坐 标的 方程 


2 2 X otað 
x 


x = reos, y= rsin, x? + 2 =r, 


我 们 用 这 些 方程 和 代数 (有 时 是 相当 多 的 ) PRIER HE 卡 儿 的 形式 ,或 者 反 转 过 来 . 


图 9.43 联系 极 坐 标 和 笛 卡 儿 华 标的 通常 方式 
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例 5 等 价 方程 
CE 极 坐标 方程 等 价 的 笛 卡 儿 方 程 
recos = 2 x = 2 
ricos gsin 0 = 4 xy = 4 
ricos 0 — r?2sin?0 = 1 x y = 1 
r= l+ 2r cos 0 y - 3⁄2- 4x—- 1 = 0 
r = l- cos 0 att yta IÍ Raty? t 253 + 2xy2 — y2 = O 
对 某 些 曲线 ,用 极 坐标 更 方便 ,而 对 另 一 些 则 不 然 . | 
例 6( 从 笛 卡 儿 坐 标 转换 到 极 坐标 ) RAA 2 2 (y -3)2 =9 
的 极 方程 (图 9.44). 并 用 图 形 支持 演算 结果 ， yo 
解 x + 2  6y+9=9 (展开 )(y - 32. 或 
r= 6sin 0 


x? +y — 6y = 0 


r: 6rsin0 =0 r+ y = ry = rsin 
r=0 和 rr-6sin0 =0 
方程 + = 6 sn 9 包含 情形 + = 0. _] x 


例 7( 把 极 坐标 转换 到 笛 卡 儿 坐标 ) ” 求 极 方程 的 等 价 笛 床 儿 


方程 ,并 识别 图 形 . 图 9.44 ” 例 6 中 的 圆周 
(a)r? = 4r cos 0 (b)r = zz oaa 
解 
(a) r = 4r cos 0 
x? + 2 =4x r = æ? + y2.rcos f = x 
x? -4x+y = 0 
x dx +4 + 2 =4 (配方 ) 


(x -2) +y =4 
等 价 的 笛 卡 儿 方 程 (x - 2)2 + y = 4 的 图 形 是 半径 为 2 中 心 在 (2,0) 的 圆周 . 


(b) 4 


T 52 cos 0 - sin 0 
r(2 cos 0 - sin 0) =4 
2r cos 0 ~ r sin 0 =4 
2x -y=4 r eos = x,rsinĝ = y 
y =2x -4 
等 价 的 笛 卡 儿 方程 y = 2x - 4 的 图 形 是 斜率 为 2 截 距 为 - 4 的 直线 . | 


9.5 极 坐 标 和 图 形 - 787 ` 


求 极 坐标 图 形 的 交点 

一 个 点 可 以 用 不 同方 式 表示 这 一 事实 迫使 我 们 在 决定 何 时 一 个 点 在 图 形 上 以 及 确定 极 坐 
标 图 形 的 交点 时 要 格外 小 心 .问题 在 于 一 个 交点 的 坐标 满足 一 条 曲线 的 方程 ,而 这 些 坐 标 可 能 
跟 该 点 满足 男 一 条 曲线 的 方程 的 坐标 不 同 .这 样 ,同时 解 两 个 曲线 方程 未 必 能 确定 它们 的 所 有 
交点 .确定 所 有 交点 的 唯一 可 靠 的 办 法 是 画 方程 的 图 形 ， 


例 8( 骗 人 的 坐标 ) ”证 明 点 (2,x/2) 在 曲线 + = 2cos 20 E. 

解 ” 初 看 起 来 ,点 (2,x/2) 似乎 不 在 曲线 上 ,因为 把 给 定 坐 标 代 入 方程 给 出 
x 
2 
这 不 是 一 个 等 式 .两边 绝对 值 相等 ,而 符号 相反 .这 暗示 我 们 对 给 定 的 点 考察 它 的 坐标 对 ,其 中 
r 是 负 的 ,比如 ,(- 2, - (x/2)). 在 方程 + = 2cos 20 中 试探 这 些 坐 标 ,我 们 发 现 


-2=2c0s2(- Z]= 2(-D =-2， 


等 式 满足 .结论 是 点 (2,x/2) 在 曲线 上 . _] 


2 = 2 cos2( )= 2 eosz = 2, 


例 9( 易 漏 的 交点 ) ” 求 下 列 曲线 的 交点 
r =4cos8 和 r=1~cosð. 

E ”在 箔 卡 儿 坐标 里 ,我 们 总 可 以 通过 解 联 立 方程 求 两 条 曲线 的 交点 .而 在 极 坐 标 里 , 情 
形 则 有 所 不 同 . 解 联 立方 程 可 以 发 现 某 些 交点 ,但 也 可 能 漏 去 一 些 交点 .在 这 个 例子 里 , 解 联 立 
方程 仅仅 找到 四 个 交点 中 的 两 个 .另外 两 个 须 通 过 作 图 找到 . (再 参见 题 79.) 

假如 我 们 把 cos 9 = 2⁄4 代入 到 方程 + = 1 - cos 0 ,就 得 到 


2 
r=l-cos 0 = 1- + 


4r =4- r2 
r+4r-4=0 
r =-2+2V2， 二 次 方程 求 根 公式 
CD-ROM fB r = - 2 - 2⁄2 的 绝对 值 对 于 两 个 曲线 都 太 大 了 ( 爹 去 ). 对 应 
WEBsite r=-2+2V2 的 0 值 是 
历史 传记 0 = cos (1 - r) M r = 1-eosb 得 到 
° Johannes Kepler = cos "!(1 - (2 /2 -2)) £$ r = 22 - 2. 
` (1571 — 1630) = cos"1(3 _ 2/3) 
= + 80°. 精确 到 度 


这 样 我 们 确定 了 两 个 交点 : (7,0) = (2.2 - 2, + 80°). 
假如 我 们 把 r? = 4cos 0 和 + = 1- cos 0 的 图 画 在 一 块 ( 图 9.45) ,为 
此 我 们 可 以 把 图 9.41 和 图 9.42 合 并 成 一 个 图 ,我 们 看 到 两 曲线 还 在 点 (2,x) 和 原点 相交 .为 什 
么 这 些 值 没 被 解 联 立方 程 发 现 ? 回 答 是 :点 (0,0) 和 (2,x) 不 “同时 ” 在 曲线 上 , 即 不 是 在 同样 的 
9 值 到 达 . 在 曲线 rr = 1-cos090 上 ,点 (2,x) 在 0 = 工时 到 达 . 而 在 曲线 r = 4cos 9 上 , 它 是 在 
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9 = 0 到 达 , 它 没有 从 坐标 (2,r) 得 到 ,因为 该 坐标 不 满足 方程 ,但 可 以 从 坐标 ( - 2,0) 得 到 ,后 
者 满足 方程 .类 似 地 , 心 形 线 在 0 = 0 到 达 原 点 ,而 曲线 r = 4cos 9 在 9 = x/2 到 达 原 点 . | 


”=1 cos 
人 r = 4 cos 0 

| 
} 图 9.45 曲线 r = 1- cos 0 和 
S > P = rácos 9 的 四 个 交点 
(2, m) = (-2.0) ) ( 例 9), 仅仅 4 和 B 由 解 联 立 
A 方程 发 现 , 另 外 两 个 则 通过 画 

图 发 现 . 


求 交 点 ”画图 使 用 程序 给 了 联 立 的 一 对 极 坐 标 方程 的 同时 解 以 


i 使 用 技术 新 的 意义 .一 个 同时 解 出 现 , 仅 当 它 们 被 同时 描绘 时 在 一 点 “ 相 碰 “, 而 

和 一 一 不 是 一 个 图 形 在 另 一 个 图 形 较 早点 亮 的 一 个 点 与 后 者 相交 .差别 在 交 

! 通 控制 领域 和 导弹 防御 设备 中 是 特别 重要 的 . 例如 ,在 交通 控制 中 , 人 
们 关心 的 是 两 个 航空 器 是 否 会 在 同一 时 刻 到 达 同 一 位 置 , 而 它们 经 过 
的 曲线 是 否 相交 却 无 关 紧 要 


作为 例子 ,以 同时 模式 画 极 方程 
r= cos20 和 r= sin20 
的 图 形 , 其 中 0 < 0 < 2x,9 的 步 长 = 0.1, 而 观察 尺寸 是 [xmin， 
xmax] = [-1,1] 和 [ymin,ymax] =[-1,1]. 当 图 形 在 屏幕 上 被 同时 
画 出 时 , 数 一 数 两 个 图 形 同 时 在 同一 象 素 点 亮 的 次 数 .解释 为 什么 两 
个 图 形 的 这 些 交点 对 应 方程 的 同时 解 .( 你 可 以 发 现 把 6 的 步 长 缩 
小 ,比如 取 0.05, 从 而 使 画图 变 慢 是 有 益 的 . ) 图 形 实际 总 共 在 多 少 个 
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极 坐 标 对 

在 题 1 和 2 中 ,确定 哪些 极 坐 标 对 代表 同一 个 点 . 

1. (a)(3,0) (b)(- 3,0) (ce)(2,2=/3) 
(e)(- 3,7) (£) (2,7/3) (g)(- 3,27) 

2. (a)(- 2,7/3) (b)(2, - x73) (c)(r,0) 
(e)(- r,0) (f)(2, - 27/3) (g)(- r,0 + m) 

在 题 3 和 4 中 , 画 出 给 定 极 坐标 的 点 并 求 它 们 的 笛 卡 儿 坐 标 . 

3. (a) (V3,x/4) (b)(1,0) (c)X0,z/2) 

4.(a)(- 3,5xz/6) (b)(5,tan-!(4/3)) (c)(- 1,7z) 


(d)(2,7x/3) 
(h)(- 2, - x/3) 
(d)(r,0 + w) 
(h)(- 2,2x/3) 


(d)( - /2,x=/4) 
(d)(2./3,2z/3) 


在 题 5 和 6 中 , 画 出 给 定 笛 卡 儿 坐 标的 点 并 求 每 个 点 的 极 坐 标的 两 个 集合 . 


5.(a)(- 1,1) (b) (1, - 3V3) (c)(0,3) (d)(- 1,0) 
6.(a)( -/3, - 1) (b)(3,4) (c)(0，- 2) (d) (2,0) 
画 极 方 程 和 不 等 式 的 图 形 

在 题 7 - 18 中 , 画 极 坐标 满足 给 定 方程 和 不 等 式 的 点 的 集合 的 图 . 

7.r = 2 8.0< r <2 

9.r>1 10.0 < 0 < x⁄/6, 0 

11.0 = 2x/3, r <-2 12.0 = 1⁄3, — 1< r <3 
13.0<0<7, r=1 14.0<0<7, r=-1 

15.0 = 7/2, read0 l6.n/4<0<3x/4, Ogrgil 

17. -1/4 < 0 <x/4, -Igral 18.0 < 0 < 7⁄2, 1g |r|<2 

极 方 程 到 笛 卡 儿 方 程 

在 题 19 - 36 中 ,用 等 价 的 笛 卡 儿 方 程 代替 极 坐标 方程 .然后 识别 或 描述 图 形 . 

19.r sim 0 = 0 20.r cos 0 = 0 21.r = 4 csc 0 
22.r = - 3 sec 0 23.r cos 0 + rsin 0 = 1 24.2 = 1 
25.r2 = 4r sin 0 26.r = 5 27. rsin 20 = 2 


sin 0 — 2 sin 0 
29.r = (ese 0)e' ° 


32. r° + 2r°cos gsing = 1 


28.r = cot 0 csc 0 


31.rsin 0 = ln r + In cos 8 


34.r = 8sin 0 35.r = 2cos 0 + 2sin 0 
笛 卡 儿 方 程 到 极 方程 

在 题 37 - 48 中 ,用 等 价 的 极 方程 代替 笛 卡 儿 坐 标 方程 . 
37.x = 7 38.y = 1 

40.x- y = 3 4.22 + y=4 


30.cos20 = sin20 
33.r = -4rcos 0 


36. rsin Í 6 + z) -2 


39.x = y 
42.x* y? =l 
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43. g 于 =1 44.xy = 2 45.5? = 4x 

46. x? + xy + y?) = 1 47.x + (y — 22 = 4 48.(x -3) + (y +1)2 = 4 
对 称 性 和 极 图 形 

在 题 49 - 58 中 .(a) 画 极 坐标 曲线 .(b) 能 够 生成 整个 图 形 的 9 区 间 的 最 短 长 度 是 多 少 ? 
49.r = |+ cos 0 50.r = 2 - 2cos 0 Sl.r' =- sin 20 

52.r = l- sin 0 53.r = 1 - 2sin 30 54.r = sin (0/2) 

55.r = 0 S6.r = l + sin 

57.r = 2 cos 30 S8.r = 1 + 2sm 

在 题 59 - 62 中 ,确定 曲线 的 对 称 性 . 

59. r° = 4 cos 20 60. = 4 sin 20 

61.r = 2. sin 0 62.2 = - cos 20 


63. 为 学 而 写 :垂直 和 水 平 线 
(a) 解释 为 什么 平面 上 的 每 条 竖 直 直线 有 形 为 + = asec 0 的 方程 . 
(b) 求 类 似 的 水 平 直 线 的 极 坐 标 方程 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 

64. 为 学 而 写 : 两 种 对 称 是 否 蕴 涵 第 三 种 对 称 ? ”假定 一 条 曲线 有 任何 本 节 开 头 列举 的 对 称 中 的 两 种 ,关于 它 
有 无 第 三 种 对 称 你 能 够 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

交点 


N 


65. 证 明 点 (2,3x/4) 在 曲线 r = sin 29 E. 
66. 证 明 点 (172,3r72) 在 曲线 r = - sin(0/3) E. 


EW 求 题 67 - 70 中 两 曲线 的 交点 . 
67.r = l+ cos 0, r=1-cos0 68.r = 2sin0, r = 2sin 20 
的 .r = cos 0, r = 1- cos 0 70.r = 1, r = 2sin 20 
ERM 求 题 71 - 74 中 两 曲线 的 交点 . 
71.r2 = sin20, r? = cos 20 T.r = 1+ cos &, r = 1- sin + 
73.r = 1, r= 2sin 20 74.r = 1, r= 2sin 20 
BRW7s. 下 列 曲线 的 哪 一 个 与 = 1 - cos 6 有 同样 的 图 形 ? 
(a)r=-1- cos 0 (b)r = 1 + cos 0 
用 代数 确认 你 的 回答 


El 76. mR Sr = 2sin mg 

(a) XF n =+2, + 4, £ 6 Bj > = 2sin n8 的 图 形 . 描 述 曲 线 . 

(b) 在 部 分 (a) 能 够 生成 整个 图 形 的 9 区 间 的 最 短 长 度 是 多 少 ? 

(c) 根据 你 在 部 分 (a) 的 观察 ,描述 ”为 非 零 偶 整数 时 = 2sin n0 的 图 形 . 

(d) J n =+ 3, £ 5, * 7 Ë] r = 2sin n0 的 图 形 . 描 述 曲 线 . 

(e) 在 部 分 (d) 能 够 生成 整个 图 形 的 9 区 间 的 最 短 长 度 是 多 少 ? 

(f) 根据 你 在 部 分 (d) 的 观察 ,描述 ”为 异 于 + 1 的 奇 整数 时 ， = 2sin nb WAE. 
E7 玫瑰 中 的 玫瑰 Mr = 1 - 2sin 39 的 图 形 . 
78. Freeth 的 肾 形 线 HH) Freeth 的 肾 形 线 ; 


96 极 坐 标 曲线 的 微 积分 ` 791 ` 


理论 和 例子 
79.〈 续 例 9) 在 正文 中 提 到 方程 
r? = 4cos 0 (1) 
r = 1 - cos 0 (2) 
的 公共 解 没有 给 出 两 图 形 的 交点 (0,0) 和 (2,x). 
(a) 不 过 ,在 方程 (1) 中 的 (r,9) 用 等 价 的 (- r,9 + z) 代替 后 得 到 
r =4cos 0 
(= r)? = 4cos(0 + m) (3) 
r? =- 4cos Ô. 
同时 解 方程 (2) 和 (3) ,以 此 说 明 (2,x) 是 公共 解 .( 这 还 是 不 能 求 得 交点 (0,0).) 
(b) 原点 仍 是 特殊 情况 . (经常 如 此 .) 这 里 有 一 个 处 理 它 的 办 法 .在 方程 (1) 和 (2) Fer = 0, 从 每 个 方程 
解 出 对 应 的 0 的 值 . 因为 (0,9) 对 任意 6 是 原点 ,这 将 证 明 两 条 曲线 通过 原点 ,尽管 是 对 不 同 的 9 值 . 
okom 80. 建立 极 方程 和 参数 方程 的 关系 r= /(9) 是 曲线 的 极 方程 ， 
c (a) 为 学 而 写 ”解释 为 什么 
x = /(t)cos t, y = /(t)sin t 
是 曲线 的 参数 方程 . 
MN (b) 用 部 分 (a) 写 出 圆周 " = 3 的 参数 方程 . 画 参 数 方程 的 图 以 支持 你 的 回答 . 
MN (co) 把 部 分 (b) 中 的 方程 换 成 = 1 - cos 0 重 作 (b). 
MN (a) 把 部 分 (b) 中 的 方程 换 成 ， = 3sin 20 重 作 (b). 
81. 距离 公式 。 证 明 用 极 坐 标 表示 的 点 (ri,91) 和 (rz,9:) 之 间 的 距离 是 


82. 心 形 线 的 高 ” 求 心 形 线 + = 2(1 + cos 0) 在 + 轴 上 方 的 最 大 高 度 . 


极 坐标 曲线 的 微 积分 


斜率 。 平面 内 的 面积 。 曲线 的 长 度 


在 本 节 ,我 们 将 了 解 如 何 求 极 坐标 曲线 + = /(9) 的 斜率 ,面积 和 长 度 . 


斜率 
极 坐 标 曲线 r = /(0) 的 斜率 应 由 dy/dx 给 定 , 而 非 +” = df/d9. 为 了 解 为 什么 ,设想 f 的 
图 形 为 下 列 参 数 方程 的 图 形 ; 
x = reos 0 = f(8)cos 0, y = rsin 0 = Fo)sin 0. 
如 果 / 是 6 的 可 微 函 数 , 则 x 和 y 亦 是 ,并 且 当 dado < 0 时 ,我 们 可 以 如 下 利用 参数 公式 计算 
dy/dx, 
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d . 
(f/f(0)sin 0) 
dy _ dy/d0 _ do 见 2.5 节 , 存 方程 (4) 中 + = 6 


dx — dx/dð ` ECO) cos 0) 


df sin 0 + f(8)cos 0 


=% 导数 的 乘积 法 则 
r cos 0 - Ag)sin 0 


极 坐标 曲线 r = f(9) 的 斜率 当 在 (r,9)dx/d9 > 0 时 ， 


dy _ f'(0)sin 0 + f(0)cos 0 (1) 
dzie,  f'(8)cos 0 - f(0)sin 0 ` 


AFRO) 及 其 推导 我 们 可 以 看 出 曲线 r= /(0) 
1. 在 dy/d9 = 0 和 dx/d9 关 0 的 点 有 水 平 切线 
2. fE dx/d0 = 0 和 各 dy/d9 zz 0 的 点 有 竖 直 切线 . 


如 果 两 个 导数 都 是 零 ,没有 像 例 1 中 所 做 的 那 类 进一步 的 研究 ,就 得 不 到 什么 结论 . 


例 1( 求 水 平和 竖 直 切线 ) ” 求 心 形 线 +r = 1 -cos0,0 <0 三 2r 的 图 形 的 水 平和 垂直 切线 . 
解 图 9%.46 中 的 图 形 暗示 至 少 有 两 条 水 平 切线 和 三 条 垂直 切线 ， 
方程 的 参数 形式 是 

x = rcos 0 = (1 - cos 0)cos 0 = cos 0 - cos20, 

y = rsin = (1 — cos 0)sin 0 = sin 0 — cos Osin 0. 
我 们 需要 求 dyzZd0 和 dx/d9 的 零点 . 
(a) dy/d0 在 0 < 0 < 2x 上 的 零点 : 


i = cos Ü + sin? 0 — cos20 = cos 0 + (1 =- cos?) - cos20 


=1 + cos 0 — 2cos20 = (1 + 2cos 0)(1 - cos 0). 
现在 


1 ~ cos 0 = 0 =0 = 0,2x 
1 + 2cos 0 = 0 0 = 2r/3,4r/3. 
于 是 ,dy/d9 = 0 在 0 < 0 < 2x 上 的 解 是 9 = 0,2x/3,4x/3 和 
2x. 
(b) dx/d0 在 0 < 0 < 2r 上 的 零点 : 


dx = — sin @ + 2cos sin 0 = (2cos 0 - 1)sin 0. 


现在 
2cos 0 -1 = 0 = 0 = x/3,5x/3 
sin 0 = 0 =0 = 0,xz,2z 
于 是 ,dxvdg = 0 在 0 < 9 < 2x ERRE 0,z/3,5z/3 和 2x. 
我 们 现在 可 以 看 到 在 0 = 2x/3 和 0 = 4z/3 的 点 有 水 平 切线 (dyvdg = 0,dx/d9 > 0) ,而 


,ee 


2 
= 


9. 极 坐 标 曲线 的 微 积分 ` 793 ， 


在 9 = x/3 和 0 = 5$r/3 的 点 有 垂直 切线 (dx/dg = 0,4y/d0 > 0) 
在 点 9 = 0 或 2x, 等 式 (1) 右 端 有 形式 0/0. 我 们 可 以 用 L'H6pital 法 则 得 到 
dy/d9 š 1 + cos 0 — 2cos20 


pa dx/d0 ` 0D 2a 2cos sin  — sin 0 


= Rw _— sin 0 + 4cos sin 0_ =s 0 = 0. 
0—-0,2x 2cos20 — 2sin20 — cos 0 1 
曲线 在 9 = 0 或 9 = 2x 有 水 平 切线 .作为 总 结 ,我 们 有 
水 平 切线 在 (0,0) = (0,2x), (1.5,2x/3),， (1.5,4x/3) 
垂直 切线 在 (0.5,x/3)， (2,r)， (0.5,5=/3). _ | 


如 果 曲 线 r = /(0) E 0 = 9 过 原点 , 则 /bo) = 0,#E f'(0,) 关 0 时 ( 例 1 不 是 这 种 情况 ) 
FA) 给 出 
dy " f' (00)sin Oo 
dæ (0,0) = F Cocos go = tan for 
我 们 说 在 “(0, bo) 的 斜率 ”, 而 不 说 在 原点 的 斜率 ,其 理由 是 :曲线 可 以 通过 原点 不 止 一 次 ,而 
对 不 同 的 9 值 ,斜率 可 能 不 同 . 


例 2( 求 在 极点 (原点 ) 的 切线 ) Raku h 
r= 0) = 2sin30, O < 0 < xw 
在 极点 的 切线 . 
解 6) 当 0 = 0,n/3,2x/3 和 7 时 是 零 . 导 数 /'(0) = 6cos30 在 6 的 这 四 个 值 不 是 零 . 
于 是 ,这 个 曲线 在 极点 的 切线 (图 9.47) 有 斜率 tan 0 = tan = O,tan(z/3) = V3 和 tan(2z/3) 
= -V3. 三 条 对 应 的 切线 是 y = 0,y = V3x Ay = -V3x. |] 


r=2 sin 30 


E 9.47 r= f(0) = 2sin30,0 < 6<r 在 极点 的 图 9.48 ARER OTS 的 面积 ,我 们 用 诸多 
三 条 切线 是 y = 0,y = W3x My = -V3x.( 例 2) 小 圆 扇形 组 成 的 折 雇 形 逼 近 区 域 . 


， 794 > 第 9 章 FE H 5) E £a 8 32 ER E WK 


平面 内 的 面积 

图 9.48 中 的 区 域 OTS 由 射线 9 = a,0 = 8 和 曲线 + = /(0) 围 成 .我 们 用 个 基于 角 TOS 
的 分 割 P 的 构成 的 不 相 重 番 的 圆 和 扇形 之 和 双 近 这 个 区 域 . 这 种 典型 的 扇形 的 半径 是 m = 
/(0,) ,而 中 心 角 是 Ab . 它 的 面积 是 


A, = r A 0, = T (00) PAO 


KE OTS 的 面积 近似 值 是 
` l 
> A > > 

如 果 /是 连续 的 ,我 们 期 望 当 | P| on 寸 ,逼近 会 改进 ,这 引导 我 们 得 到 区 域 面积 的 下 列 公 式 : 
A TOE = (/(0,)2A0, 


(SODY AO. 


k 


B 3 
-| 3 了 (9))2d0. 


极 坐标 中 的 面积 | 
介 于 原点 和 曲线 r= f(0),a < 0 < 8 之 间 的 区 域 的 面积 是 


Pi, 
4 = | Erao. 


这 是 面积 微分 (图 9.49) 
dA = Frag 


的 积分 . 


r= 2(1 +cos 0) 


— t 


Pir, ©) 


图 9.49 面积 微分 dA. 图 9.50 例 3 中 的 心 形 线 ， 


例 3( 求 面积 ) 求 由 心 形 线 r = 2(1 + cos 0) 围 成 的 平面 区 域 的 面积 . 
解 ”我 们 画 心 形 线 的 图 形 (图 9.50) 并 确信 当 0 从 0 跑 到 2x 时 向 径 ; 正 好 扫 过 区 域 一 次 . 
面积 是 


FZ A t EN 1, 


9.6 极 坐 标 曲 绥 的 微 积分 - 795 ， 


8 = 2r 2x 
f 1 oq =] A 4(1 + cos 0)2d0 
2 0 2 
2r 
=| 2(1 + 2cos 0 + cos20)d0 
0 


2 
-| [2 + 4cos 0 + 2 1 + eos 26) dg z 


2 


2n 
-| (3 + 4cos 0 + cos 20)d0 


= [30 + 4sin 0 + sin 20)" 


= 6x -0 = 6r. E 


例 4( 求 面积 ) KERR > = 2cos 0 + 1 小 图 内 的 面积 . 

解 ”在 画 曲 线 的 略图 后 ,我 们 看 到 小 圈 是 当 0 从 6 = 2x/3 增 加 到 9 = 4z/3 时 点 (r,6) 描 
绘 的 .因为 曲线 关于 x 轴 对 称 (9 换 为 - 6 时 方程 不 变 ) ,我 们 可 以 通过 从 6 = 2z=/3 # 0 = r 的 
积分 计算 小 圈 中 的 画 阴 影 的 一 半 的 面积 .而 我 们 寻找 的 面积 是 积分 结果 的 两 倍 (图 9.51): 


A = 2f 1 ,290 这 | r2d60. 
21⁄3 2 2x/3 
因为 
r? = (2cos 0 + 1)? = 4cos20 + 4cos 0 + 1 


=4. 00822 ,4c0s g +1 


=2 + 2cos 20 + 4cos 0 + 1 
=3 + 2cos 20 + 4cos 0, 
我 们 得 
4 -f „8 + 2cos 20 + 4cos 0)d0 = [30 + sin 20 + 4sin O17 


-Gan - (2r -Ê p4. B) = r- 38, 


r=2cosð+1 > 


0=ß / 


0=0 


‘= 


0=47 
3 0 


图 9.51 ” 例 4 中 的 耳蜗 线 . 图 9.52 阴影 部 分 的 面积 通过 从 n 和 原点 之 
间 的 区 域 的 面积 减 去 r 和 原点 之 间 的 区 域 的 


面积 来 计算 . 
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像 图 9.52 那样 的 区 域 , 它 位 于 从 0 = a 到 4 = 8 的 两 条 极 坐 祭 曲 线 mr = r,(0)# r, = r,(0) 
之 间 ,为 求 这 类 区 域 的 面积 ,我 们 从 被 积 函 数 (172)r 减 去 被 积 函 数 (17Z2)r 这 就 导出 下 列 公 
式 : 


极 坐 标 曲线 之 间 的 面积 
KE O< rna) < r,(0),a < 0 =< B 的 面积 是 


8 1 n 1 B 1 2 
4 = | > rz db 一 | zr dð = | y (ra - r )d0. (2) 


例 5( 求 曲线 之 间 的 面积 ) RERA r= 1 之 内 而 在 心 形 线 r= 1 - cos 9 之 外 的 区 域 的 
面积 . 


解 医 形 画 在 图 9.53. 外 曲线 是 n = 1, 内 曲线 是 ri = l- cos 8, mM 8 M - x/2 跑 到 x/2. 
利用 方程 (2) ,面积 是 


区 7 了 1 2 2 
A -| > (r -ri )d0 
TAI 1 5 
=2| 工 (ma -ra2)dg 对 称 性 
0 2 
-| (1 ~ (1 - 2cos 0 + cos20))d0 
0 


xz x2 
=| (2cos 0 — cos20)d0 = | [2eos 0 - 1+eos20) go 
0 0 


. 0 sin 2017? x 
= [2in0- 7 -2 =2- 4: 
y ER 
r =l- cos 0 t 0=7/2 
i Lo n=l 
/ N 
! 
N j 
EN K 
` FR 
8 =- r/2 
E 9.53 例 5 的 区 域 和 积分 限 . o 
曲线 的 长 度 
为 求 曲线 长 度 的 极 坐标 公式 ,把 曲线 r = /(0),a < 0 < 8 写成 参数 形式 


x = rcos 0 = f(0)cos 8, y = rsin0= f(O)sin 0, < < 0 < 0. (3) 


= 


9.6 极 坐 标 曲 线 的 微 积分 ` 797 - 


利用 5.3 节 的 参数 长 度 公式 就 给 出 长 度 : 


EE 


代入 x Ay 的 等 式 (3), 这 一 等 式 变 为 


L = jr + ($5) ae ( 题 41). 


CD-ROM 极 坐标 曲线 的 长 度 ， 
WEBsite Ée r = /(9) 对 a < 0 < BP 有 连 绪 一 阶 导数 ,并 且 当 0 从 a 跑 到 8B 时 ， 
历史 传记 点 P(r,9) 描绘 曲线 r = 0) 恰好 一 次 , 则 曲线 的 长 度 是 
t I G ard M r 2 ` 
1! de siS : L = P r+ (sz) d9. (4) 


例 6( 求 心 形 线 的 长 度 ) ROR r = 1- cos 0 
的 长 度 . 

f ”图形 画 在 图 9.54 中 . 当 9 从 0 跑 到 2x 时 ,点 
P(r,0) 恰好 逆 时 针 描 绘 曲线 一 次 ,这 就 得 到 积分 限 
的 值 .因为 r = 1 - cos 0,dr/d0 = sin 9, 我 们 有 


2 
r+ (2) =(1- cos 0Y + (sin 0)2 


=1 -2 cos 8 + cos? 0 + sin? 0 
一 一 一 一 一 一 -一 


1 


=2 -~ 2cos 0. 
因此 ， 954 A6 中 计算 这 个 心 形 线 的 长 度 . 


B 2 
L =f ea (8) 40 方程 (4) 
2 
= ~V 2 — 2 cos 0d0 
0 
2 
-f J4 si ao 1- cos 0 = 2sin? £ 
2r . £| 
= | |2 sin 2 d0 
2r . 0 . 0 
= 2 sin 7d0 当 0< 9<2r 时 ,sn 本 >0 
0 


= [- 4 5] =4+4=8, 
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习题 9.6 


极 坐标 曲线 的 斜率 

在 题 1 — 4 中 , 求 曲 线 在 指定 点 的 斜率 ， 

l.r=-1+sn20, 0 = 0,x 2.r = cos20, 0 = 0,.+n/2,x 
3.r = 2 - 3sin 0 4.r = 3(1 — cos 0) 


(as. #2) L 


(6. m) 


在 题 5 - 9 中 , 求 在 极点 的 切线 . 


S.r = 3cos f, Og < 2x 6.r = 2cos30, O< 0 < x 

7.r = sn50, Ogł gK 8.r = 2sin20, O<? < 2x 

在 题 9 - 12 中 , 求 曲线 的 水 平和 竖 直 切线 . 

9.r=-1+sn0， 0 过 0 三 2r 10.r = 1+cos 0, O< =< 2x 
ll.r = 2sn 0, ggr 12.r = 3-4 cos 0, 0 < =< 2= 

极 坐 标 曲线 内 的 面积 

求 题 13 - 18 中 极 坐标 曲线 所 围 区 域 的 面积 . 

13.r=4+2¢c0s0 14.r = a(l + cos 0), a > O 15.r = cos 20 
16. = 2a2eos20, a > O 17.2 = 4 sin 20 18.2 = 2 sin 30 


极 坐标 区 域 的 面积 

求 题 19 - 28 中 的 区 域 的 面积 . 

19. 圆周 r = 2cos 0 Ar = 2sin0 围 成 的 区 域 

20. 圆周 = 1 和 r = 2sin 0 围 成 的 区 域 . 

21. 圆周 = 2 和 心 形 线 + = 2(1 - cos 0) 围 成 的 区 域 . 

22. 心 形 线 r = 2(1 + cos 0) 和 = 2(1 - cos 0) 围 成 的 区 域 . 

23. 在 双 纽 线 r = 6cos 20 内 并 且 在 圆周 r = V3 外 的 区 域 . 

24. 在 圆周 r = 3acos 0 内 并 且 在 心 形 线 r = a + cos 0),a > 0 外 的 区 域 . 

25. 在 圆周 "> =- 2cos 9 内 并 且 在 圆周 r = 1 外 的 区 域 . 

26. (a) 在 耳蜗 线 r = 1 + 2cos 0 外 圈 内 的 区 域 ( 见 图 9.51). 
(b) 在 耳蜗 线 r = 1 + 2cos 9 外 图 内 并 且 在 内 圈 外 的 区 域 . 


习题 9.6 ， 799 > 


27. 在 圆周 r = 6 内 并 且 在 直线 r = 3csc 0 以 上 的 区 域 . 
28. 在 双 纽 线 ”= 6 cos 26 内 且 在 直线 + = (3⁄2)sec 0 右 侧 的 区 域 . 
29. (a) 求 下 图 阴影 区 域 的 面积 ， 
(b) 为 学 而 写 看 起 来 似乎 + = tan, - xz/2 < 9 < x/2 的 图 形 渐 近 于 直线 x = 1 fl x =- 1. 是 这 样 吗 ? 
对 你 的 回答 给 出 理由 . 


30. 为 学 而 写 ET ER r = 1 + cos 0 内 旦 在 圆周 r = cos 0 外 的 区 域 的 面积 不 等 于 
4i (1 + cos 0)? -~ cos20] 40 = x. 


为 什么 不 是 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


极 坐 标 曲线 的 长 度 

求 题 31 - 39 中 的 曲线 的 长 度 . 

31.r = 02, O< 0 < 5 32.r = e°/ V2, 0< 0 < x 

33.r = 1 + cos 0 34.r = a si(0/22), O < 0 < m,a > 0 
35.r = 6/(1 + cos 0), O < 0 < xz/2 36.r = 2/(1 — cos 0),z/2 < 0 < zx 
37.r = cos(0/3), O < 8 < x/4 38.r = V l+ sin20, 0 <? <x⁄2 


39.r = /l+cos20, 0 < 0 < x/2 
40. 圆周 的 周 长 ”照例 ,当面 对 一 个 新 公式 的 时 候 , 在 熟悉 的 对 象 上 试 -- 试 它 ,以 确信 它 给 出 与 过 去 经 验 一 至 
的 结果 ,总 是 个 好 想法 .用 等 式 (4) 中 的 公式 计算 下 列 圆周 的 周 长 (a > 0): 


(a)r = a (b)r = a cos 0 (c)r = asin 0 


理论 和 例子 


41. 一 条 极 坐标 曲线 的 长 度 。 假定 必要 的 导数 是 连续 的 ,指出 代 换 
x = f(O)cos 0, y = f(0)sin 8 
(正文 中 的 等 式 (3)) 怎样 把 


变换 为 


42. 平均 值 ”车 /是 连续 的 ,在 曲线 r = Kg),a < 0 < 8 极 坐标 + 对 于 0 的 平均 值 是 


ta = gig AODA. 
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用 这 个 公式 求 下 列 曲线 > 对 0 的 平均 值 (a > 0). 
(a) GEZ r = a(l -= cos 0) 
(b) AR r= a 
(c) 圆周 = acos 0, -nr2 < 0 <= x/2 
43. 为 学 而 写 ”关于 曲线 
r= /(0), ags 
和 
r= 2/(0), ag =< B° 
的 相对 长 度 你 能 够 说 些 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
44. 录 象 带 长 度 “” 绕 在 附 图 所 示 的 录 象 带 卷 轮 上 的 带子 长 度 是 


a / b 2 
L = EN r+ (+) dô. 
其 中 心 是 带子 厚度 H 
eel) 
是 卷 轮 上 带子 的 半径 . 卷 轮 上 带子 的 初始 半径 是 rn, 而 a 是 轴 转 过 的 角度 的 弧度 值 . 


(a) 求 一 个 螺旋 线 作 为 绕 在 卷 轮 上 的 带子 的 模型 ,使 用 极 图 形 ,并 取 ro = 1.75 厘米 和 8 = 0.06 EX. 
(b) 用 解析 方法 确认 工 的 公式 . 

(c) 确定 绕 在 卷 带 轮 上 的 带子 的 长 度 ,如 果 卷 带 轮 转 过 角度 80r, 并 且 ro = 1.75 EXM b = 0.06 EX. 
(d) 假定 b 相对 -在 任何 时 刻 都 非常 小 ,用 解析 方法 说 明 


L, = frao 
0 


是 对 上 的 精确 值 的 极 好 通 近 . 
(e) 对 部 分 (e) 中 给 定 的 值 ,比较 L, ML. 
45.( 续 题 44) 设 n 是 卷 轮 完 整 旋转 的 旋 的 转 数 . 
(a) 求 用 带子 长 度 工 表示 m 的 公式 . 
(b) 当 VCR 运转 时 ,磁带 通过 磁头 以 常 速率 运动 .描述 卷 带 轮 的 速率 和 时 间 的 关系 . 
(c) 假定 VCR 带子 的 计数 器 显示 卷 轮 完整 旋转 的 转 数 .把 计数 值 表示 成 时 间 + 的 函数 . 


指导 你 们 复习 的 问题 


1. 何 时 平面 上 的 有 向 线段 表示 同一 个 向 量 ? 
2. 向 量 怎样 几何 地 相 加 ?代数 地 呢 ? 
3. 如 何 求 向 量 的 长 度 和 方向 ? 


% 了 


实践 习题 ` 801 ` 


. 如 果 一 个 向 量 用 一 个 正 数 乘 , 乘 得 的 结果 跟 原 来 向 量 的 关系 怎样 ?用 零 乘 呢 ? 用 负数 乘 呢 ? 

. 定义 两 个 向 量 的 点 积 (数量 积 ). 点 积 满足 哪些 代数 定律 ?给 出 例子 .什么 时 候 两 个 向 量 的 点 积 为 零 ? 

. 点 积 有 什么 几何 表示 ?给 出 例子 . 

. 一 个 向 量 u 在 一 个 向 量 v 上 的 向 量 投影 是 什么 ?怎样 把 一 个 向 量 写 成 一 个 平行 于 v 的 向 量 和 一 个 垂直 于 v 
的 向 量 之 和 ? 

8. 叙述 向 量 函 数 的 微分 和 积分 法 则 .给 出 例子 . 

9. 你 如 何 定义 运动 的 速度 ,速率 ,方向 ,以 及 沿 一 条 充分 可 微 的 平面 曲线 运动 的 物体 的 加 速度 ?给 出 例子 . 

10. 理想 抛射 体 运动 的 向 量 和 参数 方程 是 什么 ?怎样 求 理想 抛射 体 的 最 大 高 度 ,飞行 时 间 和 射程 ?给 出 例子 . 

11. 什么 是 极 坐标 ?联系 极 坐标 和 策 卡 儿 坐 标的 方程 是 什么 ?为 什么 你 要 从 一 个 坐标 系 变换 为 另 一 个 坐标 系 ? 

12. 极 坐标 缺乏 唯一 性 对 作 图 的 推论 是 什么 ? 举 一 个 例子 . 

13. 你 怎样 画 极 坐标 方程 的 图 形 ? 讨 论 对 称 性 和 斜率 .给 一 些 例子 . 

14. 如 何 求 极 坐标 平面 内 的 区 域 0 < m(6) < r< r,(0),a < 0 < 8 的 面积 ? 举 一 些 例子 . 

15. 在 什么 条 件 下 你 可 以 求 极 坐标 平面 内 的 曲线 r = f(9),a < 0 < 8 的 长 度 ? 举 一 个 典型 计算 的 例子 . 


` ao nm RR 


实践 习题 

向 量 计算 

在 题 1 -4 中, 令 u= 〈(- 3,4) fl v = (2, - 5). 求 (a) 向 量 的 分 量 形 式 和 (b) 它 的 长 度 . 
1.3u - 4v 2u+v 3. - 2u 4.5u 


在 题 5 - 8 中 , 求 向 量 的 分 量 形式 . 

5.《0,1) 旋转 一 个 2x/3 弧度 的 角 得 到 的 向 量 . 

6. SE x 轴 成 x/6 弧度 的 角 的 单位 向 量 . 

7. 在 方向 4i- j 上 单位 长 度 的 向 量 . 

8. 与 (3/5)i + (4/5)j 方 向 相反 的 5 单位 长 度 的 向 量 . 


长 度 和 方向 

用 长 度 和 方向 表示 题 9 - 12 中 的 向 量 . 

9. V2i + V2j 10. -i -j 

H.r = (2cos t)i + (2sin t)j ÆA (0,2) 的 速度 向 量 . 

12.r = (e'cos t)i + (e'sin 1)j 在 1 = in2 时 的 速度 向 量 . 


切 向 量 和 法 向 量 


在 题 13 和 14 中 , 求 曲线 在 点 P 的 单位 切 向 量 和 法 向 量 . 
13.y = tanx, P(x/4,1) 14.2 + y? = 25, P(3,4) 
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向 量 投影 
15. 复制 向 其 uu 和 vv 并 画 出 v 在 u 上 的 向 量 投影 . 
16. H u A v AREE a,b Hce. 


v 


第 15 题 图 第 16 题 图 
在 题 1 7 和 18 中 , 求 , yl ,lul,y'uu'vvy 和 u 之 间 的 角 ,u 在 方向 v 上 的 数量 投影 和 u 在 v 上 的 向 量 投 影 . 
17.v = i+ j, u = 2i+ j 18.v = i+ j, u =- i- 3j 
在 题 19 和 20 中 ,把 u 写 成 平行 于 v 的 向 量 和 垂直 于 v 的 向 量 之 和 . 
19.v = 2j - j, u=i+j 20.v = i- 2j, u=i+j 
速度 和 加 速度 向 量 


在 题 21 和 22 中 ,r(:) 是 平面 上 质点 在 时 刻 : 的 位 置 向 量 . 
(a) 求 速度 和 加 速度 向 量 . 
(b) 求 在 给 定时 刻 的 速率 . 
(c) 求 在 给 定时 刻 速度 向 量 和 加 速度 向 量 之 间 的 炎 角 . 
21.r(:) = (4cos ti) + (Vasin ,)j. t = x/4 22.r(1) = (V3sec i+ (V3tan DEF t=0 
23. 最 大 速率 “平面 上 在 时 刻 : 质点 的 位 置 是 
1 t 


r = 一 让 二 zj. 
vitr 1 + t 


求 质 点 的 最 大 速率 . 
24. 为 学 而 写 :最 小 速率 “平面 上 的 质点 在 时 刻 上 > 0 的 位 置 是 
r(t) = (e'cost)i+ (e'sin t) j. 


求 质点 的 最 小 速率 . 它 是 否 有 -- 个 最 大 速率 ?对 你 的 回答 给 出 理由 


积分 和 初 值 问题 

在 题 25 和 26 中, 求 积分 值 . 
1 . . Ç 2 ln ty， 1 。 

25. [E (3 + 6r)i+ (6x cos xjd 26.| [( ' Jie (+5 )i]a 

在 题 27 - 30 中 , 解 初 值 问题 . 

27. x =- (sin t)i + (cos 1)j, r(0) = j 28. dr = z; 1 + = 让， r(0) = i+j 

29 r vj dr =0, r(0)=i 30. È - 2i- 2j dr | = 4i, r(1) = 3i+3j 
aS? aa 5h rO) = aeDA dha 5t OD = 33 

极 平面 图 形 


画 题 31 和 32 中 的 极 坐标 不 等 式 定义 的 区 域 的 草图 . 


TCA MA fT HEZ H 


实践 习题 ` 803 . 


31.0 < r < 6cos 0 32. - 4sin 0 < r < 0 

Jn EN 33 - 40 中 的 图 形 跟 (a) 到 (1) 的 适当 方程 匹配 .因为 方程 比 图 形 多 ,所 以 有 些 方程 不 跟 任 何 图 形 匹 配 . 
(a)r = cos 20 (b)reos = 1 (c)r = — (d)r = sin 20 
(e)r = 0 (E)r? = cos 20 (g)r = 1+ cos 0 (h)r = 1 - sin 0 
(i)r = I 二 (j)r = sin 20 (k)r =- sin 0 (Dr = 2cos 0 + 1 

33. 34. 


y 


35. 36. 37. 


x 


se 5 
£ 中 


在 题 41 - 44 中 ,(a) 画 极 坐标 曲线 的 图 形 .(b) 生成 图 形 的 6 的 区 间 的 最 小 长 度 是 多 少 ? 


x 


38. 39. 40. 


SR. 
a 
° 


41.r = cos 20 42.rcos 0 = 1 

43.2 = sin 20 44.r =- sin 0 

极 坐标 曲线 的 切线 

在 题 和 5 和 46 中 , 求 在 极点 的 切线 . 

45.r = cos20, O< ? < 2x 46.r = 1 + cos 20, O < ? < 2x 


在 题 47 和 48 中 , 求 曲线 的 水 平 切线 和 竖 直 切 线 的 方程 . 
47.r = 1 - cos(0/2), Og 0 sár. 48.r = 2(1 - sin 8), O = 0 < 2x. 


49. RURKA r = sin 20 在 四 个 瓣 尖 的 切线 的 方程 . 
50. ROŽ r= 1 + sin 0 与 zx 轴 的 交点 的 切线 的 方程 . 
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极 方程 到 笛 卡 儿 方 程 

在 题 51 - 56 中 ,用 等 价 的 笛 卡 儿 方 程 代 替 极 方程 .识别 或 描绘 曲线 . 

51. rcos 0 = rsin 0 52.r = 3cos 0 53.r = 4tan gsec 0 
54. rcos(0 + x/3) = 243 55.r = 2sec 0 56.r = - (3/2)csc 6 
笛 卡 儿 方 程 到 极 方程 

在 题 57 - 60 中 ,用 等 价 的 极 方程 代替 笛 卡 儿 方 程 . 

57.2 + y +5y=0 S8.x+y-2y=0 

59.x2 + 4y? = 16 60.(x +2)2 + (y - 5)2 = 16 

极 平 面 内 的 面积 


求 题 61 - 64 中 所 描述 的 极 坐 标 平面 内 的 区 域 的 面积 . 

61. FRR r = 2 - cos 9 围 的 区 域 . 

62. ZKA r = sin 39 的 一 辩 围 的 区 域 . 

63. 在 “8 形 "r = 1 + cos 20 内 且 在 圆周 r = 上 外 的 区 域 . 

64. 在 心 形 线 r = 2(1 + sin 0) 内 且 在 圆周 r = 2sin 9 外 的 区 域 . 


极 坐标 曲线 的 长 度 

求 题 65 - 68 中 由 极 坐 标 方程 所 给 的 曲线 的 长 度 . 

65.r =- 1 + cos Q 66.r = 2sin 0 + 2cos 0, 0O < 0 < xz/2 
67.r = Bsim(0/3), Og 0 < xw/4 68.r = /l+cos20, -7/2 < 0 < x/2 
理论 和 例子 


69. 航空 ”一 架 飞 机 在 北 偏 东 80° 方向 以 速度 540 英里 / 时 在 静止 空气 中 飞行 , 遇 到 55 英里 / 时 的 北 东 100° 
的 风 . 飞 机 保持 它 的 罗盘 方向 ,但 是 由 于 风 而 得 到 不 同 的 地 面 速率 和 方向 .它们 是 什么 ? 

70. 合力 ”一 个 120 磅 的 力 跟 水 平方 向 成 20° 角 往 上 拉 一 个 物体 . 另 一 个 300 磅 的 力 与 水 平方 向 成 - 5° 往 下 拉 
该 物体 . 求 合力 的 方向 和 长 度 . 

71. ÆR ”一 个 铅球 以 与 地 面 成 20° 角 以 速率 4 英尺/ 秒 离开 投 撕 者 的 高 于 地 面 6.5 英 尺 的 手 .3 秒 钟 后 它 
在 哪里 ? 

72. 标枪 ”一 个 标枪 以 与 地 面 成 45。 角 以 速率 80 英尺/ 秘 离 开 投 掷 者 的 
高 于 地 面 7 英尺 的 手 . 它 飞行 多 远 ? 

73. 旋 轮 ”一 个 半径 1 英尺 中 心 在 C 的 图 形 的 轮子 沿 正 x 轴 向 右 滚 动 ， 
每 秒 转 半 周 ( 见 图 ). 在 1 秒 , 轮 边 上 的 点 P 的 位 置 是 

r(:) = (nt -sinrt)i+ (1 — cos mt)j 

加 (a) 在 区 间 0 < :< 3 描 出 点 P 所 经 历 的 曲线 . yë 

(b) RÉ t = 0,1,2,3 的 速度 v 和 加 速度 向 量 a. wa 
mr 


(e) 为 学 而 写 在 任何 给 定 的 时 刻 , 轮 的 最 高 点 的 前 进 速率 是 多 少 ? | 
C 的 呢 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . j È Pi - " 
74. 独裁 者 ”国内 战争 期 间 的 迫 击 炮 Dictator( “独裁 者 ") 重 达 17 12082, 
必须 把 它 装 在 铁路 车 辆 上 . 它 有 13 英寸 的 炮 膛 ,并 用 20 磅 的 火药 引 


发 200 磅 的 炮弹 . 迫 击 炮 由 Charles Knapp 先 生 在 他 的 位 于 Pittsburgh 的 第 73 题 图 


* xA 6. (AC FIL h 


实践 习题 - 805 ° 


KII Pennsylvania 制造 ,并 被 联邦 军队 于 1864 年 在 Peterburg, Virginia 的 围攻 战 中 使 用 过 . 它 射 多 远 ?这 里 
有 两 种 说 法 .军火 手册 宣称 是 4325 码 ,而 战场 指挥 官 宣称 是 4752 码 . 假 定 发 射 角 是 45°, 那 么 所 需 的 炮 口 速 
率 是 多 少 ? 


75. 香槟 酒 瓶 软 木 塞 的 世界 记录 
(a) 1988 年 ,发射 香槟 酒 瓶 软木 塞 的 世界 记录 是 OER 6 英寸 ,由 英国 皇家 炮兵 的 Michael Hill 上 尉 创造 . 
假定 Hill 上 尉 在 地 面 上 以 45° 角 握 撼 而 坎 木 塞 的 运行 像 一 个 理想 抛射 体 ,软木 塞 离开 酒 瓶 的 速率 是 多 
少 ? 
(b) 一 个 新 的 世界 记录 是 177 英尺 9 英寸 ,1988 年 6 月 5 日 由 Rensselaer 理 工学 院 的 Emeritus Heinrich 教授 
创造 ,从 地 面 以 上 4 英尺 处 以 45° 角 在 New York 的 Woodbury Vineyards 酒 厂 发 射 ,假定 软木 塞 走 一 个 理 
想 轨道 , 它 的 初速 率 是 多 少 ? f 
76. 标枪 — 1988 年 前 东 德 的 Petta Felke 在 Potsdam 创造 一 项 女子 标枪 262 英尺 5 英寸 的 世界 记录 . 
(a) 假定 Felke 以 跟 水 平 线 成 40* 的 角 并 在 高 于 地 面 6.5 英尺 的 高 度 投掷 ,标枪 的 初速 率 是 多 少 ? 
(b) 标枪 达到 的 高 度 是 多 少 ? 
7. 同步 曲线 。 通过 从 理想 抛射 体 方程 


x = (vocos a)t, y = (vosin a)t— + z, 


消去 a 证 明 x? + (y + gt?/2)? = vex. 此 式 指 出 :不 管 发 射 角 多 大 ,同时 从 原点 以 同样 的 初速 度 发 射 的 抛射 
体 在 任何 给 定时 刻 部 位 于 半径 为 ut 中 心 在 (0, - gt?/2) 的 圆周 上 .这 个 圆周 是 抛射 的 同步 曲线 . 

78. 在 阵风 中 击 打 一 个 棒球 ”一 个 棒球 在 地 面 以 上 4 英尺 处 被 击 打 . 它 以 跟 水 平 线 成 18。 角 和 155 英尺 / 秒 的 
初速 度 离 开 球 棒 . 在 击 打 棒球 的 瞬间 ,速率 为 11.7 英尺 / 秒 的 阵风 在 水 平方 向 顶 着 球 吹 过 ,在 球 的 初速 度 
上 加 上 一 个 分 量 - 11.7i. 一 面 10 英尺 高 的 围墙 离 本 多 380 英尺 远 并 在 球 飞行 的 方向 . 
(a) 求 棒球 路 径 的 向 量 和 参数 方程 . 
(b) 棒球 飞行 多 高 ? 它 何 时 达到 最 大 高 度 ? 
(e) 求 棒 球 的 的 射程 和 飞行 时 间 
(d) 何 时 棒球 有 25 英尺 高 ?在 这 个 高 度 棒球 离 本 刍 的 地 面 距离 是 多 少 ? 
(e) 为 学 而 写 ” 击 球 手 击 打 一 个 本 又 打 吗 ? 

79. 线性 拖 搜 ( 续 题 78) ”还 考虑 题 78 的 棒球 问题 .这 次 ,假定 使 用 一 个 拖 搜 系 数 为 0.09 的 线性 拖 搜 模型 . 
(a) 求 棒 球 路 径 的 向 量 和 参数 方程 . 
(b) 棒球 飞行 多 高 ? 它 何 时 达到 最 大 高 度 ? 
(c) 求 棒球 的 的 射程 和 飞行 时 间 . 
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(d) 何 时 棒球 有 30 英尺 高 ?在 这 个 高 度 棒球 离 本 全 的 地 面 距 离 是 多 少 ? 
(e) 击 球 手 击 打 一 个 本 又 打 吗 ? 若 回答 “是 " , 求 一 个 避免 本 至 打 的 拖 搜 系数 .车 回答 “和 否 ”, 求 一 个 允许 本 刍 
打 的 拖 搜 系数 . 

80. 平行 四 边 形 ” 右 图 画 出 平行 四 边 形 ABCD 和 对 角 线 BD 的 中 点 PP. 
(a) HAB 和 丰 表示 到 5. 
(b) HAB MAD RARAP. 
(c) 证 明 P 也 是 对 角 线 AC 的 中 点 . 

81. Achimedes W 形式 为 + = ab 的 方程 的 图 形 称 为 Achimedes WR, 
其 中 a 为 非 零 常数 .这 种 螺 线 相 邻 两 圈 之 间 的 宽度 有 什么 特别 的 吗 ? 


第 80 题 图 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


1. 划船 横 过 河面 ”一 条 直 河 宽 20 米 .在 (x,y) 的 河 的 的 流速 是 
_ _ 3x(20 - x) 

5 100 
一 条 船 在 (0,0) 离开 岸 以 常 速度 在 水 面 划 行 . 它 在 (20,0) 到 达 | 
对 岸 . 船 的 速率 总 是 V20 X /分 . j | | |! | 


j 米 /分 ，0<x < 20. 


(a) 求 船 的 速度 . 

(b) 求 在 时 刻 上 船 的 位 置 
(c) 画 船 的 路 径 的 草图 . 
2. 圆周 运动 ”平面 上 运动 的 一 个 质点 的 速度 和 它 的 位 置 向 量 总 | | 

是 正 交 的 .证 明 质 点 在 一 个 中 心 在 原点 的 圆周 上 运动 . 0 |20 
3. 位 置 向 量 和 加 速度 向 量 之 间 的 夹 角 Ær = (e'cos 1)i+ | 
(e'sin 1)j. 证 明 r 和 a 之 间 的 夹 角 不 变 .这 个 角 多 大 ? 
4. 圆周 运动 ”一 个 质点 沿 平面 上 的 一 个 单位 圆周 运动 . 它 在 时 
刻 :的 位 置 是 r = xi+ yj EP x My EKTA. v.i 第 1 EN EH 
= y, 求 dy/di. 运 动 是 顺 时 针 的 还 是 逆 时 针 的 ? 
5. 在 立方 线 上 的 运动 ”你 通过 形状 为 曲线 9y = <2 (EER DL K APA) 的 充气 管道 发 送 一 个 信件 .在 点 (3,3)， 
v"i=4 和 a.:i=-2. 求 在 (3,3) 的 v.j 和 a.j. 
6. 角 平 分 线 证明 w= |vlu+ |ujv 平 分 u 和 vv 之 间 的 角 . 


极 坐标 
7. (a) 求 极 方程 ” 求 曲 线 
x = ecos t, y = e'sint, — @ <t < @% 
的 极 坐 标 方程 . 
(b) 曲线 的 长 度 。” 求 从 : = 0 到 上 = 2x fi 2 05 C Br. 
8. 曲线 的 长 度 ” 求 极 坐标 平面 上 的 曲线 r = 2si(0/3),0 < 0 < 37 的 长 度 . 
9. 极 面积 — 曾 由 极 坐 标 平面 上 的 曲线 + = 2acos2(0/2) 和 r = 2asin2(0/2),a > 0 围 成 的 区 域 的 草图 并 求 它 
们 的 公共 部 分 的 面积 . 
E io. mh r = cos 50 + ncos 9,0< 9 < r 的 图 ,其 中 整数 mn- -5( 心 形 ) 到 nm = 5( 钟 形 ).( 来 源 ; The College 
Mathematics Journal , Vol.25 , No .1(Jan. 1994). 


空间 中 的 向 量 和 运动 


概述 ”本 章 引 入 三 维 坐标 系 中 的 向 量 .正如 坐标 平面 对 于 研 
究 单 变量 函数 是 自然 的 地 方 ,坐标 空间 是 研究 二 元 (或 更 多 
元 ) 函数 的 地 方 .我 们 通过 添加 第 三 根 轴 在 空间 建立 坐标 系 ， 
该 轴 测 量 在 xy 平面 上 方 和 下 方 的 距离 .这 个 轴 称 为 z 轴 ， 而 
平行 于 它 指 向 正方 向 的 标准 单位 向 量 用 kk 表示 . 

当 一 个 物体 在 空间 行进 时 ,物体 的 坐标 的 方程 yx = fO), 
x y=g(i) 和 z= h(t) 提供 了 物体 运动 和 路 径 的 方程 ,而 这 些 
坐标 是 时 间 的 函数 .采用 向 量 记号 ,我 们 可 以 把 这 些 方程 缩 
写 为 一 个 方程 r = fit g(1)j+ h(t)k, 这 个 方程 给 出 作为 
时 间 的 向 量 函 数 的 物体 的 位 置 . 

在 本 章 里 ,我 们 说 明 如 何 运 用 微 积分 研究 运动 物体 的 路 
径 、 速 度 和 加 速度 . 随 着 内 容 的 展开 ,我 们 会 了 解 这 些 知 识 如 
何 回 答 行星 和 人 造 卫星 的 路 径 和 运动 的 标准 问题 ,而 在 最 后 
一 节 , 我 们 用 新 的 向 量 微 积分 从 Newton 运动 定律 和 引力 定律 
推导 行星 运动 的 Kepler 定律 . 


10.1 空间 中 的 第 卡 儿 ( 直 角 ) 坐标 和 向 量 


EELAM 。 空间 中 的 向 量 。 长 度 。 零 向 量 。 单位 向 量 。 长 度 和 方向 + 距离 和 空 
间 中 的 球 。 中 点 


我 们 的 目的 是 描述 三 维 笠 卡 儿 坐 标 系 .然后 就 可 以 定义 和 研究 空间 向 量 . 


HEILER 


为 给 空间 中 的 点 定位 ,我 们 用 如 图 10.1 那样 安排 的 三 个 互相 垂直 的 轴 . 图 中 所 示 的 轴 组 
成 右手 坐标 系 . 如 果 你 这 样 握 住 你 的 右手 ,大 拇指 以 外 的 手指 从 x 轴 向 y 轴 弯 曲 , 那 么 大 拇指 


` 808 ， 第 10 章 空间 中 的 向 量 和 运动 


指向 正 z 轴 的 方向 . 
空间 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标 (x,y,z) 是 过 点 PP 垂直 于 坐标 轴 的 平面 与 该 轴 的 交点 在 该 轴 上 


的 坐标 . 笛 卡 儿 坐 标 也 称 为 直角 坐标 ,因为 定义 这 种 坐标 的 轴 以 直角 相交 ， 


I| (9. 0, z) 


(x, 0, z) 


Aa (0, y. 0) 


— 
SN 


y= 常数 


图 10.1 向 卡 儿 坐 标 系 是 右手 系 图 10.2 平面 x = 0,y = 0 和 
y = 0 分 空间 成 八 个 卦 限 


x* 轴 上 的 点 的 y 坐标 和 z 坐标 都 是 零 . 即 它 们 的 坐标 是 (x ,0,0). 类 似 地 ,y 轴 上 的 点 的 坐标 
是 (0,y,0).z 轴 上 的 点 的 坐标 是 (0,0,z)( 图 10.2). 

HERE 的 平面 是 xy 平面 , 它 的 标准 方程 是 z = 0;yz 平面 , 它 的 标准 方程 是 x = 0; 
和 xz 平面 , 它 的 标准 方程 是 y = 0. 它 们 的 交点 是 原点 (0,0,0). 

三 个 坐标 平面 x = 0,y = 0 和 xz = 0 把 空间 分 成 八 个 称 为 卦 限 的 部 分 .其 点 的 所 有 坐标 都 
是 正 数 的 卦 限 称 为 第 一 卦 限 ; 对 其 它 卦 限 没有 适当 的 编号 . 


. 例 1 几何 地 解释 方程 和 不 等 式 


(a)z>0 在 xy 平面 内 和 其 上 方 的 点 组 成 的 半空 间 . 
(b)x=-3 垂直 与 x 轴 并 且 在 x = - 3 55 x 轴 相 交 的 平面 ,这 个 平面 平行 于 yz 平 
面 并 且 在 其 后 面 3 个 单位 . 


(ec)z=0,x<0,y>0 xy 平面 的 第 二 象限 . 
(d) x< >0,y >0,z > 0 第 一 卦 限 ， 


(e -1< y=<1 平面 y = - 1 fly = 1 之 间 的 板 形 (包含 平面 ). 
(Ü) y =-2,z = 2 平面 y = ~2 和 z = 2 的 交 线 . 换 句 话说 ,过 点 (0, - 2,2) 平行 于 % 轴 
的 直线 . _ | 


例 2( 画 方程 的 图 形 ) ”哪些 点 P(x,y,z) 满足 方程 
x2 + y’ = 4 和 z 三 3? 
解 点 位 于 水 平平 面 z* = 3 上 ,并且 在 这 个 平面 上 构成 圆周 2 + y? = 4. 我 们 称 这 个 集合 
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为 “平面 z = 3 上 的 圆周 x? + y* = 4” ,或 更 简单 地 , “圆周 x? + y? = 4,z = 3”( 图 10.3). _] 


图 10.3 MA + 2 = 4,z = 3 图 10.4 空间 中 一 点 的 位 置 向 量 


空间 中 的 向 量 
空间 中 的 向 量 类 似 平面 上 的 向 量 ,只 是 多 了 第 三 个 坐标 . 正如 在 平面 上 (9.1 节 ) ,空间 中 
的 向 量 是 有 向 线段 .两 个 这 样 的 向 量 是 相等 的 ,如 果 它 们 有 同样 的 的 长 度 和 方向 . 向量 用 来 表 
示 空 间 中 的 力 ,速度 和 加 速度 .在 本 节 中 ,我们 概述 空间 中 向 量 的 性 质 (它们 跟 9.1 节 研 究 的 平 
面向 量 的 性 质 是 一 样 的 ) . 
E v 是 一 个 起 点 在 点 (0,0,0) 终点 在 (v1,v,v3) 的 向 
量 , 则 v 的 分 量 形式 是 v = 《wv ,v2,v3). 跟 平面 情形 一 样 ， £ OP,=xj +y,j +zk 
这 也 是 点 (vi,vz,zs) 的 位 置 向 量 .从 起 点 Pi(x1,yi,z1) 到 
终点 P2(x ,yz,22) 的 向 量 是 v = P.P; = (x, ~ X1,52 一 
¥1,22 - 21). 


用 从 原点 到 点 (1,0,0),(0,1,0) 和 (0,0,1) 的 有 向 线 


P(x,, Yv Z3) 


段 表示 的 向 量 是 标准 单位 向 量 ,用 ij 和 kk 表示 (图 10.4)， i 
于 是 从 原点 到 典型 点 P(x,y,z) 的 位 置 向 量 就 可 以 写成 
r = OË = xi+ yi + zk. x E [A PEY) 
这 样 ,向量 己 应 = (x>- x1,Y2 ~ Yoz- z) 可 以 写成 OÈ =xi+yj]+zk 
P.P; = (xx — mi)i + (y2 - yi)j + (22 zk 
( 见 图 10.5) .我 们 把 这 作为 空间 向 量 的 主要 记号 . 图 10.5 从 Pj 到 P, BJ H Et E: P. P, = 


加 法 、 减 法 和 数量 乘法 的 定义 跟 在 平面 的 一 样 . 它 。 Ca oO Oa- yú] + (2 - zk 
们 还 具有 同样 的 性 质 和 解释. 
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定义 5 向 量 运 算 

Wau xi+ u j+ wk 和 vv = u + vj + tk 是 向 量 而 是 数 (实数 ) 
加 法 U+ Y = (uj + uj)i+ (u, + )j + (us + v)k 

减法 u-v = (u; -~ vi)i+ (u - v)j+ (uz ~ v,)k 

数量 乘法 ku = (ku,)i + (ku,)j + (kus)k 


CD-ROM 长 度 
WEBsite 
历史 传记 跟 平 面向 量 一 样 ,长 度 和 方向 是 空间 向 量 的 两 个 重要 特征 . 
j William Rowan Hamilton 我 们 通过 对 图 10.6 中 的 三 角形 用 Pythagoras 定 理 求 得 向 量 v = vi 
(1805 — 1865) + V2j+ nk 的 长 度 的 公式 .从 三 角形 ABC 得 


AC| -= Vor, 
再 从 三 角形 4CD 得 
[v| = ui + zj + rak] = |AD| = V| AC + | CD | 


2 2 2 
= VI + U, + V3. 


V=vi+v,j+v,k 


图 10.6 通过 对 直角 三 角形 ABC 
和 4CD 应 用 Pythagorean 定理 求 得 
B v = AD 的 长 度 


EX 空间 向 最 的 长 度 
Y = ui+ u j + sk 的 大 小 (长 度 ) 是 


lv] = |wi+ vj+tvk|= Vo? + 02 + o. 


零 向 量 
空间 中 的 零 向 量 是 0 = (0,0,0) = 0i + 0j + Ok. 跟 在 平面 一 样 ,0 的 长 度 为 零 而 无 方向 . 
单位 向 量 
单位 向 量 n 是 长 度 为 1 的 向 量 .标准 单位 向 量 的 长 度 是 
lil = li+0j+0k|= VI +0y0 -1 
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|j|= Oi+ j+ Ok| = /02 2 2 7 O = 1 
|k| = loi + Oj+ 1k| = VC++ = 1 


这 就 确认 了 标准 单位 向 量 确实 是 单位 向 量 ， 
Ev 0, W v/v| 是 与 v 同 方向 的 单位 向 量 . 


例 3( 求 单位 向 量 ) KSA P1(1,0,1) 到 P,(3,2,0) 的 向 量 同方 向 的 单位 向 量 u. 


解 ”我们 用 PP 的 长 度 除 它 : 
P,P: =G3-Ui+(2-0j+(0-UDk=2+2j-k 
|P P| = VOV + QOV (C = /4 Y 4 + = (9 = 3 
P; P; 2i+2j-k 2. 2. 1 
"=T P] = 3 = 31+ 3j- yk. _ 
长 度 和 方向 


跟 在 平面 的 情形 一 样 .车 v x 0 是 空间 中 的 非 零 向 量 , 则 vw/iv| 是 一 个 在 v 方 向 的 单位 向 


量 . 等 式 


[vi 
| 


KE ”方向 


E v 表示 成 它 的 长 度 和 方向 的 乘积 . 


例 4( 把 速度 表示 成 速率 乘 方向 ) ”把 一 个 质点 的 速度 向 量 v = i - 2j + 3K 表 示 成 它 的 速 
率 和 方向 的 乘积 . 


解 ” 跟 在 平面 的 情形 一 样 ,速率 是 速度 向 量 的 大 小 ,我 们 有 
|v|= VË + (- 22 + 32 = Vi4. 
于 是 ， 
_ v _ .i-2j + 3k 
v = Mira = V14 J 
=vīaf Li 2j k) = (v 的 长 度 ) - (v 的 方向 ) 
- V14 IE vil~ 
RERE: URRE R AER, IH IB] A E, E E R BE. /T4 英尺 / 秒 并 且 在 单位 向 
量 (17 /14)i - (22 /14)j + (3/ V14)k 的 方向 上 运动 . o] 
例 5 一 个 6 牛顿 的 力 F 作 用 在 向 量 v = 2i + 2j -上 的 方向 上 .把 F 表 示 成 它 的 长 度 和 方 
向 的 乘积 . 
E Jm E E 
2i + 2j — k 2i+2j- k 
F =6 = 6 = 6 
| YPI C D š 


=6( 3i+ i- 4x). | 
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距离 和 空间 中 的 球 
空间 中 点 P, 和 P, 的 距离 是 PjP; 的 长 度 . 


We 和 Pal x23 yz, 72) 之 间 的 距离 


| PI P. | = (x2 — x)? + (y> - yi)? + (zz) 


例 6( 求 两 点 之 间 的 距离 ) P,(2,1,5) 和 P,(- 2,3,0) 之 间 


的 距离 是 Roe) o Pena) 
|PiP3| =/(- 2 - 2): + G -— 2 + (0 - 53 
=V16+4+25 
= V45 ~ 6.708. _] 


我 们 用 距离 公式 写 出 空间 中 球面 的 方程 (图 10.7). — 4 
P(x,y,z) 在 中 心 在 Po( xos Yo» Zo) 半径 为 a 的 球面 上 ， 那么 


| PoP | = a ,或 图 10.7 球面 (x - xo)? + (y - 


(x -= xo) + (y — yo)2 + (z — z0) = a. 


Yo)? + (z — zo)? = a. 


半径 为 a 中 心 为 (xo,yo,z0) 的 标准 球面 方程 


(x _ xo )2 + (y _ Yo) + (z 一 zo)? = a? 


例 7( 求 球面 的 中 心 和 半径 ) ” 求 下 列 球 面 的 中 心 和 半径 : 
ty + 2 +3x- 4z+1=0. 
解 ”我 们 用 求 圆周 的 中 心 和 半径 的 办 法 求 球 面 的 中 心 和 半径 :对 含 x,y 和 z 的 项 进行 必 
要 的 配方 ,并 把 每 个 二 次 函数 写成 线性 表达 式 的 平方 . 然后 从 标准 形式 的 方程 求 得 中 心 和 半 
径 . 


x+ 和 +2+3x-4z+1=0 


(= +3x)+ 2 + (2 —4:) = -1 
2 2 2 2 
GENO (59) (32 (58 
2 
[z+ >) tP- Ds- 
从 这 个 标准 方程 ,我们 得 到 xo = - 3/2, Yo = 0, zo = 2Ħ a = /21⁄2. 中 心 是 ( -3/2,0,2) ,半径 
是 V 2172. E 
例 8 解释 方程 和 不 等 式 
(a) ty + 22 < 4 球面 x? + y? + 2 = 4 内 部 
(b) x ++ 2 < 4 球面 2 + y? + 2 = 4 包围 的 球体 . 即 球面 x? + y? + 2 = 4 及 其 


内 部 


PENAMAA la oot ú. . 


习题 10.1 .813 - 


(c) x +y + Z > 4 HRE z + v + 2 = 4 外 部 
(d) = + y) + 22 = 4,z < 0 球面 x? + y+ 2 = 4 被 平面 > = 0 截 下 的 下 半球 面 _ j 
中 点 


线段 中 点 的 坐标 由 平均 值 求 得 ， 


连结 P .(x,,yi, zi) 和 Pal xa, Yz; 22) 的 线段 的 中 点 M 是 点 


[x yi 十 Ya Zí + Z; 
2 , 2 ” 2 


为 了 解 为 什么 ,注意 (图 10.8) P pyp Ip 
OM = OP, + > P.P.) 


X +X YV +y Z +z 
M| 1 aa A 2) 
( 2 2 2 


= OP; + > (0P; - OP.) 
= > 0P, + OP,) 


.P(X y>, Z3) 


Xi 十 2, Vitr, + Zi + Zk 
= 3 十 z j z . 
例 9 连结 p,(3, -2,0) 和 P,(7,4,4) 的 线 
段 的 中 点 是 
[02.24014]. (5,1,2). B o 


2 ` 2 ” 2 
图 10.8 中 点 坐标 是 已 和 P, 的 坐标 的 平均 值 


习题 10.1 


集合 .方程 不等式 

在 第 1 - 10 题 中 ,对 空间 中 坐标 满足 给 定 的 方程 的 点 的 集合 做 几何 解释 . 

l.x= 2,y=3 2.x =-—- 1,z = 0 3.> = 0,z = 0 

4.x = 1,y = 0 S.x + y? = 4,z =- 2 6.x +2 = 4,y = 0 
7.x + 2 + 22 = l,x = O 8.2 + 2 + 2 = 25,y = — 4 


9.22 ty +(z+3) =25,; = 0 10.2. (y- 122 2 = 4.y = 0 
在 第 11 - 16 题 中 ,描述 坐标 满足 给 定 的 不 等 式 或 方程 与 不 等 式 之 组 台 点 的 集合 . 
ll.(a)} x > 0,y>0,z=0 (b)x=0,y<0,z=0 

] 


12. (a) 0< x < 


(b O0<x=<10<y=<1 (O< x<l1l0=<y=<1,0=<z<1 
13.(a) +y + 2 < 1 (b) t+ ytz >l 
14.(a) +y < 1,z = 0 (b x? +y glz = 3 (c) x+ 所 二 1, 对 xz 没有 限制 


15.(a) 2 +y + 22 = 1,z>0 (b z+ + 22 < 1,: > 0 
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16.(a) x = v,: = O (b) x = y, 对 ; RAR tij 
在 第 17 - 26 题 中 ,用 单个 方程 或 一 对 方程 表达 给 定 的 集合 . 
17. (a) 在 (3,0,0) 垂直 于 * 轴 的 平面 

(b) 在 (0, - 1,0) 垂直 于 y 轴 的 平面 

(c) 在 (0,0, - 2) 垂直 于 z 轴 的 平面 . 
18. 过 点 (3，- 1.2) ÁF 


(a)x 轴 的 平面 (b) y 轴 的 平面 (e)z 轴 的 平面 
19. 过 点 (3，- 1,1) 平行 于 

(a)xy 平面 的 平面 (b) yz 平面 的 平面 (c) xz 平面 的 平面 
20. 半径 为 2, 中 心 在 (0,0,0) 位 于 

(a)xy 平面 的 圆周 (b) yz 平面 的 圆周 (c)xz 平面 的 圆周 . 
21. 半径 为 2, 中 心 在 (0,2,0) 位 于 

(a)xy 平面 的 圆周 (b)yz 平面 的 圆周 (c)xz 平面 的 圆周 . 
22. 半径 为 上, 中心 在 点 (- 3,4,1) 位 于 平行 于 

(a)xy 平面 (b) yz 平面 ( c) xz 平面 的 

平面 上 的 圆周 ， 
23. 过 点 (1,3，- 1) 平行 于 

(a)x 轴 (b) y 4 (c)x 轴 的 直线 . 


24. 空间 中 距 原 点 和 点 (0,2,0) 等 距 的 点 的 集合 . 

25. 过 点 (1,1,3) 垂直 与 z 轴 的 平面 与 半径 为 5 中 心 在 原点 的 球面 交 成 的 圆周 . 

26. 空间 中 与 点 (0,0,1) 的 距离 为 2 且 与 点 (0,0, - 1) 距离 为 2 的 点 的 集合 . 

写 出 表达 27 - 32 题 的 集合 的 不 等 式 . 

27. 由 平面 : = 0 和 ; = 1( 平 面 被 包含 在 内 ) 所 围 的 板 形 . 

28. 第 一 卦 限 由 坐标 平面 以 及 平面 x = 2,y = 2 和: = 2 围 成 的 实心 立方 体 . 

29. 由 在 xy 平面 内 和 其 下 方 的 点 组 成 的 半空 间 . 

30. 半径 为 1 中心 在 原点 的 上 半球 面 . 

31. 半径 为 1 中 心 在 (1,1,1) 的 球面 内 部 和 外 部 . 

32. 由 半径 为 1 和 半径 为 2 中 心 在 原点 的 球面 围 成 的 闭 区 域 .( 闭 意味 着 球面 被 包含 在 内 .如 果 球 面 除外 ,我 们 
得 到 由 球面 围 成 的 开 区 域 .这 类 似 于 我 们 用 闭 和 开 描 述 区 间 :“ 闭 " 意味 端点 被 包含 在 内 ,而 “ 开 " 意味 端点 
排除 在 外 . ) 


长 度 和 方向 
在 第 33 - 38 题 中 ,把 每 个 向 量 表示 成 它 的 长 度 和 方向 的 乘积 . 
33.2i + j - 2k 34.9i - 2j + 6k 35.5k 

3, 4 l. l, 1 i j k 

i+ —k 7. =i- >j- => 38. 一 - -4 -> 
36 s i+ 3 Z: Ri z" BIAR 
39. 求 长 度 和 方向 给 定 的 向 量 .尝试 不 用 笔 计算 

长 度 方向 

(a)2 i 

(b) v3 -k 

O i+ $k 

(q)7 $1- i+ k 


习题 10.1 ”815 ` 


40. 求 长 度 和 方向 给 定 的 向 量 .尝试 不 用 笔 计算 . 41. 求 长 度 为 7 在 v = 12i - 5k 的 方向 的 向 量 . 
长 度 方向 42. 求 长 度 为 3 与 v = (1⁄2)i - (1⁄2)j - (1/2)k 方 向 
(a)7 - j 相反 的 向 量 . 
3, 4 
(b) V2 = giek 
13 3. 4, 2 
(o 2 131 i 13* 


(d)a > 0 Ait 517 Zk 
由 点 确定 的 向 量 ; 中 点 和 距离 


在 第 43 - 46 题 中 , 求 
(a) 点 P, 和 P, 之 间 的 距离 


(b) P, P, 的 方向 

(c) 线段 P.P. 的 中 点 . 
43.Pi(- 1,1,5), P,(2,5,0) 44. Pi(1,4,5), P,(4, - 2,7) 
45. P1(3,4,5), P,(2,3,4) 46. P,(0,0,0), P,(2, - 2, - 2) 


47. ŽAB = i+ 4j -2k B B 是 点 (5,1,3), 求 4. 
48. ŻAB = -7i+3j+8k 且 4 是 点 (-2, - 3,6),3 B. 


球面 
在 第 49 和 50 题 中 , 求 有 给 定 中 心 和 半径 的 球面 的 方程 . 
49. 中 心 :(1,2,3) ,半径 ;V14 50. 中 心 :(0, - 1,5) ,半径 :2 
求 第 51 - 56 题 中 的 球面 的 中 心 和 半径 ， 
Sl.(x+2)+y+(z-2)=8 52. [++ 1), [r+ +) + (2+4) = a 
S3.x2 +y + 22 + Àx — 4z = 0 54.x2 + y: + 2 —- 6y + 8z = 0 
SS.2x2 + 22 + 22 + x + y+z = 9 56.3x + 3y? + 322 + 2y — 2z = 9 
理论 和 例子 
57. 到 坐标 轴 的 距离 RÄ P(x,y,z) 到 
(a)x #H (b)y 轴 (e)z 轴 z 
的 的 距离 . f ca, 1,3) 
58. 到 坐标 平面 的 距 商 RA P(x,y,z) 到 | N 
(ayp PE (e)a PM EN 
的 距离 . | N 
59. 三 角形 的 中 线 ”假定 4,B 和 C 是 右 图 所 示 的 薄 的 常 密度 三 | EA 
角形 板 的 顶点 . | | 人 一， 
(a) RA C 到 边 AB 中 点 MM 的 向 量 . E To 
(b) RA C 到 中 线 CM 上 从 C S| M 的 路 线 的 三 分 之 二 处 的 点 A ' 汪 
的 向 量 . A(4, 2, 0) 
(c) K A4BC 的 中 线 的 交点 的 坐标 .根据 5.6 节 习 题 的 第 29 
题 , 这 个 点 是 薄板 的 质心 . 第 59 题 图 
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60. 几何 和 向 量 ”求人 原点 到 顶点 为 
A(l1, - 1,2) B(2.1.3)， 和 C(- 1,2, - 1) 

的 三 角形 的 中 线 交 点 的 向 其 . 

61. MAE it ABCD 是 空间 中 的 一 个 一 般 的 四 边 形 . 不 必 是 平面 的 .证 明 连 结 ABCD 的 对 边 中 点 的 线段 互相 
平分 .( 提 示 :证明 两 线段 有 同 -- 中 点 .) 

62. 为 学 而 写 。 从 平面 上 的 -个 正 多 边 形 的 中 心 到 各 个 顶点 做 向 最 .证 明 这 些 向 量 的 和 是 零 . (提示 :如果 你 
绕 原点 旋转 多 边 形 会 发 生 什 么 ?) 

63. 三 角形 ”假定 4,8 和 CC 是 ~- 个 三 角形 的 顶点 ,而 a.5, 和 .分别 是 相对 边 的 中 点 .证 明 访 + 成 + 让 = 0. 


点 积 和 义 积 


点 积 。 点 积 的 性 质 。 PECE) 向 量 和 投影 。 空间 中 两 个 向 量 的 又 积 。 叉 积 的 性 质 
的 公式 。 |u x v 是 平行 四 边 形 的 面积 。u x v 的 行列 式 公式 。 转 矩 。 三 元 数量 积 或 箱 积 


在 本 节 里 ,我们 首先 把 在 9.2 节 研 究 的 点 积 定义 推广 到 空间 .然后 对 空间 中 的 向 量 引入 一 个 
新 的 积 , 称 为 叉 积 .又 积 对 于 空间 几何 是 有 用 的 ,比如 ,为 描述 平面 的 倾斜 ,需要 确定 一 个 垂直 于 
该 平面 的 向 量 .这 个 向 量 告诉 我 们 平面 的 “倾斜 ", 正 像 斜 率 或 倾角 描述 直线 在 平面 如 何 倾斜 


点 积 


空间 中 两 个 向 量 的 点 积 (或 内 积 ,数量 积 ) 以 对 平面 向 量 同样 的 方式 定义 ( 见 9.2 节 ). 当 把 
两 个 非 零 向 量 u 和 v 的 起 点 放 在 一 起 时 ,它们 形成 一 个 大 小 0 < 0 < 的 角 . 


定义 ”点 积 (内 积 ) 
向 量 u 和 v 的 点 积 (内 积 )u . v 是 数 


ny= lallvicos0， 


其 中 9 是 au 和 v 之 间 的 角 . 


在 9.2 节 ,我 们 证 明了 ( 见 定理 1) 点 积 可 以 用 向 量 的 分 量 表示 .同样 的 证 明 导 出 下 列 公式 . 


CD-ROM 
点 积 的 计算 


WEBsite AA 
历史 传记 | 
` Carl Friedrich Gauss | U Y = WV + Wr + usb. 


# u = wit uj + usk fll v = vit uj + vak, 则 


š 


* (1777 — 1855) 


这 样 , 求 两 个 给 定向 量 的 点 积 ,我 们 把 它们 的 1 ,j- 和 kk- 分 量 分 别 相 乘 ,再 把 结果 相 加 . 
这 个 过 程 跟 平面 向 量 一 样 ,唯一 不 同 是 在 平面 情形 只 有 两 个 分 量 ， 
l 把 内 积 定义 中 的 6 解 出 来 ,就 得 到 求 空间 中 的 向 量 之 间 夹 角 的 公式 ， 
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非 零 向 量 之 间 的 夹 角 
两 个 非 零 向 量 u 和 vY 之 间 的 夹 角 是 


例 1( 求 空间 中 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 ) 求 u=i-2j-2k 和 v = 6i+3j+2k 之 间 的 夹 角 . 
解 ”由 上 面 的 公式 得 
u.v =(1)(6) + (-2)(3) + (- 2)(2) =6-6-4=-4 
ju =/(12 + (22 + (222 = /9 = 3 
[v| =V (6)2 + (3)2 + QY = ,/49 = 7 


0 =co0 (TT) = cs 3575) == 1.76 rad. _ | 


点 积 的 性 质 
我 们 可 以 用 点 积 的 分 量 形式 证 明 下 列 性 质 (它们 跟 9.2 节 研 究 的 平面 向 量 的 情形 相同 ) 


点 积 的 性 质 ” 若 u,y 和 ww 是 任意 向 量 , 而 “是 数 , 则 


1.u.y = vu 2.(cul.v=u' (cv) = cu. v) 
3.u (v+ w) = u° v + u ° w 4.u:u= |ul’ 
5.0-u = 0 


垂直 ( 正 交 ) 向 量 和 投影 
跟 平 面向 量 的 情形 一 样 ,两 个 非 零 向 量 a 和 ，v 是 垂直 的 或 正 交 的 , 当 且 仅 当 u.v-=0ou=- 
PÒ 在 一 个 非 零 向 量 v = PŠ 上 的 投影 向 量 (图 10.9) 是 由 从 0 到 直线 PS 做 垂 线 而 得 的 向 量 
县. 这 跟 平 面向 量 的 情形 完全 一 样 (9.2 节 ). 这 个 向 量 的 记号 是 
projvu (u Æ v KAMER) 


Q Q 


v 


l 

1 

! 

I 

I 

| 

j) 
P R S R P S 
E 10.9 u 在 v 上 的 向 量 投 影 


如 果 唱 表示 一 个 力 ,那么 proj, u 表示 在 方向 v 的 有 效力 (图 10.10). 
proj, u 的 计算 跟前 面 一 样 . 
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x u 在 v 上 的 向 量 投影 : 
| projy u = (y (1) 


数 |u|cos 9 称 为 u 在 方向 v 的 数量 分 量 .因为 


. y 
uleos 0 = F = TT (2) 
v 


我 们 可 以 通过 AR v 的 方向 求 数量 分 量 . 


/ 
< y u — proj u 
Jj =u 一 
一 
—— 
ç 
T ， 
proj, u 
图 10.10 如果 我 们 用 力 u 拉 一 个 箱子 ,在 v 图 10.11 把 u 写 成 平行 和 垂直 于 v 的 向 
方向 的 有 效力 是 wu 在 v 上 的 向 量 投影 ÉE Z fl 


例 2( 求 向 量 投影 ) 求 u = 6i+3j+2k 在 y =i-2j-2k 上 的 向 量 投 影 和 tu 在 方向 v 的 
数量 分 量 . 
解 用 等 式 (1) >K proj, u: 


. u° v 6-6-4, ñ 
provu = Ç =Y 4 4 - 2j - 2k) 
4 ，， : 4. 8. 8 
=- g Í- 2j - 2k) = - gi + 9j + ok. 


用 等 式 (2) K u 在 方向 v 的 数量 分 量 : 


on. Y oea (3 5-4k) 
|uļcos 0 =u Tyf = (6f + 3j + 2k) (3i- $j- $k 


4 4 
=2-2- 5% =- 5. o 


跟 平 面向 量 一 样 RI LE 4 Ej st u RRR + 3E fT 3 v B 18] Et #ll— 4 3 Ër + v 0 [5] 
量 之 和 .正如 图 10.11 所 显示 的 ,我 们 用 公子 
u = projva + (u - projyu). 


完成 这 件 事 . 


例 3( 作 用 在 太空 船上 的 力 ) 一 个 力 F = 2+ j- 3k 作 用 在 速度 为 v = 31 -j 的 太空 船上 . 
把 下 表示 成 一 个 平行 于 v 的 向 量 和 一 个 垂直 于 v 的 向 量 之 和 ， 
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解 F =projyF + (F - projyF) 
-EY [F - E) 
vev vev 


6-1 6-1 
-(f (r - (571) 
= Gi - p) + (2i +j-3k- 5G- p ) 
= [i - >i) + (3i+ >j - 3k). 
解释 : 力 (3/2)i - (1/2)j 是 平行 于 速度 向 量 v 的 有 效力 . 力 (1/2)i+ (3⁄2)j - 3k Ë + v. 
为 验证 这 个 向 量 正 交 于 v, 我 们 求 点 积 : 


(Bi+ Žij- 3k): G3i-j) = 


-2-0 E 
空间 中 两 个 向 量 的 又 积 

我 们 假定 在 空间 给 定 两 个 非 零 向 量 u 和 v. 如 果 u 和 v 不 平行 ,那么 它们 决定 一 个 平面 .我 
们 用 右手 法 则 选择 一 个 垂直 于 这 个 平面 的 单位 向 量 n. 这 意味 着 我 们 选择 n 是 一 个 单位 (标准 ) 
向 量 ,在 你 的 右手 的 拇指 以 外 的 四 指 沿 着 从 um 到 v 的 角 0 卷曲 时 ,n 指向 拇指 所 指 的 方向 
(图 10.12). 向 量 积 u x v(u X v) 则 是 下 列 向 量 


定义 ”向量 (又 ) 积 


uxv=(jul||visn 0)n 


10.12 u xv 的 构成 


向 量 u x v 正 交 于 wu 和 v, 因 为 它 是 n 的 数量 倍数 .由 于 记号 叉 (x),u 和 vv 的 向 量 积 常 被 称 
为 uu 各 v 的 叉 积 . 

如 果 u 和 v 中 的 一 个 或 两 个 是 零 , 我 们 定义 u xv 是 零 .这 样 一 来 ,un 和 v 的 义 积 是 零 , 当 且 
仅 当 和 vv 平行 或 它们 中 的 一 个 或 两 个 为 零 . 


平行 向 量 
非 零 向 量 u 和 vY 平 行当 且 仅 当 uxv = 0. 
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又 积 的 性 质 的 公式 
叉 积 服从 下 列 法 则 


又 积 的 性 质 iu, vA w 是 任意 向 量 , 而 r,s 是 数 , 则 
1.(ru) x (sv) = (rs)(u x v) 
2.ux (v + w) = ux V + U x w 


3.(vy+w)xu= vxu+w xu 


4.v x u = - (u x v) 
5.0 x ú = 0 

比如 ,为 直观 看 出 性 质 4, 我 们 注意 当 我 们 的 右手 四 指 从 v 到 u 沿 着 角 0 弯曲 时 ,拇指 指向 

相反 的 方向 ,于 是 我 们 在 形成 v x u 时 选择 的 单位 向 量 是 我 们 形成 ux v 时 选择 的 单位 向 量 的 


负 向 量 ( 图 10.13). 


k=ixj=-(jx D 


j= kxi= -( xk 


i=jxk=- (kx j 
10.13 yx 的 构成 图 10.14 i,j 和 kk 两 两 的 又 积 


通过 把 叉 积 定义 用 在 等 式 两 端 并 比较 结果 可 以 验证 性 质 1. 性 质 2 在 附录 中 证 明 . 在 性 质 2 
的 等 式 两 端 乘 以 - 1, 再 用 性 质 4 颠倒 积 的 次 序 ,就 推出 性 质 3. 性 质 5 由 定义 推出 .通常 ,又 积 
乘法 是 不 满足 结合 律 的 ,因为 (u x v) xw AEF uf v 所 在 的 平面 上 ,而 ux (vxw) 在 v 和 w 
所 在 的 平面 上 . 

当 我 们 用 定义 两 两 计算 i,j 和 的 又 积 时 , 便 得 到 (图 10.14) 


ixj=-(jxi) =k V i 
jxk=-(kxj)=i (J 
kxi=-(ixk)=j i 

和 为 记 住 这 些 乘 积 
本 所 用 的 图 示 
ixi=jxj=kxk= 0. 

lux v| 是 平行 四 边 形 的 面积 

因为 n 是 单位 向 量 ,u x v 的 大 小 是 
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M= 
juxv|= |allvyllsnbllnl = lullv|sin 8. | J 
=|ux v| 


这 是 由 u 和 v 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 (图 10.15). 


| 

I 
|u| 是 平行 四 边 形 的 底 , 而 |v| | sin 9| 是 高 . sel 
| 


ux v 的 行列 式 公 式 u 
我 们 的 下 一 个 目标 是 通过 u 和 v 相对 于 笛 卡 儿 坐 标 系 图 10.15 “和 Y 确 定 的 平行 四 边 形 
的 分 量 计算 u x v. BE 
u = uji+uj+uk, v = i+ bj + vk. 
那么 由 分 配 律 和 i,j 和 k 相 乘 的 法 则 告诉 我 们 
ux v =(u+ uj + zsk)x(oi+ojr+ nk) 注 :行列 式 |“ | -a 
= uvi x i+ wvixj+ uvixk S sd 
+ ux j x i+ uzuj x j + uvjxk 例 s: N = (2)(3) - (1)(- 4) 
+ uzvik x i + uzvk x j + wvk x k 6 
= (uzv; — uav2)i — (uiv3 = usv1)j a, G as 过 总 
+ (ujv - wvi)k. bi ba bieman S 
最 后 一 行 跟 符号 行列 式 e a o T 
让 本 二 | 
ul u us cl G aut 
| V2 03 -5 3 I 
展开 式 的 项 相同 . AR S 
于 是 我 们 得 到 下 列 法 则 . ts "E 
eo aja 
用 行列 式 计 算 叉 积 u= ui + uj + usk 2 1 
flv = i+ v2j + vk, W wo, | 
i j kj. =- S(t ~ 3) -3(2 +4) +1(6+4) 
Uuxv= u ih us =10-18+10=2 
VI V2 23 


= 2i+j+k 和 vy =- 人 和 ++k, 求 uxy 和 vx au. 


例 4( 用 行列 式 计算 又 积 ) #u 
i j k 
解 ux v= 1.1 5 s 2 
-4 3 1 
= ~ 2i — 6j + 10k 


Y x ú =- (ü x v) = 2i + 6j - 10k 
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例 $( 求 垂直 于 一 平面 的 向 量 ) REAT P(1, - 1,0) ,0(2,1, -1) 和 R(-1,1,2) 所 在 
的 平面 的 向 量 . 
解 ”向 量 PO x 天 垂直 于 平面 ,因为 它 垂直 于 平面 上 的 两 个 向 量 . 利 用 分 量 我 们 求 得 
PQ =(2- i+ (1+1)j+ (-1-0)k = i+2j - k 
PR =(- 1 - Di+ (1 + 1)j + (2 - 0)k =- 2i + 2j + 2k 


ij k 
ER 2 =i 1 -1 1 2 
POxPR=| 1 2 -1|=- i- j+ k 
2 2 22> 9 E27 0 
2 9 
= 6i + 6k. 也 | 


例 6( 求 三 角形 的 面积 ) ” 求 顶点 为 P(1, - 1,0),0(2,1, - 1) 和 R(2,1, - 1) 的 三 角形 的 
面积 (图 10.16). 


解 ” 由 P,Q 和 R 所 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 是 


| PO x PR] = |6i + 6k| ( 例 5 的 值 ) 
=v (6)2 + (6)2 = V2. 36 = 6V2. 
三 角形 的 面积 是 这 个 值 的 一 半 ,或 3V3. _ 


图 10.16 三 角形 PQR 的 面积 是 | 到 x PR |i —Æ. (BJ 6) 


例 7( 求 平面 的 单位 法 向 量 ) REEF P(1, - 1,0),0(2,1, - 1) fl R(- 1,1,2) 所 在 平 
面 的 单位 向 量 . 
解 ”因为 PO x 硕 垂 直 于 平面 , 它 的 方向 nm 是 垂直 于 平面 的 单位 向 量 . 取 例 5 和 例 6 的 值 
我 们 有 
_ POxPR _6i+6k 1, 1 
"S TP0x PR| ° eh A n" — 


HE 
当 我 们 在 扳手 上 用 一 个 力 下 转动 一 个 螺栓 时 ,我 们 产生 一 个 转 矩 作用 在 螺栓 的 轴 上 以 使 螺 
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栓 前 进 , 转 矩 的 大 小 依赖 力作 用 在 扳手 多 远 的 地 方 和 多 大 的 在 作用 点 垂直 于 扳手 的 力 .我 们 测量 
转 矩 大 小 的 数 是 杠杆 r 的 臂 长 和 了 的 的 垂直 于 r 的 数量 分 量 的 乘积 .按照 图 10.17 的 记号 ， 
转 矩 的 大 小 = |r] |F| sin 0, 
或 |r x F| .如 果 令 EW BRA B) 98338 6] FE kE Jy [n] B) i In] Et , JÉ Z F 5E [5] Et BJ Së 3⁄2 < zx Jë 
rx 下 ,或 
HEE = (|r| |F|sin 0)n. 
回想 起 当 u 和 v 平 行 时 我 们 定义 uxv 为 零 .这 跟 转 矩 的 解释 正好 是 吻合 的 .假如 图 10.17 中 的 
力 下 平行 于 扳手 , 即 我 们 试图 通过 沿 着 扳手 的 柄 的 方向 拉 或 推 扳手 ,所 产生 的 转 矩 为 零 . 


转 矩 n 


FEEF r B!) 
分 量 .其 长 度 


是 |F| sin 8. 
m 10.17 ” 转 矩 向 量 表达 为 F 图 10.18 PF 在 忆 作 用 的 转 矩 大 
驱动 螺 检 向 前 的 趋势 小 是 大 约 56.4 英尺 - 磅 .( 例 8) 


例 8( 求 转 矩 的 大 小 ) ”图 10.18 中 的 力 在 支点 P 产生 的 转 和 矩 的 大 小 是 
[PO x F| = |PÓ | |F |sin 70° 
= (3)(20)(0.94) 


= 56.4 3: N - 磅 . _ | 
三 元 数量 积 或 箱 积 
积 (u x v).w 称 为 uvy 和 w( 按 这 个 次 序 ) 的 三 元 数量 积 . 正如 从 公式 
|(axv.wl= laxviliwleos8 


看 到 的 , 积 的 绝对 值 是 由 u,v 和 w 确定 的 平行 六 面体 (以 平行 四 边 形 为 侧面 的 盒 形 ) 的 体积 
(图 10.19). 数 |u x y| 是 平行 四 边 形 底 的 面积 . 数 |w| |cos 0| 是 平行 六 面体 的 高 ,由 于 这 个 几 
何 解释 ,(u x v).w 也 称 为 uv 和 ww 的 盒 积 . 

把 vy 和 w 以 及 w 和 u 确 定 的 平面 作为 平行 六 面体 的 底 所 在 


的 平面 ,我 们 看 出 
(u x v) * w = (v x w) ` u = (w x u) + v. 注 : 在 三 元 数量 积 中 ,点 和 又 
由 此 ,我 们 还 得 到 可 交换 而 不 改变 其 值 


(axy).w= um'(vyxw) (点 积 与 又 积 可 交换 ) 
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CD-ROM 


高 = |w | |cos o| 


Æ 10.19 数 |(uxv).w| 是 
体积 = 底面 积 :高 平行 六 面体 的 体积 


= gx v |- |wl|lcos@| 
=|(ux v): w| 


三 元 积 可 以 用 行列 式 计算 


WEBsite us 213| . ur Us|. ul Uu 
. 、 (ux v) - w = i- j+ k| . w 
y | 历史 传记 V2 V3 v b v v 
Hermann Grassmann L2 ua uj u3 u uo 
809 — 187 = wi - w + 105 
(l 1877) v2 ya n i ú v 


例 9( 求 平行 六 面体 的 体积 ) RKA u -= i+2j-k,v = - 2i + 3k #l w = 7j-4k 确 定 的 愈 


形 (平行 六 面体 ) 的 体积 . 


E ”用 一 个 计算 器 我 们 求 得 


1 2 ~l 
(uxW w= |-20 3 =-23. | ; 
0 7 -4 


体积 是 (u x v) - w = 23 个 立方 单位 . o 
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习题 10.2 


点 积 和 投影 


在 第 1 -6 题 中 , 求 


(a v-u, v| , lu] (b)v 和 之 间 夹 角 的 余弦 

(c)v 在 方向 u 的 数量 分 基 . (d) 向 量 projvu. 
1.v = 2i- 4j+V5k, u=- 2i + 4j - /5k 2.v = (3⁄5)i + (4/5)k, u= 5i + 12j 
3.v = 10i+ 11j- 2k, u= 3j + 4k 4.v = 2i+ 10) - llk, u = 2i+2j + Kk 
5.v = 5j- 3k, u=i+j+k 6.v=-i+j, u= 2i+ J3j + 2k 
分 解 向 量 
在 第 7 - 9 题 中 ,把 v 写成 平行 于 u 的 向 量 和 垂直 于 u 的 向 量 之 和 . 
7.u =3j+4k, v=i+j 8u= jrk, v=i+j 


9.u=8+4j- 12k, v=i+2j-k 
10. 向 量 的 和 wu = i+(j+k) 已 经 是 平行 于 i 的 向 量 和 垂直 于 i 的 向 量 之 和 .如 果 你 在 分 解 a = projvu + 
(u - projyu) PS v = i, 是 否 得 到 projyu = i M u -— projyu = j + k? 试 试看 并 说 明理 由 . 


向 量 之 间 的 夹 角 

在 第 11 - 14 题 中 , 求 向 量 之 间 的 夹 角 , 精 确 到 百 分 之 一 弧度 . 

lllu=2i+ j, v=i+2j-k 12.u = 2i- 2j+ k, vY = 3i+ 4k 
13.u = ji 7j, v = /3i+ j -— 2k 14.u = i+ /2j- vk, v=-i+j+k 


15. 方向 角 和 方向 余弦 疝 量 v = ai+ bj + kOKO a, My 定义 如 下 : 
a 是 v 和 正 x 轴 的 夹 角 (0 < < < w) 
8 E v MUE > 轴 的 夹 角 (0 < a x) 
y Ë v 和正 : 轴 的 夹 角 (0 < a < z). 
(a) 证 明 


< 
< 
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cos Q = ToT cos 8 = RT: cos y = mv] 
fl cos? a + cos? 8 + cos? y = LERRA v 的 方向 余弦 . 

(b) 单位 向 量 由 方向 余弦 构造 ”证 明 若 v = ai+ bj + ck 是 一 个 单位 向 量 , 则 cc, 和 < 是 v 的 方向 余弦 , 

16. 供水 总 管 建设 ”供水 总 管 的 铺设 中 ,在 北方 向 的 坡度 为 20% ,而 东方 向 的 坡度 为 10% .确定 总 管 从 北向 东 


需要 的 角 6. 


又 积 计算 
在 第 17 ~ 24 题 中 , 求 uxv 和 vxnu 的 长 度 和 方向 ( 当 方向 有 定义 时 ). 
17.u=2-9j-k，v=i-k l8.u= 2i+3j, v=-i+j 
19.u = 2i- 2j+4k, v=-i+j-2k 20.u=i+j-k, v= 0 
2u = 2i, v=--3j 22.u -ixj v=jxk 
23.u=-8i-2j-4k，v=2+2j+k 24.u = Ži- Tj +k, v =i+j-+ 2k 
在 第 25 - 28 题 中 , 画 出 坐标 轴 和 以 原点 作 起 点 的 向 量 u,v flu x v. 
25.u= i-k, v=j 26.u= i-k, v=j+k 
27.u=i+j, v=i-j 28.u = j+2k, v=i 
空间 中 的 三 角形 
在 第 29 - 32 题 中 : 
(a) 求 由 点 P,Q 和 尺 确 定 的 三 角形 的 面积 . (b) 求 一 个 垂直 二 平面 POR 的 单位 向 量 . 
29. P(1, -1,2),0(2,0, =- 1), R(0,2,1) 30. P(1,1,1), Q(2,1,3), R(3, - 1,1) 
31. P(2, - 2,1), Q(3, - 1,2), R(3, - 1,1) 32. Pí- 2,2,0), Q (0.1, ~ 1), R(- 1,2, — 2) 
三 元 数 积 
在 第 33 - 36 题 中 ,验证 (uxv:w=(yxw)'.u=(wxu).vy 并 求 由 uly 和 w 确 定 的 平行 六 面体 ( 盒 形 ) 的 
体积 . 
u v w 
33.2i 2j 2k 
34.i-j+k 2+ j- 2k -i+2j-k 
35.2i +j 2i-j+k i+ 2k 
36.i + j - 2k -i-k 2i + 4j - 2k 
理论 和 例子 


37. 为 学 而 写 :平行 和 垂直 向 量 设 au=5i-j+kv=j-5sk',w=-1lsi+3j-3k. 其 中 哪些 向 量 (a) 平行 "(b) 
正 交 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 


aeaa nrr I 
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38. 为 学 而 写 :平行 和 熏 直 向 量 设 au=i+2j-kv=-i+j+rkw=i+kr=-(r《2)i-rj+(r2)k. 其 
中 哪些 向 量 (a) 平行 ?(b) 正 交 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 

在 第 39 和 40 题 中 . 求 力 F 在 螺栓 的 点 已 所 施加 的 转 矩 的 大 小 ,假定 | PO | = 8 英寸 和 |F| = 30 磅 .以 英尺 - 

磅 作 单位 回答 . 

39. 40. 


41. 下 列 判断 哪些 永 真 ?哪些 不 是 永 真 . 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


(a) |u| = /u+ u (bi u-u= |ul ((Jux0 = 0xu=0 
(djyux (- u) = 0 (euxv= vxu (fj ux (v+ w) = ux V+ U x W 
(g) (ux v)- v = O (h) (u x v) * w = u+ (v x w) 

42. 下 列 判断 哪些 永 真 ? 哪 些 不 是 永 真 .对 你 的 回答 给 出 理由 . 
(a) u'v= veu (b)ux v =-(vx u) (c) — (u) x v =- (u x v) 


(d) (cu) -v = u» (ev) = clu'Y) 任意 < 
(e) c(ux v) = (cu) xv = ux (cv) 任意 < 


(u:u= |u]? (gl (uxu'u=0 (h) (ux v) * u = v- (ux v) 
43. 给 定 非 零 向 量 u,v 和 w, 适 当 用 点 积 和 又 积 记号 表达 下 列 对 象 . 

(a) u 在 v 上 的 投影 ， (b) 垂直 于 u 和 v 的 一 个 向 量 , 

(c) 垂直 于 uxv 和 ww 的 一 个 向 量 ， (d) 由 u,v 和 w 确 定 的 平行 六 面体 的 体积 . 


44. 给 定 非 零 向 量 u,v 和 w, 适 当 用 点 积 和 叉 积 记号 表达 下 列 对 象 . 
(a) 正 交 于 yu xv 和 uxw 的 一 个 向 量 . (b) 正 交 于 u+y 和 u-v 的 一 个 向 量 . 
(¢) 长 度 为 |u| 在 v 的 方向 的 一 个 向 量 . (d) H uFi w 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
45. 为 学 而 写 。 设 u,v 和 和 w 是 向 量 .下 列 各 式 哪些 有 意义 ,哪些 没有 意义 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
(a) (u x v) ' w (b) ux (v: w) (c) u x (v x w) (d) u» (v ° w) 
46. 为 学 而 写 :三 个 向 量 的 又 积 ”证 明 除 去 退化 情形 ,(ux v) x w 位 于 u 和 v 的 平面 ,而 u x (y x w) 位 于 y 和 
w 的 平面 .退化 情形 是 什么 ? 
47. 又 积 中 的 消去 ”车 (uxv) = (uxw) 和 wu 0, 是 否 v < w? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
48. 二 重 消去 若 uzx0, 并 且 uxv=uxw 和 uvy-u'w, 是 否 v = w? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 


平面 内 的 面积 
求 顶 点 给 在 第 49 - 52 题 中 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


49.4(1,0),B(0,1),C(- 1,0),D(0, - 1) S0.4(0,0),B(7,3),C(9,8),D(2,5) 
51.A(- 1,2), B(2,0),C(7,1)}, D(4,3) 52.4(- 6,0), B, — 4), C(3,1), D(- 4,5) 
求 顶 点 给 在 第 53 - 56 题 中 的 三 角形 的 面积 . 

53.4(0,0),B(- 2,3), C(3,1) S4.AC- 1, - 1), B(3,3),C(2,1) 

55.A(- 5,3), B(1, - 2), C(6, - 2) 56. 4(- 6,0), B10, - 5), C( — 2,4) 


57. 为 学 而 写 : 三 角形 面积 R ay 平面 上 顶点 为 (0,0),(a ,oa)) Mb b) 的 三 角形 面积 的 公式 .解释 你 的 工作 . 
58. 三 角形 面积 RAAH, a), (bi, b2) 和 和 (cl,cs) 的 三 角形 面积 的 简明 公式 . 
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10.3 空间 中 的 直线 和 平面 


空间 中 的 直线 和 线段 。 空间 中 的 平面 方程 。 相交 直线 


在 一 元 微 积分 中 ,我 们 从 直线 开始 ,并 应 用 直线 的 知识 人 研究 平面 曲线 .我 们 研究 了 切线 ,并 
且 发 现 ,在 高 倍数 放大 后 ,可 微 曲 线 是 充分 线性 的 . 
为 在 下 一 章 研究 多 变量 微 积分 ,我们 基本 上 以 同样 的 方式 开始 .我 们 以 平面 作为 出 发 点 ， 
并 应 用 平面 的 知识 研究 作为 清 数 图 形 的 空间 曲面 . 
本 节 说 明 如 何 用 数量 积 和 向 量 积 表达 空间 中 的 直线 .线段 和 平面 ， 


空间 中 的 直线 和 线段 

在 平面 上 ,直线 由 一 个 点 和 表示 斜率 的 一 个 数 确定 .类 似 地 ,空间 中 的 直线 由 一 个 点 和 给 
出 直线 方向 的 一 个 向 量 确定 . 

假定 了 是 一 条 过 点 Po( xo,y6,z0) 的 平行 于 向 量 v 的 直线 . 则 工 是 使 Po 让 平行 于 vy 的 所 有 点 
P(x,y,z) 的 集合 (图 10.20). 于 是 对 某 个 数值 参数 :有 Po = iv. i 的 值 依赖 点 P 在 直线 上 的 
位 置 ,并 且 1 的 定义 域 是 (- % x). EP b = iv 的 展开 形式 是 


(x = xo)i+ (y = yo)j+ (z — zo)k = ¿(v;i + vj + vk), 


Po(x9 o: wW 
j 


L s š P(<x. v. z) 
— 
0 E 10.20 4 H 2 4 Po P Æ v BJ 3⁄ 
值 倍数 ,点 PP 位 于 过 Po 平行 v 的 直 
y 

RE. 

R: 

这 个 方程 时 以 写成 
xi + yj+ zk = xoi + yoj + zok + (vii + vj + vak) (1) 


如 果 r(t) 是 点 P(xz,y,z) 在 直线 上 的 位 置 向 量 , 而 ro 是 点 Pol xo, Yos zo) 的 位 置 向 量 , 方 
程 (1) 给 出 空间 中 的 直线 方程 的 下 列 向 量 形式 . 


直线 的 向 量 方 程 

过 点 Po( x0,yo,z0) 平行 于 v 的 直线 的 向 量 方程 是 
r(t) =+, — %@ <i < %, (2) 

其 中 r 是 地 上 的 点 P(*,y,z) 的 位 置 向 量 , 而 ro 是 Pol xo, yo, zo) 的 位 置 向 量 . 
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方程 (1) 的 两 端的 对 应 分 量 的 方程 给 出 包含 参数 的 三 个 数量 方程 : 
X = Xo + t|, y = yo + Wis z = Zo + tus. 


这 些 方程 给 出 对 参数 区 间 - o < 4 < % 的 直线 的 标准 参数 化 . 


直线 的 参数 方程 
过 Pol xo, Yo» zo) 平行 于 v = v i + vj + uk 的 直线 的 标准 参数 化 是 
x = xo + vj, y = Yo + tv2, Z = Zo + tua, -Ù < t < % (3) 


CoM 例 1( 参 数 化 过 一 个 点 平行 于 一 个 向 量 的 直线 ) RA- 2,0,4) FF 2i + 4j- 
c€ 2k 的 直线 的 参数 方程 (图 10.21). 
E SHAG) 中 的 Palto yoz) 等 于 (- 2.0,4) ,而 ni + oj+ vk 33 2i + 4j - 2k 即 得 
X=-2+2t, y=4t, z=4-2t. _ j 


图 10.21 在 直线 x =-2+2t,y = 
y 4!,z =4-2! 上 选择 的 点 和 参数 值 ,入 
头 指 示 1 增加 的 方向 .( 例 1) 


v=2i+4j-2k 


例 2( 过 两 点 的 的 直线 的 参数 方程 ) 求 过 点 P(- 3,2, - 3) 和 0(1, -1,4) 的 直线 的 参数 
方程 . 
解 aE 
PO -=(1-(-3))i+ (- 1-2)j + (4 - (— 3))k 
=4i - 3j + 7k 
平行 于 直线 ,又 (xo,yo,zo) = (- 3,2, - 3) ,由 方程 (3) 得 到 
x=-3+4t, y=2-3t, z=-3+7t. 
我 们 还 可 以 取 QO, - 1,4) 作为 “基点 ”而 写 出 
X=1+4t, y=-1-3t, z=447t. 
这 些 方程 的 作用 跟 第 一 组 完全 一 样 ;只 不 过 在 一 个 给 定时 刻 / 
点 在 直线 上 的 位 置 不 同 . _] 


注 : 参 数 化 不 是 唯一 的 ,不 仅 
可 以 改变 “基点 ”, 还 可 以 改变 
参数 方程 .x = -3+4t3,y=2 
-36 和 z=-3+70 也 是 例 2 
的 直线 的 参数 方程 . 


为 参数 化 连结 两 点 的 线段 ,我 们 首先 参数 化 过 点 的 直线 .再 求 端点 对 应 的 ; 值 并 限制 以 这 
些 值 为 端点 的 区 间 . 直 线 连 同 这 个 附加 的 限制 就 是 参数 化 线段 . 
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例 3( 参 数 化 一 个 线段 ) ”参数 化 一 个 线段 连结 点 P(- 3.2, - 3) 和 Q(1,- 1,4) 的 线段 
(图 10.22). 


Q(1. -1.4) 


x 


N y 图 10.22 例 3 中 的 线段 PO, 


` r= 0 箭头 指示 ! 增加 的 方向 . 
P(-3.2.-3) 
解 ”我 们 从 过 例 2 中 的 点 P(-3,2, - 3) 和 0(1, - 1,4) 的 直线 开始 : 
x=-344t, y=2-3t, z=-3+7t. 
我 们 注意 点 
(x,y,z) = (- 3+4:,2- 3t, — 3 + 7t) 
Æt = 0 过 点 P(- 3,2, -3), 而 在 1 = 1 过 点 QO, -1.4). 我 们 加 上 限制 0 二 上 < 1 就 得 到 
这 线段 的 参数 方程 : 
x=-3+4t, y=2-3t, z=-3+7t, O< t<1. _ 


如 果 我 们 想象 直线 是 一 个 从 位 置 Pu(xo,yo,zo) BÆN v 的 方向 运动 的 质点 的 路 径 ,空间 
中 的 直线 的 向 量 形式 (方程 (2)) 便 更 富 启发 性 .把 方程 (2) 重新 写成 
r(t)= ro +ty 
= Fo 十 tl v| w (4) 
初 位 轩 时 间 速率 Nyi 
换 句 话说 ,质点 在 时 刻 上 的 位 置 是 它 的 初 位 置 加 上 沿 直线 运动 方向 Yiy| 的 速率 x 时 间 ( 运 动 
距离 ) (Ë. 


例 4( 直 升 飞机 的 飞行 )” 一直 升 飞机 以 速度 60 英尺 / 秒 从 在 原点 的 停机 坪 朝 点 (1,1,1) 
直 飞 .10 秒 钟 时 直 升 飞机 的 的 位 置 在 哪里 ? 
解 ”我 们 把 原点 放 在 直 升 飞机 的 出 发 位 置 (停机 坪 ). 那 么 单位 向 量 


给 出 直 升 飞机 的 飞行 方向 .由 方程 (4) , 直 升 飞机 在 任何 时 刻写 的 位 置 是 
r(t) = ro + 上 速率)u 


1 
=0 + o|- zi + zi + 


B 
=20/3:(i + j+ k) 


g“ 
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在 t = 10 秒 ， 
r(10) =200V3(i + j+ k) i 平面 M 
= (200 V3 ,200V3 ,200 v3). PERAE E 
解释 :在 从 原点 朝 (1,1,1) 的 方向 飞行 10 秒 种 时 ， 了 
直 升 飞机 位 于 空间 中 的 点 (200V3,200V3 ,200V3) . 它 飞 SO 
行 的 距离 为 (60 英尺 / 秒 )(10 秒 ) = 600 英尺 ,就 是 向 
Ë r(10) 的 长 度 . _ 
空间 中 的 平面 方程 图 10.23 空间 中 一 个 平面 的 标准 方程 


由 该 平面 的 法 向 量 定 义 : 一 点 P 在 平面 
空间 中 的 平面 由 它 上 面 的 一 个 点 和 它 的 “倾斜 ” 或 上 , 当 且 仅 当 其 与 Pu 相连 所 成 向 量 垂直 


方位 确定 .而 “倾斜 " 由 指定 一 个 垂直 于 或 正 交 于 该 平 yan. PF o. 
面 的 一 个 向 量 定义 . 

假定 平面 M 过 点 Po(xo,yo,zo) 并 且 正 交 于 (垂直 于 ) 非 零 向 量 n = 4i+ Bj+ Ck. 则 MM 是 
使 Po 户 正 交 于 n 的 所 有 点 P(x,y,z) 的 集合 (图 10.23) ,于 是 点 积 na . PP = 0. 这 个 方程 等 价 
于 

(Ai + Bj + Ck). [(x — xo)i + (y — yo)j + (z - zo)k] = 0 
5 I 
A(x — xo) + B(y - yo) + C(z - zo) = O. 


平面 方程 ”过 点 Po(xo,yoyzo) 且 垂 直 于 nm = Ai + Bj + Ck 的 平面 有 


向 量 方程 : n: PoP = 0. 
分 量 方程 : A(x ~ xo) + B(y — yo) + C(z - zo) = 0. 


简化 分 量 方程 : Ax + By + Cz = DD, 其 中 DD = Axo + Byo + Czo. 


例 5( 求 平面 方程 ) 求 过 Po(- 3,0,7) 垂直 于 n = 5i + 2j - 的 平面 方程 . 
解 ”分 量 方程 是 
5(x - (-3)) +2(y -0)+(-1)(z — 7) = 0. 
经 化 简 得 
5x +154+2y-z+7 =0 
5x + 2y - z = - 22. _ | 


我 们 要 注意 在 例 5 中 nn = Si+ 23j-K 的 分 量 如 何 成 为 方程 注 :4i+ Bj + CK 垂 直 于 平面 
Sx+2y-z=-22 的 系数 . Ax + By + Cz = 0. 


例 6( 求 过 三 个 点 的 平面 的 方程 ) 求 过 4(0,0,1),B(2,0,0) 和 C(0,3,0) 的 平面 的 方程 . 
8. 我 们 求 一 个 垂直 于 该 平面 的 向 量 ,再 利用 这 个 向 量 和 三 个 点 中 的 一 个 写 平面 的 方 
E.R 
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ij k 
AB x AC = 2 0 -1|= 3i+2j+ 6k 
0 3 -1 


是 正 交 于 所 求 平面 的 向 量 .我 们 把 这 个 向 量 的 分 量 和 坐标 4(0,0,1) 代入 分 量 形式 的 方程 , 即 
得 
3(x -0)+2(y -0)+6(z -1) =0 
3x + 2y + 6z =6. a) 


恰 如 两 条 直线 当 且 仅 当 它们 方向 相同 时 平行 ,两 张 平面 当 且 仅 当 对 某 个 数 上 有 m = kn, 
时 平行 . 


相交 直线 
不 平行 的 两 张 平面 交 于 一 条 直线 . 


例 7{ 求 平行 于 两 平面 交 线 的 向 量 ) ” 求 平行 于 平面 
3x-6y-2z=15 和 2x + y - 2z = 5 的 交 线 的 向 量 . 

解 两 平面 的 交 线 正 交 于 法 向 量 n 和 n, 
(图 10.24) ,从 而 平行 于 n x m. 倒 过 来 说 ,m x m 是 一 
个 平行 于 交 线 的 向 量 . 在 本 例 的 情形 ， 


i j k ie T 
nxm = |3 -6 -2|= Hi + 2j + 15k. K 
2 E 2 >. 
n, x n, 的 任何 非 零 倍数 都 符合 要 求 . | kih 


例 8{ 参 数 化 两 平面 的 交 线 ) REHE 3x -6y -2z 
= 15 和 2x + y - 2z = 5 的 交 线 . 图 10.24 ”两 个 平面 的 交 线 是 怎样 与 平 


解 ”我 们 求 一 个 平行 于 交 线 的 向 量 和 直线 上 的 一 面 的 法 向 基 相 关 的 .( 例 7) 
个 点 ,再 利用 方程 (3). 
例 7 已 经 确定 v = 14i + 2j + 15k 是 一 个 平行 于 交 线 的 向 量 . 为 求 交 线 上 的 一 个 点 ,我 们 可 
以 求 两 平面 的 任何 公共 点 .在 平面 方程 中 令 > = 0, 并 解 x 和 y 的 联 立方 程 就 求 得 一 个 公共 点 
(3, - 1,0) .于 是 交 线 是 
X=3+14t, y=-1+2:, z= 15 —] 


有 时 我 们 想 知 道 直线 和 平面 的 交 . 比 如 ,我 们 看 一 个 板 和 穿 过 它 的 一 个 线段 ,我 们 可 能 对 
线段 的 哪 一 部 分 从 我 们 的 视野 被 板 隐 藏 感 兴趣 .这 在 计算 机 作 图 中 会 用 到 (第 62 题 ). 


例 9( 求 直线 和 平面 的 交 ) RER 


和 平面 3x + 2y +6z = 6 的 交点 . 
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解 ”点 [号 + 24，- 24,1+ 串 在 平面 上 ,如 果 它 的 坐标 满足 平面 的 方程 , 即 如 果 


3(3 +21)+2(- 20) 16(1+1) =6 


3 
8+6- 4t+64+46t =6 
& = -8 
t=-l. 
y] _ [8 _ (之 
(aynl = (È -2,21 -1)= (2,20). _ J 
习题 10.3 
直线 和 线段 
求 第 1 ~ 10 题 中 的 直线 的 向 量 方程 和 参数 方程 . 
1. 过 点 PO, - 4, - 1) 平行 于 向 量 i+j+k 2. 过 两 点 P(1,2, - 1) 和 0(- 1,0,1) 
3. 过 两 点 P(- 2,0,3) 和 0(3,5, - 2) 4. 过 原点 且 和 平行 于 向 量 人 jj + k 
5. 过 点 (3, - 2,1) 且 平 行 于 直线 x = 1 + 2t,y = 2- t,z = 3t 
6. 过 点 (1,1,1) 且 平 行 于 z% 7. 过 点 (2.4,5) 且 垂 直 于 平面 3x +7y -5z = 21 
8. 过 点 (0, - 7,0) 且 垂 直 于 平面 x+2y+Y+2z = 13 
9. 过 (2,3,0) 且 垂 直 于 u=i+2j+3k 和 v=3i+4ji+sk 10.x 轴 


求 连结 第 11 - 14 题 中 的 点 的 线段 的 参数 方程 . 画 坐 标 轴 和 每 个 线段 ,标明 在 你 的 参数 方程 中 : 增加 的 方向 . 
11.(0,0,0), (1,1,3/2) 12.(1,0,0),(1,1.,0) 13.(0.1,1),(0, = 1,1) 14. (1,0, - 1), (0,3,0) 


平面 

求 第 15 - 20 题 中 的 平面 的 方程 . 

15. 过 Po(0,2,- 1) 正 交 于 n = 3i -2j -的 平面 16. 过 (1, - 1,3) 平行 于 平面 3x + y + z = 7 的 平面 . 

17. 过 (1,1, - 1),(2,0,2)) 和 (0, - 2,1) 的 平面 . 18. 过 (2,4,5),(1,5,7) 和 (- 1,6,8) 的 平面 . 

19. 过 Po(2,4,5) 垂直 于 直线 x = S+ t,y = 1+3:.: = 4 的 平面 . 

20. 过 AO, - 2,1) 垂直 于 从 原点 到 A 的 向 量 的 平面 . 

21. RER x = 21+lryr=3t+2,z=4(+13 和 x*=sy+2y=2*+4,:=-4s-1 的 交点 ,再 求 由 这 两 条 直 
线 决 定 的 平面 . 

22. 求 直线 x = fy =- t+2,z = t+ 13 x =2s+2,y = s+3,z = 5s+6 的 交点 ,再 求 由 这 两 条 直线 决定 
的 平面 . 

在 第 23 和 24 题 中 , 求 由 相交 直线 决定 的 平面 . 

23. Li:x =-1+1ty =2+i!,z =<] — t, — @ < t < @% 
Lix = 1 -—dá4s,y = 1+2s,; = 2-2s,—- @ < s < @% 

24. Lix = t,y = 3—3ri,z =— 2- t, -oo < t < om 


Lix =l +s,y =4+8,7=-1+s,-% < s < om 
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25. 求 过 Po(2,1, - 1) 并 且 垂 直 于 两 平面 2z +y-z=3 和 x+2y+z=2 的 交 线 的 平面 . 
26. RA P(1,2,3),P:(3,2,1) 并 且 垂 直 于 平面 4x — y + 2z = 7 的 平面 . 


点 到 直线 的 距离 > 


27. 按 下 列 步 又 求 如 右 图 所 示 的 点 S 到 过 点 P 且 平行 于 向 量 v 的 
直线 的 距离 . 
(a) ERPS 垂直 于 该 直线 的 分 量 是 | 所 | sin 0. 
(b) 距离 公式 HA $ 到 过 P 平行 于 v 的 直线 的 距离 是 


a = Bal, P 

v 

在 第 28 - 30 题 中 ,利用 27 题 的 结果 求 从 点 到 直线 的 距离 . 

28.(0,0,0); x=5+3t, y=5+4t, z=-3-5 第 27 题 图 
29.(2,1,3); x = 2+2:, y=1+6:, z=3 
3 


[PS] sin 6 


点 到 平面 的 距离 


31. 按 下 列 步骤 求 从 点 S 到 平面 4x + By + Cz = D 的 距离 . 
(a) 求 平面 上 的 一 个 点 P. (b) PS. 
(c 距离 公式 “证明 上 距离 是 


d = 


Ps. En), 其 中 n= Ai+ Bj+ Ck 
附 图 显示 求 5(1,1,3) 到 平面 3x + 2y + 6z = 6 的 距离 的 情形 . 


个 
! < GAS SW 
n = 3i + ?2j + 6k Ms; 
A 
n n, 
sS. 2 n, 
I S -i 
I 
i a 
+ 


第 31 题 图 第 37 题 图 


在 第 32 - 34 题 中 ,利用 第 31 题 的 结果 求 点 到 平面 的 距离 . 

32.(2, - 3,4),x + 2y + 2z = 13 33. (0,1,1),4y + 3z = - 12 34. (0, - 1,0),2x + y + z = 4 
35. RAPE x + 2y + 6z = 1 到 平面 x + 2y + 6z = 10 的 距离 . 

36. RER x = 2+ t,y = l+ t,z = — 1⁄2 - (1⁄2): 到 平面 x + 2y + 6z = 10 的 距离 . 


平面 的 夹 角 


37. 两 个 相交 平面 的 夹 角 ”定义 为 如 图 所 示 的 法 向 量 确定 的 ( 锐 ) 角 . 
(a) RAAR Ën 和 n, 垂直 于 两 平面 ,证 明 两 平面 的 夹 角 是 


习题 10.3 ”835 ` 


0 = cos { m mh ) 
7 n | |m 


(b RA ”证 明 平 面 3x -6y -2z = 13 和 2x+y-2z=35 的 夹 角 大 约 是 1.38 WE. 
在 第 38 - 40 题 中 ,利用 第 37 题 的 结果 求 平面 所 夹 的 锐 夹 角 . 
38.x+yY+z=1, z=0 
39.2x +2y-z=3, x+2y+z=2 
40.4y + 3z =- 12, 3x+2y+6z=6 


直线 和 平面 的 交点 


在 第 41 - 44 题 中 , 求 直 线 和 平面 的 交点 . 

4.x = 1-1. y=3t, z=1l+it; 2x-y+3z:=6 

4&2.x=2, y=3+2t, z=-2-2t; 6x + 3y -4z = - 12 

43.x=1+21:, y=14+5t, z=3t; x+ y+“z=2 

44.x =-1+3t, y =-2, z= 5t; 2x-3z=7 

求 第 45 - 48 题 中 两 平面 的 交 线 的 参数 方程 . 

45.xz+y+z= 1, x+y=2 46.3x -67 - 2z = 3, 2xzr+ y—- 2: = 2 

4l.x -2y +4z=2, x+y-2z=5 48.5x -2y = li, 4y- 5z =- 17 

给 定 空间 中 的 直线 ,它们 是 平行 的 ,或 相交 的 ,或 是 相 错 的 (设想 空中 两 架 飞 机 的 飞行 路 径 ). 第 49 和 50 题 每 题 
给 出 三 条 直线 .在 每 个 题 里 ,一 次 取 两 条 家 线 ,确定 它们 平行 ,相交 或 相 错 .如 果 它 们 相交 , 则 求 交点 . 


49. Lix =3+2t,y =-1+4t,z = 2—t, — @ < t < @% 
Lix = 1 + 4s,y = 1+2s,z=-3+4s, - @% < s < @% 
Ly:xm = 3+2r,y =2+r,z =-—2+2r,— @% < r < œ 

50. Lix = 1 + 22,y =—- 1- t,z = 3:, -0 < t < mm 


L,:x =2- s,y = 3s,z = l+ s,—- @ < s < @% 


ta:x = 5+2r,y = 1-r,z =8+3r,— @% < r < @% 


理论 和 例子 
51. RER ”用 方程 (3) 求 过 PO, - 4,7) 平行 于 wm = 2i- j+ 3k 的 直线 的 参数 方程 .再 用 点 P,(- 2，_ 2,1) 
和 向 量 v, = -i+ (1/2)j - (3/2)k 求 这 条 直线 的 另 一 个 方程 . 
52. RFE 。 用 分 量 形 式 求 过 Pi(4,1,5) 垂直 于 m = i - 2j + 的 平面 的 方程 .再 用 点 P,(3, - 2,0) 和 法 向 量 
n, = V2i + 2V2j - /2k. 
求 同 一 平面 的 另 一 个 方程 . 
53. 为 学 而 写 REB r = 1+2i1,y =-1-tOz=3t 与 坐标 平面 的 交点 . 令 述 在 你 回答 背后 的 理由 . 
54. 为 学 而 写 求 直线 的 方程 ,该 直线 在 平面 z: = 3 上, 并且 与 成 /6 IMEHA, S jE x/3 弧度 的 角 . 叙 述 
在 你 回答 背后 的 理由 . 
55. 为 学 而 写 ”直线 x =1-21,y = 2+5t,z = - 31 是否 平 行 于 平面 2x + y- z = 8? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
56、 为 学 而 写 两 平面 hlx + Bly + Clz = D, fi Ayx + B,y + Caz = D, 何 时 平行 ?垂直 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
5. 为 学 而 写 ”相交 于 给 定 直 线 的 平面 ” 求 两 个 不 同 的 平面 ,使 它们 的 交 线 是 直线 x = 1 + t,y = 2- t, 
z = 3 + 2. 把 每 一 平面 的 方程 写成 形式 4x + By + C: = D. 
58. 为 学 而 写 ” 求 一 个 过 原点 且 和 平面 M:2xz + 3y + z = 12 成 直角 的 平面 .你 怎样 知道 你 的 平面 垂直 于 M? 
59. 为 学 而 写 ” 对 任何 非 零 数 a,b 和 ce,(x/a)+ (y/5) + (zZc) = 1 的 图 形 是 平面 .什么 样 的 平面 方程 有 这 
种 形式 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
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60. 为 学 而 写 BEL 和 L 是 相 离 (不 相交 ) 的 非 平行 直线 .是 否 可 能 有 一 个 非 零 向 量 同 时 垂直 于 L 和 L? 
对 你 的 回答 给 出 理由 . 


计算 机 作 图 
61. 计算 机 作 图 中 的 透视 ”在 计算 机 作 图 和 透视 作 图 中 ,我 们 需要 把 一 个 用 有 眼睛 在 空间 中 看 到 的 物体 表现 成 
oM ”一 维 平面 上 的 一 个 图 象 .假定 如 图 所 示 眼 睛 在 点 E(xo,0,0) ,而 我 们 想 把 一 个 点 Piyoz) 表示 
c 为 yz 平面 上 的 点 .我 们 通过 用 从 EE 出 发 的 射线 把 P 投影 到 该 平面 做 到 这 件 事 .点 P, 被 描绘 成 点 
P(0,y,z). 作 为 一 个 绘图 者 ,对 我 们 来 说 问题 是 给 定 E fü P, PPR > Mz. 

(a) 8 — 4 EEP MEP, 之 间 成 立 的 向 量 方程 .用 这 个 方程 由 roxy 和 z 表示 y Mz. 

(b) 检验 部 分 (a) 得 到 的 y 和 z 的 公式 ,为 此 研究 它们 在 * = O 和 x = xo 的 行为 ,并 且 观 察 当 x6 一 % 时 

发 生 了 什么 ? 


P(0, y, z 


62. 隐藏 线 ”这 里 是 计算 机 制图 中 的 另 一 个 典型 问题 .你 的 眼睛 在 (4,0,0) .你 观看 顶点 为 (1,0,1),(1,1,0) 和 
(- 2,2,2) 的 三 角形 板 . 从 (1,0,0) 到 (0,2,2) 的 线段 穿 过 该 板 .在 你 的 视野 中 线段 的 哪 一 部 分 被 板 隐藏 ? 
(这 是 一 个 求 直 线 和 平面 交点 的 习题 .) 


柱 面 和 二 次 曲面 


tE. 二 次 曲面 


截止 目前 为 止 ,我 们 研究 了 对 理解 向 量 微 积分 和 空间 微 积分 所 必需 的 两 种 特殊 曲面 , 即 空 
间 中 的 球面 和 平面 .在 本 节 ,我 们 拓宽 这 个 目录 到 包含 柱 面 和 二 次 曲面 的 种 类 .二 次 曲面 是 由 
x, y 和 z 的 二 次 方程 定义 的 曲面 .前 面 研究 的 球面 是 二 次 曲面 ,但 还 有 其 它 二 次 曲面 . 


柱 面 

一 个 柱 面 是 由 (1) 在 空间 中 平行 于 给 定 直线 并 且 (2) 通过 给 定 平面 曲线 的 所 有 直线 组 成 
的 曲面 .这 里 的 曲线 称 为 柱 面 的 母 曲 线 (图 10.25) .在 立体 几何 中 , 柱 面 意味 圆柱 面 ,母线 是 图 
FA ,但 现在 我 们 允许 母线 是 任何 类 型 的 曲线 .我 们 的 第 一 例 中 的 柱 面 就 是 由 抛物 线 生 成 的 . 


QT 


10.4 柱 面 和 二 次 曲面 + 837 ° 


在 用 手 画 或 分 析 计算 机 生成 的 柱 面 或 其 它 曲 面 时 ,观察 曲面 同 平行 于 坐标 平面 的 平面 相 
交 形 成 的 曲线 是 有 帮助 的 .这 些 曲线 称 为 横 截 线 或 迹 . 


2 


| (在 交 平 面 上 ) 


| 
| 
Z! [m 


母线 
| N y=x2,z=0 
平行 于 
的 直线 


10.26 ”过 xy 平面 上 的 抛物 线 y = < HE 


图 10.25 一 个 柱 面 及 其 母线 
行 于 z 轴 的 直线 构成 的 柱 面 .( 例 1) 


例 1( 抛 物 柱 面 y = <2) 求 由 平行 于 z 轴 过 抛物 线 y = <2,z = 0 的 直线 构成 的 柱 面 的 方 
程 ( 图 10.26). 

解 ”假定 点 Po(xo, 友 ,0) 在 x 平 面 的 抛物 线 y = x* 上 .那么 对 z 的 任何 值 ,点 Olaa, xz) 
将 在 柱 面 上 ,因为 它 在 过 Po 且 平 行 于 轴 的 直线 z = roy = xo2 上 .反之 ,任何 点 Ql), È 
的 y 坐标 是 x 坐标 的 平方 ,从 而 在 柱 面 上 ,因为 它 在 过 Po 且 平行 于 z 轴 的 直线 yx = m,y = x E 
(图 10.27). 


图 10.27 图 10.26 的 柱 面 的 每 个 点 有 形 
如 (xzo,xi,z) 的 坐标 , 我们 称 这 个 柱 面 为 
“HH y =a”. 


因此 ,不 管 = 的 值 是 多 少 ,曲面 上 的 点 是 坐标 满足 方程 y = x? 的 点 .这 使 得 y = x? RA 
面 的 方程 . 正 由 于 此 ,我 们 称 该 柱 面 为 “ 柱 面 y = x2”. i 
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正如 例 1 所 暗示 的 ,xy 了 平面 上 的 任何 曲线 /(x,y) = 定义 一 个 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,其 方程 
也 是 f(x,y) = c. 方 程 x* + y* = 1 定义 过 xy 平面 上 的 圆周 x? + y = 1 有 旦 平行 于 z 轴 的 直线 
构成 的 圆柱 面 .方程 x* + 4⁄2 = 9 定义 过 xy 平面 上 的 椭圆 x + 4⁄2 = 9 生平 行 于 z 轴 的 直线 构 
成 的 椭圆 柱 面 . 

按照 类 似 的 方式 , xz 平面 上 的 任何 曲线 g(x,z) = c 定 义 一 个 平行 于 y 轴 的 柱 面 ,其 方程 也 
是 g(x,z) = c( 图 10.28).yz 平 面 上 的 任何 曲线 h(y,z) = c 定义 一 个 平行 于 x 轴 的 柱 面 ,其 方 
程 也 是 h(y,z) = c(É 10.29). 


椭圆 迹 
RRR) z 母 椭圆 : 


图 10.28 椭圆 柱 面 <° + 42 = 4 由 平行 于 y 轴 并 且 过 xz 平 面 上 的 椭圆 x? + 422 = 4 的 直线 构成 . 柱 
面 在 垂直 于 y 轴 的 平面 上 的 截 线 或 “ 迹 ” 是 都 等 于 母 权 贺 的 椭圆 . 柱 面 沿 整个 y 轴 延 伸 . 


EHT $ 
的 模 截 面 


图 10.29 KEE y - 2 = 1 由 平行 于 x 轴 并 且 过 yz 平面 上 的 双 曲 线 y? - 2 = 1 的 直线 构成 . 柱 
面 在 垂直 于 x 轴 的 平面 上 的 截 线 是 全 等 于 母 双 曲线 的 双 曲 线 . 


柱 面 的 方程 
任何 两 个 笛 卡 儿 坐 标的 方程 定义 一 个 平行 于 第 三 轴 的 柱 面 . 


10.4 柱 面 和 二 次 曲面 + 839 + 


不 过 , 柱 面 不 一 定 平 行 于 坐标 轴 ， 


二 次 曲面 

我 们 要 研究 的 另 一 类 曲面 是 二 次 曲面 .这 些 曲 面 是 椭圆 ,抛物 线 和 双 曲 线 的 三 维 类 似 . 

一 个 二 次 曲面 是 空间 中 x,y 和 z 的 二 次 方程 的 图 形 .最 一 般 的 形式 是 

Ax? + By? + CZ + Dzy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Jz+ K = 0, 

其 中 的 4, 8,C 等 等 是 常数 ,但 是 跟 二 维 曲线 一 样 方程 可 以 经 过 平移 旋转 化 简 . 我 们 将 仅仅 研 
究 简 化 后 的 方程 .尽管 前 面 并 不 需要 二 次 曲面 这 个 定义 ,图 10.27 到 图 10.29 中 的 柱 面 仍 是 二 
次 曲面 的 例子 .基本 的 二 次 曲面 是 椭 球 面 ,抛物 面 ,椭圆 锥 面 和 双 曲 面 . (我 们 可 以 想到 球面 是 
特殊 的 椭 球 面 . ) 我 们 现在 介绍 每 种 类 型 的 例子 . 


例 2( 画 椭 球 面 ) Mk 

2 
5 + z + s = 1 (1) 
(图 10.30) 在 (+ a,0,0),(0, + b,0) 和 (0,0, + c) 截 坐 标 轴 . 它 位 于 由 不 等 式 lzj < a,| y] < b 
和 |z| < c 定义 的 长 方 体 内 .曲面 对 每 个 坐标 平面 对 称 ,这 是 因为 定义 曲面 的 方程 里 的 变量 都 
有 平方 . 


在 平面 z=zo 上 c 
的 椭圆 横 截 面 ry 平面 上 的 椭圆 


| 在 江平 面 的 椭 图 


y Z 
+ 一 三 ] 


b2 c 


z 2 y. 
图 10.30 B2 PARRE + 5; + 5 = 1. 
a2 b2 e? 


三 个 坐标 平面 截 曲面 所 得 的 曲线 是 椭圆 . 比如 ， 
x2 2 Z 
a + p =1 当 z = 0 时 


曲面 被 平面 * = zo, |zo| < “ 截 下 的 截 线 是 椭圆 ， 


x? 2 


+ Y =1 
a2(1— (z Ze)2) ` 52(1 — (zoZc)2) i 
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如 果 a,b 和 < 中 的 任何 两 个 相等 ,曲面 是 一 个 旋转 椭 球 面 . 如 果 这 三 个 数 全 相等 ,曲面 是 
球面 . _ 


例 3( 画 抛物 面 ) ”椭圆 抛物 面 
s + 三 = — (2) 
关于 平面 x = O # y = 0 对 称 (图 10.31) .曲面 和 轴 的 唯一 交点 是 原点 . 除 这 个 点 外 ,曲面 整个 
在 xy 平面 上 方 ( 若 c > 0) 或 下 方 ( 若 c < 0) .被 坐标 平面 所 截 的 截 线 是 


x =0: 抛物线 z = ar 


y =0: 抛物 线 z = La 


a 
z =0: (0,0,0). 
xy 平面 上 方 的 每 个 平面 : = zo 截 曲 面 成 椭圆 


在 x 平面 上 的 抛物 线 i 


10.31 c > 0 时 例 3 中 的 椭圆 抛物 面 (x?/a?) + (2752) = zZc.xy 平面 上 方 垂直 于 z 轴 的 
ERRERA, S z 轴 的 平面 的 横 截 线 是 抛物 线 . 


例 4( 画 锥 ) E 
2 (3) 
关于 三 个 坐标 平面 对 称 ( 图 10.32). 由 坐标 平面 切 得 的 截 线 是 

x =0: 直线 z =+ yy 

y =0: 直线 z = + s š 


z =0: 点 (0,0,0) 


10.4 ” 柱 面 和 二 次 曲面 


- 84i ` 
xy 平面 上 方 和 下 方 的 平面 > = zo 的 截 线 是 中 心 在 z 轴 , 质点 在 上 述 直 线 上 的 椭圆 . 
若 a。= 0, 锥 是 正 圆锥 . 
并 平面 上 的 直线 | 平面 t= ë 上 的 椭 回 
= uj N z 4 s =] 
a > b 
xz 平面 上 的 直线 
A y 
= 
过 
WA | 
图 10.32 ”人 鲍 4 中 的 椭圆 锥 .垂直 于 ; 轴 的 平面 截 锥 成 sy 平面 上 方 
或 下 方 的 椭圆 ,包含 : 轴 的 紧 直 平面 截 锥 成 对 相交 直线 ， = 
例 $( 画 双 曲 面 ) ” 单 叶 双 曲面 
2 2 2 
s + E = 去 = 1 (4) 


关于 每 个 坐标 平面 对 称 (图 10.33) .由 坐标 平面 所 切 得 的 截 线 是 


平面 上 的 双 曲 线 号 - S =1 的 一 支 


. 


xy 平面 上 的 椭圆 
y? y2 

s+ | 

a pe 


只 平 面 上 的 双 曲 线 


Doe 


a a 09-— 
b c 


10.33 JS rF0S M (27a2) + (252) - (2282) = 1.38 38 4 z 轴 的 平面 截 它 得 椭圆 ,包含 : 轴 的 
坚 直 平面 截 它 得 双 曲 线 . 
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2 2 
x =0: ARG- G = 1 


~ 
t v 
> 


2 
z=0: 椭 BL + = 1. 
a 


平面 z = zo 截 曲面 成 椭圆 ,中 心 在 z 轴 , 顶 点 在 上 述 双 曲 截 线 的 一 支 上 . 
曲面 是 连通 的 ,其 意义 是 可 以 从 它 上 面 的 一 点 走 到 它 上 面 的 任意 另 一 点 而 不 离开 曲面 . 根 
据 这 个 理由 , 它 被 说 成 是 单 叶 的 ,以 区 别 于 下 例 中 有 两 叶 的 双 曲 面 . 


车 a = 65, 双 曲面 是 一 个 旋转 曲面 . | 
例 6( 画 双 曲 面 ) IX k 

2 2 

Fa a 


关于 三 个 坐标 平面 对 称 ( 图 10.34) .平面 z = 0 跟 曲面 不 相交 ;事实 上 ,一 个 水 平平 面 与 曲面 相 
交 ,必须 要 求 |z| > c. NARA 


2 2 
| 
5 2 b 
2 æ 
Y =0: 2 = 2 = 1 
z 在 平面 zx= cV2 上 的 
区 所 
椭圆 Āta] | 


x 平面 上 的 双 曲 线 Ee 


z2 x? 


S = =1 
c? a? 


六 平面 上 的 双 曲 线 
p 


<= Xj 


E 10.34 P6 PRU 3 E (27c?) - (x?/a?) = (72762) = 工 企 顶点 以 上 和 以 下 的 垂直 :z 轴 的 平面 堆 
它 成 椭圆 . 含 : 轴 的 竖 直 平面 截 定 成 双 曲 线 . 


10.4 柱 面 和 二 次 曲面 ”843 ， 


的 顶点 和 和 焦点 在 z 轴 上 .曲面 分 成 两 部 分 ,一 部 分 在 
z = ec 上方 ;而 另 一 部 分 在 z = - c 下 方 .这 就 是 它 的 名 
称 的 由 来 . 

方程 (4) 和 (5) 有 不 同 数目 的 负 项 .每 个 情形 负 项 的 
个 数 怡 是 双 曲 面 的 叶 数 .假如 我 们 把 方程 (4) 或 (5) 的 右 
端的 1 换 成 0, 我 们 得 到 椭圆 锥 面 的 方程 (方程 (3)) 


a2 b c? 


双 曲 面 渐 近 于 这 个 锥 面 (图 10.35) ,其 方式 跟 xy 平面 上 
双 曲 线 


2 2 
2 2 
WORT LEER, - y = 0 的 方式 一 样 . _ ` 


例 7( 画 鞍 面 ) ” 双 曲 抛物 面 


5-5 =, ei (6) 图 10.35 ”两 个 双 曲 面 渐 近 于 锥 面 .( 例 6) 

关于 平面 x =0 和 y = 0 对 称 (图 10.36) .在 这 些 平 面 的 截 线 是 
x =0: ”抛物 线 ; = si (7) 
y=0: 抛物线 z = - Sw? (8) 


在 平面 x = 0, 抛 物 线 从 原点 向 上 开口 ,而 在 平面 y = 0, 抛 物 线 从 原点 向 下 开口 . 
如 果 我 们 用 平面 z = z > 0 截 曲面 , 截 线 是 双 曲 线 


2 2 

后 

其 焦 轴 平行 于 y 轴 , 而 顶点 在 方程 (7) 定义 的 抛物 线 上 . 若 zo 是 负 的 ,其 焦 轴 平行 于 轴 , 而 顶 
点 在 方程 (8) 定义 的 抛物 线 上 . 


Ee 
a2 ce’ 


史 平 面 上 的 抛物 线 := 52 
平面 :=< 上 的 
双 曲线 号 -号 =1 的 一 支 


平面 上 的 抛物 线 平面 z=-< 上 的 双 曲 线 


_- — x“ x Y 
— = =! 


a*t 3 
at bt 


E 10.36 SHME (yb) - (x?/a?) = z/c,c > 0 在 垂直 于 z 轴 (在 xy 平面 上 方 和 下 方 ) 的 平面 内 的 
截 线 是 双 曲 线 ,在 垂直 于 其 它 轴 的 平面 内 的 截 线 是 抛物 线 . 
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在 原点 附近 ,曲面 形状 类 似 蕊 鞍 . 对 于 一 个 在 yz 平面 内 沿 曲面 行走 的 人 来 说 ,原点 看 起 来 
是 最 低 点 .而 对 于 一 个 在 xz 平面 内 沿 井 面 行走 的 人 来 说 ,原点 看 起 来 是 最 高 点 .这 样 的 点 称 为 
一 个 曲面 的 最 小 最 大 点 ,或 规 点 ， 

使 用 技术 。 空间 中 的 想象 。 一 个 计算 机 代数 系统 (CAS) 或 其 

{使用 技术 它 计算 机 作 图 程序 可 以 帮助 我 们 想象 空间 曲面. 它 可 以 比 大 多 数 人 

人 一 更 有 而 心地 描绘 在 不 同 平面 上 的 迹 . 许 多 计算 机 作 图 系统 可 以 旋转 

图 形 ,这 样 你 就 能 够 看 到 它 , 好 象 它 是 一 个 可 以 在 你 竹中 旋转 的 物理 

模型 . 隐藏 线 算法 ( 见 10.3 节 习 题 62) 用 来 遮挡 在 当前 视角 看 不 到 的 

部 分 .通常 一 个 CAS 需要 曲面 用 将 在 13.6 节 讨论 的 参数 形式 输入 (还 可 看 11.1 节 的 CAS 
E 57 - 60). 有 时 候 , 你 还 必须 熟练 调整 网 格 线 .以 便 看 到 曲面 的 各 个 部 分 ， 


习题 10.4 


匹配 方程 和 曲面 


在 第 1 - 12 题 中 ,匹配 方程 和 它 定义 的 曲面 . 还 要 识别 曲面 的 的 类 型 (抛物 面 ,椭圆 面 ,等 等 ). 曲面 标号 从 
a * 1. 


1.x + y2 + 422 = 10 2. + 4⁄2 - 4x2 = 4 3.92 + 2 = 16 

4.y + 2 = x° S.x = v - 2 6.x = - y'- 2 

7.x2+2z = 8 8.22 + 2 y2 = 1 9.x = yy 

10.z = — 4x2 — y? ll.r? + 422 = y2 12.9x° + 4y? + 222 = 36 
(a) (b) (c) 


(d) (e) (f) 


习题 10.4 * 845 ， 


(g) (h) (i) 


9) (k) (D 


理论 和 例子 


13. 面积 和 体积 
(a) 把 椭 球 面 


= 1 


被 平面 >: = c 截 得 的 截 线 所 围 的 面积 表 示 成 。 的 函数 .( 半 轴 为 a Mo 的 椭圆 的 面积 是 rab.) 
(b) 用 垂直 于 z 轴 的 切片 求 部 分 a RRE) 的 体积 . 
Ce) 现在 求 下 列 椭 球 面 的 体积 : 


# a = b = c, 你 的 公式 是 否 给 出 半径 为 a 的 球 的 体积 ? 

14. 桶 的 容积 “这 里 的 桶 的 形状 ( 右 图 ) 像 一 个 椭 球 面 两 端 用 垂直 于 z 轴 的 平面 
截 下 相等 的 部 分 .垂直 于 ; 轴 的 平面 截 得 的 截 线 是 圆周 . 桶 高 2 单位 ,中 间 
截 线 的 半径 是 只 ,而 两 端 截 线 的 半径 是 r. 求 桶 的 容积 .然后 检验 两 件 事情 ; 首 
先 ,假定 桶 的 侧面 变 直 以 致 桶 变 成 半径 为 R、 高 为 24 的 圆柱 ,你 的 公式 是 否 
给 出 圆柱 的 体积 ?其 次 ,假定 OMh = R, 从 而 桶 是 一 个 球 ,你 的 公式 给 出 
球 的 体积 吗 ? 

15. 抛物 面 的 体积 Emmyn + 3: = 过 被 平面 z = 六 所 图 的 体积 等 于 其 
底面 积 和 高 的 乘积 的 一 半 .( 图 10.31 BERT h = c 的 情形 .) 

16. 双 曲 面 的 体积 
(a) 求 由 双 曲 面 
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和 平面 : =0 及 := Alh > 0) 所 围 立 体 的 体积 . 

(b) 把 部 分 (a) 中 你 的 答案 用 h 和 平面 : = 0 与 : = 几 被 双 曲 面 截 得 的 区 域 的 面积 4 和 A 表示 出 来 . 

(e) 证 明 部 分 (a) 的 体积 还 可 写成 


h 
V= g lo +44, + Ap), 


其 中 a, 是 平面 > = 1/2 被 双 曲面 截 下 的 区 域 的 面积 . 


绘制 曲面 的 图 形 
RW 在 指定 的 区 域 绘制 第 17 - 20 题 中 的 曲面 的 图 形 , 如 果 你 有 可 能 , 作 旋 转 得 到 视点 在 不 同位 置 的 曲面 ， 
17: = y, -2<x<2. -0.5 < y =< 2 
18.z = I-> - 2 < x < 2 - 2 < y < 2 
19.z = +’) -3=< x <3 -3< v< 3 
20. z = x` + 22 其 中 
(a)-38< x <3, -3< v< 3 (b)-l<sx<l. -2< y < 3 
(c -2< x< 2, -2< y < 2 (G -2< x<2, -lIlgygi 
r Aa : a 
` 
( 计算 机 探究 
曲面 作 图 
CD-ROM _ 
@€ 用 一 个 CAS 画 第 21 — 26 题 的 曲面 .从 你 的 图 形 识别 二 次 曲面 的 类 型 . 
x x 之 x = _ x s 2 _ 32 2 
a pohoi- 22. C - $ = 1-1 23.5 = 2 3y 
Žo, E L Ë Ë _ C 2 
24. +< = 1 g +z 25. 3 l= ta 26.) 4-2 =0 


向 量 值 函数 和 空间 曲线 


空间 曲线 。 极限 和 连续 。 导数 和 运动 。 微分 法 则 + 定 长 度 的 向 量 国 数 。 向 量 函 数 的 积分 
正 像 对 平 商 曲线 所 做 的 那样 ,为 描述 空间 中 运 : 
动 质点 的 轨迹 ,我 们 让 一 个 从 原点 到 质点 的 向 量 r 跑 一 
动 , 并 研究 r 的 变化 .假定 质点 的 位 置 坐标 是 时 间 1 的 
二 次 可 微 也 数 ,那么 我 们 可 以 通过 对 r 求 导 求 任何 时 r PD, 80, AWO) 
刻 质点 的 速度 和 加 速度 .反之 ,如 果 我 们 知道 了 质点 0 — 


的 速度 向 量 或 加 速度 向 量 是 时 间 的 连续 函数 , 并且 

我 们 有 关于 质点 的 初速 度 和 初 位 置 的 充分 多 的 信 G 

息 ,通过 积分 就 可 以 求 得 作为 时 间 的 函数 的 本章。 Woy Sl A OW aq I W IU 
的 剩余 部 分 研究 空间 曲线 ， E ENARAK 


" 
~ 
Rm 


10.5 向 量 值 函数 和 空间 曲线 ， 847 ` 


空间 曲线 
当 一 个 质点 在 空间 中 经 历时 间 区 间 了 运动 时 ,我 

们 设想 质点 的 坐标 是 定义 在 / 上 的 函数 : 

x= f(t1), y= g(t), z= h(t), €I. (1) 
m(x,y,z) = 《f/f(1),g(1),h(1)) 组 成 空间 曲线 ,我 们 称 它 为 质点 的 路 径 . (1) 式 中 的 方程 和 区 
间 参 数 化 了 曲线 . 空间 曲线 还 可 表示 为 向 量 形式 : 

r(1) = OP = /Gi)i+ g(t)j + h(t)k (2) 

从 原点 到 质点 在 时 刻 ;的 位 置 P(f(1),g(1),h(1)) 是 质点 的 位 置 向 量 ./,g 和 hh 是 位 置 向 量 的 
分 量 函 数 (分 量 ) .我 们 设想 质点 的 路 径 是 经 历时 间 区 间 1 由 工 描 给 的 曲线 .图 10.38 展示 了 计 
算 机 绘图 程序 生成 的 几 条 空间 曲线 .用 手 画 这 些 曲线 可 不 容易 . 


CD-ROM 
人 


r(t) = (Sin31(cos i+ r(t) = (cos Hi + (sin Dj + (sin2DK r(t) = (4 + sin20Dp(cos t)i + 
(sin30(sin )j + tk (4 1 sin207)(sinDj + 
(cos20:;)k 


(a) (b) ©) 
(由 Mathematica 生成 ) 


图 10.38 计算 机 生成 的 由 位 置 向 量 定义 的 空间 曲线 


方程 (2) 定义 r 是 实 变量 :在 区 间 /7 上 的 向 量 函 数 .更 一 般 地 ,定义 域 六 上 的 向 量 函 数 或 向 
E- 值 阵 数 是 一 个 法 则 ,根据 这 个 法 则 ,对 也 内 的 每 个 元 素 指 定 一 个 空间 向 量 .就 目前 情况 而 
论 ,定义 域 是 实数 区 间 ,结果 得 到 空间 曲线 . 后面 在 第 13 章 ,定义 域 将 是 平面 区 域 . 向 量 函 数 将 
表示 空间 曲面 .平面 或 空间 的 定义 域 上 的 向 量 函 数 生成 “向 量 场 ", 这 对 研究 流体 流动 ,引力 场 
和 电磁 现象 是 重要 的 .我 们 在 第 13 章 研究 向 量 场 及 其 应 用 . 

跟 第 9 章 一 样 , 我 们 称 实 - 值 卫 数 为 数量 函数 ,以 区 别 向 量 函 数 .r 的 分 量 是 上 的 数量 函 
数 . 当 我 们 通过 给 定 其 分 量 函 数 定义 向 量 函 数 时 ,我 们 就 假定 向 量 函 数 的 定义 域 是 分 量 的 公共 
定义 域 .你 会 发 现 这 里 的 内 容 跟 9.3 节 有 关 平 面 曲 线 的 内 容 十 分 类 似 ， 

例 1( 画 螺 线 ) ” 画 下 列 向 量 函 数 的 图 形 : 

r(t) = (cos t)i + (sin 1)j+ tk 

解 问 量 函数 


r(t) = (cos t)i + (sin ¿)j + tk 
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对 所 有 实数 值 : 定义 .r 描绘 的 曲线 是 绕 在 圆柱 x* y? = 1 上 的 螺 线 (图 10.39) (helix, “RR” 
的 古 希腊 词 ) .曲线 在 圆柱 上 ,这 是 因为 的 ii 分量 和 j 分量, 即 = 的 终点 的 x 和 y 坐标 ,满足 圆 


图 10.39 W r(t) = (cos t)i + 
(sin t)j + tk 的 上 半 部 分 .( 例 1) 


柱 面 方程 ; 
x? + y? = (cos t)? + (sin 1)* = 1. 
当 k 分 量 : = 增加 时 曲线 升 高 ,: 每 增加 2x ,曲线 绕 圆 柱 一 周 .方程 
x = cost, y= sint, ¿= 上 


是 螺 线 的 参数 方程 ,参数 区 间 是 - m <: < um .在 图 10.40 中 你 会 看 到 更 多 的 螺 线 . 
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x y 
r(t) = (os t)i +(sin Dj+ rk r(t)= (cos Di+ (sin Dj + 0.3:k r(t) = (cos SDi+ (sin SDj+1k 


(由 Mathematica 生成 》 


图 10.40 TH HLI 85 PR zh 


极限 和 连续 
我 们 以 定义 平面 向 量 函 数 极限 的 同样 方式 定义 空间 向 量 函 数 的 极限 . 


10.5 ”向量 值 函数 和 空间 曲线 ` 849 > 


定义 ”极限 和 连续 
Pra) = fi + g(t)j + 天 (tk, 则 
limr(i) = (lim/(2))i + (limg(1))j + (limh()) k. (3) 


向 量 函 数 r(:) 在 定义 域内 的 点 上 = 加 连续 , 若 limr(t) = r(io). 函数 是 连续 的 ,车 它 在 定 
义 域 的 每 个 点 都 连续 . 
从 等 式 (3) 看 到 r(e) 在 ! = to 是 连续 的 , 当 且 仅 当 每 个 分 量 函 数 在 t= t 是 连续 的 . 


例 2( 空 间 曲 线 的 连续 性 ) ”图 10.38 和 图 10.40 中 的 曲线 都 是 连续 的 ,因为 它们 的 分 量 函 
数 在 (- œ ,ww ) 内 的 1 的 每 个 值 是 连续 的 . | 


例 3( 求 向 量 函 数 的 极限 ) Æ rlr) = (cos t)i + (sin 1)j + tk, H 


limr(t) = ( limcos t)i + ( limsin t)j + ( lim ¿)k 
ten/4 t= x/4 t—x/4 t—mx/4 


导数 和 运动 
空间 向 量 函 数 的 导数 与 平面 向 量 函 数 同样 的 方式 定义 ,只 不 过 增加 了 有 关 分 量 . 


定义 。 在 一 个 点 的 导数 
BARH ra) = f(2)i+ glt) j+ h(ik 在 t= h ENR, MES g üh Et = to 是 可 
微 的 ,导数 是 向 量 
d rT(t+AD) -ri df. dg. dh 
(i) = = lm t a r. = 和 + dE 


t Ae 


向 量 函 数 r 是 可 微 的 ,如 果 它 在 定义 域 的 每 个 点 是 可 微 的 .由 描绘 的 曲线 是 光滑 的 ,如 果 
r(t) 是 连续 的 并 且 从 不 等 于 0, 即 f, z 和 天 有 连续 一 阶 导 数 并 且 不 同时 为 0. 
导数 定义 的 几何 意义 跟 平 面 曲线 一 样 ,显示 在 图 10.41 中 .点 P 和 0 有 位 置 向 量 r(i) 和 


TU + At) ri) 
r(f +A!) ~ r(t) At 


rr + Ar) 


r(t + At) 


@ (b) 


10.41 当 At 一 0 时 ,点 O BRER C BHT P B POZA 1 的 极限 值 则 为 切 向 量 r (2). 
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r(t + At). ñb] BE PQ RR rC + At) -r(1). 对 于 Art > 0, 数 量 倍数 (1/At)(r(t + At) -r(i)) 
指向 跟 向 量 PO 同样 的 方向 . 当 At -> 0 时 ,这 个 向 量 趋 向 于 曲线 在 点 P 的 切 向 量 ( 图 10.41b). 
# GO 不 等 二 0, 我 们 定义 v(t) 为 曲线 在 点 P 的 切 向 量 .曲线 在 点 (f(10) ,g(to),h(1o)) 的 切线 
定义 为 过 该 点 平行 于 c(t) 的 直线 .对 光滑 曲线 我 们 要 
求 dr/dt xz 0 是 为 了 保证 曲线 在 每 点 有 连续 转动 的 切线 ， 
在 光滑 曲线 上 没有 损 角 或 尖 . 

一 条 曲线 由 有 限 段 光滑 曲线 以 连续 方式 组 成 . 则 称 
之 为 分 段 光滑 曲线 (图 10.42). 

正如 我 们 对 平面 上 的 向 量 函 数 所 见 到 的 情形 一 样 ， 
当 dr/dt 不 是 0 时 ,导数 是 沿 空间 中 由 rf 定义 的 曲线 运动 
的 质点 的 速度 的 模型 .导数 指向 运动 的 方向 并 且 给 出 位 。 图 10. 各 ”由 五 自首 尾 衔 接 以 连续 方 
置 对 于 时 间 的 变化 率 . 对 于 一 条 光滑 曲线 ,速度 从 不 为 。 式 组 成 的 分 段 光滑 曲线 ， 
零 ;质点 不 停止 或 颠倒 方向 ， 


定义 ”速度 ,速率 ,加 速度 ,运动 方向 
若 z 是 沿 空间 光滑 曲线 运动 的 质点 的 位 置 , 则 在 任何 时 刻 4, 下 列 定义 适用 . 
1. v(t) = dE ,位 置 的 导数 ,是 质点 的 速度 向 量 ,与 曲线 相 切 ， 


Ghi 2， vlv 的 大 小 ,是 质点 的 速率 


3， a(4) = È = 晤 , 速 度 的 导数 及 位 置 的 二 阶 导数 ,是 质点 的 加 速度 


> 


RT 一 个 单位 向 量 ,是 运动 方向 . 


跟 平面 曲线 一 样 ,我 们 可 以 把 质点 的 速度 表示 为 它 的 速率 和 方向 的 乘积 . 
速度 = || Y) = 速率) 方向) 

在 10.3 节 , 我 们 发 现 速度 的 这 个 表达 式 对 于 定位 ,比如 

确定 沿 空间 直线 飞行 的 一 架 直 升 飞机 的 位 置 ,是 有 用 

的 .现在 我 们 考察 一 个 物体 治 ( 非 直 线 的 ) 空间 曲线 运动 

的 例子 . 


例 4( 悬 挂 式 滑翔 机 的 飞 
行 ) ”一 个 人 在 悬挂 式 滑翔 疏 
i xE bo Op Z£# ca Wa yL y 
历史 传记 [由 于 快速 上 升 气流 而 沿 位 ~ 
J , Clerk M 1l mW r(t) = (3cos t)i + 3.0.0) 
3sin Dj + (r )k 的 路 径 螺 旋 
yK F. PR £ 28 M FR pg 2k 
(但 并 非 螺 旋 线 .在 10.7 节 会 mioa 滑 憩 机 位 置 向 量 r(1) = 

了 解 这 一 点 ) 并 在 图 10.43 中 (G3cos r)i + (3sin 0j + Pk. (B14) 


CD-ROM 
WEBsite 
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显示 了 0 三 上 < 47 部 分 . 求 
(a) 速度 和 加 速度 向 量 (b) 滑翔 机 在 任何 时 刻 i 的 速率 
(e) 如 果 有 的 话 ,滑翔 机 的 加 速度 正 交 于 速度 的 时 刻 . 
解 (a)r(i) = (3 cos t)i+ (3 sin t)j + k 


v = T= (3 sin Di + (3 cos Dj + 21k 
2 
a = È =- (3 cos Oi (3 sin Dj+ 2k 


(b) 速率 是 v 的 大 小 : 
Iva)| =v -3 sin t} + 3 cos t)? + 2Y 


= V9 sin? t +9 cos? t + dt = 944r. 
滑翔 机 沿 其 路 径 升 高 时 运动 得 越 来 越 快 . 
(c) 为 求 v 和 a 正 交 的 时 刻 ,我 们 求 二 ,使 得 
v'a = 9sin tcos t — 9cos tsin t + 4t = 4t = 0. 
于 是 ,速度 和 加 速度 正 交 的 唯一 时 刻 是 在 : = 0.# 10.7 节 我 们 将 更 仔细 地 研究 沿路 径 运 动 的 
加 速度 .在 那里 ,我 们 将 发 现 加 速度 向 量 如 何 揭示 弯曲 的 性 质 和 由 于 “扭转 ”而 离开 包含 速度 
向 量 的 平面 的 趋势 . 


微分 法 则 


因为 向 量 函 数 的 导数 是 按 分 量 逐 个 计算 的 ,所 以 向 量 函 数 的 微分 法 则 跟 数量 函数 的 微分 
法 则 形式 相同 . 


向 最 函数 的 微分 法 则 

设 u 和 v 是 :的 可 微 向 量 函 数 ,C 是 常 向 量 ,c 是 任意 数 ,而 /是 可 

微 标量 函数 . 

1. 常 函数 法 则 ic=o 
dr _ 

2. 数量 倍数 法 则 a L eu(t)] = cu'(t) 注 ; 5 Ë BO X Sk M 
dr _ ; 时 , 记 住 要 保持 因子 的 
q i f(t)u(t)] = f't)u(:) + f£(t)w (t) 次序 2 a 6 S < Xu 

3. 和 法 则 ACOPERE EET, 之 首 ,出 它 也 应 出 现在 
t 等 式 右边 之 首 . 否则 符 

4. 差 法 则 A vw] = w(t) -vi Sa. 


t 


5. 点 积 法 则 Tul) «vi)] = Ut) vi) + ut). v (tz) 


6. LREN 号 [ab) xD] =w) xvt) + ut) x v (t) 


7. 链 式 法 则 — FUOD] = SOFO) 
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微分 法 则 的 应 用 跟 平面 向 量 函 数 相同 (9.3 节 , 例 5) ,只 不 过 现在 有 了 第 三 个 分 量 . 跟 以 前 
一 样 ,用 定义 或 对 向 量 函 数 的 分 量 用 对 应 的 对 数量 函数 的 微分 公式 ,可 以 证 明 向 量 函 数 的 微分 
法 则 .作为 例子 ,这 里 证 明 叉 积 和 链 式 法 则 . 

叉 积 法 则 的 证 明 ”我 们 模仿 对 数量 函数 乘积 法 则 的 证 明 . 根据 导 数 的 定义 ， 

u(t +h)xvt+h)- u(t) x v(t) 
h 


dcu x v) = lim 
dt h—0 
为 把 这 个 分 式 化 成 相等 的 分 式 ,其 中 包含 nu 和 v 的 差 商 ,我 们 在 分 子 中 减 去 和 加 上 ul) x v 


(t + h). T E: 
u(t + h) x v(t+ h) — u(t) x vy(t + h) + u(t) x v(t + h) - u(t) x v(t) 
h 


d s 
q Bas n 


= lim 


h—0 


= Vr sss] 
h h 


x v(: + h) + u(t) x 


= Jim Ë + h) — u(t) 
0 h 

最 后 的 等 式 成 立 , 这 是 因为 两 个 向 量 叉 积 的 极限 等 于 它们 的 极限 的 叉 积 , 只 要 后 者 存在 (习题 
第 39 题 ). 当 hh ATEH, v + h) BT va), BA v EX ;的 可 微 泪 数 是 连续 的 (习题 第 40 


题 ). 两 个 分 式 趋 于 du/dt 和 dv/dt 在 上 的 值 .于 是 


v(t + h) —- v(t) 
h 7 


x limv(t + h) + lim u(t) x lim 
h—0 h-r0 h—0 


du dy 
dax = v ux 2, L! 


链 式 法 则 的 证 明 假定 ua(s) = a(s)i+ b(s)j+ c( s)k E 注 : 为 了 代数 表示 方便 ,我 们 
s 的 可 微 向 量 函数 ,而 * = f(2) 是 4 的 可 微 标量 函数 . 则 a,b 和 有 时 候 写 一 个 标量 。 和 一 个 


c 是 上 的 可 微 函 数 , 由 实 值 函 数 的 链 式 法 则 给 出 向 量 y 的 积 为 vc 而 不 是 cv. 它 
网 s. 
S lu(s)) z da; + dbj + dey 容许 我 们 ,例如 , 依 通常 形式 
dr dt 写 链 式 法 则 : 
da ds. db ds, de ds du _ du ds 
= qs dzi * ds ari + gs dz“ J: ” ds dr 
ds (da 1 db; dek] - ds du 其 中 s = ft). 
= di dsi * asit ds dt ds 


= ffa). s = f(t) 


BE 1 EF BJ FJ EE 


当 我 们 跟踪 以 原点 为 中 心 的 球面 上 运动 的 一 个 
质点 时 , 位 置 向 量 有 一 个 等 于 球面 半径 的 固定 长 度 
(图 10.44) .运动 路 径 的 速度 向 量 dr/di 与 运动 路 径 rS ' 
相 切 ,也 切 于 球面 ,因此 垂直 于 r. 对 于 固定 长 度 的 可 l a 
微 向 量 函 数 , 情形 总 是 如 此 :向 量 和 它 的 的 导数 正 1 
交 . 长 度 固定 时 ,函数 的 变化 仅仅 在 方向 上 变化 . 方 0a 
向 变化 时 保持 与 + 成 直角 .这 个 结果 可 以 通过 直接 计 
算得 到 : 


I 
I 
I 
1 
l 
I 


图 10.44 ”如 果 一 个 质点 在 以 原点 为 中 心 的 
球面 上 运动 ,那么 r， (dr/di) = O. 


10.5 向 量 值 函 数 积 空间 曲线 - 853 ` 


r(t) * r(t) = c” r) | = “是 常数 . 
Eia) er] = 0 WARS 


r(t)-r(t)+rlt)er(t)=0 对 ri) = ut) = v(t) 用 法 则 5 
2r'(t)- r(t) = 0. 
ME ra) Mra) 正 交 ,因为 它们 的 点 积 为 0. 结论 是 


若 r 是 固定 长 度 的 上 的 可 微 向 量 函 数 , 则 注 : 我 们 将 在 10.7 节 反复 利用 
dr 


_ 此 公式 
r= 0. (4) 


例 5( 支 持 等 式 (4)) WEI r(t) = (sin t)i + (cos ¿)j + 3k 有 固定 长 度 并 且 正 交 于 它 的 导数 . 


解 r(t) = (sin t)i + (cos t)j +V3K 
| ri) = V (sin t) + (cost) + (V3): =VvV1+3=2 
dr 


q: = (cos t)i — (sin t)j 


dr . . 
rez = sin tcos t — sin tcos t = Ü 


向 最 函数 的 积 
一 个 可 微 向 量 函 数 及 (+) 在 区 间 7 是 向 量 函 数 r(1) 的 反 导 数 ,如 果 存 7 的 每 个 点 dRvdi = 


r. 如 果 RR 是 r 在 7 的 一 个 反 导 数 ,通过 同时 处 理 分 量 可 以 证 明 ,r 在 1 的 每 个 反 导数 有 形式 RR+ 
C,C 是 某 个 常 向 量 (第 45 题 ).r 在 7 的 所 有 反 导 数 的 集合 是 + 在 /的 不 定 积分 . 


定义 不定 积分 
"对 的 不 定 积分 是 的 所 有 反 导 数 的 集合 , 记 作 |r(z)dt. 若 及 是 上 的 -个 反 导 数 , 骨 
[oa = RG) + c. 
对 不 定 积分 的 通常 法 则 成 立 ， 
例 6( 求 反 导数 ) 
[Ceos i+ j -24a = [eos rar)is (ja)i- (J2rar)x (5) 


= (sin t+ Ci)i + (t + C,)j - (t? + COKk (6) 


= (sin t)i+ tj - k + C C = Cii+ Cj- Ck 
跟 数 量 函 数 的 积分 一 样 ,我 们 建议 你 省 略 等 式 (5) 和 (6) 中 的 步骤 而 直接 过 滤 到 最 后 的 形式 ， 
对 每 个 分 量 求 一 个 反 导 数 ,在 未 尾 加 -- 个 常 向 量 ， _ | 


向 量 函 数 的 定 积 分 通过 分 量 来 定义 . 
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定义 ERM 
Era) = Oi + g(t)j+ h(2k 的 分 量 在 La,5] 是 可 积 的 , 则 r 也 如 此 ,r 从 a Bjb B52E 
积分 是 


[roya = (oajis (Lacoa); (oa 
例 7( 求 定 积分 ) 
Keleos i+ j - 2tk)dt = (| eos jis (Fai - (> di) k 


= [sin żt]3i+ [lj- fie]k 
=[0-0i+ir-0j- r -jk 
=xj-—k . _| 


例 8( 重 温 滑 翔 机 的 飞行 ) ”假定 我 们 还 不 知道 例 4 的 滑翔 机 的 路 径 , 而 仅仅 知道 它 的 加 速 
度 向 量 a(t) =- (3cos t)i- (3sin 1)j + 2k, 还 知道 初始 时 刻 (在 时 刘 : = 0) 滑翔 机 从 点 (3,0,0) 
以 速度 v(0) = 3j 出 发 . 求 滑翔 机 在 时 刻 C 的 位 置 . 

解 ”我 们 的 目的 是 在 已 知 条 件 : 


微分 方程 : a = $= (3 cos Di G sin j+ 2k 


初 值 条 件 : v(0) = 3j 和 r(0) = 3i + Oj + Ok. 
下 求 r(e). x] EU y y Ea BJ WI a, B 48 
v(t) =- (3 sin t)i + (3cos t)j + 21k + C. 
我 们 用 v(0) = 3j 求 CI: 
3j = - (3 sin 0)i + (3 cos 0)j + (0)k + G, 
3j = 3j + C, 
C, = 0. 
滑翔 机 的 速度 作为 时 间 的 函数 是 
T = V(t) =- (3 sin t)i+ (3 cos 1)j + 2tk. 
积分 这 个 微分 方程 的 两 端 ,给 出 
r(t) = (3 cos t)i + (3 sin ij+tk+C， 
再 用 初 条 件 r(0) = 3i 求 G: 


3i = (3 cos 0)i + (3 sin 0)j + (O')k + C, 注 :在 本 例 中 两 个 积 
3i = 3i + (0)j + (O)k + C, 分 常数 都 是 0 是 特 
C, = 0. 殊 的 .习题 10.5 中 
滑翔 机 在 时 刻 ,的 位 置 是 和 23 和 24 题 给 出 下 
, ` . : > 间 的 结果 . 
r(t) (3cos t)i + (3sin 1)j + Ck. 


这 是 我 们 在 例 4 中 已 经 知道 的 滑翔 机 的 路 径 并 且 已 经 画 在 图 10.43 中 . 


习题 10.5 ”855 - 


习题 10.5 


空间 中 的 速度 和 加 速度 


在 第 1-6 题 中 ,r(:) 是 空间 中 的 质点 在 时 刻 + 的 位 置 . 求 质点 的 速度 和 加 速度 向 车. 然后 求 质点 在 时 刻 ;的 速 
率 和 运动 方向 . 最 后 把 质点 的 速度 表示 成 它 的 速率 和 方向 的 乘积 


, . i E - 
l.r(t) = (+ 1)i+ (0 — 1)j+ 24k, í = 1 2e) = (l+ i+ it yk, t= 1 
3.r(2) = (2 cos t)i + (3 sin t)j+ 4:k, 1 = x/2 4.r(t) = (sec t)i+ (tan t)j + + x, t = x/6 
S.r(t) = (2in(t + 1))i+ j + fk, t=1 6.r(t) = (e"')i + (2cos 31)j + (2sin 3t)k, +í =O 
在 第 7 - 10 题 中 ,r(1) 是 空间 中 的 质点 在 t 的 位 置 , 求 在 时 刻 : = 0 的 速度 与 加 速度 之 间 的 夹 角 . 
7.r(t) = (3t + 1)i+vV3tj+ Ék 8.r(t) = [2 i; [2, - 162)i 


9.r(t) = (In( + 1))i+ Gan! t)j+ Vr + 1k 10.r(r) = ta + 1322 + +a 一 122 + -4 tk 
在 第 11 和 12 中 ,r(:) 是 空间 中 的 质点 在 上 的 位 置 . 求 在 多 定时 间 区 间 内 速度 和 加 速度 正 交 的 时 冯 


ll.r(t) = (t sin #)i + (1 — cos tj, O< t< 2 


= 


12.r(:) = (sin t)i + tj + (cos t)k, £ > 0 


积分 向 量 值 函数 
求 第 13 - 18 中 的 积分 的 值 . 
1 
13. [Li 7j + G+ Didt 14.| [ (6 -6Dis yi ($ z) ka 
x/4 
1s.| [(sin Di+ (1 + cos t)j + (sec? t)kldt 6. [ (sec ttan 1)i+ (tan t)j + (2 sin tcos ti)k dt 
-1/4 0 
Fa 1 1 2 ， B 
v.f] „i + Fk] di 18.| | 万 二 下 + i, ax] dt 
向 量 值 函 数 的 初 值 问题 
求 第 19 - 24 题 中 对 于 作为 1 的 向 量 函数 工 的 初 值 问题 
19. 微分 方程 : 华 =— ti- tj - tk 22. MIRET = (P +4t)i+ ij + 22k 
初 条 件 : r(0) = i+ 2j + 3k 初 条 件 ; r(0) = i+j 
20. 微分 方程 :95 = (1801)i + (180: - 1622) 23. 微分 方程， dr =- 32k 
初 条 件 : r(0) = 100j dr 
dr 3 i 初 条 件 : r0) = 100k H Pri = 8i + 8j 
21. 微分 方程 :本 = S (t +1) i+ ej + k tli=0 
t 2 t+ 1 
WRR: r(0) = 
24. 微分 方程 : tk 
初 条 件 : r(0) = 10i+ 10j+10k HR Ër =0 
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光滑 曲线 的 切线 

正如 在 正文 中 所 说 .光滑 曲线 rt) = ADi gij hl OKE t = to HDRES o) sgl to), hlt) 平行 
T v(a) 的 直线 ,v(16) 是 曲线 在 1 = r 的 速度 向 量 . 在 第 25 - 28 中 . 求 给 定 曲线 在 给 定 参 数值 o 的 切线 的 参 
数 方程 . 


25.r(1) = (sin fir (£' -cos r)j + e'k, to = 0 26.r(:) = (2 sin t)i + (2 cos t)j + Stk, tọ = 4r 
27 _r(:) = (asin r)i + (acos t)j+ btk, o = 2r 28.r(:) = (cos r)i + (sin Dj + (sin 2t)k, to = > 
kuwa a 

29. 在 时 刻 ! = 0. 一 个 质点 位 于 点 (1,2,3). 它 沿 直线 行进 到 点 (4,1,4) ,在 (1,2,3) 的 速率 为 2 并 有 常 加 速度 3i 


-j+k. Emaan, DAN r(t). 
30. 一 个 质点 沿 直 线 行进 ,在 时 刻 1+ = 0 点 位 于 (1, - 1,2) 并 有 速率 2. 质 点 以 常 加 速度 21+j+k 运 动 到 点 (3， 
0,3). 求 质点 在 时 刻 + 的 位 置 向 量 r(r). 


理论 和 例子 
31. 在 旋 轮 线 上 的 运动 质点 在 xy 平面 上 运动 , 它 在 时 刻 1 的 位 置 是 
r(t) = (£ -sin t)i+ (1 - cos 1)j. 
EW (a) mro) 的 图 形 .所 得 的 曲线 称 为 旋 轮 线 . 
(b) 求 |v| 和 1a| 的 最 大 值 和 最 小 值 . (提示 :首先 求 |v|? 和 |a|? 的 最 值 ， 然后 开平 方 .) 
32. 在 圆周 上 的 运动 ”证 明 向 量 - 值 函数 


r(t) = (2i+ 2j + k) + (cos D| zi- zi) + (sin p(z + 十 r. 
描述 一 个 mT 面 x+yY-2z=2 上 以 (2,2,1) 为 中 心 ,半径 为 1 ass can 
33. 在 椭圆 上 的 运 一 个 质点 在 x 平面 上 的 椭圆 (y/3)* + (:/2) = 1 上 运动 ,在 时 刻 :的 位 置 是 
r(t) = (3 cos t)j + (2 sin 1)k 
求 |v| 和 |ai 的 最 大 值 和 最 小 值 . (提示 :首先 求 1vj* 和 |a|? 的 最 值 ,然后 开平 方 .) 
34. HEKE “” 设 v 是 :的 可 微 向 量 函 数 .证 明 若 对 所 有 1, 有 v- (dv/dt) = 0, 则 |v| 是 常数 . 
35. 常 函数 法 则 ”证明 若 向 量 函 数 _ 取 常 值 C, 则 dudt = 0. 


36. 数量 倍数 法 则 
(a) 证 明 若 是 ;的 一 个 可 微 函 数 而 ec 是 任意 常数 , 则 
d(cu) _ o 8 
d T d 


(b) 证 明 药 u 是 :的 一 个 可 微 函 数 , 而 /是 :的 一 个 可 微 数 量 函 数 ,， 则 
df 
q U) = "+ f. 


dt 

37. 和 与 差 法 则 WEAH u #l v #- rh- 46 BJ g g, Il 
a _ du dy a _ du dv 
dt Ñ KOVE q U 4: 


38. 在 一 点 连续 的 分 量 判别 法 — 证 明 由 r(1) = Ait g(1)j+ h(t)k 定 义 的 函数 在 +: = 如 连续 当 且 仅 当 f, 
8 和 hh 在: = ,连续 . 

39. 向 量 函数 又 积 的 极限 《假定 mr = AGODi+ Dit fCOkr = glt)i+t galt)j+ 8&s(Ct)k,Him T(t) = u 
Flim, -p raU) = Y. 利 用 义 积 的 行列 式 公 式 和 数量 函数 的 极限 乘积 法 则 证 明 
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40. 
41. 


42. 


43. 


45. 


lim(ri(t) x r.(!:)) = ux v. 


TIARIS 8 R 2 EER WERE r = Utg + h 2)k fE t = to 是 可 微 的 , 则 它 在 1: = to 也 是 连续 的 . 


三 元 数量 积 的 导数 
(a) 证 明 若 ay 和 w 是 上 的 可 微 向 量 函 数 , 则 
d du dv dw 
Liu. = Z, . Ë` . KAA 7 
Tu Yx w) = 可 vxw+u: q X w+u Yx T (7) 
(b) 证 明 等 式 (7) 等 价 于 
u u du, duz dus | | ul uz U3 ul ua us 
1! U2 3 — x | 
d dt dt dt | dv; dz ds; vl vz v3 
de vl va v31= v vol + Pr T PT + . (8) 
t f 1 2 3 t dt t dw, dw, dus 
Wi wW W3 wy w tes | [| ul 102 w3 de de d 


等 式 (8) 说 可 微 函 数 的 3 阶 行列 式 的 导数 是 原 行列 式 一 次 微分 一 行 所 得 的 三 个 行列 式 之 和 .结果 可 以 推广 
到 任意 阶 的 行列 式 . 


( 续 第 41 题 ) 假定 r = ait g(t)j+ h(t)k, 而 f,g 和 六 有 直到 三 阶 的 导数 .用 等 式 (7) 或 (8) 证 明 
d dr dr dr dr 
Aaa e) = (9) 


(ER :微分 左 端 并 查看 乘积 为 零 的 向 量 . ) 
可 积 向 量 函 数 的 性 质 ”确定 可 积 向 量 函 数 的 下 列 性 质 . 
(a) 常数 量 倍数 法 则 


| hr( a - kf rod L 为 任意 数 
令 = - 1 8 fi uE I| : 
b b 
| (~ r(t))dt =- | r(1)dt. 
(b) 和 与 差 法 则 ; 
b b 7b 
| (ri(t) + r,(t))d: = | ri(1)di + | ra(t)dt 
(c) 常 向 量 倍数 法 则 ; 
[cora = c. Proa (任意 常 向 量 C) 


[cx r(i)dt = cx | ra (任意 常 向 量 C) 


. 数量 和 向 量 函 数 的 乘积 ”假定 数量 函数 u) 和 向 量 函数 rO) 都 定义 在 a < : =< b, 


(a) ERE u 和 了 在 [a,5b] 连续 , 则 ur Æla, b] 连续 . 
(b) # u 和 了 在 [a,8b] 可 微 ,证 明 ur 在 [a,5] 可 微 ,并 且 
Aiur) = u € rri, 
dt dt dt 
IE) 8 5 #t b) 5 S: 88 
(a) 用 对 数量 函数 的 中 值 定理 的 推论 2 证 明 ; 26 88 4- PJ Et 5⁄2 Ri(1) ARO) 在 区 间 7 有 相等 的 导数 , 则 两 
函数 在 7 相差 一 个 常 向 量 . 
(b) 用 部 分 (a) 的 结果 证 明 : 若 RCz) Æ ra) 的 一 个 在 1 的 反 导 数 , 则 r 在 1 的 每 个 其 它 的 反 导 数 等 于 R(1) 
+ C,C 为 某 个 常 向 量 . 


. 微 积分 基本 定理 对 实 变 量 的 数量 函数 的 微 积分 基本 定理 对 实 变量 的 向 量 函 数 也 成 立 . 为 证 明 这 一 事 


实 ,首先 用 对 数量 函数 的 定理 证 明 若 向 量 函 数 r(i) 在 a。< r< b 连续 , 则 在 [a,6] 的 每 个 点 : 
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| roar = r(!) 
再 用 第 45 题 部 分 (b) 的 结论 证 明 车 R 是 r 的 一 个 在 .a.b 上 的 反 导 数 , 则 


[oa = RO) -Ra 
A 
ECEN 
画 空 间 曲 线 的 切线 
用 CAS 在 第 47 - 50 题 中 执行 下 列 步 又 
(a) 画 位 置 向 量 r 描 绘 的 空间 曲线 . (b) 求 速度 向 量 dr/dt 的 分 量 . 
(c) R drsd: 在 给 定点 16 的 值 并 求 曲线 在 ro) 的 切线 方程 . 
(d) 在 给 定 区 间 把 切线 和 曲线 画 在 一 起 . 


47.r(?) = (sin t — teos r)i+ (cos t + tsin t)j+ k. 0 < : < 6x, to = 37/2 


48.7(1) =V2ri + e'j+ ek, -2<1<3, =l 


49.r(t) = (sin 2t)i+ (ln(1+ t))j+ tk, Ogt edn, to = 7/4 


SO.r(/) = (In? + 2))i + (tan 30)j+ VP+ 1k, Q 3 < (< 5. h=3 


探索 螺旋 线 
在 第 51 和 52 题 中 ,请 用 作 图 探索 螺旋 线 


r(1) = (cos at)i + (sin at)j + bik 
随 常 数 a 和 4 值 的 变化 的 行为 .用 CAS 执行 每 个 题目 中 的 各 个 步骤 . 
51. 令 5=1. 在 区 间 0 < :<4r 上 画 a = 1,2,4,6 时 螺旋 线 r(1) 和 有 曲线 在 1 = 3r/2 的 切线 .用 你 自己 的 话 描 
述 当 a 增加 时 螺旋 线 的 图 形 和 切线 的 位 置 发 生 了 什么 变化 . 
52. Q a = 1. 在 区 间 0 <t < 4x EM b = 1/4,172,2.4 时 螺旋 线 rü) 和 曲线 在 1 = 3z/2 的 切线 .用 你 自己 的 
话 描述 当 ) 增 加 时 螺旋 线 的 图 形 和 切线 的 位 置 发 生 了 什么 变化 . 
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曲线 的 弧 长 。 光滑 曲线 上 的 速率 。 单位 切 向 量 T。 曲率 和 平面 曲线 的 主 单位 法 向 量 。 
曲率 圆 和 曲率 半径 


设想 你 做 一 个 以 高 速 在 空气 中 或 空间 中 的 一 个 路 径 行进 的 运动 实验 .特别 地 ,设想 一 个 使 
你 向 你 的 左 侧 或 右 侧 的 转弯 的 运动 ,以 及 倾向 于 从 座位 上 抬 高 或 压低 你 以 及 上 上 下 下 的 运动 ， 
在 空中 飞行 特技 表演 中 寺 回 曲折 地 飞行 的 飞行 员 肯 定 有 这 类 运动 的 亲身 体验 .现代 过 山 车 为 
吸引 不 善 离 开 地 面 的 试探 者 而 设法 使 他 们 惊心动魄 .体验 的 强度 随 着 转弯 的 “急促 ”和 垂直 于 
座位 被 * 举 高 ”的 强力 以 及 沿 着 路 径 的 飞快 的 速度 而 提高 .过 分 急促 的 转弯 ,过 分 剧烈 的 升降 
或 飞快 且 不 断 提 高 的 速度 会 导致 飞行 器 失控 ,甚至 在 空中 破 虱 或 坠落 地 面 . 
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在 本 节 和 下 节 , 我 们 研究 曲线 形状 的 特征 ,这些 特征 从 数学 上 刻画 弯曲 和 垂直 于 前 进 运 动 
的 扭转 的 程度 .我 们 进一步 会 了 解 曲线 的 这 些 几 何 特征 如 何 从 数值 上 体现 在 运动 的 速度 和 加 
速度 上 (正如 速率 是 速度 向 量 本 身 的 内 在 性质 )， 


曲线 的 弧 长 

前 面 在 微 积分 的 学 习 中 ,我 们 了 解 到 速率 是 距离 对 时 间 的 导数 .到 目前 为 止 ,我 们 研究 的 
运动 主要 是 治 直线 进行 的 (虽然 我 们 也 考察 过 沿 抛物 线 的 抛射 体 运 动 ) .为 研究 沿 其 它 光滑 曲 
线 的 运动 ,我 们 需要 有 沿 曲线 可 以 测量 的 长 度 .这 样 就 使 我 们 可 以 用 点 离开 某 个 “基点 ”的 有 
向 距离 s 确定 其 位 置 , 这 跟 用 离开 原点 的 有 向 距离 确定 
点 在 坐标 轴 上 的 位 置 如 出 一 梳 ( 图 10.45). 时 间 是 描述 
运动 物体 的 速度 和 加 速度 的 自然 参数 ,但 s 是 研究 曲线 
形状 的 自然 参数 .不 久 就 会 了 解 两 种 参数 对 于 研究 空间 
曲线 都 是 有 用 的 . f 

下 列 公式 定义 怎样 测量 沿 光滑 曲线 的 距离 . CER 10.45 ”光滑 曲线 可 像 数 直线 一样 
们 在 5.3 节 得 到 的 平面 曲线 的 参数 公式 的 三 维 形式 , 它 。 度量 ,对 等 的 ,对 每 一 点 , 为 从 预先 先 
的 出 现 不 会 令 人 惊奇 . 定 的 基点 到 该 点 的 有 向 距离 


定义 。 弧 长 :光滑 曲线 的 长 度 
当 上 从 ! = a 增加 到 ; = b 时 恰好 描绘 一 次 的 光滑 曲线 r(1) = f(t)i+ g(t1)j+ h(i)k 的 
长 度 是 


Le [Wl u) + (4) + (i) a 


b JI dxy2 (dy) dz = 
= | J|) (E) +E) d a) 
跟 平 面 曲 线 一 样 ,我 们 可 以 用 满足 条 件 的 任何 适当 
的 参数 表示 计算 曲线 的 长 度 .我们 省 去 证 明 . 
(1) 中 的 平方 根 是 速度 向 量 v 的 长 度 |v| .这 样 我 们 
可 以 把 长 度 公 式 写 成 更 简洁 的 形式 . 


CD-ROM 
Ç=] a 长 度 公 式 (简洁 形式 ) 
z=| Iva (2) 


例 1( 滑 翔 机 行进 的 距离 ) 一 架 滑 翔 机 沿 螺旋 线 
r(t) = (cos t)i + (sin t)j + tk 盘旋 上 升 .从 1: =0 到 
t = 2r = 6.28 秒 滑翔 机 沿路 径 行 进 多 远 ? 

解 经 历 这 段 时 间 行 进 的 路 径 对 应 螺旋 线 的 完整 
—B (El 10.46) .这 部 分 曲线 的 长 度 是 图 10.46 WER r) = (cos t)i + 

(sin z)j + zk.( 例 1) 
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L -| la: = N V (~ sin tY + (cos t) + GYde 


= "Aai = 2x 2 MRK 
这 是 作为 螺旋 线 在 xy 平面 上 的 投影 的 圆周 弧 长 的 
Y2 倍 . | 


如 果 我 们 选取 以 上 为 参数 的 曲线 C 上 的 点 P(10) 为 
基点 ,i 的 每 个 值 确定 C 上 的 一 个 点 PU) = (x(1)， 
y(t),z(1)) 和 一 个 沿 曲 线 从 基点 量 起 的 “有 向 距离 ” 
(图 10.47) 


slt) = | |v(z)]| dz. 


图 10.47 WHR P(10) 到 点 PO) 的 


如 果 4 > toss (t) 是 从 P(to) 到 PO) 的 距离 ;车 1: < to， HEES s) = f Ive) ldr. 

s(t) 是 负 的 距离.s 的 每 个 值 确定 C 上 的 一 个 点 , 且 这 个 % 

参数 C 是 与 * 相关 的 ,* 称 为 曲线 的 弧 长 参数 .该 参数 值 在 IAIA el u. WL # kx THE 
究 空间 曲线 的 弯曲 和 扭转 特别 有 效 . 


带 基点 Plo) 的 弧 长 的 参数 化 


t > -一 -一 5 注 :我们 用 希腊 字母 (“tau”) 
- "(rE a y (rT a r leya 
s(1) | A +[y'(z)] izr) dr 作为 方程 3 的 积分 变量 ,因为 


字母 已 用 为 上 限 . 


= | iv) lar (3) 


如 果 曲 线 r(1) 已 经 根据 参数 ;给 定 , 而 ;(1) 是 由 等 式 (3) 给 定 的 弧 长 函数 , 则 可 以 把 1 表 
成 s 的 函数 ， = 1(s). 然 后 代入 1 就 得 到 曲线 用 ; 的 参数 表示 :r(1) = r(i(s)) 下面 是 一 个 简 
单 的 例子 . | 


例 2( 弧 长 的 参数 表示 ) j o = 0, 沿 螺旋 线 
r(t) = (cos t)i + (sin ¿)j + tk 


从 到 ;的 弧 长 参数 是 


s(t) = 上 lv(z)ldrz 方程 3 


t 
- | Zar 见 例 1 
0 


= V21. 
对 上 解 这 个 方程 即 得 : = sy2. 代 人 位 置 向 量 = 即 得 螺旋 线 的 弧 长 参数 表示 ; 


r(r(s)) = | _ 
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不 像 例 2 那样 ,对 于 已 经 用 其 它 参 数 上 表示 的 曲线 解析 地 求 出 弧 长 参数 表示 通常 是 困难 
的 .不 过 幸运 的 是 我 们 很 少 需 要 s(1) 及 其 道 i(s) 的 只 体 的 公式 ， 


Q ER 光滑 曲线 上 的 速率 
‘Bsite 
& 号 下 的 导数 县 连续 好 光滑 的 ), 微 积 
历史 传记 因为 等 式 (3) 根 号 下 的 导数 是 连续 的 (曲线 是 光滑 的 ) , 微 积 分 基 


本 定理 告诉 我 们 :s 是 上 的 可 微 函 数 并 且 有 导数 
Josiah Willard Gibbs 


(1839 — 1903) n = Iv(1)|. (4) 


正如 我 们 已 经 知道 的 ,质点 沿 其 路 径 运动 的 速率 是 | v| 的 大 小 . 

注意 虽然 基点 P(to) 在 等 式 (3) 中 定义 s 时 起 作用 ,但 在 等 式 (4) 
中 却 不 起 作用 .运动 质点 沿 其 路 径 所 经 过 的 距离 的 变化 率 跟 基点 在 
哪里 无 关 . 

因为 按照 定义 ,对 光滑 曲线 |v| 从 来 不 是 零 ,ds/di; > 0. 我们 再 
一 次 看 到 s 是 1 的 增 函 数 . 


单位 切 向 量 T 
我 们 已 经 知道 速度 向 量 v = dr/di 切 于 曲线 ,从 而 向 量 


T= v 
Tv 
是 (光滑 ) 曲线 的 单位 切 向 量 . 当 以 弧 长 做 参数 时 还 有 更 多 的 的 话 要 说 . 因为 对 于 我 们 考虑 的 
曲线 ds/di > 0,s 是 一 对 一 的 并 且 其 反 函 数 是 的 可 微 函 数 1(6.2 节 ). 反 函数 的 导数 是 
d: ] 1 
ds ` ds/dt ~ Iy]? 
这 就 使 得 r 是 s 的 可 微 函数 ,其 导数 可 以 用 链 式 法 则 计算 得 
dr dr dt 1 v + 
ds 7 deds YT ° Ty = Í. 
这 个 等 式 说 dr ds 是 在 速度 向 量 v 方 向 上 的 单位 切 向 量 
(图 10.48). 


定义 ”单位 切 向 量 
可 微 曲线 r(e) 的 单位 切 向 量 是 


dr dr/dt v 
T = 4“ ds/di = Ts]: (5) 


只 要 v 是 :的 可 微 函 数 ,单位 切 向 量 工 就 是 上 的 可 微 
RR. 正如 我 们 在 下 节 将 看 到 的 ,了 是 描述 空间 车 辆 和 其 
它 物体 运动 的 移动 标 架 中 的 三 个 向 量 之 一 . 


图 10.48 ”我 们 看 到 TT 是 vy 的 |v| 


例 3( 求 单位 切 向 量 T) RN 10.5 节 例 4 的 滑翔 机 的 路 径 的 曲线 


r(t) = (3 cos t)i + (3 sin t)j+ k 
的 单位 切 向 量 . 
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解 。 在 该 例 中 ,我 们 已 求 得 


v = gr = — (3 sin t)i + (3 cos t)j + 2tk 
( 

和 

yl = v9 +42. 
于 是 

si st., 2 

T= V| = Dk. 加 
Y J/9+4 ° VIAE V9rdr 


曲率 和 平面 曲线 的 主 单位 法 向 量 

为 理解 曲线 的 “弯曲 ” 跟 “ 扭 转 ” 的 不 同 , 最 容易 的 的 办 
法 是 从 平面 曲线 开始 (弯曲 但 不 扭转 出 平面 ). 基于 这 一 考 
E ,我 们 将 在 下 节 进 入 下 一 步 而 来 研究 空间 曲线 . 

当 一 个 质点 沿 平面 光滑 曲线 运动 时 ,T = dr/ds 随 曲 线 
的 弯曲 而 转动 .因为 下 是 单位 向 量 , 在 质点 沿 曲线 运动 时 它 
的 长 度 保持 常 值 而 仅仅 方向 改变 .单位 长 度 上 下 的 转动 率 
称 为 曲率 (图 10.49). 曲率 的 传统 记号 是 希腊 字母 <( 读 作 
“kappa ”). 


定义 ”曲率 
若是 光滑 曲线 的 单位 切 向 量 , 则 曲率 函数 是 图 10.49” 当 点 ?在 曲线 上 沿 弧 长 
dT 增加 方向 运动 时 ,单位 切 向 量 弯曲 

“= [dsi 而 转动 ,在 点 P 的 值 | aT/ds| 称 为 


曲线 在 点 P 的 曲率 . 
如 果 |dTvds| 大 ,T 在 质点 通过 P 时 转动 得 急剧 ,在 点 P 的 曲率 就 大 .如 果 |idT/ds | 接近 
零 ,T 在 质点 通过 已 时 转动 得 缓慢 ,在 点 P 的 曲率 就 小 . 
WRH r(1) 已 经 用 异 于 弧 长 参数 s 的 参数 1; 给 定 ,我 们 可 以 如 下 计算 曲率 ; 


dT dT di! 
K = = = 一 一 一 一 
ds | dt ds: 
1 dT 
lds/dti| di 
__l dT) | 
| | di T’ 
计算 曲率 的 公式 
# r(1) 是 光滑 曲线 , 则 曲率 是 
l dT 
` lv [di |` (6) 
其 中 T = v/| v| i$ 92 DJ i B. | 
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为 检验 这 个 定义 ,我 们 在 例 4 和 5 中 看 到 直线 和 圆周 的 曲率 为 常 
数 ， 


例 4( 直 线 的 曲率 是 零 ) ”在 一 条 直线 上 ,单位 切 向 量 T 总 是 指向 同 
一 方向 ,于 是 它 的 分 量 是 常数 .因此 |dT/ds | = |0| = 0( 图 10.50). _ 


例 5( 半 径 为 a 的 圆周 的 曲率 是 1/a) 为 了 解 其 中 的 的 缘故 ,我 T 
们 从 半径 为 a 的 圆周 的 参数 方程 


r(t) = (acos t)i + (asin t)j 图 10.50 在 条 直线 上 


开始 .进而 ， T 切 向 量 总 是 指向 同一 方 
v = SÉ = (asin r)i + (acos t)j 向 , 即 |dTvds| = 0.( 例 4) 
[v| = V (- asin t) + (acos t} =Va = |al|=- a. 由 于 a> O,lal|= a. 

由 此 求 得 

T = TyT = — (sin t)i + (cos 1)j 

sf = = (cos t)i — (sin t)j 

aT = V cost + sint = 1. 
因此 ,对 参数 :的 任意 值 ， 

| 
«= TT = TOD = 1. o] 
Iv] | dt a a 


虽然 计算 曲率 的 公式 (6) 对 空间 曲线 仍然 有 效 , 下 节 我 们 还 要 推导 一 个 更 便于 应 用 的 计 
算 公 式 . 

在 正 交 于 单位 切 向 量 T 的 诸 向 量 中 ,dT/ds 具有 特殊 的 重要 性 ,因为 它 指向 曲线 转动 的 方 
向 .由 于 下 是 国定 长 度 (是 1) 的 向 量 ,导数 dT/ds 正 交 于 T(10.5 节 ). 因 此 ,如 果 aT ds 除 以 它 
的 长 度 < ,就 得 到 正 交 于 的 单位 向 量 N. 


定义 ” 主 单 位 法 向 量 
在 x z 0 的 点 ,平面 曲线 的 主 单位 法 向 量 是 


当 曲 线 弯 曲 时 ,向 量 dT/ds 指向 工 转动 的 方向 .假如 
我 们 面向 弧 长 增加 的 方向 , 如 果 T 顺 时 针 转 动 , 向 量 
dT/ds 指向 右 ,如 果 下 逆 时 针 转 动 ,向 量 dT/ds 指向 左 . 换 
名 话说 , 主 单位 法 向 量 N 指向 曲线 凹 的 一 侧 (图 10.51). 

若 光 滑 曲 线 r(+) 已 经 用 不 同 于 弧 长 的 参数 ,给 定 ， ES ARTA, SARER, 


我 们 可 以 用 链 式 法 则 直接 求 N， 已 指向 转动 的 方向 . 向 量 N 是 
dT/ds 的 方向 . 
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y - _dT/ds (dT/dt)(dt/ds) — _dT/dt 
= |dT/ds| 7 |daT/dt| ldi/ds| 7 |dT/de] 
这 个 公式 使 我 们 求 N 而 不 必 先 求 s He. 
计算 N 的 公式 
r rC) 是 光 潜 曲线 , 主 单位 法 向 量 是 
dT/dt 
N =  dT/di ' (7) 
HPT = v/iv| 是 单位 切 向 量 . 
例 6( 求 T 和 N) RAH z 
r(t) = (cos 2t)i + (sin 27)j 
THN. 
解 HERT 
v =- (2sin2t)i+ (2 cos 21)j 
v| = / 4 sin2t + 4cos2t = 2 
T = TT = (sin 20)i + (cos 21)j. 
由 此 求 得 
dT = — (2 cos 21)i — (2 sin 2t)j 
d: 
dT = V4 cos221 + 4sin’21 = 2 
di | 
和 
dT/dt 
N = TIT: 


注意 :T.N = 0, 这 验证 了 NEXF T. 


曲率 圆 和 曲率 半径 


(cos 2t)i- (sin 2/)j 


FAT) 


在 平面 曲线 的 < x 0 的 点 P 的 曲率 圆 或 密切 圆 是 曲线 所 在 平面 上 的 圆周 : 


1. CEA 已 切 于 曲线 ( 跟 曲 线 有 同样 的 切线 ) 
2. 它 在 点 已 跟 曲线 有 同样 的 曲率 
3. 位 于 曲线 的 凸 的 一 侧 或 内 侧 ( 如 图 10.52 
所 示 ). 
曲线 在 点 的 曲率 半径 是 曲率 圆 的 半径 ,根据 
例 5, 这 就 是 


曲率 半径 = p = 


为 求 p ,我 们 求 «, 青 求 倒数 .曲线 在 P 的 曲率 中 心 
是 曲率 加 的 中 心 ， 


曲率 图 


曲线 


图 10.52 点 P(x,Y) 的 曲率 圆 位 于 曲线 内 侧 
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例 7( 求 抛物 线 的 曲率 圆 ) RAR y = x? 在 原点 的 曲率 圆 . 
解 我们 用 参数 上 = x 写 出 抛物 线 的 参数 方程 (预备 知识 第 6 节 )， 
r(L) = t+ tj. 


我 们 首先 用 等 式 (6) 求 抛物 线 在 原点 的 曲率 
= r li uj, vv 本 


di 
于 是 
T= yy = (144i u +44) 71. 
由 此 求 得 
gT =- 4l + 40) ii+[20+4P) 8e + 4222] j. 


在 原点 ,: = 0, 于 是 曲率 是 


1 dT 
[x0] | a (0) | 等 式 (6) 


- 0i + 23| = (1) /02 + 2° =2. 


K (0) = 


因此 曲率 半径 是 1/x = 方 ,曲率 中 心 是 (0, 十 ) ( 见 图 10.53). 
密切 圆 的 方程 是 


a-oar) Q (2): 


或 

2 +) 1 

X + (> -3 = 4 Æ 10.53 y = x 在 原点 的 曲率 圆 
从 图 10.53 你 可 以 发 现在 原点 密切 圆 比 切线 y = 0 更 逼近 ye, (， -二 ) - + 
于 抛物 线 . l 


习题 10.6 


求 空间 曲线 的 单位 切 向 量 和 长 度 


在 第 1 - 8 题 中 , 求 曲线 的 单位 切 向 量 .并 求 曲 线 的 给 定 部 分 的 长 度 . 
1.r(t) = (2 cos t)i + (2 sin t)j+v5tk, 0 < (<r 2r0 = (6 sin2t)i+ (6 cos2t)j+ 5tk, Ogtgr 


3r) = i+ (2⁄3) k, O< < 8 Ar) = Q+ Di- (+ 1j+ k, O< <3 
S.r(4) = (cos'/)j + (simt)k, 0 < : < z/2 6.r(1) = 6i- 20 -- 30k, 1< t < 2 


7.r(t) = (t cos t)i + (tsin t)j + (27223) 2k, 0 <t <= 
8.r(:) = (# sin t + cos t)i + (cos t — sin Dj Zeig? 


9. 求 曲线 
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r(t) = (5 sin t)i + (5 cos t)j + 12tk 
上 的 -点 .该 点 沿 曲线 的 弧 长 增加 方向 距离 上 ! = 0 时 的 点 (0.5,0) 是 26r. 
10. 求 曲 线 


r(t) = (12 sin tH- (I2 cos 1)j + Stk 


的 点 ,该 点 沿 曲线 的 弧 长 增加 方向 距离 ! = 0 时 的 点 (0, - 12,0) 是 13r. 


弧 长 参数 
在 第 11 - 14 题 中 ,通过 等 式 (3) 求 沿 曲 线 从 1 = 0 对 应 的 点 算 起 的 弧 长 参数 的 积分 值 
s = | vn lar 


然后 求 曲线 的 给 定 部 分 的 长 度 . 
li.r(t) = (4 cos t)i + (4 sin t)j + 3tk, 0 < t< z/2 


12.r(ż:) = (cos t+ tsin t)i + (sin t — teos 1)j. 《2 =< t < x 

13.r(t) = (c'!eost)i+ (e'sint)j+ ek, —In4 <! < 0 

14.r(1) = (1I+20i+ (1+3r)j+ (6-6)k, -1 三 /过 0 

平面 曲线 

求 第 15 - 18 题 的 平面 曲线 的 T,N fl <. 

15.r(t) = ti+ (lneost)j, — x/2 < t < 7/2 16.c( r) = Qn sec i+ tj, -2 < t < 7/2 
17.r(:) = (2: + 3)i + (5 — 1)j 18.r(?) = (cos # + f sin t)i+ (sint — t cos t)j, í > O 
理论 和 例子 


19. 弧 长 RER ra) = (V21)i+(V2j+ (1 -22k 从 (0.0,1) 到 (V2,W2,0) 的 长 度 . 
20. 螺旋 线 的 长 度 ” 例 1 中 的 螺旋 线 一 圈 的 长 度 是 2rV2 ,这 也 是 边 长 为 2r 单 位 的 正方 形 对 角 线 的 长 度 .说 明 
怎样 通过 切割 和 展 平 螺旋 线 缠绕 的 圆柱 体 得 到 这 个 正方 形 . 
21. 椭圆 
(a) 通过 证 明 曲 线 r(i) = (cos t)i + (sin t)j + (1 — cos 0K,0 g< t g 2x 是 一 个 正 圆 柱 和 一 个 平面 的 交 来 
证 明 这 个 曲线 是 椭圆 .并 求 柱 面 和 平面 的 方程 . 
(b) 在 圆柱 面 上 画 椭圆 ,并 添上 在 1 = 0,x/2,x 和 3x/2 的 单位 切 向 量 . 
(c) 证 明 加 速度 向 量 总 平行 于 该 平面 (垂直 于 该 平面 的 法 线 ). 这样, 如 果 你 画 燃 圆 上 各 点 的 加 速度 向 量 ， 
它 将 位 于 椭圆 平面 内 .在 图 上 添上 = O,+z=/2,= 和 3rz2 时 的 加 速度 向 量 . 
(d) 写 出 椭圆 的 长 度 的 积分 .不 要 试图 求 积分 的 值 , 它 不 是 初等 的 . 
RW (e) 数值 积 估计 椭圆 的 长 度 精确 到 两 位 小 数 . 
22. 长 度 不 依赖 参数 表示 。 为 举例 说 明光 涓 曲线 的 长 度 不 依赖 你 用 以 计算 长 度 的 参数 表示 .用 下 列 参 数 表示 
计算 例 1 的 螺旋 线 一 圈 的 长 度 
(a)r(t) = (cos 4t)i + (sin 41)j + 41k, O g tgr⁄2 
(b)r(:#) = ¿eos(t/2)]i + _sin(+/2);j + (1/2)k, Ogrgár 


(c)r(t) = (cos t)i- (sin 1 上)j- tk, -2r < t < Ü 
23. HRA RHR r) = ti+ (sin (让 在 点 (r/2,1) 的 曲率 圆 的 方程 .( 曲 线 参数 化 xy FHE y = sin x 的 
图 形 .) 


24. HRA RR r) = (2m i- t+ Dje stae Er 1 对 应 的 点 (0, - 2) 的 曲率 圆 的 方程 . 
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TNB 标 架 ;加 速度 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 


空间 曲线 的 曲率 和 法 向 量 。 挠 率 和 次 法 向 量 。 加 速度 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 。 计算 曲 
率 和 挠 率 的 公式 


假如 你 沿 一 空间 曲线 行进 , 笛 卡 儿 的 i,j 和 kk 上 华 标 系 对 于 表示 描述 你 的 的 运动 的 向 量 并 非 
真 的 适合 .用 以 下 向 量 代 替 它 们 是 意味 深长 的 ,这 些 向 量 是 :代表 你 前 进 方向 的 向 量 (单位 切 向 
É T) ,代表 你 的 路 径 弯曲 方向 的 向 量 (单位 法 向 量 N) 以 及 代表 沿 垂直 于 这 两 个 向 量 确定 的 平 
面 的 方向 从 这 个 平面 “扭转 ”出 来 的 趋势 的 向 量 (由 单位 次 法 向 量 B = TxN 定 义 ). 这 个 TNB 
标 架 由 互相 正 交 的 单位 向 量 构 成 并 伴随 运动 而 活动 (图 10.54) ,把 加 速度 向 量 表示 成 TNB 标 
架 的 线性 组 合 能 够 深刻 揭示 路 径 的 和 沿 这 个 路 径 的 运动 的 性 质 . 


CD-ROM 


人 


dB 
在 P 的 找 率 ds 
BL — (dB/ds)- N 


在 P 的 曲率 

是 dT/ds)| 
10.54 每 个 运动 体 带 着 
一 个 TNB 标 架 行进 , 该 标 架 
刻画 了 运动 路 径 的 几何 特 
征 . 


比如 ，|aT/qs | 表明 一 辆 车 的 路 径 向 左 或 右 弯 曲 多 少 ; 它 称 为 车 的 路 径 的 曲率 . 
数 - (dB/ds). N 表明 车 的 路 径 从 运动 平面 旋转 或 扭转 多 少 ; 它 称 为 车 辆 路 径 的 拨 率 .再 看 一 
E 10.54. 如 果 P 是 在 弯曲 的 铁轨 上 息 高 的 列车 , 头 灯 单 位 距离 左右 弯曲 的 的 变化 率 是 铁轨 
的 曲率 ,机 车 离开 T 和 N 确定 的 平面 扭转 的 变化 率 是 挠 率 .， 


空间 曲线 的 曲率 和 法 向 量 


空间 曲线 的 的 单位 切 向 量 T 的 定义 跟 平 面 曲线 一 样 .如 果 光 滑 曲 线 用 作为 的 函数 的 位 
置 向 量 r(1) 定义 ,而 s 是 曲线 的 弧 长 参数 , 则 了 T = dr/ds = v/v| .空间 的 曲率 跟 平 面 昌 线 
(10.6 节 , 例 6) 一样 ,定义 为 


_ T| 1 [dr 
和 这 | 于 TvT dt (1) 
向 量 dT/ds 正 交 于 了 T, 我 们 定义 主 单位 法 向 量 是 
1 df aT/dit 
A (2) 


例 1( 求 曲率 ) ” 求 下列 蝶 旋 线 的 曲率 : 


r(i) = (acos t)i + (asin t)j + btk, a,b > 0,a2 + b? 0. 
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解 “我们 用 速度 向 量 w 计算 T( 图 10.55): 
v = — (asin t)i + (acos t)j + bk 
|v] = V a2sin2t + accost tb = / a2 + 名 
Tosio 1 
用 等 式 (1)， 
1 |dT 


K =T] de 


t 


[- (a sin t)i + (acos t)j + bk] 


l 


a2 + b2 


1 


a + b 


[- (a cos t)i — (a sin t)j] 


= l- (eos t)i — (sin £)j| 


a ( 2 š 2 a 
= —— s V (cos t) + (sin t)” = ° 
a? + b a? + b° 


从 这 个 等 式 看 出 , 当 固定 a 而 增加 2 时 ,曲率 减少 . 当 固 


定 而 减少 时 ,曲率 最 终 也 会 碱 少 .这 表明 拉 伸 弹 纂 就 。 而 16ss 对 于 正 的 a RO 以及， 5 0 


有 把 它 弄 直 的 趋势 . 画 出 的 螺旋 线 .( 例 1) 
E b = 0, 螺 旋 线 退 化 为 半径 为 a 的 圆周 ,而 其 曲率 
变 为 1/a, 正 如 所 料 . 车 a = 0, 螺 旋 线 成 为 z 轴 , 曲 率 变 为 0, 仍 在 预料 之 中 . _ | 
BJ 2( 求 主 单位 法 向 量 N) 求 例 1 的 螺旋 线 的 主 单位 法 向 量 N. 
E ”我 们 有 
dT =- = a t)i + (asin t)j] 例 1 
sr = l V azcos2i + asint = z 
t a? + b a + b? 
N= ET 等 式 (2) 
2, b2 1 ` ; : 
=u: _ r s; cos t)i + (a sin 1)j] 
= — (cos t)i — (sin 1)j. _ 
挠 率 和 次 法 向 量 


空间 的 次 法 向 量 是 B = T x N, 这 是 同时 正 交 于 T 和 N 的 单位 向 量 (图 10.56).T,N 和 了 B 定 
义 一 个 活动 右手 向 量 标 架 ,这 个 标 架 对 于 计算 在 空间 运动 的 质点 的 路 径 意 义 重大 . 
dB/ds 相对 于 T,N 和 B 的 行为 如 何 ? 由 叉 积 微分 法 则 ,我 们 有 


因为 N 在 dT/ds 的 方向 ,dT/ds x N = 0, 于 是 
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图 10.56 向量 T,N 和 和 B( 按 这 个 次 序 ) 组 


B 
成 空间 中 的 互相 正 交 的 单位 向 量 的 右手 
P 标 架 . 你 可 以 称 它 为 Frenet 标 架 ( 因 
T ss Jean-Frédéric Frenet,1816 - 1900 得 名 ) 或 
称 它 为 TNB IR. 
dB dN dN 
ds 0 +Tx jq; = Tx q; 


由 于 义 积 总 正 交 于 它 的 因子 ,由 此 看 出 dB/ds 正 交 于 T. 

因为 dB/ds 也 正 交 于 B( 后 者 有 固定 长 度 ), 故 dB/ds AR EZF B 和 T. 换 名 话说 ,dB/ds 
平行 于 N, FE dB/ds 是 N 的 数量 倍数 .用 符号 写 出 , 即 dB/ds = - ztN. 根 据 传统 ,等 式 前 取 负 
号 . 数 z 称 曲 线 的 乒 率 .注意 


N= rN:N=- rl) = z, 
S 


+E 
T - -里 .N. 
定义 js 
SB = TxN. 光 滑 曲线 的 挠 率 是 
EE 


ds 


曲率 x 永远 不 是 负 的 ,与 此 不 同 , 挠 率 可 正 ,可 负 ,也 可 为 零 . 

由 T,N 和 B 确 定 的 三 个 平面 显示 在 图 10.57 th. 
曲率 x = |dTvds| 可 以 设想 为 点 已 沿 曲线 运动 时 法 | 次 法 线 
平面 转动 的 速率 .类 似 的 , 搁 率 + = - (dB/ds).N 是 次 法 平面 | 
点 了 沿 曲 线 运 动 时 密切 平面 绕 T 转 动 的 速率 . 乒 率 测 
量 曲线 扭转 的 程度 ， 


法 平面 


加 速度 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 
当 一 个 物体 由 于 重力 ,刹车 , 火 簿 发 动机 组 合 等 U E 法 线 
等 的 作用 而 被 加 速 , 我们 通常 想 要 知道 在 运动 方向 -$ 
即 切 方向 了 的 加 速 作 用 是 多 大 .为 求 这 个 值 ,我 们 用 7 A oii 
链 式 法 则 把 v 写成 ”单位 切 向 量 Ü 
dr dr ds ds 
Y= dsdi ` dt 图 10.57 T,N 和 B 确定 的 三 个 平面 的 名 称 


并 对 上 述 方程 的 两 端 求 导 , 即 得 
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dy d (7 ds) dsT dsdT 


a= 7 dil di q dd 
ds ser ds) _ ds | s) 从 等 式 (2 dT = <N 
= gal + qi\ds dt) 7 aet ta “Nj, FAD ds 二 
_ ds ($$) N 
d! dt 
CD-ROM 、 
Kuu 定义 加 速度 的 切 向 分 量 和 法 向 分 量 
a= af + aN, (3) 
其 中 
ds d dsy2 2 
ax = 2 = "| 和 ay = e| q; = K| v| (4) 


是 加 速度 的 切身 和 法 向 数值 分 量 . 


在 等 式 (3) 里 不 出 现 B 这 一 事实 引 人 注 意 . 不 管 我 们 观察 的 运动 物体 的 路 径 怎 样 在 空间 弯 
曲 和 扭转 ,加 速度 a 总 在 正 交 于 B 的 TT 和 NN 的 平面 内 .这 个 等 式 还 准确 告诉 我 们 在 切 于 运动 的 
方向 (dsxdo) 产生 多 少 加 速度 , 以 及 在 正 交 于 运动 的 方向 [x(ds/di)*] 产 生 多 少 加 速度 
(图 10.58). 


图 10.58 加 速度 的 切 向 和 法 向 图 10.59 ”一 个 物体 的 加 速度 的 切 
分 量 . 加 速度 总 是 在 垂直 于 了 的 下 向 分 其 和 和 法 向 分 量 , 该 物体 沿 半 径 
和 N 确定 的 平面 内 . 为 o 的 圆周 反 时 针 运 动 . 


从 等 式 (4) 我 们 可 以 读 出 什么 信息 ?根据 定义 ,加 速度 a 是 速度 v 的 变化 率 , 当 物体 沿路 径 
运动 时 ,一 般 说 来 ,v 的 长 度 和 方向 同时 改变 .加 速度 的 切 向 分 量 测量 v 的 长 度 的 变化 ( 即 速率 
的 变化 ) ,而 加 速度 的 法 向 分 量 则 测量 v 的 方向 的 变化 速率 . 

注意 加 速度 的 法 向 数值 分 量 是 速度 平方 的 曲率 倍 .这 就 解释 了 为 什么 在 你 的 汽车 以 高 速 
(K v) 急剧 转弯 (大 e) 时 你 必须 极力 固定 住 自己 .如 果 你 的 汽车 速率 加 倍 ,在 同样 的 曲率 下 ， 
你 将 体验 到 四 倍 的 法 向 加 速度 分 量 . 

如 果 一 个 物体 以 常 速率 在 圆周 上 运动 ,中 sxdt 是 零 ,而 所 有 加 速度 沿 N 指向 圆周 中 心 .如 
果 物 体 加 速 或 减速 ,a 还 有 一 个 非 零 的 切 向 分 量 (图 10.59). 


10.7 TNB 标 架 ;加 速度 的 切身 分量 和 法 应 分 量 - 871 ` 


为 计算 a .我们 通常 使 用 公式 a, = yla P a RAER al? = ata = a) + a) fin 


an 就 可 得 到 .利用 这 个 公式 ,不 必 先 求 < RER ap- 


| 计算 加 速度 法 向 分 量 的 公式 
a = Val a (5) 


例 3( 求 加 速度 的 数值 分 量 a a.) TRTA N, hea zh 
r(t) = (cos £ + t sint)i+ (sint — t cos 1)j, í > O 


的 加 速度 写成 形式 a = arT + a N. (运动 路 径 是 图 10.60 中 的 图 周 的 渐 伸 线 . ) 


图 10.60 运动 fr(1) = (cos t + tsin t)i + 
(sin t — tcos t)j, t > 0 的 加 速度 的 切 向 和 法 
向 分 量 .如果 一 条 缠绕 在 固定 圆周 上 的 线 
并 在 圆周 所 在 的 平面 上 保持 伸 直 , 线 的 端 
点 P 就 描画 出 圆周 的 一 条 渐 伸 线 .( 例 3) 


— y 


解 ”我们 首先 用 公式 (4) R az: 


dr . . 。 . N 
= 4 = (- sin t + sin t + tcos t)i + (cos t ~ cos £ + tsin 1)j 


= (tcos t)i + (tsin t)j 


[v| =V teos t+ si r = VË = | =， t> 0 


or = lv GOD) = 1. 等 式 (4) 


知道 or 后 ,用 等 式 (5) R a、: 
a=(cost— tsin t)i + (sin £ + tecos t)j 
lal? =: +1 在 一 些 代数 计算 以 后 求 得 


-ve+D)-(D = /É <= L. 


再 用 等 式 (3) K a( 见 图 10.60): 
a= aT +a N= (DT+CON=T+IN 
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计算 曲率 和 挠 率 的 公式 
我 们 现在 给 出 便于 使 用 的 计算 曲率 和 接 率 的 公式 .从 等 式 (3) ,我们 有 
d ds ds 由 10.6 节 等 式 (5) 
Yx a= = (GT) x d+ (F) N| v = dr/dt = (ds/dt)T 
ds ds 
-rx T) + x( E s| (T< N) 
ds 
= c[ 下) p. TxT=0 和 TxN=B 
于 是 
| 1 | ds |? 3 ds _ | # | _ 
vxal= «a Bl= «Iv. q F vi 和 |B|=1 


解 出 < 得 下 列 公 式 


曲率 计算 公式 
_ vx al 


| 3 
ly] 


(6) 


等 式 (6) 用 来 计算 曲率 ,这 一 曲线 的 几何 性 质 ,利用 的 是 。 注 ,Newton 导数 的 点 记号 

用 任何 向 量 表示 的 曲线 的 速度 和 加 速度 ,只 要 v 从 不 为 零 . 花 ZRO) 中 的 点 (.) 表示 对 
点 时 间 想 一 想 这 是 多 么 值得 观 注 : 从 沿 曲 线 的 任何 运动 公式 ， 的 微分 ,每 个 点 代表 求 一 次 导 
管 运 动 如 何不 同 ( 只 要 v 不 取 零 ), 我 们 就 可 以 计算 曲线 本 秧 。” 数 . 这 样 ,x(“x 点 ") 表示 


的 性 质 ,而 该 性 质 看 来 与 走出 这 条 曲线 的 方式 无 关 . dx/dt,x(“x X A”) 表示 
高 等 微 积分 中 导出 的 应 用 最 广泛 的 挠 率 计算 公 式 是 r/d i x(“x 三 点 ") 表示 
x y z dx d. K Me, y = dy/dt 等 
x y z 等 . 
- (# v xa=0. (7) 


这 个 公式 通过 的 分 量 函 数 x = f(t),y = gl) Mz = hka) 
直接 计算 挠 率 ,行列 式 的 第 一 行 来 自 v, 第 一 行 米 自 a, 而 第 三 
行 则 来 自 = da/di. 


例 4( 求 曲率 和 挠 率 ) MERO) 和 (7) 求 下 列 螺旋 线 的 < Mr: 
r(t) = (acos t)i + (asin t)j + btk, a,b > 0,a + b? z0. 
解 我 们 用 等 式 (6) 计算 曲率 : 


v =-—(asngi)i+ (a cos t)j+ bk 
a = - (a cos t)i- (a sin t)j 
| i j k| 


vasjo esin! a cos t bi 


~ acost -asint 0| 
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= (ab sin t)i — (ab cos t)j + a°k 


_lvxa| Va’b+a aVva+b a (8) 
= jy S aa 0222 = (22 , 0 = 22, 2 


注意 等 式 (8) 与 例 1 我 们 直接 用 定义 计算 曲率 所 得 的 结果 一 致 
ARFA) 的 找 率 的 值 ,我 们 通过 对 : 微分 r 求 行列 式 的 元 素 . 我 们 已 经 算出 了 v 和 a, 而 


— = (a sin t)i — (a cos t)j. 


因此 
— a sin t a cost b 


-accost -asint 0 


a sint -accost 0 


求 等 式 (8) 时 得 到 的 |v x a| 的 值 
(ava? + b2)2 


2 2 2.42 
E o 
从 等 式 (9) 看 到 缠绕 在 圆柱 面 上 的 螺旋 线 的 挠 率 是 常数 .事实 上 , 常 曲 率 和 常 挠 率 在 所 有 
空间 曲线 中 刻画 了 螺旋 线 的 特征 . 
DNA 分 子 ,生命 形式 的 基本 构件 ,被 描述 为 两 个 互相 缠绕 的 螺旋 线 , 有 点 像 扭转 的 绳 梯 的 
横 挡 和 侧 边 (图 10.61) .不仅 DNA 所 占据 的 空间 比 把 它 拆 开 时 要 小 得 多 ,并 且 在 分 子 被 损坏 
时 ,不 完善 的 片段 被 一 类 分 子 剪刀 前 去 ,而 (由 于 曲率 和 找 率 函数 是 圈定 的 )DNA 可 正确 复原 . 


图 10.61 DNA 分 子 的 螺旋 线形 状 由 其 常 曲率 和 挠 率 刻 画 特 征 . 
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空间 曲线 的 公式 
apn a LL. _ v N ay E _ _dT/dt 
| 单位 切 向 量 T = [vi 主 单位 法 向 量 N = Tatar] 
| | 
| 次 法 向 量 B=TxN 曲率 e= Txa 
ds | [v| 
x y z | 
E y š 
| Soros] | 
HR c=-_ BN y z 
ds vx al 
加 速度 的 切 向 和 法 向 数值 分 量 a= aT + a N 
-dv | 
ar = qe Y | 
G, = K |V = /al -az 
习题 10.7 
空间 曲线 
对 第 1 -8 题 的 空间 曲线 , 求 T,N,B,< 和 
1.r(:) = (3 sin t)i + (3 cos t)j + 4tk 2.r(ż) = (cos t + t sin t()i + (sin t — t cos t)j + 3k 
3.r(t) = (e'cos t)i + (e'sin z)j + 2k 4.r(t) = (6 sin 2t)i + (6 cos 2t)j + Stk 
S.r(4) = ((⁄3)i+ (2⁄2)j, í > O 6.r(t) = (cos r)i + (sin1)j, 0< t< x/2 
7.r(t) = ti+ (a cosh(tZa))j, <a > O 8.r(:) = (cosh t)i — (sinh 1)j+ tk 
在 第 9 和 10 题 中 ,不 求 工 和 N 而 把 a 写成 形式 a T + aN. 
9.r(t) = (a cos t()i + (a sin t)j+ btk 10.r(:) = (1 + 31)i+ (r — 2)j - 3tk 
在 第 11 - 14 题 中 ,不 求 工 和 N 而 对 给 定 的 上 值 把 a 写成 形式 a T + a N. 
11.r(t) = (+ 1)i+ 24j + k, í = 1 12.r(t) = (t cos t)i+ (tsin t)j+ fk, í = 0 


13.r(t) = Pi+ (t+ (103)6)j + ((- (13) )k, í = O 

14.r(1) = (e'cos t)i + (e'sin t)j + V2e'k, ¿í = 0 

在 第 15 和 16 题 中 , 求 对 给 定 的 上 值 的 r,T,N 和 B. 然 后 求 在 该 1 值 的 密切 ,法 和 次 法 平面 (图 10.57) 的 方程 . 
15.r(z) = (cos t)i + (sin t)j- k, ¿£ = x/4 16.r(r) = (cos t)i+ (sin t)j+ tk, í = O 


物理 应 用 

17. 为 学 而 写 ”你 的 汽车 的 速率 表 稳定 读数 是 35 英里 /时 ,你 可 能 再 加 速 吗 ?解释 之 . 

18. 为 学 而 写 ”关于 以 常 速率 运动 的 质点 的 加 速度 可 以 说 些 什 么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

19. 为 学 而 写 ”关于 其 加 速度 总 是 正 交 于 速度 的 质点 的 速率 可 以 说 些 什 么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

20. 抛物 线 上 的 运动 -个 质量 为 m 的 物体 以 常 速率 10 单位 / 秒 沿 抛物 线 ; = x 行进 .在 (0,0) 与 加 速度 


习题 10.7 + 875 ° 


相应 的 力 是 什么 ?在 (V2,2) 呢 ? 用 i 和 j 表示 你 的 答案 . (回忆 Newton 定律 F = ma.) 

21. 为 学 而 写 ”以 下 内 容 引 自 American Mathematical Monthly( October 1990,p.731) 的 由 Robert Osserman 所 写 的 
一 篇 题目 为 “Curvature in the Eighties” 的 文章 :“ 曲 率 在 物理 中 起 关键 作用 .以 常 速率 沿 曲 线路 径 移动 一 个 
物体 所 需 的 力 的 大 小 ,根据 Newton 定律 ,是 轨迹 曲率 的 常 倍数 ". 从 数学 上 解释 为 什么 引 语 中 的 第 二 句 话 
是 正确 的 . 

22. ay = 0 时 发 生 什 么 ? 证明: 如 果 加 速度 的 法 向 分 量 是 零 则 运动 质点 将 在 直线 上 运动 . 

CD-ROM 

CU 曲率 和 挠 率 

23. xy 平面 上 函数 图 形 的 曲率 公式 
(a) xy 平面 上 的 y= f(x) 的 图 形 自 动 的 参数 表示 :x = x,y = f(x) 和 向 量 公式 r(x) = xi+ A(x)j. 用 这 

个 公式 证 明 : 若 /是 x 的 二 次 可 微 函 数 , 则 

o ol _ 

[1 + (fF (Cx)) 

(b) 用 部 分 (a) 的 x 的 公式 求 y = In(cos x), -x/2 < x < x/2 的 曲率 . 
(c) 证 明 在 拐点 曲率 为 零 . 

24. 参数 表示 的 平面 曲线 的 曲率 计算 公式 

(a) 证 明 由 二 次 可 微 函 数 x = /(1) 和 y = g(1) 定义 的 光滑 曲线 f(t) = fis ge(1)j 的 曲率 由 以 下 公式 


K(X) = 


给 定 : 
Jey- 
= PT 
用 这 个 公式 求 下 列 曲线 的 曲率 . 
(b)r(:) = i+ (Insin/)j, Ü < t < xz (c)r(z) = [tan! (sinh t)i] + (In cosh t)j 


25. 平面 曲线 的 法 线 
(a) E nO) =- g (Dit fO -aG = g (Di- 了 (tj 在 点 (J(1),g(1)) 正 交 于 曲线 r(1) = faj 
+ g(t)j. 
为 对 特殊 的 平面 曲线 得 到 N, 我 们 可 以 选择 n 或 - n 中 指向 曲线 的 站 的 一 侧 的 一 个 ,并 把 它 化 为 单位 向 量 . 
〈 见 图 10.51.) 用 这 个 方法 求 下 列 曲线 的 N; 


(b)r(:) = ti+ e”j (c)r(:) = V4- i+ j. - 2 < t <2 
26. ( 续 第 25 题 ) 
(a) 用 第 25 题 的 方法 求 曲线 ra) = ie (1⁄3)0j."4 2 > O l: < 0 时 的 N. 
(b) 为 学 而 写 :对 部 分 (a) 的 曲线 计算 
dTAdi 


N = TarzdT， t >= 0. 
É i = 0,N 是 否 存在 ? 画 曲 线 的 图 形 并 解释 在 ! 从 负 过 渡 到 正 时 ,N 发 生 了 什么 ? 

27. 曲率 极 值 ”证 明 抛物 线 y = at, a z 0 在 顶点 有 最 大 曲率 而 没有 最 小 曲率 .( 注 :因为 曲线 的 曲率 对 平移 
和 旋转 保持 不 变 , 结 论 对 任意 抛物 线 都 是 正确 的 .) 

28. WRR URA x = acos t,y = bsin ta > b > 0 在 长 轴 上 有 最 大 曲率 ,而 在 短 轴 上 有 最 小 曲率 . 
( 跟 第 27 题 一 样 ,对 任何 椭圆 同样 的 结果 成 立 . ) 

29. 为 学 而 写 :螺旋 线 的 最 大 曲率 EH 1 中 ,我 们 求 得 rC) = (acos t)i+ (asin 1)j + bik(a,b > 0) 的 曲率 
是 < = a/(a? + 如 ). 对 于 给 定 的 5 值 ,最 大 的 «是 多 少 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 

30. 有 时 可 用 的 捷径 如果 你 已 经 知道 | as | 和 |v| ,那么 公式 a, = x v1? 提供 一 个 求 曲率 的 适当 方法 .用 
它 求 以 下 曲线 的 曲率 ; 


r(:) = (cos t + t sin t)i + (sin £- teos tj, t> 0. 
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( 取 例 3 的 a、 和 vy) 
31. 直线 的 曲率 和 挠 率 ”证 明 以 下 直线 的 曲率 和 挠 率 都 是 零 : 
r(t) = (xo + At)i+ (yo+ Bt)j + (zo + Ct)k. 
32. 总 曲率 通过 对 x 从 so 到 si 积分 我 们 求 从 ，= so Pjs = s, BJ yC TE BH R Ag -- Ez BJ) šA BB E. tn E. III ZR + 
另外 的 参数 ,比如 1, 则 总 曲率 是 


天 = | kas = | "k Sar = ['elviar, 
) “fo fa 


HP ro AIr 对 应 so 和 s1. 求 螺旋 线 的 一 段 r(1) = (3cos t)i + (3sin ()j + tk,0 < <4r 的 总 曲率 . 
33. ( 续 第 32 题 )” 求 下 列 曲线 的 总 曲率 . 
(a) 单位 圆周 的 渐 伸 线 ;r(1) = (cost + rsin ()i+ (sin t — teost)j.a < t < bla > 0).( 第 30 题 给 出 求 & 
的 适当 方式 .用 例 3 的 值 .) 
(b) MHR y = -oo < x < o. 
34. 为 学 而 写 :螺旋 线 的 挠 率 ”在 例 4 中 ,我 们 求 得 螺旋 线 
r(!) = (a cos t)i+ (a sin t)j+ btk, a,b>0 
WREE r = b/a + b) IPER a 值 ,最 大 的 + 是 多 少 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 

35. 平面 上 有 零 挠 率 的 曲线 。 充分 可 微 的 有 和 零 乒 率 的 曲线 位 于 … 个 平面 内 这 一 事实 是 以 下 事实 的 特殊 情形 : 
质点 的 速度 保持 跟 一 固定 向 量 C 生 直 , 且 在 一 个 垂直 于 C 的 平面 内 运动 .这 可 以 从 微 积 分 的 以 下 问题 的 解 
看 出 . 

XE r) = fis g(t)j+ AKI t EKA a,b] 二 次 可 微 , 当 1 = a 时 r = 0, 并 且 对 [a,5] 的 所 有 
tv k = 0 Wla, b] 的 所 有 1,h(1) = 0. 
解 这 个 问题 . (提示 :从 a = drsd 开始 并 按 相反 次 序 利 用 初 条 件 .) 
36. 从 B 和 v 计 算 的 一 个 公式 “如 果 我 们 从 定义 r =- (dB/ds). N 出 发 并 利用 链 式 法 则 把 dB/ds 写成 
dB dBd: dB 1 


ds dd di |v]? 


便 得 到 公式 


e=- prli NJ. 
这 个 公式 比 (7) REKEETEAS TH NEE. Rb EE HH BR BLUE E t KB 13. AAR RA 
4 的 螺旋 线 的 挠 率 . 
由 第 23 题 导出 的 公式 


K(x) = — Lf) z 
E+ fF Cr) 


表示 二 次 可 微 函 数 y = f(x) 的 曲率 x(x). 求 第 37 - 40 题 每 条 曲线 的 曲率 函数 .然后 在 给 定 区 间 把 f(x) 
和 x(x) 的 图 形 画 在 一 起 .你 将 发 现 某 种 惊奇 . 


贺 37.y = z, - 2 < x < 2 ERE38.; = +:¿A, - 2 < x < 2 
RW 39. = sinx, Ü < x < 2x 加 40.， - 。 - l< + <2 


(umn 


曲率 圆 
在 第 41 - 48 中 ,你 用 一 个 CAS 探索 一 个 平面 曲线 在 点 P 的 密切 圆 ,在 P,e > 0. 用 -- 个 CAS 执 行 以 下 步骤 ， 
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(a) 画 在 指定 区 间 的 参数 和 函数 形式 的 平面 曲线 的 图 形 , 看 -- 看 它 像 什么 . 

(b) 用 第 23 和 24 题 的 适当 公式 计算 曲线 在 给 定 的 fo 值 的 曲率 <. 如 果 曲 线 用 函数 y = a) 给 定 , 就 用 参 
数 方程 x = ty = f). 

(ce) 求 在 io 的 法 向 量 N. 注 意 N 的 分 量 的 符号 依赖 单位 切 向 量 在 ! = to 是 沿 顺 时 针 还 是 逆 时 者 针 转 动 ( 见 
第 25 ËB.) 

(d) # C = ai + 如是 从 原点 到 密切 圆 中 心 的 向 量 ( 见 10.6 节 ), 从 向 量 方程 


C = r(to) + 一 一 NGCIo) . 


CS, 
求 中 心 C. 圆 周 上 的 点 P(xo, yo 由 位 置 向 量 r( r) 给 定 
(e) 画 密切 圆 的 隐 方 程 (x ~- a)? + (y — b)? = 1/e 的 图 形 .然后 画 曲 线 和 密切 圆 . 你 可 能 需要 试验 视窗 的 尺 
才 ,但 要 保证 它 是 正方 形 
41.r(:) = (3 cos t)i + (5 cos t)j, O < t < 2z,to = 7/4 
42.7(1) = (cos'r)i+ (sint)j, Ogis 
B.r) = i+ (f -31)j, -4 


44.7(1) = (° -— 2⁄2 — t)i + 


45.r(z) = (2t — sin t)i + (2 — 2cos t)j, O < t< 3n,to = 3xz/2 
46.r(t) = (e 'cos t)i + (e'sin1)j, O < t < 6r,to = m/4 


.y= x2 x, —2 < x =<5,x = 1 48.y = x(1- 4), — l< x < 2,xo = 1⁄2 


行星 运动 和 人 造 卫星 


极 坐 标 和 柱 尝 标 中 的 运动 。 平面 上 的 行星 运动 。 坐标 和 初 条 件 。Kepler 第 一 定律 (圆锥 
BREE). Kepler 第 二 定律 (等 面积 EIE) e Kepler 第 一 定律 的 证 明 。 Kepler 第 三 定律 (时 间 
- 距离 定律 )。 MËSUE 


在 本 节 ,我 们 利用 Newton 运动 定律 和 引力 定律 推导 行星 运动 的 Kepler 定律 并 讨论 人 造 卫 
星 的 轨道 .从 Newton 定律 导出 Kepler 定律 是 微 积 分 的 成 功 
之 一 . 它 汲取 了 我 们 到 此 所 学 习 过 的 大 部 分 内 容 , 其 中 包括 
空间 向 量 的 代数 和 几何 ,向 量 函 数 的 微 积分 ,微分 方程 和 初 
值 问题 的 解法 和 极 坐 标 . 


极 坐 标 和 柱 坐 标 中 的 运动 


当 质 点 沿 极 坐标 平面 的 曲线 运动 时 ,我们 用 图 10.62 所 0 
示 的 活动 单位 向 量 
u, = (cos 0)i + (sin 0)j, 


> X 


(1) 图 10.62 r 的 长 度 是 点 P KEKR 
us = -~ (sin 0)i + (cos 0)j， ERr. Abu, Ær |r], tÆ rr. $ 


表示 它 的 位 置 .速度 和 加 速度 .u Ef 3 h ROP 的 方向 ， 式 (1) 用 i 和 j 表 示 u, Fl u. 
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于 是 r = ru,. 向 量 us 垂直 于 u, 88] 9 增加 的 方向 .从 等 式 (1) 求 得 


- = = (sin 0)i + (cos 0)j = u; 
d a N 
q =- (cos0)i- (sin 0)j = - u,. (2) 
当 u, 和 us XJ RS ,以 发 现 他 们 如 何 随时 间 变 化 时 , 链 式 注 :跟前 一 节 一 样 ,我 们 使 用 
法 则 给 出 Newton 的 点 记号 表示 对 时 间 
| du, ， , . du, , ， 的 导数 以 保持 公式 尽 可 能 简 
ù, = ggl = 0 u= gg? = Ou G) A, ú, RR d/d 表示 
因此 ， db7 di, $E. 
ve t= $ru) =u, + rū, =u +u (4) 


见 图 10.63. 


图 10.63 在 极 坐标 里 ,速度 向 量 是 图 10.64 柱 坐 标 里 的 位 置 向 量 
v = ru, + ñu, 和 基本 单位 向 量 . 
加 速度 是 
a = v = (ru, + ru,) + (ru, + ru; + Dug). (5) 
用 等 式 (3) 求 u, 和 us 的 值 并 分 离 分 量 ,加 速度 的 等 式 成 为 
a = (r - ġ°)u, + (r) + 2r0)u,. (6) 


为 推广 运动 的 这 个 等 式 到 空间 ,我 们 把 zk 添加 到 等 式 r = ru, 的 右 端 .那么 在 柱 坐 标 里 ， 
r =ru, + zk 
v =ru, + ĝu; + zk 注意 : 若 z < O.M | r] = r. (7) 
a =(r - rƏ2)u, + (rÜ + 2r))us + zk 
向 量 u ,us 和 k 组 成 右手 标 架 (图 10.64) ,在 这 个 标 架 里 ,有 
u 


u xu = k, u xk=u, kxu, = u. (8) 


平面 上 的 行星 运动 
Newton 引力 定律 告诉 我 们 ,如果 r 是 从 质量 为 M 的 太阳 中 心 到 质量 为 m 的 行星 中 心 的 径 
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向 量 , 行 星 和 太阳 之 间 的 吸引 力 是 
mu o 
|r? 


Ir] 
(图 10.65), % G 是 普 适 引力 常数 .如 果 我 们 以 千克 测 
量 质量 , 以 牛顿 测量 力 , 以 米 测 量 距 离 , 则 G KAE 
6.6726 x 10" 牛顿 . 米 ?. 千克. 


F=- 


F=- GmM r 
把 对 作用 在 行星 上 的 力 的 等 式 (9) 跟 Newton 第 二 IË irl 
定律 FF = mr 结合 起 来 便 得 
GmM r - GM r 图 10.65 “引力 沿 质心 连 线 的 方向 . 


wr rT O 
加 速度 在 任何 时 候 都 指向 太阳 中 心 . 
等 式 (10) 说 明 r 是 r 的 数值 倍数 ,于 是 
rxr = 0. (11) 
一 个 常规 的 计算 指出 r xr 是 r xr 的 导数 : 


dax = É xF + rx = r xT. (12) 
因此 ,等 式 (11) 等 价 于 
FS(rxr) = 0, (13) 
积分 此 式 得 
rxr =c (14) 
C E 3 S 3 5] Bl. 


方程 (14) 告诉 我 们 ,r 和 rr 通常 位 于 一 个 与 C 相 垂直 的 平面 上 ,因此 ,行星 在 一 个 过 太阳 中 
CEAT C 的 固定 平面 内 运行 (图 10.66). 


图 10.66 遵守 Newton 的 引力 和 运动 定律 的 一 个 图 10.67 行星 运动 的 坐标 系 . 像 图 中 所 示 的 , 当 
行星 在 过 太阳 重 于 C = r x r 的 平面 内 运行 . 从 上 方 观察 时 运动 是 着 时 针 的 ,并 且 0 > 0. 
坐标 和 初 条 件 


我 们 现在 以 下 列 方式 引进 坐标 系 ,太阳 的 质心 在 原点 ,并 使 行星 的 运动 平面 为 坐标 平面 . 
这 就 使 得 r 成 为 行星 的 极 坐标 位 置 向 量 , | r| 等 于 ", 并 且 rlr EF u. RIIE z Gh, k 
沿 C 的 方向 .这 样 ,k 与 C 跟 rxr 有 同样 的 右手 关系 ,从 而 当 我 们 从 正 ; 办 观察 时 行星 的 运动 
是 逆 时 针 的 .这 就 使 得 06 随 1 增加 ,从 而 对 所 有 1,9 > 0. 最 后 ,如 有 必要 , 绕 2 轴 旋 转 极 坐标 平 
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面 ,使 得 初始 射线 跟 行 星 最 接近 太阳 时 的 r 的 方向 重合 , 即 该 射线 过 行星 的 近日 点 (图 10.67). 
如 果 我 们 这 样 测 量 时 间 ,使 得 上 = 0 时 行星 在 近日 点 ,我 们 就 有 行星 运动 的 以 下 初 条 件 . 
1.: =0 时 ,r= ro 是 最 小 向 径 
2.: =0 时 r = 0( 因 为 > 这 时 有 最 小 值 ) 


3.t =0 时 0 = 0. 4.t =0 时 |v| = vo. 
因为 
vo = v|, =o 
= |ru, + Ġw |, o 等 式 (4) 
= |rbouo|,_。 当 : 上 =0 时 r = 0 
= (|rbl|lus|),-。 
= |rbl, lu] = 1 
= (rb0),-0 r 和 9 都 是 正 的 
我 们 还 知道 


5.t = 0f ð = vo. 


Kepler 第 一 定律 (圆锥 截 线 定律 ) 
Kepler 第 一 定律 说 行星 的 轨道 是 以 太阳 为 焦点 的 圆锥 截 线 .其 离心 率 是 


e= 一 一 -1 (15) 
而 极 方程 是 


(1 + e)ro 


r = I4 e cos 0` (16) 


Kepler 第 一 定律 的 推导 用 到 Kepler 第 二 定律 ,所 以 我 们 在 证 明 第 一 定律 之 前 先 氢 述 并 证 明 第 
二 定律 ， 


Kepler 第 二 定律 (等 面积 定律 ) 
Kepler 第 二 定律 说 从 太阳 到 行星 的 径 向 量 (在 我 们 的 模型 里 是 r) 在 相等 时 间 里 扫 过 相等 
的 面积 (图 10.68) .为 推导 这 个 定律 ,我们 用 等 式 (4) R 


等 式 (14) 的 又 积 : = € íE 
C=rxr=rxv / > SN 
=ru, x (ru, + Ñu) 等 式 (4) | -i ) 
= rr (u, x u,) + r(r0) (u, x us) (17) Á 
ç Ca SER — 
= r(r0)k. 
令 33. B 图 10.68 ”连接 行星 与 太阳 的 连 线 在 
C = [r(r)],-ok = rovok. (18) 相等 的 时 间 内 扫 过 的 面积 相等 . 
把 这 个 C 值 代 入 到 等 式 (17) ,得 


rovok r20K， 或 r20 = roo. (19) 
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1 积 就 出 自 这 里 .在 极 坐标 里 ， 
CD-ROM 


WEBsite d4 = 3 40 
i 历史 传记 (9.6 节 ). 因 此 ,d4/dt 有 常数 值 


Johannes Kepler dA 
(1571 — 1630) = ri- = Trovo, (20) 


这 就 是 Kepler 第 二 定律 . 
对 于 地 球 ro 约 是 150 000 000 千 米 ,wo 约 30 千 米 / 秒 ,而 d4/di 约 2 250 000 000 FÆ?/ 秒 . 你 的 
心脏 每 跳动 一 次 ,地 球 沿 着 它 的 轨道 前 进 30 公里 ,而 连结 太阳 和 地 球 的 向 径 扫 过 了 2 250 000 000 E 
方 公里 的 面积 . 


Kepler 第 一 定律 的 证 明 
为 证 明 行 星 沿 以 太阳 为 焦点 的 圆锥 截 线 运动 ,我 们 需要 把 行星 的 向 径 , 表示 成 b 的 函数 ， 
为 此 要 进行 一 系列 远 非 显然 的 计算 和 代入 ， 
令 等 式 (6) 和 (10) 中 u, = r/|r| 的 系数 相等 ,得 等 式 
_ GM 


r _ r? = >: (21) 
根据 等 式 (19) 把 0 RRA rovor 就 消去 0, 并 整理 所 得 等 式 , 即 有 
2 2 
?= r et. (22) 


我 们 通过 变量 替换 把 这 个 方程 化 成 一 阶 的 .由 
dr dr _ dp _ dp dr dp 


PS d d di” drd ”了 gr 链 式 法 则 
把 方程 (22) 变 为 
d rov GM 
p 下 一 一 r? ` (23) 
乘 以 2 并 对 r 积分 ,得 
2 2 
p= Gs- TR, o, (24) 
t = 0 时 的 初 条 件 > = ro Mr = 0 确定 C, 的 值 是 
2GM 
Ci = v- n ` 
由 此 ,方程 (24) 经 过 适当 整理 就 成 为 
. 1 
r = afi- 2) .20u(L - 7): (25) 


从 方程 (21) 过 渡 到 方程 (25) 的 效果 是 把 + 的 二 阶 微分 方程 降 为 一 阶 的 .我 们 的 目标 还 是 

用 6 表示 ,所 以 我 们 现在 让 9 返回 方程 .为 此 ,我 们 用 方程 rò = rovo( 方 程 (19)) 两 端的 平方 
去 除 方程 (25) 的 两 端 并 利用 方程 ; 70 = (dr/dt)/(d9/dt) = dr/d0, 便 得 到 

L(a) -1 ol + 2 人 L) 


4 = 
dð r: 2 riv ro 
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-botaz - 7): n = 4M (26) 
ro r” r 70 roro 
为 进一步 化 简 ,做 代 换 
_ 1 _ 1 du _ 1 dr (3) _ (ey 
u= WF d0 edo? Nde) T do) ` 
便 得 到 
CD-ROM uV 
WEBsite ($) =u- u + 2hu -2h = Cug- AY - (u -hY (27) 
历史 传记 
du _ Ë 2 2 
Christian Huygens da TEN Cuo = h) =u =A). (28) 
(1629 — 1695) 我 们 取 哪 个 符 导 ?我 们 知道 9 = rovor 是 正 的 .又 在 开始 时 刻 
t = 0 取 最 小 值 ,r 不 能 立即 减少 ,于 是 至 少 对 上 较 早 的 正 值 有 r > 0. 因 
此 
dr _ r dr l dr 
qq 0 20 于 是 4= a sO. 


方程 (28) 的 正确 符号 随 之 为 负 号 .这 点 确定 后 ,我 们 整理 方程 (28) 并 对 0 积 
-1 du 


V (uo - h) - (u -hk dó 


两 端 ,得 
Af u h 
e [|] = 0 + C. (29) 
因为 9=0 时 ww = w, Ñi cos (1) = 0, 故 C, 是 零 .于 是 
u- h _ 0 
u- h cos 
进而 
二 ao- h)cos 0. (30) 
再 经 过 一 些 代 数 演算 即 得 到 最 后 的 方程 
(1 + e)ro 
l= 1 + e cos 0 ` G1) 
其 中 
1 rovo 
c= h l = GM !: (32) 


方程 (31) 和 (32) 一 起 说 明 行 星 的 轨道 是 以 太阳 为 一 个 焦点 的 圆锥 截 线 , 并 且 离 心率 是 
(rovo / CM) - 1. 这 是 Kepler 第 一 定律 的 现代 表述 . 


Kepler 第 三 定律 (时 间 - 距离 定律 ) 
行星 围绕 太阳 运行 一 圈 花 费 的 时 间 T 是 行星 的 轨道 周期 .Kepler 第 三 定律 说 T 和 轨道 的 
的 半 长 轴 a 由 以 下 等 式 联系 : 


T 4r 
Po = TM (33) 
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因为 这 个 等 式 的 右 端 对 于 一 个 给 定 的 太阳 系 是 常数 ,7? 和 a 之 比 对 该 系 的 每 个 行星 相同 . 
Kepler 第 三 定律 是 计算 我 们 的 太阳 系 的 尺寸 的 出 发 点 . 它 使 得 有 可 能 用 天 文 单位 表示 每 

个 行星 轨道 的 半 长 轴 . 地 球 的 半 长 轴 是 一 个 天 文 单位 .任何 两 个 行星 在 任何 时 刻 的 距离 就 可 以 

用 天 文 单位 预报 并 且 留 下 的 所 有 任务 就 是 求 这 样 的 一 个 上 距 离 是 多 少 公里 . 比如 通过 从 金星 反 

射 雷达 波 就 可 做 到 这 点 .在 一 系列 这 类 测量 之 后 ,已 经 知道 这 个 天 文 单位 是 149 597 870 FK. 
我 们 从 结合 行星 轨道 所 围 的 面积 的 两 个 公式 导出 Kepler 第 三 定律 ， 


式 1: 面积 = rab 几何 公式 中 的 a 代表 半 长 轴 ,6b 代表 半 短 轴 
T 
式 2: 面积 = | dA 
0 
T1 
= | rovodt 等 式 (20) 
= L Trovo. 
令 两 个 面积 相等 ,得 到 
= 
— -= Es 1- é, 对 任意 椭圆 ,5 = a Vi- (34) 


留 下 的 问题 是 用 ro,vo, G 和 MM 表示 a 和 e. 等 式 (32) 对 @ 可 以 做 到 这 一 点 .而 对 于 a ,我 们 
注意 在 等 式 (31) 中 令 0 等 于 x, 得 


] +e 
Tmax = TO [as 
即 而 
2ro 2roGM 


(35) 


2a = ro + ro = = ë 
° l-e ` 2GM - rgo 


等 式 (34) 两 端 平方 并 代 人 等 式 (32) 和 (35) 的 结果 即 得 到 Kepler 第 三 定律 (习题 10.8 第 15 题 ) . 


轨道 数据 
虽然 Kepler 经 验 地 发 现 他 的 定律 并 且 仅 对 当时 知道 的 六 个 行星 叙述 定律 ,Kepler 定律 的 


图 10.69 ”这 个 多 次 闪光 照片 显 
示 一 个 被 平方 反比 律 力作 用 的 空 
中 冰球 . 它 沿 双 曲线 一 支 运动 . 
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现代 推导 表明 这 些 定 律 适 用 于 任何 受 遵 守 平 方 肥 比 律 的 力 驶 使 的 物体 .它们 适用 于 Hallkey $ 
星 ,小 行星 lecarus .它们 适用 于 月 亮 绕 地 球 轨道 和 宇宙 飞船 Apollos 绕 月 的 轨道 .它们 同样 适用 
于 图 10.69 所 示 的 被 满足 平方 反比 定律 的 力作 用 的 空气 冰球 ; 它 的 路 径 是 双 曲 线 . 原子核 发 射 
出 的 带电 粒子 沿 双 曲线 路 径 散 开 . 

表 10.1 到 10.3 给 出 行星 轨道 和 七 个 地 球 人 造 卫星 轨道 (图 10.70) 的 附加 数据 .Syncom 发 
回 了 揭示 地 球 海 详 水 平面 差异 的 数据 并 且 第 一 次 提供 了 一 些 更 加 孤立 的 太平 洋 岛 同 的 精确 位 
置 . 数 杨 还 验证 了 太阳 和 月 球 的 引力 会 影响 地 球 卫 星 的 轨道 以 及 太阳 的 辐射 将 有 充分 的 压力 


近 地 高 BE 


远 地 高 上 度 一 一 一 


10.70 ”地球 卫星 轨道 :2a = 地 球 直径 + 近 地 
高 度 + 远 地 高 度 . 


改变 轨道 . 
表 10.1 大 行星 的 a,e 和 7 的 值 
周期 了 
87.967 天 
224.71 天 
365 .256 天 
1.8808 年 


11.8613 年 
29.4568 年 
84.0081 年 
164.784 年 
248.35 年 


x 百 万 公里 
Syncom 3 是 美国 国防 部 电信 卫星 系列 中 的 一 个 .Tiros I (“television infrared observation 
satellite (“电视 红外 线 观 测 卫 星 ")) 是 气象 卫星 系列 中 的 一 个 ,GOES 4(“geostationary 
operational environmental satellite”( 同步 运行 环境 卫星 ”) ) ,目的 在 于 收集 地 球 气 象 信息 . 它 的 
轨道 周期 是 1436.2 分 ,近似 于 地 球 的 自转 周期 1436.1 分 而 轨道 则 近似 于 圆周 (e = 0.0003). 
Intelsat 5 是 一 个 大 容量 的 商业 电信 卫星 . 


习题 10.8 


名 称 


发 射 时 期 


或 期 望 时 间 


表 10.2 


在 空中 时 间 发 射 质量 
CFE) 


近 地 高 度 
( 千 米 ) 


地 球 卫星 数据 


周期 
(分 ) 


(T) 


远 地 高 度 FKM a 


(FX) 


Sputnik 1 


Vanguard | 
Syncom 3 
Skylab 4 

Tiros ll 
GOES4 


Intelsat 5 


Oct. 1957 


March. 1958 
Aug. 1964 
Nov. 1973 
Oct. 1978 
Sept. 1980 


Dec. 1980 


57.6 H 


300 年 


> 10 年 39 


84.06 日 


500 年 734 


> 105 年 627 


> 105 年 


83.6 


13.980 


1.47 


1 928 


表 10.3 


万 有 引力 常数 ;6G = 6.6726 x 10-1 牛顿 米 FH? 
( 当 你 在 计算 中 用 这 个 值 时 ,请 记 住 力 用 牛顿 ,距离 用 米 ,质量 用 千克 ,而 时 间 用 秒 )， 


太阳 质量 : 
地 球 质量 


地 球 赤道 半径 : 


地 球 极 半径 : 
地 球 自 转 周 期 ; 
地 球 公转 周期 : 


1.99 x 10% 千克 
5.975 x 10% 千克 
6378.533 F% 
6356.912 千 米 
1436.1 分 

1 年 = 365.256 日 


96.2 


138.5 


1436.2 


93.11 


102.12 


1436.2 


1417.67 


数据 


215 939 


649 4 340 
35 718 35 903 
422 437 
850 866 
35 776 35 800 


35 143 35 707 


6 955 


8 872 


42 189 


6 808 


7 236 


42 166 


41 803 


习题 10.8 


注意 : 当 你 使 用 引力 常数 G 时 , 力 用 牛顿 ,距离 用 米 ,质量 用 千克 ,时 间 用 秒表 示 . 

1. Skylab 4 的 周期 ”因为 Skylab 4 轨道 的 半 长 轴 为 6808 km, TE Kepler 第 三 定律 中 取 M 为 地 球 质量 将 给 出 周 
期 .计算 它 , 并 跟 表 10.2 的 结果 比较 . 

2. 在 近日 点 地 球 的 速度 “地球 在 近日 点 离开 太阳 的 距离 近似 于 149 577 000 千 米 ,而 地 球 轨 道 的 离心 率 约 0. 
00167. 求 地 球 在 轨道 的 近日 点 的 速率 vo. (用 等 式 (15).) 

3. Proton 1 的 半 长 轴 1965 年 7 月 ,前 苏联 发 射 Proton 1, 重 12 200 千克 (发 射 时 ) ,近地点 高 度 183 千 米 , 远 地 
点 高 度 589 千 米 ,周期 92.25 分 .利用 地 球 质量 和 引力 常数 的 有 关 数 据 ,用 等 式 (3) 求 轨道 的 半 长 轴 a. 

4. Viking 1 的 半 长 轴 TÆ Viking 1 从 1975 年 8 月 至 1976 年 7 月 测量 火星 ,周期 为 1639 分 .用 这 个 数据 和 火 
星 质量 6.418 x 102 PIER Viking 1 的 半 长 轴 . 

5. 火星 的 平均 直径 ( 续 第 4 题 ) 卫星 Viking 1 离 火 星 表面 最 近 点 为 1499 千 米 ,最 远 点 为 35 800 千 米 ,用 这 些 
信息 和 你 从 第 4. 题 获得 的 数值 估计 火星 的 平均 直径 . 

6. Viking 2 的 周期 ”卫星 Viking 2 从 1975 年 9 月 至 1976 年 8 月 观测 火星 ,在 ~ 个 椭圆 轨道 上 运行 ,其 半 长 轴 
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为 22 030 千 米 .轨道 周期 是 多 少 ?( 用 分 钟表 示 你 的 答案 . ) 
7. 地 球 同步 轨道 ” 几 个 卫星 在 地 球 的 赤道 平面 有 近似 圆周 的 轨道 和 跟 地 球 自转 - - 样 的 周期 .这 种 轨道 是 地 
球 同 步 的 或 地 球 稳定 的 ,因为 他 它 使 得 卫星 保持 在 地 面 上 空间 一 点 
(a) 为 学 而 写 “地球 同 步 轨道 的 半 长 轴 近 似 是 多 少 ?对 你 的 回答 给 出 理 申 . 
(b) 地 球 癌 步 轨道 在 地 球 表 面 上 空 约 有 多 高 ? 
(c) K 10.2 中 哪个 卫星 有 (近似 的 ) 地 球 同 步 轨道 ? 
8. 为 学 而 写 “火星 质量 是 6.418 x 107 千克 .如 果 …- 个 卫星 围绕 火星 转动 保持 稳定 轨道 ( 跟 火 星 自 转 有 同样 
周期 1477.4 分 ), 其 轨道 半 二 必须 是 多 少 ， 台 你 的 回答 给 肌理 四 
9. 从 地 球 到 月 球 的 距离 “月 球 围绕 地 球 转动 的 周期 2.3605 x 10° 秒 .月 球 离 地 球 大 约 多 远 ? 
10. 求 卫 星 速 率 ”一 颗 卫 星 围 绕 地 球 在 圆周 轨道 运行 .把 卫星 速率 表示 成 轨道 半径 的 函数 ， 
11. 轨道 周期 ”如果 了 以 分 ( 钟 ) 为 单位 而 以 米 为 单位 ,对 我 们 太阳 系 的 行星 T/a 的 值 是 多 少 ?对 地 球 的 
卫星 ?对 月 球 的 卫 是 ?( 月 球 的 质量 是 7.354 x 102 FH.) 
12. 轨道 类 型 ERAS) 的 wo 的 什么 值 轨道 是 圆周 ? 椭 贺 ?抛物 线 ? 双 曲线 ? 
13. 圆周 轨道 ”证明 沿 圆周 轨道 运行 的 行星 有 常 速率 (提示 :这 是 Kepler 定律 的 一 个 推论 . ) 
14. 假定 r 是 沿 平 面 曲线 运动 的 质点 的 位 置 向 量 , 而 44/dt 是 向 量 扫 过 面积 的 变化 率 . 不 引进 坐标 系 , 并 且 假 
定 必 需 的 导数 存在 ,根据 增 量 和 和 极限 概念 对 以 下 方程 给 -- 个 几何 的 推理 : 


d4 
dt 


15. Kepler 第 三 定律 ”完成 Kepler 第 三 定律 的 推导 (等 式 (34) 随后 的 部 分 ). 

在 第 16 和 17 题 中 ,两 个 卫星 ,卫星 4 和 卫星 8, 沿 圆周 轨道 围绕 太阳 运行 .4 是 内 卫星 ,而 8B 离 太阳 更 远 .假定 

A 和 8B 在 时 刻 : 的 位 置 分 别 是 

rt) = 2 cos(2rt)i + 2 sin(2xt)j 和 r(t) = 3 cosint)i + 3 sin(2x1)j, 

其 中 假定 太阳 的 位 置 在 中 心 ,并 且 距 离 用 天 文 单位 测量 .( 注 意 行星 4 运动 得 比 B 快 .) 

在 4 上 的 人 把 他 们 的 行星 而 非 太 阳 看 作 他 们 的 行星 系统 (他 们 的 太阳 系 ; 的 中 心 . 

16. 把 卫星 4 作为 新 坐标 系 的 原点 ,给 出 卫星 B 在 时 刻 ! 位 置 的 参数 方程 .用 costat) H sinta) 书写 你 的 答案 . 

园 17. 把 卫星 4 作为 坐标 系 的 原点 , 画 行 星 B 的 路 从 的 图 形 . 

这 个 题目 举例 说 明了 Kepler 时代 以 前 的 人 们 带 着 对 我 们 的 太阳 系 的 地 球 中 心 (卫星 A) 的 观点 了 
解 行星 (卫星 B = 火星 ) 运动 的 困难 . 见 D.G.Saari 在 American Monthly Vol.97(Feb.1990) ,pp.105 - 119 
的 文章 . 

18. 为 学 而 写 。 Kepler 发 现 地 球 围绕 太阳 运行 的 路 径 是 椭圆 ,而 太阳 在 椭 阅 的 一 个 焦点 上 . 设 r(1) 是 从 太阳 中 
心 到 地 球 中 心 的 位 置 向 量 .而 w 是 从 地 球 北极 到 南极 的 向 量 . 已 经 知道 w 是 常量 并 且 不 垂直 于 椭圆 平面 
(地 球 的 轴 是 倾斜 的 ). 利 用 r(i) 和 ww 给 出 (i 近日 点 (ii) 远 日 点 (iii) SRFS AG) 夏至 点 (v) 冬至 点 的 
数学 意义 . 


l. . 
= rxri. 


指导 你 们 复习 的 问题 


. 何 时 空间 中 的 有 向 线段 表示 同一 个 向 量 ? 

. 空间 向 基 怎 样 代 数 地 和 几何 地 加 和 减 ? 

. 怎样 求 空 间 向 拭 的 大 小 和 方向 ? 

.如果 “ 个 向 基 乘 以 一 个 正 的 数 ,所 得 向 量 与 原 向 量 关 系 怎样 ?数值 是 零 怎 样 ?负数 呢 ? 

. 定义 两 个 向 基 的 点 积 ( 数 其 积 ). 点 积 满足 什么 代数 规律 (交换 ,结合 ,分 配 ,消去 )? 不 满足 什么 代数 规律 ? 何 


m + V N m 


实践 习题 * 887 ， 


时 两 个 向 量 的 点 积 是 零 ? 

6. 点 积 有 什么 几何 和 物理 解释 ?给 出 例子 . 

7. 什么 是 向 其 v 在 u 上 的 投影 ?怎样 把 v 写 成 一 个 平行 于 u 的 和 熏 直 十 的 向 量 之 和 ? 

8. 定义 两 个 向 其 的 义 积 (向 量 积 ). 叉 积 满足 什么 代数 规律 (交换 ,结合 ,分 配 , 消 去 )? 不 满足 什么 代数 规律 ? 何 
时 两 个 向 其 的 又 积 是 零 ? 

9. 义 积 有 什么 几何 和 物理 解释 ?给 出 例子 . 

10. 两 个 向 其 的 与 i,j,k - 坐标 有 关 的 计算 又 积 的 行列 式 公 式 是 什么 ?在 一 个 例子 中 使 用 它 . 

1. 怎样 求 空间 的 直线 .线段 和 平面 的 方程 ?你 能 够 用 一 个 方程 表示 空间 直线 吗 ? 一 个 平面 呢 ? 

12. 盒 积 是 什么 ?它们 有 什么 意义 ?怎样 求 它 的 值 ? 给 一 个 例子 . 

13. 怎样 求 空间 球面 的 方程 ?给 几 个 例子 . 

14. 怎样 求 空间 中 两 条 直线 的 交 ? 一 条 直线 和 :个 平面 昵 ? 给 几 个 例子 . 

15. 柱 面 是 什么 ?给 几 个 定义 空间 柱 面 的 方程 的 例子 . 

16. 二 次 曲面 是 什么 ?给 岂 个 业 圆 面 ,抛物 面 , 锥 面 , 和 双 曲 面 的 各 种 类 型 的 例子 . 

17. 叙述 向 量 函 数 微分 和 积分 的 法 则 .给 几 个 例子 . 

18. 你 怎样 定义 和 计算 沿 一 个 充分 光滑 的 空间 曲线 运动 的 物体 的 速度 .速率 .运动 方向 和 加 速度 ?给 几 个 例子 . 

19. 固定 长 度 的 向 量 函 数 的 导数 有 什么 特点 ? 举 一 个 例子 . 

20. 你 怎样 定义 和 计算 空间 的 一 段 光滑 曲线 的 长 度 ? 举 一 个 例子 . 定 义 中 的 数学 假设 是 什么 ? 

21. 你 怎样 测量 空间 的 光滑 曲线 从 一 个 预先 选 定 的 点 算 起 的 距离 ? 举 一 个 例子 . 

22. 什么 是 光滑 曲线 的 单位 切 向 量 ? 举 一 个 例子 . 

23. 对 二 次 可 微 平 面 曲线 定义 曲率 ,曲率 圆 (密切 圆 ) .曲率 中 心 和 曲率 半径 .举凡 个 例子 .什么 曲线 有 零 曲率 ? 
常 曲率 ? 

24. 平面 曲线 的 主 法 向 量 是 什么 ?什么 时 候 它 有 定义 ? 它 指向 什么 方向 ? 举 一 个 例子 . 

25. 怎样 对 空间 曲线 定义 N 和 x? 这 些 量 的 关系 怎样 ? 举 几 个 例子 . 

26. 曲线 的 次 法 向 量 是 什么 ?这 个 向 量 跟 曲线 的 挠 率 的 关系 怎样 ? 举 一 个 例子 . 

27. 什么 公式 可 以 把 运动 物体 的 加 速度 写成 其 切 向 和 法 向 分 量 之 和 ? 举 一 个 例子 .为 什么 把 加 速度 写成 这 种 
形式 ?如 果 物 体 以 常 速 率 运 动 这 些 分 量 是 什么 ?以 常 速率 沿 圆周 运动 呢 ? 

28. 叙述 Kepler 定律 ? 它 应 用 在 什么 地 方 ? 


CC 
实践 习题 


向 量 计算 
把 第 1 和 第 2 题 中 的 向 量 表示 成 他 它 的 长 度 和 方向 的 乘积 . 
1.2i — 3j + 6k. 2.i+2j-k 


3. 求 长 度 为 2 单位 ,在 v = 4i- j+ 4k 的 方向 上 的 向 量 . 
4. 求 长 度 为 5 单位 ,在 v = (3/5)i + (4/5)k 反方 向 上 的 向 量 . 


在 第 5 和 6 题 中 , 求 |v| ,lul VU yyxuuxv lvxal ,和 之 间 的 夹 角 ,u 在 vy 方向 上 的 数值 分 量 
以 及 uu 在 v 上 的 向 量 投影 . 


- 888 > 第 10 章 空间 中 的 吝 量 和 运动 


S.v = i+ j, u = 2i+ j - 2k 6.v = i+ j+ 2k. u=-i-k 
在 第 7 和 8 题 中 ,把 v S PR R TOP u MEXT uha. 

7.v=2i+j-k, u=i+j-5k 8.u= i-2j, v=i+j+k 
在 第 9 和 10 题 中 , 画 坐 标 轴 ,再 画 以 原点 为 起 点 的 向 量 u.vy #lu x v. 

9.u=i, v=i+j l10.u=i-j, v=i+j 

11. 大 |v|=2.iw|=3 且 v 和 和 w 之 间 的 角 是 x/3., 求 |v -2w| 


12. 


对 于 a 的 哪个 值 或 哪些 值 ,向 量 u= 2i+ 4j- 5k fl v = - 4i - 8j + wk 平行 ? 


在 第 13 和 14 题 中 , 求 (a) 由 向 量 u 和 v 确 定 的 平行 四 边 形 的 面积 和 (b) HHE u,v 和 ww 确定 的 平行 六 面体 的 
体积 . 
13.u=i+j-k，v=2i+j+k，w=-i-2j+3k 


14.u=i+j v=j, w=i+j+k 
直线 ,平面 和 距离 
15. 为 学 而 写 《假定 n 正 交 于 一平 面 ,而 v 平 行 于 该 平面 .描述 你 怎样 求 -个 既 垂 直 于 v 又 平行 于 该 平面 的 向 量 u. 
16. 平行 于 平面 的 向 量 ”在 平面 内 求 一 个 平行 于 直线 ax + by = c 的 向 量 ， 
17. 平行 于 向 量 的 直线 求 过 点 (1,2,3) 且 平 行 于 向 量 v = - 3i+ 7k 的 直线 的 参数 方程 . 
18. 线段 REA P(1,2,0) 和 0(1,3, - 1) 的 线段 的 参数 方程 
19. 正 交 于 向 量 的 平面 REAG, - 2,1) 并 且 正 交 于 向 量 n = 24+jx+k 的 平面 的 方程 . 
20. 垂直 于 直线 的 平面 ” 求 过 点 (- 1,6,0) 并 且 垂 直 于 直线 < =-]+1,y = 6 ~2t,z = 3 的 平面 的 方程 . 
在 第 21 和 22 题 中 , 求 过 点 P,Q 和 R 的 平面 的 方程 . 
21. P(1, - 1.2), Q(2.1,3),R(- 1,2, — 1) 22. P(1,0,0).@(0,1,0), R(0,0,1) 
23. 交点 RHR x= 1+2tr =-1-1,s = 31 跟 三 个 坐标 平面 的 交点 . 
24. 交点 “ 求 过 原点 且 垂 直 于 平面 2* - y - z = 4 的 直线 跟 平 面 34 - 5y + 2: = 6 的 交点 . 
25. 平面 之 间 的 角 ” 求 平面 + = 7 和 x + y + /2: = -3 之 间 的 锐角 . 
26. 平面 的 交 。 求 平面 ++2y+z=1 和 x-y+2z =-8 交 线 的 参数 方程 . 
27. 平面 的 交 。 证 明 平面 x + 2, — 2: = S #l Sx - 2y — :=0 的 交 线 平行 于 直线 
T=-3+2t, y= 34, >=1+4i. 
28. 平面 的 交 。 平面 3x+6z=1 和 2x+2y-:s=3 交 于 一 条 直线 . 
(a) 证 明 两 半 面 正 交 . (b) 求 交 线 的 方程 . 
2. 平行 于 向 量 的 平面 ” 求 过 点 (1,2,3) AFFF u = 2i+ +k 和 Y = i- j+ 2k 的 平面 的 方程 . 
30. 平行 于 平面 的 向 量 。 求 平行 于 平面 2x+ - y- z=4 和 正 交 于 i+j+ 飞 的 一 个 向 量 . 
31. 平面 内 的 向 量 求 在 v 和 w 的 平面 内 正 交 于 的 单位 向 是 ,其 中 u = 2i-j+kv=i+2j+k 和 w=i 
+j-2k. 
32. 平行 于 直线 的 向 量 求 长 度 为 2 平行 于 平面 x+2y+z-1=0 和 -yy+2z+7=0 的 交 线 的 向 量 . 
33. 交点 “” 求 过 原点 且 垂 直 于 平面 2* - y - z =4 的 直线 和 平面 3x -Sr+2z = 6 的 交点 . 
34. 交点 RA P(3,2,1) 且 正 交 于 平面 2x - y+ 2: = - 2 的 直线 与 这 个 平面 的 交点 . 
35. 平面 ”下列 的 哪些 方程 是 过 点 P(1,1, - 1),0(3,0,2) 和 RC- 2,1,0) 的 平面 的 方程 ? 


(a)(2i-3j+3k)- ((x + 2)i+ (y - 1)j + zk) = O 

(bx =3-4 =- lli, = 2- 3 

(c)Xx+2)+ H (y — 1) = 3z 

(d)(2i- 3j+ 3k) x ((x + 2)i+ (y — 1)j + zk) = 0 

(e)(2i - j+ 3k) x (- 3i + k) * (C(x + 2)i + (y —- 1)j + zk) = 0 


6 dt 
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实践 习题 ”889 - 


36. 平行 四 边 形 ” 右 图 示 的 平行 四 边 形 的 顶点 是 AG. - 1,4),B(1,0, - 1), 
C(1,23,3) 和 DD. 求 
(a) D 的 坐标 
(b) Æ B ERAKARRIZ. 
(c) BÀ t BC LWDRRE. 
(d) 平行 四 边 形 的 面积 (2, —1,: 
(e) 平行 四 边 形 的 平面 的 方程 
(t) 平行 四 边 形 在 三 个 坐标 平面 的 正 交 投影 的 面积 . 


C(1,2, 3) 


点 ,直线 和 平面 之 间 的 距离 

在 第 37 和 38 中 , 求 从 点 到 直线 的 距离 . 

37.(2,2,0); x =-by= t,z =— l+! 

38.(0,4,1) x= 2+1,y = 2 + 1,z = 1 

在 第 39 和 40 中 , 求 从 点 到 平面 的 距离 . 

39.(6,0, - 6),x -— y = 4 40.(3,0,10),2x +3y +z = 2 

41. RAA P(1,4,0) 到 过 A(0,0,0), B(2,0, - 1) 和 C(2, - 1,0) 的 平面 的 距离 . 

42. 求 从 点 (2,2,3) 到 平面 2x + 3y + 5z = 0 的 距离 . 

43. 直线 之 间 的 距离 RA 4(1,0, - 1) fi B(- 1,1,0) 的 直线 LERTA C(3,1, - 1) 和 D(4,5, - 2) 的 直线 
L, 之 间 的 距离 .距离 沿 垂直 两 直线 的 直线 测量 .首先 求 一 个 垂直 于 两 直线 的 向 量 n. 在 把 A 投影 到 n F. 

44. ( 续 第 43 题 ) RA 4(4,0,2) 和 B(2,4,1) HERRA C(1,3,2) 和 D(2.2,4) 的 直线 之 间 的 距离 . 


二 次 曲面 

识别 和 描绘 第 45 - 50 题 的 曲面 

45.22 + y+z = 4 46.4x2 + 4⁄2 + 2 = 4 47.z =- (x? + y?) 
48.x2 ty = 2 4. + 2 -z=4 50.2 - 2 -2 = 1 
空间 运动 

求 第 51 和 52 题 的 曲线 的 长 度 . 

SL.r(t) = (2 cos t)i+ (2 sin tjj+ Pk, 0 < t < xw/á 

52.r(:) = (3 cos t)i + (3 sin tj + 262k, 0 < t=<3 


在 第 53 - 56 题 中 , 求 在 ;的 给 定 值 的 T,N,B,x Ar. 
5S3.r(t) = 4a + 32 + +a - )22j + +k, :=0 


S4.r(t) = (e'sin 21)i+ (e'cos 2t)j + 2e'k, 1=0 


55.r(t) = ti+ Lej, t = ln2 


S6.r(i) = (3 cosh 2¢)i + (3 sinh 2:)j + 6tk, t = In2 

在 第 57 和 58 题 中 ,不 求 了 和 N 而 在 上 = 0 把 a 写成 a = aT awN 的 形式 . 

ST.r(t) = (2+3f+362)i+ (4t + 4t?)j —- (6 cos t)k 

S8.r(:) = (2 + t)i+ (t +20)j+ (1 + É)k 

59. Æ r(t) = (sin 1)i+ (V2cos t)j + (sin 1)k, 求 1 的 函数 T,N,B,x Ar. 

60. 速度 和 加 速度 ”在 区 间 0 < : < 2z 的 什么 时 刻 运动 r(t) = i+ (5cos :)j + (3sin t)k 的 速度 和 加 速度 正 
交 ? 


61. 
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位 置 向 量 的 正 交 在 空间 运动 的 质点 在 时 刻 上 的 位 置 是 


r(t) = 2i + (ásin) (3 - 二 ) 


65 a 


求 r 正 交 于 i -jj 的 第 一 个 时 刻 . 


. 密切 ,法 和 次 法 平面 RAA rl) = d + 二 + pk 在 点 (1,1,1) 的 密切 ,法 和 次 法 平面 . 

. 切线 。 求 曲 线 r(1) = e+ (sin r)j + nO - tk 在 上 = 0 的 切线 的 参数 方程 . 

. 切线 RHR rl) = (V2cos t)i + (V2sin t)j + tk £ í = n/4 对 应 的 点 的 切线 的 参数 方程 . 
. Skylab 的 视野 — 当 Skylab 4 在 地 球 表面 上 方 437 千 米 高 的 远地点 


时 ,宇航 员 看 到 的 地 球 表面 面积 的 百分比 是 多 少 ?为 求 得 结果 , 首 

先 把 看 到 的 曲面 模型 化 为 由 图 示 圆 弧 GT 绕 y 轴 旋 转生 成 的 曲面 . 

然后 执行 以 下 这 些 步 又. 

(1) 用 图 中 的 相似 三 角形 证 明 yo/6380 = 6380/(6380 + 437) .由 此 
解 出 yo. 6380 

(2) 计算 以 下 可 见面 积 到 四 位 有 效 数 字 : F = > x 


6380 2 | 
VA = 2rxA/ l+ (2) dy. E 
” d | 


(3) 用 地 球面 积 的 百分比 表示 可 见面 积 . 


个 
4S (Skylab) 


66. 曲率 半径 “证 明 二 次 可 微 平面 曲线 r(1) = /()i+ gj RAR 
半径 由 以 下 公式 给 出 : konk 


53 = 
y =- d m 
= xt 其 中 * = £ x2 + y2. E 


e = = n? 
[Zay - s2 


附加 习题 :理论 ,例子 ,应 用 


应 用 和 例子 


1. 


搜索 潜水 艇 两 个 水 面 演 习 船 只 试图 确定 一 个 潜水 艇 的 路 径 和 速率 以 便 截获 它 .如 图 所 示 , 船 只 4 位 于 
(4,0,0) ,而 船只 8B 位 于 (0,5,0). 所 有 坐标 的 单位 是 千 英 尺 .船只 4 确定 潜水 艇 位 于 向 量 2i+ 3j- (1/3)k 的 
方向 ,而 B 确定 它 位 于 向 量 18i - 6j -kk 的 方向 .过 了 4 分 钟 ,潜水 艇 位 于 (2, - 1, - 173). 航 天 器 20 分 钟 后 


A A AiB 
(4,0,0) (0, 5, 0) 


E T TETGTA 


不 按 比 例 标记 WEK AE 
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到 达 . 假 定 潜 水 艇 沿 直线 以 常 速率 运动 ,此 时 船只 向 航天 器 指出 潜水 艇 的 位 置 在 哪里 
2. 直 升 飞机 营救 MEH KHL, H 和 H, 一 起 行进 .在 时 刻 上 = 0, 它 们 分 开 并 且 沿 以 下 直线 路 径 飞 行 : 
Hiix = 6 +40t,y =— 3 + 10:,z =—- 3 + 2 
H,:x = 6 + 110t,y =- 3 +4t,z = -— 3+ t. 
时 间 上 以 小 时 测量 , m Er 8 s bn 18 B WIB. H Tk ER, H, 在 (446,13,1) 停止 飞行 ,并 在 可 忽略 的 时 间 里 降 
落 在 (446,13 ,0) .两 小 时 后 , H, 被 告知 这 个 事实 并 以 150 英里 / 时 的 速率 飞 向 H,. H, 到 达 R, 需 多 少时 间 ? 
3. $j Toro" 21 英 寸 . 割 草 机 操作 手册 说 “拧紧 火花 塞 至 15 英 尺 - 磅 (20.4 牛 顿 . 米 ).” 假如 你 用 10.5 英 寸 
的 管 钳 安 装 火花 塞 ,手心 距 火花 塞 的 轴 9 英寸 .你 的 拉力 约 多 大 ?用 磅 回答 . 


第 3 题 图 第 4 题 图 


4. 旋转 体 ”从 原点 到 点 4(1,1,1) 的 直线 是 有 常 角速度 3⁄2 弧度 / 秒 的 一 个 刚体 的 旋转 轴 . 旋 转 从 A 向 原点 
观看 是 顺 时 针 的 . 求 物体 的 位 置 为 B(1,3,2) 的 点 的 速度 v. 
5. 行列 式 和 平面 
(a) 证 明 
ix I- -2 
X2— x yy- 2 —z|=0 
X3—- x J3- y z-z 
是 过 三 个 非 共 线 点 Plx yi 21), Pala, yz, z2) 和 Pi(xza,y3,2) 的 平面 的 方程 . 
(b) 空间 中 什么 点 的 集合 由 方程 


x y z 1 
x yj z 1 
= 0? 
x2 X> z 1l 
%3 y3 z 1 
描述 ? 
6. 行列 式 和 直线 ERER 
x= asth,y = as + bz = ass + b3,- @ < s < wm, 
和 
x = cit + di,y = cost + d,,z = ci+d-o< t < œ 
相交 或 平行 当 且 仅 当 
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7. 点 到 平面 的 距离 JHE ht HEB] W s P (x. yi z) 到 平面 A + By + Cz = D 的 距离 是 

| Axı + By, + Cz,- D| 

O SPEC 

8. 切 于 平面 的 球面 OKU OEI xv + y +a ; = 3812 + y + : = 9AE URIN EE BOE FH 2x- y = 03x 
- z = 0 过 球面 中 心 . 

9. 平面 间 的 距离 
(a) 证 明 平 行 的 两 平面 4x + Bv + C= D, W Ar + By + Cs =D; 之 间 的 距离 是 


d = 


(b) 用 部 分 (a) 的 等 式 求 平面 2x* +3y-2=6 和 2x+3y- : = 12 的 距离 . 
10. 平行 平面 ” 求 平行 于 平面 2x -oy +2: = 一 4 的 平面 的 方程 ,假定 点 (3,2, - 1) 与 两 平面 的 距离 相等 . 
l. 共 面 点 。 党 日 仅 当 怨 (她 x BC) = 0 四 个 点 4,8,C HUD 共 面 . 
12. 三 元 向 量 积 。 三 元 向 量 积 (ux v)xw 和 Wx (vxw) 通 常 不 等 ,虽然 用 分 有 量 求 它们 的 值 的 公式 是 类 位 的 ; 
(ux v)x w= (u w)v- (v: wu. 
ux (vx w) = (u: w)v- (u: v)w. 


通过 求 等 式 两 端的 值 并 且 比 较 所 得 结果 验证 每 个 公式 . 


u M w 
(a)2i 2j 2k 
(b)i-j+k 2i + j - 2k -i+2j- k 
(c)3i+ j 2i-j+k i+ 2k 
(dji + j- 2k -i-k 2i + 4j — 2k 


13. 叉 积 和 点 积 证明 若 u,v,w 和 Tr 是 任意 向 量 , 则 
(aiux(vxw)+yvxwxul+wx(uxv=10 
(buxv= ((u*vxii+(u: vx j)j+ (u: vx kk 


uw vew 
(c)Xux v) ` (w x r) = 


ur ver] 
14. 叉 积 和 点 积 。 证 明 或 反驳 公式 
ux(ux(uxv))*w =- ullu vx w. 
15. 向 量 在 平面 上 的 投影 设 已 是 空间 一 平面 而 v 是 - :个 向 莽 .v 在 平面 PP 上 的 向 量 投 影 Projpy 可 以 非 正式 
地 定义 如 下 .假定 太阳 照 瘤 时 的 光线 正 交 十 平面 P. 则 projoy 是 v 在 P 上 的 "影子 ". 若 已 是 平面 * + 2y + 
6z =6, 和 而 v=i+j+k, 求 Projov. 
16. 三 角 和 向 是 通过 对 两 个 适当 的 向 量 求 又 积 推导 三 角 等 式 
sin( A — B) = sin Acos B — cos Asin B. 
17. 点 质量 和 引力 在 物理 学 里 ,引力 定律 说 :车 PP 和 0 是 质 基 分 别 为 YH 和 m 的 (点 ) 质量 , 则 各 自 地 ,PP 被 0 
吸引 的 力 是 


M. 
F = f mr 
Ir; 
y 
PO. d) 
| 
! 
Qn Q -2 Q 1 j Q, Q, Q 9, 
+- +- -* 4 +- A 
-nd 2d -d 0 d 34 nd 
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H+ ræ rag 的 向 量 , 而 6 是 通用 引力 常数 .进一步 , 若 0 ,0 是 质量 分 别 为 mi ,mi 的 (点 ) 质 
量 , 则 所 有 Q 对 P 的 引力 是 


ras 
Rh r £ P 到 0, 的 向 量 . 
(a) 设 在 坐标 平面 里 ,点 P 质量 为 M 并 且 位 于 点 P(0,d),d >0,) 对 i=-n,-n+1l,,，-1,0,1,.…,n, 

É 9; 位 于 点 (id,0) 并 且 有 质量 m;. 求 所 有 Q, 对 P 的 引力 的 大 小 . f 

(b) 作用 在 P 上 的 大 小 当 n 一 = 时 的 极限 是 否 是 有 限 的 ?为 什么 是 ?或 为 什么 不 是 ? 

18. 相对 论 和 Einstein 狭义 相对 论 粗略 地 说 是 :对 于 一 个 参考 标 架 (坐标 系 ) ,没有 物质 对 象 行进 得 像 。 那样 
B, 为 光 的 速率 .于 是 ,如 果 zx 和 是 两 个 速度 ,满足 |x| < ec 和 | 了 | < c Mmg KANEM oy e 
须 有 小 于 。 的 长 度 .Einstein 狭义 相对 论断 言 


- > _ X + Y L. Y X x (x x y) 
*G@ y = x ° y c Y. +l x. ” 
1 + 7 ] + z 
c 


其 中 


可 以 证 明 : 若 | 站 | <c 和 |3| < ec, 则 | 福田 了 | < c. 这 个 题目 处 理 两 个 特殊 情形 . 
(a) EHE a 和 了 正 交 ,|*| < e, |ý] < ec, 则 | 上田 了 | < <. 

(b) 证 明 : 若 和 平行 ,|x| < ec | < cc, 则 | 0 y| < c. 

(e) HA limet @ y. 


极 坐标 系 和 空间 运动 
19. 到 太阳 的 最 近 距离 。 从 轨道 方程 


_ (1 + e)ro 
1 + e cos 0 


推导 出 一 个 行星 当 0 = 0 时 最 接近 太阳 ,并且 这 时 r = ro. 
20. Kepler 方程 ”确定 一 个 行星 在 给 定时 间 和 日 期 在 其 轨道 上 的 位 置 的 问题 最 终 导致 解 如 下 形式 的 Kepler 方程 


Fa) = x-1- 2 sin x = 0. 


(a) 证 明 这 个 特殊 的 方程 在 x = 0 和 x = 2 之 间 有 一 个 解 . 
NRN (b) 在 弧度 模式 下 用 你 的 计算 机 或 计算 器 利用 Newton 法 求解 精确 到 你 能 够 做 到 的 位 数 . 
21. 在 10.8 节 ,我们 求 得 在 平面 上 运动 的 质点 的 速度 

V = xiryj= ru, + ĝu. 

(a) 通过 求 点 积 v .i 和 v.j 的 值 用 + 和 办 表示 x My. 

(b) BARAR vu 和 vw 的 值 用 x 和 y 表示 7 Mò. 
22. 极 坐标 里 的 曲率 ” 用 /及 其 导数 表示 极 坐 标 平面 里 的 二 次 可 微 的 曲线 + = Ab) 的 曲率 . 
23. 转动 杆 上 的 甲虫 ”一 个 细 杆 以 角速度 3 弧度 /分 绕 极 坐 标 平 面 的 原点 (在 该 平面 ) 转动 . 一 个 甲虫 从 点 

(2,0) 出 发 沿 杆 以 速率 1 英寸 /分 朝 原点 爬行 . 

(a) 以 极 坐标 形式 求 甲 虫 疏 到 离 原点 的 一 半路 程 ( 离 原点 1 英寸 ) 时 的 速度 和 角速度 . 

(b) 在 甲虫 想到 原点 这 段 时 间 里 , 它 疏 行 的 路 径 的 长 度 是 多 少 ?精确 到 十 分 之 一 英寸. 
24. ADEFE r(:) 表示 运动 物体 于 时 刻 ; 在 空间 的 位 置 . 假定 时 刻 t 作用 在 物体 上 的 力 是 


` 894 -> 第 10 章 j] P 89 J g fp 38 50 


F(t) =- Ty 


| r(t 

其 中 是 常数 .在 物理 学 中 ,一 个 物体 在 时 刻 : 的 角 动 量 定义 为 LIr) =r) x mv(1), 其 中 m 是 物体 的 质 
量 , 而 v 是 速度 .证 明 角 动量 是 一 个 守恒 量 ; 即 证 明 L(1) 是 -个 不 依赖 时 间 的 常 向 量 .回忆 Newton 定律 
F = ma.( 这 是 -个 微 积 分 问题 ,而 非 物理 学 问题 .) 


概述 ”二 元 和 多 元 函数 比 一 元 函数 更 经 常 地 出 现在 科学 中 ， 
并 且 它 们 的 微 积 分 更 丰富 多 采 . 因 为 各 变量 冰 的 交互 作用 ， 
它们 的 导数 更 变化 多 端 并 且 更 加 有 趣 .它们 的 积分 有 多 种 多 
样 的 应 用 . 略 举 几 个 , 像 概率 论 ,统计 学 ,流体 动力 学 ,以 及 电 
学 ,全 以 自然 的 方式 引导 出 多 于 一 个 变量 的 函数 ,有 关 这 些 
函数 的 数学 是 最 精美 的 科学 成 就 之 一 ， 

正如 我 们 在 本 章 将 了 解 到 的 , 当 我 们 进入 高 维 时 , 微 积 
分 的 法 则 本 质 上 保持 原样 .我 们 需要 明白 在 同一 时 间 里 各 个 
方向 的 变化 ,虽然 必须 引进 一 些 新 记号 ,其 中 包括 前 一 章 的 
向 量 记号 ,但 幸运 的 是 并 不 需要 彻底 改造 原 有 理论 .事实 上 ， 
多 变量 微 积分 无 非 是 同时 在 各 个 方向 运用 单 变量 微 积分 . 


多 元 函数 


一 元 水 数 。 定 义 域 和 值 域 。 二 元 六 数 的 图 形 和 等 位 线 。 等 高 线 。 计算 机 作 图 。 三 元 
或 更 多 元 的 六 数 。 三 元 函数 的 等 位 面 


许多 孙 数 依赖 多 于 一 个 的 变量 .函数 VV = rr 户 通 过 底 半 径 和 高 计算 正 圆 柱 的 体积 . 函数 
f(x,y) = x?* + yy 从 P 的 两 个 坐标 计算 抛物 面 : = x? + yy 在 点 P(x,y) 上 方 的 高 度 . 地 球 表 
面 一 点 的 温度 T 依赖 纬度 x 和 经 度 y, 可 表示 成 了 = f(x,y). 在 本 节 , 我 们 定义 多 于 一 个 自 变 
量 的 哆 数 , 并 且 讨 论 通 它们 的 图 形 的 方法 . 


二 元 函数 
两 个 实 自 变量 的 实 值 函 数 的 定义 域 是 实数 有 序 对 的 集合 ,而 值 域 是 我 们 一 直 与 之 打交道 
的 实数 集合 . 
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CD-ROM 定义 “二 元 函数 

人 WEBsite 假定 D 是 有 序 实数 对 (x,y) 的 集合 . D 上 的 二 元 实 函 数 f 是 一 

站。 历史 传记 个 规则 , 它 对 D 内 的 每 个 有 序 对 (x,y) 指定 唯一 的 一 个 实数 
Multivariable Calculus w SSA TS 


D 是 f 的 定义 域 .而 f 取 的 w 的 值 的 集合 是 它 的 值 域 . 自 变 量 x 
f y 是 函数 的 输入 变量 ,而 因 变 量 w 是 函数 的 输出 变量 . 


在 应 用 中 ,我们 倾向 于 使 用 能 够 提醒 我 们 变量 代表 什么 意思 的 字 每. 为 了 说 明 直 圆柱 的 体 
积 是 其 底 半 径 和 高 的 函数 ,我 们 可 以 写 V = f(r,h). 为 更 明确 起 见 我 们 可 以 用 从 r 和 的 值 计 
算 v 的 值 的 公式 代替 记号 f(r,h), 而 写成 VY = xrh. 在 两 种 情况 下 ,r 和 hh 都 是 自 变 量 ,而 V 是 
函数 的 因 变 量 . 


例 1( 平 面 上 从 原点 到 点 的 距离 ) ” 当 我 们 用 直角 坐标 时 ,点 (x,y) 离 原 点 的 距离 由 函数 


D(x,y) = V x? + P SSE. D 在 点 (3,4) 的 值 是 Vv3 + £ = 5. 
定义 域 和 值 域 


在 定义 二 元 函数 时 , 我们 遵守 通常 的 排除 导致 复数 和 使 用 零 作 除数 的 输入 的 习惯 . 若 


f(x,y) = Vy x,y 不 能 小 于 x?. 若 /f(x,y) = 1/(xy),xy 不 能 是 零 .假定 函数 的 定义 域 是 使 
定义 规则 产生 实数 值 的 最 大 的 集合 . 值 域 则 是 因 变 量 的 输出 值 的 集合 . 


例 2 确定 定义 域 和 值 域 


- 函数 定义 域 值 域 

(a) w= V/y-x yax [0,%) 

(b) x = — xy > 0 (- mw,0) U (0, œ) 
(c) w = sin xy 全 平面 [- 1,1] 


定义 在 平面 的 一 部 分 的 函数 的 定义 域 可 以 有 内 点 和 边界 点 ,这 跟 定义 在 直线 的 区 间 上 的 
函数 可 能 有 的 状况 一 样 . 


(a) 内 点 (b) 边界 点 
图 11.1 平面 集合 的 内 点 和 边界 点 ,内 点 必然 是 民 的 
一 个 点 ,边界 点 不 必 属 于 R. 
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定义 ”内 点 ,边界 点 , 开 集 , 闭 集 


xy 平面 上 的 集合 只 的 一 个 点 (xo,ye) 是 尽 的 内 点 ,如 果 它 是 一 个 完 A: F R 内 的 圆 盘 的 ， 
中 心 (图 11.1). 一 个 点 (xo,yo) 是 R 的 边界 点 ,如 果 每 个 以 (xo， yo) NO BAS 


T RS BART 民 的 点 .( 边 界 点 本 身 不 要 求 属于 R.) 


一 个 集合 的 内 点 全 体 组 成 这 个 集合 的 内 部 . 一 个 集合 的 边界 点 组 成 | faa 如 果 一 
个 全 全 完全 由 内 点 组 成 , 则 称 它 为 开 信 .如 果 一 个 集合 包 信 它 的 所 有 边界 上 WAEA 


集 ( 图 11.2). 
> A 
( Pa) S 
Wy 
o oA q. L 
0 0 
[y ax? y2<1) (œ y |x? + y? =l} 
开 单位 圆 盘 ， 单位 圆 盘 的 边界 . 
每 个 点 是 内 点 . (单位 网 周 .) 


[@,y)|x2]y2 < 1) 
闭 单 位 圆 盘 ， 
包含 所 有 的 边界 点 . 


图 11.2 平面 上 单位 圆 盘 的 内 点 和 边界 点 . 


如 同 实数 区 间 一 样 ,平面 内 的 某 些 区 域 也 可 以 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 . 如 果 你 在 图 11.2 
中 的 开 圆 盘 的 基础 上 ,加 上 一 部 分 边界 点 但 不 是 所 有 边界 ,结果 就 既 非 开 集 也 非 闭 集 .加 上 的 
边界 点 使 得 该 集合 不 再 是 开 集 .不 完全 的 边界 点 又 使 得 该 集 不 是 闭 集 . 


定义 ”平面 上 的 有 界 集 和 无 界 集 


一 个 平面 集合 是 有 界 的 ,如 果 它 包含 于 一 个 固定 半径 的 圆 盘 里 .一 个 集合 是 无 界 的 ,如 果 


它 不 是 有 界 的 . 


平面 有 界 集合 的 例子 有 线段 ,三 角形 , 三 角形 内 部 ， 
矩形 ,圆周 和 圆 盘 .无 界 集合 的 例子 有 直线 ,坐标 轴 , 定 
义 在 无 穷 区 间 上 的 函数 图 形 ,象限 , 半 平面 和 平面 本 身 . 


B) 3( 描 述 二 元 函数 的 定义 域 ) 描述 函数 
Fey) = V y -x 的 定义 域 
解 因为 函数 上 仅 定 义 在 满足 y - x? > 0 的 点 ， 
定义 域 是 图 11.3 所 示 的 闭 的 无 界 的 集合 . 抛物 线 
= 和 允 是 定义 域 的 边界 .抛物 线 上 方 的 点 组 成 定义 域 
的 内 部 . _ | 


二 元 函数 的 图 形 和 等 位 线 
有 两 种 标准 的 方法 形象 化 一 个 函数 /f(x,y) 的 值 . 


图 11.3 f(x,y)= V y ~ x? 的 定义 域 由 
阴影 部 分 和 边界 抛物 线 y = x? 组 成 ( 例 3) 
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一 个 是 在 定义 域 里 画 并 标注 上 有 同一 个 值 的 曲线 . 另 一 个 是 在 空间 画 曲 面 z = /(x,y). 


CD-ROM 


Qe Ex 等 位 线 ,图 象 ,曲面 (二 元 函数 ) 
平面 上 的 使 函数 /(x,y) 取 常数 值 /(x,y) = c 的 点 的 集合 称 为 /的 等 位 线 :空间 中 
所 有 点 (x,y,f(%,y)) 的 集合 ,其 中 (x,y) 在 /的 定义 域 里 , 称 为 的 图 象 .f 的 图 象 
也 称 为 曲面 z = f(x,y). 


例 4( 画 二 元 函数 的 图 形 ) i f(x,y) = 100 - x -yy 的 图 形 以 及 在 平面 上 /的 定义 域内 
的 等 位 线 f(x,y) = 0,f(x,y) = 51 fl /(x,y) = 75. 
解 7 了 的 定义 域 是 整个 xy 平面 ,而 了 的 值 域 是 小 于 或 等 于 100 的 实数 值 的 集合 .图 形 是 抛 
物 面 z = 100 - x -yy, 图 11.4 画 了 它 的 一 部 分 . 
等 位 线 FLx,y) = 0 是 xy 平 面 的 点 集 ,在 这 些 点 
J(x,y) =100-x*-y=0， 或 x? + y? = 100, 
这 是 半径 为 10 中 心 在 原点 的 圆周 .类 似 地 ,等 位 线 Fx,y) = 51 和 f(x,y) = 75( 图 11.4) 是 
圆周 
f(x,y) = 100 - x? - y = 51, E x+y = 49 
J(x,y) = 100 - x? - y = 75, È x+y = 25. 
等 位 线 x,y) = 100 由 原点 单独 一 点 组 成 ( 仍 称 为 等 位 线 ). 司 


等 高 线 S, y) =100 - x- y2=75 
是 平面 z =75 上 的 贺 周 x*+y?=25. 


z=75 


| 100 
f(x,y)=75 曲面 


z= f(x,y) 
” = 100-x?- y? 
是 了 的 图 象 


f(x. y)=51 
(函数 定义 域内 
的 一 条 典型 的 
等 位 线 ) 


a 


y 


等 位 线 f(x,y) =100 -x?- y2 =75 
是 xy 平面 上 的 圆周 x2+y2= 25， 


图 11.7 函数 /xz,y) = 100 — x- 的 图 图 11.5 f(x,y) = 100- 寻 -和 产 的 图 形 及 
形 和 几 条 等 位 线 ( 例 4) 其 与 平面 > = 75 的 交 线 . 
等 商 线 


空间 中 平面 + = “和 曲面 z = /(x,y) 交 成 的 曲线 由 表示 函数 值 (x,y) = c 的 点 组 成 .这 
个 交 线 称 为 等 离线 , 以 区 别 于 在 S 的 定义 域内 的 等 位 线 /(x,y) = c. 图 11.5 显示 了 由 函数 


Vv 
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f(x,y) = 100 - x°- y E X BJBHINL z = f(x,y) 上 的 等 高 线 /(x,y) = 75. 等 高 线 位 于 定义 域 
内 的 等 位 线 /f(x,y) = 75 的 正 上 方 . 

不 过 ,并 非 每 个 人 都 做 这 个 区 别 ,你 或 许 希望 用 同一 个 名 称 称呼 这 两 种 曲线 , 而 依赖 
文 确认 你 心目 中 想 说 的 是 哪 一 种 . 比如 ,在 大 多 数 地 图 中 , 称 表示 同一 A 
E) 的 线 为 等 高 线 ,而 非 等 位 线 (图 11.6). 


— 
< 一 


图 11.6 在 New Hampshire 中 心 的 Washington 上 的 等 高 线 . 


计算 机 作 图 
计算 机 和 计算 器 的 三 维 作 图 程序 使 得 作 二 元 函数 的 图 形 仅 需 项 打 很 少 的 键 成 为 可 能 .我 
们 经 常 从 图 形 比 从 个 公式 更 快 地 获得 信息 


例 5( 地 面 下 温度 建 模 ) ”地 面 下 温度 是 地 面 下 深度 x 和 时 间 :( 年 ) 的 函数 .假如 * 以 英尺 
测量 ,而 ; 以 经 过 每 年 一 次 的 最 高 地 面 温度 的 平均 天 数 计算 ,我 们 可 以 用 以 下 函数 作为 温度 变 
化 的 模型 : 

w = cos(1.7 x 10-2£ ~ 0.2x)e-02x. 
(在 0 英尺 的 温度 被 调整 在 -1 到 +1 之 间 变 化 ,于 是 在 地 面 下 x 英尺 的 变化 被 解释 为 地 面 变 
化 的 分 数 .) 


aMi.. 到: I 
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图 11.7 显示 计算 机 生成 的 这 个 函数 的 图 形 .在 15 英尺 深 处 的 变化 (图 形 中 垂直 高 度 的 变 
化 ) 是 地 面 变化 的 约 5% .在 30 英尺 ,在 一 年 内 几乎 没有 变化 . 


图 11.7 计算 机 生成 的 w = cos(1.7 x 10-2t 
- 0.2x)e-%* 的 图 形 显 示 地 面 下 温度 变化 
占 地 面 温度 变化 的 分 数 .在 x = 15 英尺 , 变 
化 仅 为 地 面 变 化 的 5% .在 x = 30 英尺 , 变 
化 小 于 地 面 变化 的 0.25%. (B 5)( 改 编 自 


(由 Mathematica 生成 Norton Starr 提供 的 art) 
图 形 还 显示 在 地 面 以 下 15 英尺 处 ,温度 跟 地 面 温度 错开 约 半年 . 当 温 度 在 地 面 最 低 时 ( 比 
如 一 月 晚 些 时 候 ) ,在 地 面 下 15 英尺 处 温度 最 高 .地 面 以 下 15 英尺 处 ,季节 颠倒 . _ | 
三 元 或 更 多 元 函数 


一 个 三 元 函数 /是 对 空间 的 某 个 定义 域 卫 的 每 个 三 元 组 (x,y,z) 指定 一 个 唯一 的 实数 
w = f(x,y,z) 的 规则 . 值 域 还 是 由 /的 输出 值 组 成 . 比如 , 类似 于 例 1, 函数 D(x,y,z) = 
V x2 + 2 + 22 给 出 在 空间 直角 坐标 系 内 从 原点 到 点 (x,y,z) 的 距离 . 


例 6 三 元 函数 
函数 定义 域 值 域 
(a) w = V x? + y? + 2 全 空间 [0,%) 
(b) w = e = (x,y,z) = (0,0,0) (0, œ) 
x + y +z 
(c) w = xyln z 半空 间 z > 0 (- %,%) 


| 


三 元 函数 的 等 位 面 
在 平面 内 ,二 元 函数 取 常 数值 Kx ,y) = c 的 点 组 成 函数 定义 域内 的 曲线 .在 空间 内 ,三 元 
函数 取 常 数值 /(x,y,z) = c 的 点 组 成 函数 定义 域内 的 曲面 . 


定义 等 位 面 
空间 内 三 元 函数 取 常 数值 f(x ,y，,z) = c 的 点 (x,y,z) 的 集合 称 为 f 的 等 位 面 . f 


因为 三 元 函数 的 图 形 由 点 (x,y,z,f/(x,y,z)) 组 成 , 它 在 四 维 空间 内 ,我 们 不 可 能 在 三 维 
标 架 内 现实 地 画 出 来 .不 过 ,我 们 可 以 通过 观察 它 的 三 维 等 位 面 了 解 它 的 行为 . 
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例 7( 画 三 元 函数 的 等 位 面 ) ” 画 以 下 函数 的 等 位 面 : 
f(x,y,z) = Vx + y? + 22, 

解 /的 值 是 从 原点 到 点 (*,y,z) 的 距离 .每 个 等 位 面 V 2 + y+ 2 = ee>0 是 半径 为 
c 中 心 为 原点 的 球面 .图 11.8 显 示 了 三 个 球面 的 切割 图 .等 位 面 Y x? + y+ z= 0 由 原点 一 个 
点 组 成 . 

我 们 没有 在 这 里 画 函 数 图 形 ; 而 是 观察 函数 定义 
域 里 的 等 位 面 . 等 位 面 在 定义 域内 移动 时 显示 函数 值 
的 变化 .假如 我 们 停留 在 半径 为 ce 中 心 在 原点 的 球面 
上 ,函数 保持 常数 值 c. 假 如 我 们 从 一 个 球 移动 到 另 一 
个 球 ,函数 值 改变 . 假如 我 们 离开 原点 移动 ,函数 值 增 
加 ;假如 我 们 朝 着 原点 移动 ,函数 值 减少 . 函数 值 改变 
的 方式 依赖 我 们 移动 的 方向 . 改变 对 方向 的 依赖 性 是 
重要 的 .在 11.5 节 我 们 回 到 这 一 点 . | 


内 部 .边界 . 开 集 、 闭 集 、 有 界 和 无 界 集 的 定义 类 似 
于 平面 的 集合 .为 容纳 增加 的 维 数 ,我 们 使 用 球体 而 非 图 11.8 Key) = /6 T NS 
圆 盘 . 位 面 是 同心 球 . 


定义 。 内 部 ,边界 , 开 集 , 闭 集 
空间 中 的 集合 下 的 一 个 点 (xo,yo,z0) 是 呈 的 内 点 ,如 果 记 是 一 个 完全 合 于 上 R 内 的 球体 的 
中 心 (图 11.9a) .一 个 点 (xo,yo,zo) 是 R 的 边界 点 ,如 果 每 个 以 (xo, yo,z)》 为 中 心 的 球体 
有 不 属于 R 的 点 ,也 有 属于 R 的 点 (图 11.9b). 一 个 集合 的 内 点 全 体 组 成 这 个 集合 的 内 
部 .一 个 集合 的 边界 点 组 成 它 的 边界 . 

如 果 一 个 集合 完全 由 内 点 组 成 , 则 称 为 开 集 . 如果 一 个 集合 包含 它 的 所 有 边界 点 , 则 
称 为 分集 . 


(a) 内 点 (b) L y: 


图 11.9 空间 区 域 的 内 点 和 边界 点 


空间 的 开 集 的 例子 有 一 个 球体 的 内 部 , 开 半 空间 的 z > 0, 第 一 卦 限 ( 在 这 里 x,y 和 z 全 是 
正 的 ) 和 空间 本 身 . 
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空间 的 闭 集 的 例子 有 直线 ,平面 , 闭 半空 间 : > 0, 含 边界 面 的 第 一 象限 和 空间 本 吴 ( 因 为 


它 没有 边界 点 ). 
一 个 球体 去 掉 一 部 分 边界 ,或 者 一 个 立方 体 去 控 一 个 而 ,楼 或 一 个 硕 点 就 既 不 是 开 的 也 不 
是 闭 的 . 


多 于 := 个 日 变量 的 郧 数 也 是 重要 的 .比如 ,空间 曲 商 上 的 温度 不 仅 依赖 曲面 上 点 P(x,y,:) 
的 位 置 ,还 依赖 观察 的 时 刻 1 ,于 是 我 们 写成 T = f(x.y,z,t). 

一 般 地 ,n 元 函数 是 对 每 个 n 元 组 (xi,x;,… ,x ) 指定 唯 -- 的 一 个 实数 = faaan) 
的 一 个 规则 .x 到 x, 是 自 (输入 ) 变量 ,而 w 是 因 ( 输 出 ) E. 

多 于 个 变量 的 函数 不 直观 ,但 强 有 力 的 数学 方法 的 发 展 可 以 处 理 它们 .在 高 等 数学 或 科 
学 教程 里 你 会 学 习 到 一 些 这 方面 的 内 容 . 在 本 教材 中 ,我 们 把 注意 里 集中 在 二 元 或 三 元 函数 ， 
它们 通过 其 图 形 或 等 位 面 可 以 被 适当 地 直观 化 . 


习题 11.1 


定义 域 , 值 域 和 等 位 线 
在 第 1 - 12 题 里 ， 

(a) 求 施 数 的 定义 域 (b) 求 函数 的 值 域 

( c) 描述 函数 的 等 位 线 (d) 求 函 数 定义 域 的 边界 

(e) 确定 定义 域 是 否 闭 集 , 开 集 或 都 不 是 (f) 确定 定义 域 是 否 是 有 界 的 或 无 界 的 . 
1.f(x,y)= y— x 2./(x,y) = V y — x 3./(x*.y) = 4r? + 92 
4.f(x,y) = x 5S.f(x,y) = xy 6./(x,y) = y/x° 

1 — 
7.fx,y) = —————— 8.f/(x,y) = Z/9-_ 2 - r 9./(xz,y) = Inf + y?) 
” Jeo ey i a h 

10./(x,y) = oon 11.f(x,y) = arcsin( y — x) 12./(x,v) = arctan( >) 
识别 曲面 和 等 位 线 
第 13 - 18 题 显示 画 在 (a) - (f) 中 的 函数 的 等 位 线 , 匹 配 等 位 线 集 和 适当 的 曲面 . 
13. 14. 15. 


OC 


四 


Z 


可 | 


lA 


习题 11.1 * 903 


16. 17. 18. 


(a) (b) (c) 


z = (cos x)(cos y) e ” Jx? + 


(d) 


u 


= 
_— 


识别 二 元 函数 
用 两 种 方式 显示 第 19 - 29 是 中 的 函数 的 值 ;(a) 画 曲 面 z = AC, y) 的 草图 和 (b) 画 函 数 定义 域内 的 一 组 等 位 
线 , 并 用 函数 值 标注 每 条 等 位 线 . 
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19.f/(x,y) = y 20./(x. y) = 4 - ° 21. f(x) = x° + y 
22./(x,y) = v < + ° 23. fr. y) = (x` + 2) 24./(x.y) = 4- Ú — 2 
25./(x,y) = 4: + >° 26./(x.y) = dal + y + Í 
27./(x, y) =l- v 28. x.y) =l- xi- : yl 


求 等 位 线 


在 第 29 - 32 Wp OR ESE /( x.v) 过 给 定点 的 等 位 线 的 方程 . 


20./(x,y) = 16- -2 QZ) 30./( a. y) = V 2 1. (1.0) 
` d - A SDO _ x` ay 
31. flx, y) = | Ta (2.2) 32. fxs) = > ' ) ， (1,2) 


画 等 位 面 草图 
在 第 33 - 40 题 中 , 画 男 数 的 典型 等 位 面 草图 


33./(x,y,z:) = x) + y? + 22 34./(<x<.v.z) = In(x + y? + z?) 
35./(x,y,:) = x + š 36./(x.y.:) = š 

37./(x,y,z) = x* + y2 38./(x.y.:) = y + 22 

39./(x.y.z) = z-— x? — y2 40./(x.y.:) = (x725) + (7/16) + (z2⁄9) 


求 等 位 面 
在 第 41 - 44 题 中 , 求 函 数 过 给 定点 的 等 位 面 的 方程 . 
4l./(x,y,;z) = Vx - y- Iz, (3.-1,1) 42./(x.v.z) = n(x +q v+ 22), (- 1,2,1) 


A (xk + y)" 站 db (= d: 
43.g(x,y,z) = N — n > (In 2,in 4.3) 44. g(x,y.) = | 一 一 一 + | = (0,1⁄2,2) 
n = 0 n! y l-o Ai t-l 


理论 和 例子 
45. 函数 在 空间 直线 上 的 最 大 值 AÉ r,r) = rr 在 直线 = 20 t. = t,z = 20 上 有 最 大 值 吗 ? 如 
果 有 , 它 是 多 少 ?对 你 的 回答 给 出 理由 .( 提 示 : 沿 直线 ,w = faxy) E r AE RR. ) 
46. 函数 在 空间 直线 上 的 最 小 值 函数 Ax,Y,z) = xy -= 在 直线 rr = t - l.y = t-2,z = t + 7 EARP 
值 吗 ? 如 果 有 , 它 是 多 少 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . (提示 : 沿 直 线 ,w = Ar,y,z) 是 :的 可 微 函 数 .) 
47. Concorde ÆR “地面 上 人 直接 听 到 Concorde 的 而 非 空 气 中 的 层 反 射 的 声 震 的 区 域 的 宽度 w 是 
T = 地 面 宝 气 温度 (Kelvin BE) 


h = Concorde 的 高 度 (km) 


图 11.10 Concorde 的 声波 随 飞行 高 度 以 
上 和 以 下 的 温度 变化 而 弯曲 . 声 震 层 是 地 
面 的 接收 直接 从 飞机 来 的 而 非 空气 反射 
或 沿 地 面 衍射 的 冲击 波 的 区 域 . 声 震 层 由 

w . 从 地 面 上 上 在 飞机 正 下 方 的 点 引出 的 射线 
ERIE WE. CE 47 题 ) 


习题 11.1 - 905 - 


d = 垂直 温度 梯度 (每 千 米 降 低 的 Kelvin 度 ) 
的 函数 ,uc 的 公式 是 


见 图 11. 10. 
从 欧洲 发 往 Washington 的 Concorde 在 一 个 航线 上 飞 邻 美国 ,此 航线 在 Nantucket 岛 以 南 ,飞机 高 度 16.8 km. 
车 地 面 温度 是 290 K, 垂 直 温 度 梯度 是 5 KK/km, 飞 机 在 Nantucket 岛 以 南 多 少 公 里 飞行 才能 保持 它 的 声 震 层 
离开 该 岛 .( 选 自 N.K.Balachandra,W.L.Donn,D.H.Rind,“Concorde Sonic Booms as an Atmospheric( 声 震 是 
空气 探测 仪 )”, Science , Vol. 197(July1 ,1977) ,pp.47 — 49) 

48. 为 学 而 写 ”正如 你 所 知道 的 , 单 实 变量 实 值 函数 的 图 形 是 坐标 空间 的 一 个 点 集 . 二 元 实 值 函 数 的 图 形 
是 三 维 坐 标 空 间 的 一 个 点 集 .三 元 实 值 函数 的 图 形 是 四 维 坐 标 空间 的 一 个 点 集 .你 怎样 定义 四 实 变量 实 
值 函 数 f(x ,x;,x3,x4) 的 图 形 ? 你 怎样 定义 n 实 变量 实 值 函数 (x ,x ,x3,… x.) 的 图 形 ? 


《 计算 机 探究 


Bš FH INI 
利用 一 个 CAS 对 第 49 - 52 题 的 每 个 函数 执行 以 下 步 又 . 
(a) 在 给 定 的 矩形 画 曲面 . 
(b) 在 给 定 的 矩形 画 几 条 等 位 线 . 
(c) 画 了 的 通过 给 定点 的 等 位 线 . 
49.f(x,y) = x sin 方 + ysin2x, 0 =< x= Sx,O < y < 5x, P(3z,3z) 


V x 


S50.f(x,y) = (sin x)(cos y)e > Ü< x< 5x,0 < y < 5z,P(4z,4z) 

Sl. f(x,y) = sin(x + 2 cos y), -2r < x < 2z, - 22 <£ y < 2xz,P(x m) 
D.L 

52. f(x,y) = e“ ` sin( r? +7), O < x< 2x, -mg y =< x,P(mw, — z) 

CD-ROM 


g€ 
 — Eš HHI 
利用 一 个 CAS 画 第 53 - 56 题 的 等 位 面 . 


53.41n( x? + yl+ 2) = 1 54.x" +z? = 1 
SS.r + y? 3⁄2 = 1 S6.sin( x/2) - (cos y) V x° + = 2 
参数 化 曲面 


正如 你 用 定义 在 某 个 参数 区 间 7 的 一 对 方程 + = AO, = g(1) 以 参数 方式 描述 平面 曲线 ,你 可 以 用 定义 在 
某 个 参数 矩形 a < u < b,c < + < d 的 三 个 方程 x = feu,r),y = gapz = h(u, v) 以 参数 方式 描述 空 
间 曲 面 .许多 计算 机 代数 系统 允许 你 以 参数 模式 画 曲面 .( 在 13.6 节 详 细 讨 论 参数 曲面 . ) 利用 -个 CAS 画 第 
57 - 60 题 的 曲面 .再 画 几 条 xy 平面 内 的 等 位 线 . 


57.x = ucosv, y = usinv, z= u, O< u s2, O< r= 2x 

58.x = ucosv, y = usinv, ¿= r, O< u=<2. O < r= 2x 

59.x = (2 + cos u)eos u, y = (2+ cos u)sinp, z = sinu, 0 sugn, O< =< 2=x 
60.x = 2e0s ucos r, y = 2cos usinv, z = 2sinu, 0 =< u <2x. O = r= 
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二 元 为数 的 极限 。 二 元 因数 的 连续 性 。 STOTHAN BAFE ERRAIN E 


本 玉 讨 论 多 元 昂 数 的 极限 和 连续 性 .二 无 或 三 匹 果 数 极限 的 定义 类 似 于 一 元 函数 极限 的 
定义 ,但 贞 如 我 们 就 要 看 到 的 有 一 个 至 关 重 要 的 区 别 . 


二 元 函数 的 极限 
若 对 公分 接近 于 点 (xosyo) 但 不 等 于 (xo6,y0) 的 所 有 点 (xy), 实 值 函 数 f(x. y) 的 值 接近 
于 轴 定 实数 信也 ,我 们 说 过 BE f 在 (x.y) Éa (xo, yo) 时 的 极限 .用 符号 写成 
| lim fixy) = L. 


HPSEC, y) F (xo. yo) ETAJE PR E L.” K R a E ERKI R, ARAIAN ARENE 
了 一 个 自 变 量 ,从 而 使 得 “接近 ”的 提 法 变 得 复杂 . 若 (*o,yo) 起 1 的 定义 域 的 内 点 ,(x,y) 可 以 
从 任何 方向 接近 于 (xzo,yo); 而 在 单 自 变 量 的 情形 ,* 仪 沿 x 轴 赵 于 xo. 趋 近 的 方向 可 能 会 引发 
问题 ,这 从 下 面 例子 中 的 某 几 个 可 以 看 出 . 


CD-ROM 定义 ”二 元 函数 的 极限 
WEBsite 当 (x,y) 趋 于 (xo,yo) 时 函数 上 有 极限 工 , 如 果 给 定 任意 正 数 s， 
Ha 历史 传记 存在 一 个 正 数 8, 使 得 对 所 有 在 f 的 定义 域 中 的 (x,y)， 
Guillaume l'Hôpital 0 < V(x 本 了 +G- yo): < So |f(x,y) _ L| < e. 


(1661 — 1704) 
我 们 写成 
， A sy) = L. 


0 


定义 中 的 8 - e 条 件 等 价 于 条 件 
0< x-xol<6 和 0<l[y- y <ð f(x,y)-L|<e 
(习题 11.2 第 各 题 ), 这 样 ,在 计算 极限 时 ,我 们 可 以 用 平面 距离 思考 ,也 可 以 用 坐标 之 差 思考 . 
极限 的 定义 既 适 用 于 了 的 定义 域 的 边界 点 ,也 适用 于 内 点 .唯一 要 求 是 在 任何 时 候 , 点 
(x,y) SI fe E X BHI. 
跟 一 个 明 变 量 的 情形 一 样 ,可 以 证 骨 


lim X = Xo 
asa) sf r ta) 
0 0 
lim y= yo 
tanid ola 1 ` 


| dim k =k (TRK k) 
还 可 以 证 明 丙 个 申 数 和 的 极限 是 它们 的 极限 ( 当 二 者 都 存在 时 ) 之 和 ,对 差 . 积 . 常 倍数 . 商 和 
RERI ASMA OR UIR V. l 


11.2 ”高 维 函 数 的 极限 和 连续 .907 ` 


定理 1 二 元 函数 极限 的 性 质 
车 上 , M 和 上 是 实数 ,而 且 


a im C.) = L 和 LE = 

则 下 列 法 则 成 立 ， 
1. 和 法 则 : a im [f(x,y) + g(x,y)] = L + M 
2. 差 法 则 : Li Cay) -g(x,y)] = L- M 
3. 积 法 则 : e im Soy) "g(x,y) = L° M 
4. 常 倍数 法 则 : im Wy) = kL 大 为 任意 数 

. f(x,7) _ L 
5. RAM: on ogay M MO. 
6. REM: 车 mm 和 n 是 整数 , 则 lim Vap” = P”, RE Dn 是 一 个 实数 . 


当 我 们 把 定理 1 应 用 到 多 项 式 和 有 理 函 数 时 ,我们 就 得 到 有 用 的 结果 : 当 (x,y) 一 (xo, Yo) 时 这 
些 函 数 的 极限 可 以 通过 求 函数 在 (xo, yo) 的 值 来 计算 .唯一 的 要 求 是 有 理 函 数 在 (xo,yo) 有 定义 . 


例 1( 计 算 极 限 ) 
(a) x — xy + 3 0- (0)(1) +3 


(x dm yr = 9 ” (0)2(1) + 5(0) - (1) =-3 
(b) lm Vat s VBV 4)2 = /25 = 5 ú 
例 2( 计 算 极 限 ) K 
a = xy 
lin mo Vy 


解 因为 分 母 Vx -Vy we) —> (0,0) 时 趋 于 0, 我 们 不 能 利用 定理 1 的 商法 则 .不 过 ， 
若 分 子 和 分 母 同 乘 以 Vx - Vy ,就 得 到 一 个 等 价 的 分 式 , 它 的 极限 为 : 


? — xy - „lim (x? - xy)(V x + Vy) 
a lin im a Vy ‘D0,0) (Vx — Vy)(Vx +Vy) 


注 :在 例 2 里 我 们 可 以 
消去 因子 (x - y), E 
Xx -7)(WY%+YY) 代数 为 路 径 y -GFE 


= lim 
(x,r) {0,0) x — y x-y= 0) 不 在 函数 
= ¿llim „xa + VY) KERF a-y r 的 定义 城 里 
x — V y 
= 00 + V0) = 0 | 


二 元 函数 的 连续 性 
二 无 函数 的 连续 的 定义 本 质 上 跟 一 元 函数 一 样 . 
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定义 在 一 点 连续 ,连续 

一 个 函数 是 在 一 点 (xo, yo) 连续 的 ,如 果 
L.f #E(xo,yo) 有 定义 

2 lima, y= (z, y) 存在 


3. lims, pyts .yf x, y) 三 f(xo, Yo) 
一 个 函数 是 连续 函数 ,如 果 它 在 定义 域 的 每 一 点 都 是 连续 的 . 


跟 极限 定义 一 样 , 连 续 性 的 定义 既 适 用 于 / 的 定义 域 的 边界 点 ,也 适用 于 内 点 .唯一 要 求 
是 在 任何 时 候 点 (x,y) 要 留 在 定义 域 里 . 

你 一 定 会 猜 到 ,定理 1 的 推论 之 一 是 连续 函数 的 代数 组 合 在 所 涉及 的 函数 有 定义 的 每 个 
点 是 连续 的 .因此 ,连续 函数 的 和 、 差 . 积 、 常 倍数 、 商 ,以 及 宪 在 有 定义 的 地 方 是 连续 的 . 特别 
地 ,二 元 多 项 式 和 有 理 函 数 在 它们 有 定义 的 每 个 点 是 连续 的 . 

# z = f(x,y) 是 x 和 y 的 连续 函数 ,而 w = g(z) 是 z 的 连续 函数 , 则 w = g(f(x,Yy)) 


是 连续 的 .这 样 ,ecos ,In(1 + xy) 在 每 个 点 (x,y) 是 连续 的 . 
跟 一 元 函数 一 样 ,一 般 法 则 是 连续 函数 的 复合 是 连续 的 .唯一 的 要 求 是 被 复合 的 函数 在 其 


定义 域 里 连续 . 


例 3( 有 唯一 不 连续 点 的 函数 ) ”证 明 
Tae (x,y) # (0,0) 
0, (x,y) = (0,0) 
在 原点 以 外 的 点 连续 (图 11.11). 


解 RAS EE AC, y) = (0,0) 连续 ,因为 它 的 值 由 有 理 函 数 给 定 . 
在 (0,0) ,上 有 定义 ,但 我 们 断言 当 (x,y) 一 (0,0) 时 ,六 没有 极限 .理由 是 我 们 下 面 看 到 的 ， 


> 


(a) 
2 xy 


图 11.11 (a)/(x,y) = F y (x,y) = (0,0) 
0, 


的 图 形 . 函数 在 原点 以 外 的 每 个 点 连续 . 
(x,y) = (0,0) 


(bS 的 等 位 线 .( 例 3) 


11.2 高 维 函 数 的 极限 和 连续 ` 909 + 


趋 于 (0,0) 的 不 同 路 径 导致 不 同 的 结果 . 
对 mm 的 每 个 值 ,函数 f EWIL” 直线 y = mx,x z 0 上 有 常数 值 ,这 是 因为 


_ 2 xy f 2x( mx) > 2mx? 2 2m 
f(x,y) yem X + y ym 2 + (ma)? 2 + mx — 1 + m° ` 


因此 , 当 (x,y) 沿 这 条 刺 孔 直线 趋 于 (0,0) 时 ,f 以 这 个 数 为 极限 : 


: : 2m 
i dm, of | Sigm” 
这 个 极限 随 m 改变 .因此 没有 唯一 的 数 可 以 称 为 当 (x,y) 趋 于 (0,0) 时 /的 极限 .极限 不 存在 ， 
函数 不 连续 . . _ | 


例 3 说 明了 有 关 二 元 (就 这 件 事 而 言 ,甚至 更 多 元 ) 函数 的 极限 的 重要 一 点 .对 于 函数 在 一 
个 点 极限 存在 , 沿 每 个 趋 近 路 径 极 限 必须 一 样 . 这 个 结果 跟 一 元 函数 的 情形 类 似 , 这 时 左 极限 
和 右 极限 必须 是 同一 个 值 .对 于 二 元 或 多 元 函数 ,如 果 一 旦 发 现 有 不 同 极 限 的 路 径 , 我 们 就 能 
判定 在 它们 所 趋向 的 点 ,函数 没有 极限 . 


极限 不 存在 的 两 路 径 判别 法 
着 函数 f(x,y) 沿 (x,y) 88 F (xo,yo) 的 两 个 不 同 路 径 有 不 同 极限 ， W limes, peca ,y) 
f(x,y) REE. ; 
例 4( 应 用 两 路 径 判 别 法 ) EIRAS) = :22 25( 图 11.12) 4C, y) 趋 于 (0,0) 时 
没有 极限 . 
解 ”沿路 径 y - hx?,x < 0, 函数 有 常数 什 
2x? y 2x2( kx?) 2 kx 2k 


f(x,y) 


4 2 三 re 
w MY 


有 


10 


X 


(a) (b) 
图 11.12 (a)f(x,y) = 2x°y/(x* + 2) 的 图 形 . 由 图 形 暗 示 和 (b) 的 等 位 线 确认 ， 
lim, poof (2y) 不 存在 .( 例 4) 
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因此 


:01 


lim f(x,y) = lim — 
Casy) (0.07 Cry 


极限 随 趋 近 路 径 而 变化 .比如 ,车 (x,y) 沿 抛物 线 y = é 趋 于 (0,0),h = 1, 极 限 是 1. 若 (x,y) 沿 
x 轴 趋 于 (0,0),k = 0, 极 限 是 0. 根 据 两 路 径 判 别 法 , 当 (x,y) 趋 于 (0,0) 时 ,f/ 没有 极限 . 

这 里 的 语言 似乎 是 矛盾 的 .你 可 能 会 问 :“ 当 (x,y) 趋 于 原点 时 ,f 没有 极限 意味 着 什么 一 一 
它 有 许多 极限 ." 但 正 是 这 一 点 ,没有 -一 个 与 路 径 无 关 的 单一 的 极限 , 且 因 此 ,由 定义 ,极限 
lims oo sy) 不 存在 .把 这 样 正 式 的 陈述 译 为 日 常用 语 :没有 极限 ” 便 产 生 了 明显 的 了 矛 
盾 . 数 学 是 优美 的 .问题 产生 于 我 们 怎么 讨论 一 个 主题 .我 们 需要 常 例 使 得 能 看 到 事物 的 本 质 ，_ | 


多 于 二 元 的 函数 

二 元 函数 的 极限 和 连续 的 定义 以 及 有 关 和 R . 商 . 寡 ,以 及 复合 的 极限 和 连续 的 结论 全 都 
可 以 推广 到 三 元 或 更 多 元 函数 .比如 函数 jn(*+7y+z) myang 在 它们 的 定义 域 中 是 连续 的 ， 
又 比如 


lim e*t: el"! 1 
1 = > = 5 
P= (1,0-1) z? 4 Cos V xy (- 1) + cos Ü 2 


,其 中 已 表示 点 (xy,z) ,可 以 由 直接 代入 求 得 ， 


闭 有 界 集 上 的 连续 函数 的 极 值 
我 们 已 经 知道 在 有 界 闭 区 间 [ c ,8] 上 的 连续 函数 至 少 -- 次 在 [a,5] 上 取得 绝对 最 大 值 和 
绝对 最 小 值 .同样 的 结论 对 于 在 平面 的 有 界 闭 集 R( 如 线段 . 圆 盘 . 填 满 的 三 角形 ) 上 的 函数 
f(x,y) 也 成 立 .函数 在 R 的 某 个 点 取得 绝对 最 大 值 ,并 且 在 R 的 某 个 点 取得 绝对 最 小 值 . 
类 似 于 这 个 和 本 节 其 它 定 理 的 定理 对 于 三 元 或 更 多 元 函数 仍然 成 立 . 比如 ,在 有 界 闭 集 
(球体 或 立方 体 , 球 壳 ,长方体 ) 上 的 连续 函数 w = f(x,y,z) 取得 绝对 最 大 值 和 绝对 最 小 值 . 
在 11.8 节 我 们 学 习 怎 样 求 极 值 , 但 首先 要 了 解 高 维 的 导数 .这 正 是 下 节 的 主题 . 


习题 11.2 


二 元 极限 
求 第 1 - 12 题 的 极限 
3x? — y + 5 


1. lim y — 2. 
(*.y)=-(0.0) X“ ° + V° + 2 


3. lm V x+ y -1 


li x 
ım — 
(x.y)-=(0.4) Vy Ca. 7) (3,4) 


2 2 3 
i l 13. : . x° + y” 
4. lim (+ + — s. lim sec xtan y 6. lim cos 一 一 一 一 一 
(xay) (2 3)N X Y (x.y)==(0.mz4) ` Lx, y)—(0.0) x+y+l 
. . : 2 2: : eysin x 
. lim > 8. lim In 1+ xy: 9. lm = 
(z.y)-=(0.ln 2) ye Le, d0 D x 
. yr . xsin y N Cos y + l 
10. lm cosy |ay] — 1 11. lim — 12. lim — 
(x.y)-=(1.1) Gau x“ + l (za) rtra0) y — Sin x 
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商 的 极限 
通过 先 重 写 分 式 求 第 13 - 20 题 的 极限 


3 2 2 
o 2y 52 ， a — 1 : zy — y — 2x + 2 
im — —— 14. lm ` 15. lim 
13. ( lim D v- v (od 和 一 个 (z.y)-=(1,1) x-l 
rza x= v xl 
= 
. `+ 4 . xyY+2VY-2V7 . _x + y- 4 
16. lim yo 17. lm 一 一 18. lim 
(ol di XV AY + 4x — 4x Ga (0.05 Vx -Vy 人 x+y- 2 
a-lag ) 5 
. V2x-y-2 . Vr-vVy+l 
19. lm —— 20. lm - 
(=Q, 2x —- y —- 4 De x y- 1 
x-y 7 væ yal 
三 元 极限 
求 第 21 - 26 题 的 极限 
. 1 1 . 2xv + yz N . 
21. lim [ 一 + 一 + ) 22. lm —— 23. lim (sinx + cos2y + sec2z) 
PDA X y z P—æ{1,-1,-1) x7 + Z° P= (3.3.0) 
24. lim arctan xyz 25. lim ze ?eos 2x 26. lim In x + y' + 2 
P =(-1⁄4,z22.2)5 P-=(=.0,3) P—(0,-2.0) 


平面 内 的 连续 性 
在 平面 内 的 哪些 点 ,第 27 - 30 题 的 函数 是 连续 的 . 
27.(a)f/(x,v) = sin(x + y) (b)/(x,y) = In(<? + y?) 


28. (a) fay) = 了 (b)/(z,y) = >—— 

x — y x" + 1 

nL J) ty 
29.(a)g(x,y) = sin P. (b)g(x,y) = 4 cos x 
30.(a) g(t,y) =- -二 十 二 一 (bgtx,y) = —1— 

i” ~ 3x + 2 x" — y 


空间 内 的 连续 性 
在 空间 内 的 哪些 点 ,第 31 - 34 题 的 函数 是 连续 的 . 
3l.l(a)f(x,y.:) = x° + y°- 2 (b)/(x,y,z) = V x? + v2 -1 


32. (a)f(x.y.z) = In xyz (b)h(x,v,z) = e*t”Ycos z 
33. (a)h(x,y,z) = xy sin + (b)h(x,y,z) = 一 L -一 
z - x +z —1 


34.(a)h(x,y,z) = 7G T: (b)h(x,y,z) = TFT 


应 用 两 路 径 定理 
通过 考虑 不 同 的 趋 近 路 径 , 证 明 第 35 - 42 题 中 的 函数 当 (*,y) -> (0,0) 时 没有 极限 . 


4 


35./(x,y) =- 本 二 -一 36./(r.y) = 一 
x 


x 
2 2 
Y + y 


> 


+ v 
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xY — Y v N . . _ x — y 
37.f(x,y) = not 38. f(x.r) = Ta] 39. g(x,y) = Fara 
40. g(x,y) = LEa 4l.h(x,y) = rt 42.h(x.y) = 5 

- yY- y x x — y 


# ó - ss 定义 
43. 证 明 极限 定义 中 的 8 - 法则 等 价 于 
O< |r-w<6 和 o<|[|y- v| < ô=» [fa y) L| < es. 
44. ARR Sr, r) HCx, y) 一 (axovyo) 时 的 极限 的 定义 作为 蓝本 ,叙述 两 数 f(x,y,2) M(z,y,z)—= (xo,yoszo) 
时 的 极限 的 定义 .对 于 四 元 函数 f(x ,y.z,1) 类 似 的 定义 是 什么 . 
第 45 - 48 题 的 每 个 给 出 晴 数 f(x,y) 和 一 个 正 数 s. 在 每 个 题目 里 ,证明 存 在 一 个 6, 使 得 对 所 有 (x,y): 
Verr Saify) =- /(0,0)| < e 
或 证 明 存 在 -个 S, (EAn y): 
heles 和 [yle Ax,- f/f(0.0)| < e. 
ERTA H E, W ERE u — AR. E A AR. 
45.f/(x,y) = x` + y), £ = 0.01 46.f/(x.y) = y/(x + 1), € = 0.05 
47.f/(x,y) = (x+ y)/(x? + 1), e = 0.01 48. fxsy) = (x + y)/(2 + cos x), e= 0.02 
第 49 - 52 题 的 每 个 给 出 函数 /x,y,:) 和 一 个 正 数 se .在 每 个 题目 里 ,证 明 存 在 一 个 9》, 使 得 对 所 有 (x，,yv，,z)， 
Z= + 2. 2 < 06Ə|/(xz,y,:) - /(0,0.0)] < e 
或 证 明证 明 存 在 -个 6, 使 得 对 所 有 (*,y，,z): 
[zl<es.lrl<6， 和 |: l< 0 f(r,y,s) - f(0,0,0)| < € 
在 每 个 题目 时 ,选择 上 述 适 当 的 一 个 来 做 .不 必 两 个 都 做 . 


49./(x,y,z) = x+y + 22, £ = 0.015 S0./(x=,y,z) = xyz, e = 0.008 
X + Y+ 3 2 2 
SL. fix, yz) = >————— e = 0.015 52. f(x,y,z) = tanx + tany + tanz, e = 0.03 
x" + y" +z + 1 


53. 证 明 f(x,y,z) = x + y — zz 在 每 个 点 (xoyyo,zo) 是 连续 的 . 
54. 证 明 /xy,z) = x2 + y? + 在 原点 是 连续 的 . 


变换 到 极 坐标 
如 果 你 在 直角 坐标 系 里 讨论 lim, o f(x. y) 停滞 不 前 时 ,不 妨 试 一 试 变换 到 极 坐 标 . 代 入 * = reos 0, 
y = rsin 0 并 且 研 究 所 得 表达 式 当 r 一 0 时 的 极限 . 换 句 话说 , 试 一 武 确定 是 否 存 在 工 满足 以 下 准则 : 
任意 给 定 。 > 0, 存 在 ó > 0, 使 得 对 所 有 r 和 6: 

[r] < slfr, 0) -Li<e. (1) 
如 果 这 样 的 二 存 在 , 则 
f(x,r) = lim fr.0) = L. 


lim 
qa.) {0.0} 


例如 ， 


3 
ñ x ñ ` 3 
lim ~~~; = lm 一 = limrcos 0 = 0. 
arii £” + yx rÜ r r0 


为 验证 这 些 等 式 ,我 们 需要 证 明 (1) 式 对 fr,0) = reos9 ML =0 满 足 . 即 我 们 需要 证 明 给 定 任 意 s > 0, 存 在 
ó > 0, 使 得 对 所 有 rMo: 


Í , 3 , 
iri < ô» reoh — 0! < e. 


因 为 


reos30 | = |r| leos301 < ir|: 1= Irj. 
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ER ó = e, 则 蕴涵 式 成 立 . 
反之 ,不 管 | r| 多 么 小 


2 2 
r cos" 0 2 
— = Cos 0 


z = 
x” + y? 


Roa RA, TE lima. -ooowx A(x? + y.) 不 存在 . 

对 这 里 的 每 个 例子 , 当 + -0 时 极限 的 存在 与 否 都 是 十 分 显然 的 .不 过 ,变换 到 极 坐 标 ,并 不 是 总 有 所 帮 
助 ,甚至 可 能 诱发 得 出 错误 结论 .例如 ,极限 可 能 沿 每 条 直线 或 射线 0 = 常数 存在 ,但 仍 不 能 保证 在 二 元 的 意 
义 下 极限 存在 . 例 4 就 验证 了 这 点 .在 极 坐 标 里 ,r 2 OBP f(x,y) = (2xz2y)/(xt + 入) 成 为 
. r cos @sin 20 
flr cos 0,r sin 0) = 二 


如 果 保 持 0 为 常数 , 令 一 0 得 极限 0. 但 在 路 径 y = x* 上 ,我 们 有 rsin = r2eos20 和 


flr cos gr sin 0) = > 98 Csin 20 


2 
rzcos40 + (rcos20)2 
_2r cos20sin 0 rsin 0 
= 7 3 
2r2cos40 ricos0 


在 第 55 - 60 题 中 , 求 (x,y) — (0,0) 时 /的 极限 或 证 明 极限 不 存在 . 


= 1. 


_ x wy _ r-r 
55. f(x,y) = T S6./(x,y) = cos [ aa) 
57.f/(x,y) = X 2 58. f(x,y) = 7 2x 
x y X + x+ y 
S9./(x,y) = arctan( +l) 60./(x,y) = Ior 
x +y x + y 
在 第 61 和 62 题 中 ,定义 /(0,0) ,使 得 /在 原点 连续 
3r? -xy + 3y2 2 xy2 
6L fry) = m r 225 >) ee) = 
理论 和 例子 


63. 为 学 而 写 Ë lima 0.y f(x,y) = Lyf ITE xo, yo) 有 定义 吗 ?对 你 的 回答 给 出 理由 
64. 为 学 而 写 设 f( xo, yo) = 3,# f fE( xo, yo) 连续 ,关于 
lim FEZES 


Cay) Cage 
你 可 以 说 些 什么 ? 若 /在 (xo, yo) 不 连续 呢 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
65.( 续 例 3) 
(a) 重复 例 3. 把 m = tan 0 代入 到 公式 


2m 


f(x,y)|,- a = 


并 化 简 结 果 , 用 以 指出 f 的 值 如 何 随 倾 角 变 化 . 
(b) 用 你 在 (a) 中 得 到 的 公式 证 明 沿 直线 y = mx,(x,y) 一 (0,0) 时 /的 极限 随 (x,y) 所 沿 直 线 的 倾角 从 
- 工 变化 到 1. 
66. 连续 延 拓 EX /0,0) ,使 得 


l+ m? 


f(x,y) = y5 
x° + y 
延 拓 后 在 原点 连续 . 
XEBE 


— J BS 3 K E E BE E: E P Q E (aoyo) 的 圆 盘 里 的 所 有 (*,y) = (zxoyyo),g(z,y) < fy) s 
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h(x,y), X g 和 用 当 (x,y) -> (xo,Y0) 时 有 同一 极限 工 , 则 
lim WA SSES = 


用 这 个 结果 支持 你 对 第 67 - 70 题 中 的 问题 的 [ 回答 
67. 为 学 而 写 ”知道 了 


x° y? arctan xy 
l- 一 < — < 1 
3 xy 
关于 
arctan xy 
lim — 
(r. to.0) YY 
你 能 得 到 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理 
68. 为 学 而 写 ”知道 了 
2 | -六 < 4 — 4 cos V | xy] < 2 xy 
关于 
‘Os Ty 
lim C cos [ay | 
Ara) (0.0: pay] 


你 能 得 到 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
69. 为 学 而 写 知道 了 |sin(1/x)| < 1, 关 于 


. . 1 
lim vsin— 
(x.y)-s10.0) x 


你 能 得 到 什么 ?对 你 的 同 答 给 出 理由 . 
70. 为 学 而 写 知道 了 | cos(1A7Y) | < 1, 关 于 


. 1 
Jm x cos 一 
(wa) vt0.0) Y 


你 能 得 到 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
FP 
t 计算 机 探究 
1. 探索 你 在 第 67 - 70 题 中 考虑 了 其 极限 的 四 个 汤 数 的 图 形 . 尝试 找到 一 个 支持 你 在 这 几 题 所 得 结果 的 


pun 


TARDAS 。 计 算 。 多 于 二 元 的 水 数 。 偏 导数 和 连续 性 。 二 阶 偏 导数 。 混 合 
导数 定理 + 更 高 阶 的 偏 导 数 。 可 微 性 

当 我 们 令 一 个 自 变 量 之 外 的 自 变量 固定 , 而 对 这 一 个 变量 求 导 , 我 们 就 得 到 * 偏 ” 导数 .这 
一 节 指 出 偏 导数 如 何 产 生 以 及 怎样 利用 一 元 函数 的 可 微 函 数 的 法 则 来 计算 偏 导数 . 


二 元 函数 的 偏 导数 
在 (xo,yo) ERR f(x. y) 定义 域 中 的 一 点 , 竖 直 平面 y = yo 荐 曲面 z = /f(x,y) 得 到 曲 


11.3 AFX ，915 > 


线 z = F(x,yo)( 图 11.13). 这 条 曲线 是 在 平面 y = yo 内 函数 z = f(x, yo) 的 图 形 .在 这 个 平面 
内 的 水 平 坐标 是 x ,而 竖 直 坐标 是 z. 


人 平面 了 = 加 内 的 竖 直 轴 


> 
已 Xor Yo: J (Xo; yo)) 


平面 Y= Yo A fÉ 
HH£ z = f(x. Yo) 


切线 
si ` 
v< s X 
ne> aii C, Xs) y 
= (Xot h.yo) 
平面 》= 为 内 的 水 平 轴 


图 11.13 PE y = yo 和 曲面 z = x,y) 的 交 , 从 xy 平面 第 一 象限 中 的 一 点 向 上 看 . 


我 们 定义 /在 点 (xo,yo) 对 于 x 的 偏 导 数 是 f(x ,yo) 在 点 x = xo 对 于 x 的 普通 导数 . 


定义 对 于 x 的 偏 导 数 
在 点 (xo, yo) S(x,y) 对 于 x 的 偏 导 数 是 


9f | ( ; . (wo + h,yo) - f(zo, yo) 
aka oR 427. xayo) > lim KU SK : , 
0*0 =z 
只 要 极限 存在 . 


因 效 的 记号 "3 "(类 似 于 极限 定义 中 用 的 小 写 希 腊 字 母 8) 是 另 一 类 的 “d”, 以 这 种 便于 区 
别 的 方式 把 Leibniz 的 微分 记号 推广 到 多 变量 的 行文 中 是 很 适宜 的 . 

曲线 z = flx, yo) 在 点 P(xo,yo,f(xo,yo)) 于 平面 y = yo 内 的 斜率 是 f 在 (x0,yo) 对 % 
的 偏 导数 的 值 .曲线 在 点 P 的 切线 是 在 平面 y = yo 上 过 点 了 有 这 个 斜率 的 直线 .在 (xo,yo) 的 
偏 导 数 3f/3x 给 出 当 y 固定 在 值 yo 时 对 于 x 的 变化 率 .这 是 /在 点 (x0,yo) 沿 i 的 方向 的 变 
wR. 

偏 导数 的 记号 依赖 于 我 们 要 强调 什么 : 


laor yo) 或 六 (so,yo) “/ 对 于 4 在 (xo,yo) 的 偏 导数 " 或" 下角 在 (xo,yo)”. 对 强调 
点 (xo,yo) 是 方便 的 . 
“z 对 于 x 在 (xo,yo) 的 偏 导数 ". 当 处 理 变量 而 不 明确 指出 函数 


3z 
ox 


(x0,70) 
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时 在 科学 和 工程 中 通用 . 
E ak “7 或 (z) 对 于 zx 在 (xo,yo) 的 偏 导数 ". 当 把 偏 导数 看 作 继承 过 
ox dx 
来 的 函数 时 适用 . 


在 点 (xo,yo) 对 于 y 的 偏 导数 的 定义 类 似 于 f 对 于 x 的 偏 导数 .这 时 ,我 们 把 x 固定 在 xo 的 
值 ,而 取 f(xo,y) 在 yo XF y 的 普通 导数 . 


' fE IBD = xo 
定义 ”对 于 y 的 偏 导数 内 Mi 直 轴 
在 点 (xo,yo),j(r,y) 对 于 ”的 偏 导数 是 

切线 
(w y.) zi 498: *o, y) $ w "(xç Rab 
< f(xo,yo + h) - Fixos yo) z= f(x, y) 
slim a ; 

只 要 极限 存在 . 


曲线 z = f(xo,y) 在 点 P(xo,yo,7(xo,yo)) 在 平面 ,一 


x = xo 内 的 斜率 是 (图 11.14)f 在 (xo,yo) 对 y 的 偏 导数 
的 值 .曲线 在 点 已 的 切线 是 在 平面 x = xo 上 过 点 已 有 这 
个 斜率 的 直线 .在 (xo, yo) 的 偏 导数 37vay 给 出 当 * 固定 
Æ xo 时 /对 于 y 的 变化 率 , 这 是 了 在 点 (xo,yo) 沿 j 的 


(x BA N oa 


(Xy Yotk) 
在 平面 x*=x。 
内 的 曲线 z= f(xo,. y) TEP M X = x, 
内 的 水 平 轴 


方向 的 变化 率 . 
对 y 的 偏 导数 记号 以 对 x 的 偏 导数 同样 的 方式 表示 : 图 11.14 平面 x = xzo 与 曲面 z = f(x,y) 


9 ə 的 交 ,视点 在 zy 平面 第 一 象限 的 上 方 . 
2 (2050), 万 (xoyyo)， 0 Jy: ú 


注意 我 们 现在 在 曲面 z = f(x,y) 的 点 P(xo,yo,f(xo,yo)) 有 两 条 与 之 相关 的 切线 (图 11.15). 
它们 确定 的 平面 在 点 P 切 于 曲面 吗 ?如 果 答 案 为 "是 " 将 是 美妙 的 ,但 为 了 得 到 这 个 结论 ,还 需 进 一 


切线 有 斜率 (xo, yo) 


Ve, Vo, f(xo, yo)) 


切线 有 斜率 f.( xo, yo). 


平面 x=xo 内 的 


曲线 z=f(xo, y) 平面 ”= yo 内 的 


曲线 z= f(x. yo) 


z= f(x, y) 


图 11.15 图 11.13 和 11.14 的 组 

合 .在 点 (xo,yo,f(xo,yo)) 的 切线 

确定 一 个 平面 ,该 平面 至 少 在 这 个 
图 里 看 起 来 好 像 是 切 于 曲面 的 . 
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步 学 习 有 关 偏 导数 的 知识 


计算 

9f/9x 和 9f/9y 的 定义 提供 了 在 一 个 点 对 f 求 导 的 两 种 不 同方 式 :把 y 看 作 常 数 对 % 以 通 
常 方 式 求 导 和 把 x 看 作 常数 对 y 以 通常 方式 求 导 .下 面 的 例子 指出 在 一 个 给 定 的 点 (zxo,yo) ,这 
两 个 偏 导 数值 通常 是 不 同 的 . 


例 1( 求 在 一 个 点 的 偏 导 数 ) i 
f(x,y) = x” + 3xy + y - 1. 
求 9f/9x 和 9f/9y 在 点 (4,，- 5) 的 值 . 
解 为 求 x, 我 们 把 y 看 作 常量 ,而 对 x 求 导 : 
of _ 9 


Ox ` 元 
9f/9x 在 (4，- 5) 的 值 是 2(4) +3(- 5) =- 
为 求 Foy ,我 们 把 x 看 作 常 量 , 而 对 y Rh: 


(2 +3zy +y—- 1) =2z +3:- 1: y+0-0 = 2 + 3y. 


EFAG +3xy +y -1)=0+3-x:+:1+1-0=3x+4+l1. 
9f/9y fE(4, - 5) 的 值 是 3(4) + 1 = 13. ú 


例 2( 求 作为 函数 的 偏 导数 ) f(x,y) = ysin( xy), K 2f/9y. 
解 我 们 把 x 看 作 常 数 ,而 上 作为 y 和 sin(xy) 的 乘积 : 


af 


9 N 2 . . Ə 
Jy = PPAS sin xy) = y 3ysin xy + (sin zy) 条 47) 


= (y cos xy) 5, T Cay) + sin Xy = XY cos xy + sin xy. _ 


偏 微分 ”一 个 简单 的 绘图 器 可 以 支持 你 的 计算 ,即使 在 高 维 亦 
| 使 用 技术 如 此 .你 可 以 指定 一 个 自 变 量 以 外 所 有 自 变量 的 值 ,绘图 器 就 可 以 对 
t 用 技术 留 下 的 那个 变量 计算 偏 导数 ,并 且 绘 制 相应 交 线 的 图 形 . 通常 情况 
下 ,一 个 CAS 可 以 符号 地 和 数值 地 计算 偏 导数 ,并 且 跟 计算 简单 的 导 
数 一 样 容易 .大 部 分 系统 求 导 一 个 函数 使 用 同样 的 命令 ,而 不 管 变量 

数目 的 多 寡 .( 只 需 简单 地 指出 对 哪个 变量 求 导 . ) 


b) 3( 偏 导数 可 以 是 不 同 的 函数 ) ”对 以 下 函数 求 上 Ff: 
f(x,y) _ _ 2y _ 


y + cos x` 


解 ”把 /看 作 商 .保持 y 为 常数 ,我 们 得 到 


J 
2 | 2y )- (y + cos z) 22 (2) - 2y z(y + cos x) 


fa ox\y + cosx) T (y + cos x)2 
_ (y + cos *)(0) — 2y(- sin x) _ _ 2ysin x 
(y + cos x) (y + cos rx) 


x 保持 为 常数 ,我 们 得 到 
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9 9 
(y + cos x) a 2) -2y zY + cos x) 


p a: 


y\y + cos x (y + cos x)? 
z (y + cos x)(2) - 2y(1) S 2 sin x Mi 


(y + cos x)? (y + cos x)” 


XR Sa E BU Ba Pñ ROR IR Sp 22 pR wr ae 8 Sp A PE Pk E, EAn F fl BT Zç. 


例 4{ 隐 函数 的 求 偏 导数 法 ) ”车 方程 
yz-—Inz = x+ y 
定义 z 为 x 和 y 的 函数 并 且 偏 导数 存在 , 求 3z/ax. 
解 ”我 们 关于 x 对 方程 的 两 端 求 导 ,保持 y 为 常数 ,并 且 把 * 看 作 x 的 可 微 函 数 : 


a az ay 
Ja 972) £ J" = Jx t Ix 


dz 1 9 9 az 
yay" z3 7!+*0 即 y 为 常数 有 57(yz) = y 了 
工 ) 茎 = 
(v - z T 
az z al 
9x yz-1' 


例 5( 求 曲面 在 y - 方向 的 斜率 ) ”平面 x = 1 交 抛 物 面 z = x? + y RHR. REH 
物 线 在 (1,2,5) 的 斜率 (图 11.16). 
解 ”所 求 斜率 是 在 (1,2) 的 偏 导 数 azvay: =. ñ 


QZ 
9y 


9 
= FP1S2 + 2) 


(1,2) (1,2) k=] 


-2y| = 2(2) = 4. 

(1,2) 切线 
作为 一 个 检验 ,我 们 可 以 把 抛物 线 看 作 在 平面 x = 1 

内 单 变量 函数 z =1+ 和 =1+ 入 的 图 形 并 且 求 在 

y = 2 的 斜率 .此 斜率 作为 普通 导数 来 计算 ,是 


a SAn ` 2] Li = 


= 1 2 
dy 人 TA TH i y = 2 

图 11.16 平面 x = 1 和 曲面 z = <° + 入 

多 于 二 元 的 函数 的 交 线 在 点 (1,2,5) 的 切线 .( 例 5) 


多 于 两 个 自 变 量 的 函数 的 偏 导数 的 定义 类 似 二 元 函数 的 定义 .它们 是 对 于 一 个 变量 的 导 
数 ,而 此 时 其 余 的 自 变量 保持 常数 ， 


= 27 


y=2 


例 6( 一 个 三 元 函数 ) 设 x,y 和 z 是 自 变 量 , 而 
f(z,y,z) = xsin(y + 3z), 
则 


9 9 . 9 
是 =ə;Lzsin( y +3:)] = x 3zsin( y + 3z) 
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9 
=x cos(y + 3z)ə;(y + 3z) = 3x cos(y + 3z). _ 


例 7( 并 联 电阻 ) Ri, Ro Rs 欧姆 的 电阻 并 联 成 R 欧姆 的 电阻 , R 的 值 可 以 从 下 式 求 得 
1 1 1 1 


R ` R, R, ”Rs 
(图 11.7), 求 R = 30,R, = 45 和 R, = 90 欧姆 时 的 3 R/3 R, 的 值 . 
# ”为 求 9R/3R,, 我 们 把 R 和 R, 看 作 常 数 对 待 ,关于 R, 对 等 式 两 端 求 导 : 


2 (1)-2- [1.1 + 2) 
ƏR,V R] TIRAR ` R, " R, 


34 R. = 30, R, = 45 和 R, = 90 ff, 


qu y a upa may. Dl k 
R 3014510 ° 9 “9 ` 15 
_ s (5. (1). 1 
于 是 R = 15 izk = [8 = [s) =5 司 


0, xy0 


l, xy= 0 


图 11.17 三 个 电阻 并 联 . 每 个 电阻 有 分 
流 ,它们 的 联合 电阻 R 由 下 式 计算 ， zy = 0 
r a Si sa 直线 L. 和 已 ,以 及 xy 平面 的 四 个 开 象限 . 函 
R R t. t AP 数 在 原点 有 偏 导数 但 不 连续 


偏 导数 和 连续 性 


一 个 函数 x,y) 可 以 在 一 个 点 有 对 于 x My 的 偏 导数 ,而 在 该 点 不 连续 . 这 与 单 变量 函 
数 不 同 ,在 单 变量 情形 ,导数 存在 蕴涵 着 连续 性 .不 过 ,下 节 就 要 看 到 ,如 果 f(x,y) 的 偏 导数 在 
以 (xo,yo) 为 中 心 的 一 个 圆 盘 存在 并 且 连 续 , 则 /在 (xo,yo) 是 连续 的 . 


图 11.18 EA fay) = 位 y = Ou jz 


例 8( 偏 导数 存在 ,但 /不 连续 ) ” 设 ( 图 11.18) 


Py š A xy = 0 
(a) K(x,y) WER y = x 88 F(0,0) 时 了 的 极限 . 


0, xy = 0 


* 920 : 第 11 šE 


多 元 函数 及 其 导数 


(b) 证 明 /在 原点 不 是 连续 的 . 
解 
,lim flx, Vi.. 


*(0.0) 


(b) 因为 /(0,0) = 


(e) 为 在 (0.0) R 0Fax ,我 们 固定 y 在 y = 0. 那 


11.18 中 的 直线 ,这 条 直线 的 和 斜率 在 任何 x 是 
直线 L, 的 斜率 9f/9y 在 任何 


(a) 因为 /f(x,y) 沿 直线 yy = x( 除 去 原点 ) 总 是 


1 ,部 分 (a) 的 极限 证 明 了 在 (0.0) ; 


y 是 0, 于 是 在 (0.0),90f/9y = 0. 


(c) 证 明 在 原点 偏 导 数 9f/9x 和 5/oy 存在 


是 零 ,我 们 有 
0 = 0. 
是 不 连续 的 . 


lim 
ix.) {0,0 


么 对 所 有 ,f(x,y) = 1,f 的 图 形 是 图 
arox = 0. 特 别 在 (0,0) 有 9f/9x = 0. 类 似 地 ， 
_ 


虽然 在 例 8 未 说 明 , 但 在 高 维 情况 ,在 一 点 的 可 微 性 暗含 连续 性 仍 是 正确 的 . 例 8 说 明 ,在 


高 维 情况 ,可 微 性 要 求 比 仅 售 导 数 存 在 更 强 的 条 


件 .我 们 将 在 本 节 末 定义 二 元 函数 的 可 微 性 并 


重 访 其 与 连续 性 的 关系 . 
二 阶 偏 导数 
当 我 们 对 一 个 函数 /(x,y) 求 导 两 次 ,就 产生 二 阶 导 数 .这些 导数 通常 写成 
of ; ' » 
5 d 平方 /dx 平方 ”或 fa “f Fu 
of ° 
T d 平方 fdy 平方 f f Ey 
22 i " e ” 
Jxoy YH fdxdy f f F x 
En d 平方 {dydx f “fF xy” 
定义 式 是 
Pf a (22) of 9 (24) 
Jx? T äx\dxl’ xd y ax Jy . 
等 等 .要 注意 求 导 数 的 次 序 . 
3? S n - 
元 二 JEA y 求 偏 导 数 ,再 对 * 求 偏 导数 ， 
fs = (f), 意义 同上 . 
CD-ROM 例 9( 求 二 阶 偏 导数 ) f x,y) = xcos y + ye* , 求 
负 af Pf Pf 52/ 
Ti 历史 传记 Dx2 9yoxz ”0 和 3x2 f 
Pierre-Simon Laplace 解 
(1749 一 1827) < of 9 
a. = = (x Cos y + ye) 7 = oy = (x cos y + ye*) 
= cos y + ye” = — xsin y + e“ 
于 是 于 是 
2° f 2 ( 2f naa f _ 2 [2f ; x 
OTOE 一 Jy -(3£) =- ny +e J <95 一 (2) =- sin y + ë 
of L(A) re VL 2(2£) - 
O x` _ (3) = ?6 Jy? 7 s) =- % cos y. 


u uú 
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混合 导数 定理 
你 或 许 注意 到 例 9 中 的 混合 二 阶 偏 导数 
Dyox Jx y 


是 相等 的 .这 绝 非 偶然 .正如 以 下 定理 所 陈述 的 , 当 f. f... f. fa ML, 连续 时 它们 必然 相等 . 


定理 2 混合 导数 定理 
车 f(x,y) 以 及 它 的 偏 导数 ,所 ,fy W Sa ELERA, b) HRR HRE, b) 连续 , 则 
f(a,b) = fra,b). 


在 附录 11 你 可 以 找到 证 明 . 
定理 2 是 说 计算 二 阶 混合 导数 时 ,我 们 可 以 按 任 意 次 序 微分 .这 有 时 会 给 我 们 带 来 好 处 ， 


例 10( 选 择 求 偏 导数 次 序 ) ” 求 以 下 函数 的 92w/9x9y， 
解 ”符号 弛 ovaxay 告诉 我 们 首先 对 y 求 偏 导数 再 对 x 求 偏 导数 .不 过 ,如 果 我 们 把 对 y 
求 偏 导数 延 后 ,而 把 对 x 求 偏 导数 据 前 ,可 以 更 快 求 得 答案 .只 需 两 步 


Jw 32 
Jx = 7 dyðx = 1. 
如 果 先 对 y 求 偏 导数 ,工作 量 会 增 大 . (请 试 一 下 .) _ | 


更 高 阶 的 偏 导数 
尽管 我 们 将 主要 处 理 在 应 用 中 最 经 常 出 现 的 一 .二 阶 偏 导数 ,但 对 于 求 导 一 个 函数 多 少 次 
没有 理论 上 的 限制 ,只 要 涉及 到 的 偏 导 数 存在 .这 样 , 我 们 得 到 三 阶 和 四 阶 导 数 ,其 符号 像 


of of 
2 = Jf ] 23 2 F fa ， 
dxdy dx Jy 


等 等 . 跟 二 阶 导 数 一 样 , 求 导 结果 跟 次 序 无 关 , 只 要 直到 涉及 到 的 阶 的 导数 是 连续 的 . 


可 微 性 
令 人 惊讶 的 是 似乎 可 微 性 的 出 发 点 不 是 Fermat 的 差 商 ,而 是 增 量 .从 一 元 函数 的 讲解 中 你 可 
AECE, E y = f(x) 在 x = xo 是 可 微 的 , 则 x 从 xo 改变 到 xo + Az 时 六 的 改变 量 用 等 式 
Ay = f'(xo)Ax + EAx 
给 出 ,其 中 , 当 Ax 一 0 时 es 一 0. 对 于 二 元 函数 ,类似 的 性 质 成 为 可 微 性 的 定义 . 增 量 定理 (来 自 
高 等 微 积分 ) 告诉 我 们 什么 时 候 我 们 期 望 的 性 质 成 立 . 
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定理 3 二 元 函数 的 增 量 定理 


假定 A(x,y) 的 一 阶 偏 导数 在 包含 (xo, yo) 的 一 个 开 集 上 有 定义 ,并 且 卢 和 广 在 (xo,yo) Æ 
续 . 则 从 (xo,yo) 移动 到 R 内 的 另 一 点 (xo + Ax,yo + Ay) 时 引起 的 /了 的 改变 量 


Az = f(xo + Ax, yo + Ay) - f( xo, yo) 
满足 如 下 形式 的 等 式 : 


Az = (xzo,yo)Ax + f(xo, yo)Ay + elAx + ezAy， 


其 中 , 当 Ax,Ay 一 0 时 el,e，, 一 0. 


阅读 附录 11 中 的 证 明 你 就 会 了 解 到 其 中 e 的 由 来 .你 还 将 了 解 到 对 更 多 个 自 变量 的 函数 


类 似 的 结果 也 成 立 . 


定义 ”二 元 函数 的 可 微 性 


一 个 函数 z = f(x,y) 是 在 (xo,yo) 可 微 的 ,着 f/.(xo,yo) MS Cro yo 存在 ,并 且 Az 满足 


如 下 形式 的 等 式 : 


Az = 六 (xzo,yo)Ai 十 flxo, 0)AY + e A x + Ee2Ay 
其 中 , 当 Ax,Ay ->0 时 ,ei,es 0. 如 果 它 在 定义 域 的 每 个 点 都 是 可 微 的 ,我 们 说 /是 可 微 的 . 


根据 这 个 定义 ,定理 3 的 一 个 直接 推论 是 :如 果 一 个 函数 的 一 阶 偏 导数 是 连续 的 , 则 它 是 


可 微 的 . 


定理 3 的 推论 偏 导 数 的 连续 性 蕴涵 可 微 性 
如 果 一 个 函数 f(x, y) 的 偏 导数 f. 和 /在 开 集 R 是 连续 的 , 则 了 
在 R 的 每 个 点 是 可 微 的 . 
若 z= /(x,y) 是 可 微 的 , 则 可 微 性 的 定义 保证 当 Ax 和 Ay 趋 于 
OHT Az = /(xo + Ax, yo + Ay) 趋 于 0. 这 告诉 我 们 二 元 峭 数 在 它 可 


微 的 每 个 点 是 连续 的 . 


定理 4 TAARE 
车 F(x,y) 在 (xo,yo) 可 微 , 则 了 在 (xo, yo) 连续 . 


习题 11.3 


计算 一 阶 偏 导数 


在 第 1 -22 题 中 , 求 9f/9x A IfA y. 
1.f(x,y) = 2x7- 3y-4 2.f(x,y) = a- xy + y 


注 : 从 定理 3 和 4 可 以 看 出 
一 个 函数 f(x.y) 在 (wo， 
yo) 必定 是 连续 的 ,只 要 f. 
Ff, EE ECx yo) 的 一 
个 开 区 域内 是 连续 的 . 不 
过 请 记 住 ,正如 我 们 在 例 8 
看 到 的 ,虽然 一 个 二 元 通 
数 的 一 阶 偏 导数 在 -一 个 点 
存在 , 它 在 该 点 仍 可 能 是 
不 连续 的 . 即 仅仅 篇 导数 
的 存在 性 是 不 够 的 . 


nc 


rr sa 6 I + HEZ rH 


习题 11.3 


3./(x,y) = ê- 1)(y + 2) 4.f(x,y) = 5xy = Tx - y? + 3x — 6y + 2 
S.f(x,y) = (wy — 1)° 6.f/(x,y) = Qx -37)3 

7.f(x,y) = V x2 + >° 8./(x,y) = (x + (y/2))23 

9 f/(x,y) = 1⁄(x + y) 10. f(x,r) = xZ/(<2 + y?) 

11.fl(x,y) = (x + y)/(xy - 1) 12./(x,y) = tan`!( y/x) 

13.f(x,y) = er 14.f(x,y) = e "sin(x + y) 
15.f/(x,y) = ln(x + y) 16.f(x,y) = erlmy 

17./(x,y) = sin(x - 3y) 18./(x,y) = cos (3x — y?) 

19. f(x,y) = x° 20. f(x,y) = logy 

Aay) = ed (g 对 所 有 1 连续 ) 2Sa) = Se deled 
在 23 -34 题 中 , 求 f.,f, MA. 

23./(x,y,z) = 1 + xy? -2z 24.f/(x,y,z) = xy + vz + xz 
25.f/(x,y,z) = x — V y? + 22 26./(x,y,:) = (2 + +) 
27.f(x,y,z) = sin !( xyz) 28./(x,y,z) = sec"l(x + yz) 
29./(x,y,z) = In(x + 2y + 3:) 30.f/(x,y,z) = yzln( xy) 

31. fler y.) = É rtr te) 32. 4392) = e 

33./(z=,y,z) = tanh(x + 2y + 3:) 34./(x,y,z) = sinh(ay - 2) 
在 35 - 40 题 中 , 求 对 每 个 变量 的 偏 导数 . 

35.f(1,a) = cos(2zt - a) 36.8 (ut) = ve 

37.h(o,%,0) = p sin $ cos 0 38.g(r,0,z) = r(l -= cos 0) -z 


39. 心算 (3.6 节 ,第 41 题 ) 
162 


W(P, V, 8, v,g) = PV + 2g 


40. Wilson 批量 公式 (3.5 节 ,第 43 题 ) 


h 
ACc,h,k,m,q) = An + cm + x 


计算 二 阶 偏 导 数 
求 第 41 - 46 题 中 的 函数 的 所 有 阶 偏 导数 . 


41.f/(x,y) = x + y + xy 42.f(x.vy) = sin ay 
43.g(x,y) = x2y + cos y + y sin xy 44.h(x.y) = xe” + y + 1 
45.r(x,y) = ln(x + y) 46.s( x.y) = tan]|(yZx) 


混合 偏 导数 
在 第 47 - 50 题 中 ,验证 y = w 


yt 


47.w = lIn(2x + 3y) 48. = e +r+rlnv+ylnx 

49. w = ry yt SO = x sin y + yv sin x + xy 

51. 为 学 而 写 ”什么 次 序 计算 人 , 更 快 , 先 对 < 或 先 对 y*? 党 试 只 字 不 写 回 答 问 题 . 
(a)f/(x,y) = x sin y + e (b) x,y) = 1/x 
(efx, y) = y + (x/y) (d)f(x.y) = y + aty + 4y2 — In( y2 + 1) 


(e)/(x.y) = x? + Sxv + sin x + 7e* (Dflxsy) = xw ln ay 
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52. 为 学 而 写 下列 每 个 函数 的 五 阶 导 数 o ya <a y 是 零 .为 尽快 验证 这 个 事实 ,你 将 首先 对 哪个 变量 求 导 : 
x 或 y? 尝 试 只 字 不 写 回答 问题 . 


(a)f(x,y) = y?2xte* + 2 (b)/(x,y) = y? + y(sin x ~ x) 
(c)/(x,y) = x? + Sxy + sin x + 7e* (d)f(x,y) = s 
用 偏 导 数 定义 


在 第 53 和 54 题 中 ,利用 偏 导数 的 极限 定义 计算 函数 在 指定 点 的 偏 导数 . 

S3.f(x,y) = 1- x+ y - 322y,fE(1,2) 的 并 my 

54. f(x,y) = 4 + 2x -3y - xy ,在 (- 2,1) w£ m3 

55. 三 变量 设 w = 几 *,y,z) 是 一 个 三 元 函数 , 写 出 在 (xo,yo,zo) 的 偏 导数 9f/3z 的 形式 定义 .利用 这 个 定 
义 求 Kx,y,z) = x?yz? 在 (1,2,3) 的 偏 导 数 9f/32z. 


56. 三 变量 u = /f(x,y,z) 是 一 个 三 元 函数 , 写 出 在 (xo, yo, zo) 的 偏 导 数 9f/9y 的 形式 定义 .利用 这 个 定 
义 求 (x,y,z) = -2xy? + yz 在 (- 1,0,3) 的 偏 导数 9f/9y. 


隐 函 数 求 导 B 
57. 设 方程 xy + Zx - 2yz = 0 定义 z 为 x 和 y 的 二 元 函数 且 偏 导数 存在 , 求 gzvax 在 AS 
(1,1,1) 的 值 . 了 A 


58. 设 方程 xz + y ln x -x?+4= 0 定义 x 为 y 和 :的 二 元 孙 数 且 偏 导数 存在 , 求 9x/9z 


在 (1, -~ 1, - 3) 的 值 . 第 59 - 60 题 图 
第 59 和 60 题 是 关于 右 图 所 示 的 三 角形 的 | 
59. 以 隐 函 数 把 4 RRA a,b Me 的 函数 , 并 计算 _ + 0 


94/9a 和 324/36. A 
60. 以 隐 范 数 把 a 表示 为 4,5 和 8 的 函数 , 并 计算 4 
Əa/9ÀA 和 aa/aB. 
61. 两 个 自 变 量 ”假设 方程 xz = vlnu 和 y = ulns 
ENX u Mv EKER Ay 的 函数 ,并 设 "存在 ,用 
u Ho 表示 v. (提示 :对 x 微分 两 个 方程 ,并 用 


Cramer 法 则 解 v.) | m” 
62. 两 个 自 变量 。 假设 方程 =e- No = 2 CD 
y 定 义 * 和 7 是 自 变量 w Mo WRR, AFE = os SY Sa 


在 , 求 ax/au 和 3y/3u.( 见 第 61 题 的 提示 . ) 再 令 | — aP a ar 
s= x° + y, R Əs/əu. ss 


Laplace 方程 
空间 的 稳 态 温度 分 布 7 = f(x,y,z)、 引 力 势 和 电位 势 
满足 三 维 Laplace 方程 

ar 


ax + ayi + AT 
在 前 面 的 方程 中 取消 项 2f/3?z 得 二 维 Laplace 方程 图 11.19 平面 和 固体 内 的 稳 态 温度 分 布 满足 


sf ZE o, Laplace 方程 .平面 (a) 可 以 看 作 固 体 (b) 的 垂直 于 
人 z 轴 的 一 个 薄片 . 


11.4 链 式 法 则 -925 > 


它 描述 平面 上 的 势 和 稳 态 温度 分 布 . 
证 明 第 63 - 68 题 中 的 每 个 函数 满足 Laplace 方程 . 
63.f/(x,y,z) = x2 + y - 222 64.f(x,y,z) = 22 — 3(x2 + y2)z 65.f(x,y) = ecos 2x 


66. f(x,y) = In V x2 + y2 67.f/(x,y,z) = (x + y? + 2) 012 68.f/(x,y,z) = esx+47cos 5z 


波动 方程 

如 果 我 们 站 在 大 海 的 岸 边 并 拍摄 一 张 快照 ,那么 照片 显示 出 某 一 时 刻 峰 与 谷 的 规则 模式 .我 们 看 到 空间 中 随 
着 距离 的 周期 垂直 运动 . 如 果 我 们 站 在 海水 里 ,我 们 会 感觉 到 波 

浪 前 进 时 水 的 升降 .我 们 看 到 了 水 的 随 着 时 间 的 垂直 运动 .在 物 W 

理学 中 ,这 一 美丽 的 对 称 由 下 列 一 维 波 动 方程 表示 : 


3w 2w 
ə TE ax2， 
其 中 w 是 波 高 ,x 是 距离 变量 ,t 是 时 间 变 量 , 而。 是 波 传播 的 


速度 . 

在 我 们 的 例子 里 ,x 是 海面 上 的 距离 ,而 在 其 它 应 用 里 ,x 可 
以 是 沿 振动 弦 的 距离 ,在 空气 中 的 距离 (声波 ) ,或 空间 中 的 距离 
(光波 ). 数 c 随 介 质 和 波动 类 型 而 改变 ， 
证 明 在 第 69 - 75 题 中 的 函数 都 是 波动 方程 的 解 . 


69.w = sin(x + ct) 70.w = cos(2x + 2ct) 7l.u = sin(x + ct) + cos(2x + 2ct) 
72.w = In(2x + 2ct) 73.2 = tan(2x - 2ct) 74.w = 5 cos(3x + 3ct) + e**“ 
75.w = f(u), RP f Ru TARA, H u = a(x + a), EF a RKA. 

连续 偏 导数 


76. 为 学 而 写 ”函数 f(x,y) EFR R 上 有 连续 偏 导数 ,f 必须 在 R 上 连续 吗 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
77. 为 学 而 写 如果 函数 Kx,y) 在 开 集 R 上 有 所 有 连续 二 阶 导数 ,f 在 R 上 的 -一 阶 偏 导数 必须 连续 吗 ? 对 你 
的 回答 给 出 理由 . 


链 式 法 则 


高 维 复合 水 数 。 二 元 函数 。 三 元 函数 。 定义 在 曲面 上 的 函数 。 再 论 隐 和 函数 求 导 法 。 
多 元 国 数 


我 们 可 以 在 适当 定义 域内 复合 多 变量 函数 ,这 跟 建立 单 变量 函数 的 复合 一 样 .本 节 指 出 怎 
样 求 多 变量 复合 函数 的 偏 导数 . 


离 维 复合 函数 


当 我 们 对 在 空间 曲线 x = g(1),y = h(t),z = klt) 上 的 一 点 的 温度 w = f(x,y,z) 或 
沿 气 体 或 液体 中 的 一 个 路 径 上 的 压强 或 密度 感 兴趣 时 ,我们 可 以 设想 /是 单 变量 1 的 函数 .对 + 
的 每 个 值 ,在 点 (g(1),h(1),k(1)) 的 温度 是 复合 函数 Ae), ha), ka) 的 值 .如 果 尔 后 我 
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们 希望 知道 了 沿路 径 随时 间 : 的 变化 率 , 仅 须 对 1 求 导 这 个 复合 葡 数 ,只 要 求 导数 存在 ， 

有 时 我 们 可 以 把 g,h ,的 公式 代 人 /的 公式 而 直接 对 1 求 守 ,但 我 们 时 常会 磁 到 公式 复杂 
而 不 便 代入 的 卫 数 或 者 根本 没有 可 资 利用 的 公式 的 情形 . 遇 到 这 种 情况 ,我 们 使 用 链 式 法 则 . 
链 式 法 则 的 形式 依赖 于 涉及 多 少 个 变量 ,但 除 附 加 变量 出 现 之 外 . 它 的 运作 跟 2.5 节 的 链 式 法 
则 一 样 . 


二 元 函数 
fE2.5 l. w = fa) Æ x AJT KE, IFE x = = g(1) 是 1 的 可 微 函数 时 ,w 成 为 上 的 可 
MRR J LERA dwd 可 以 用 如 下 公式 计算 : 


dw _ dw dx 


dt dx dt’ 
XFPR 3 w = f(x,y) 的 类 似 公 式 给 在 定理 S 中 . 


定理 5 二 元 函数 的 链 式 法 则 
Ë w = f(x,y) 是 可 微 的 ,而 x 和 y 是 ; 的 可 微 函 数 , 则 w 是 ,的 可 微 丽 数 ,并 且 
dw 9f dx , £ dy 


dt gx dt + 9y dt 


WEBA 证明 由 指出 :车 x 和 yy 在 1 = to 可 微 , 则 ww 在 ww 可 微 ,以 及 
dw Ju dx J) dy 
G +) (8) 022) 9) 
组 成 ， 其 中 Po = = (x (to). y(io)). 
设 Ax,Ay 和 Aw 是 41 从 to 变化 到 to + Ar 时 的 增 量 .因为 /是 可 微 的 (回忆 11.3 节 的 定义 )， 


Aw dw 
Aw = [ “J Àx + l), D + g (Àx + &Ây, 
P J 


其 中 , 当 Ax,Ay->0 时 ,ss 一 0. 为 求 dzoxdt， HAR AA EAR, JE At — 0 52. 
除 的 结果 是 


Aw (2) Aw (3) àr p S ây 
At T Adap ra AT SA 
; ERAN 
令 At 趋 于 零 ,给 出 链 式 法 则 
(a), taie = (ae), (a), + (6) U] en MEN 
di Can Ar Dr di dy P df， 
+0 (F +0 (F o g 


”中 间 变 量 

注 :为 记忆 和 链 式 法 则 而 画图 解 如 右 , 为 求 div/Adi. 从 mw 开始 
THER GETZ 1, 把 小径 上 的 导数 相 乘 .然后 把 乘积 
Hm LER). 


如 右上 全 站 得 形 国 解 提供 了 一 -个 合适 的 记忆 链 式 法 则 的 dw 
方式 .从 图 解 看 出 . 当 上 = 时 ,导数 dx/dt W dy/dt W to Ñ f. 
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to 的 值 确定 可 微 函 数 * BJ fN xo 和 可 微 函 数 y 的 值 yo. 偏 导数 ouvox 和 0w/9y( 它 们 本 身 是 x 和 
y 的 函数 ) 在 对 应 1 ta Í 的 ， 点 Po(xo,yo) 求 值 .“ 真 正 的 ” 自 变 量 是 上 ,而 x 和 y 只 是 中 间 变 量 ( 由 + 
控制 ) ,用 w ENEE 
EAMA EER RAR ERREA S 中 的 各 个 导数 在 夺 蜂 求人 
ge 


č o d 
O 0) = 二 ETEN . iE Go) + 0m) . T o). 


例 1( 应 用 链 式 法 则 ) ”用 链 式 法 则 求 
w = xy 
沿路 径 x = cos ty = sin t 对 t 的 导数 .在 1 = z/2 的 导数 值 是 多 少 ? 
解 ”我 们 用 链 式 法 则 求 dw/dt 如 下 : 


dw iu dx | ðw dy 
dt “ox dt Toy dt 


2(xy) 4 Al xy) d. 
= < SD. (eos t) + Jy a37(sin t) 


=(y)(— sin t) + (x)(cos t) 
= (sin t)(— sin t) + (cos t)(cos t) 
= — sin?! + cos” 
= cos(21). 
在 这 个 例子 里 ,我 们 可 以 用 直接 计算 验证 结果 .作为 1 的 函数 ， 


w = xy = cos tsin t = Jesin 2t, 
于 是 
dw d/l . 1 
dr 7 il? sin 21) = 2 ` 2cos 2t = cos 2t. ELERNAN wali HERRE, 
不 管 哪 种 情形 ,在 给 定 的 1 的 值 ， 而 非 两 条 ,但 求 dw/dt 仍 是 一 样 的 .从 
dw x w 开始 沿 每 条 路 径 往 下 读 直 到 1, 沿路 
(和 | ,= eos(2 $) = cos x=- 1. 一 | 导数 相 科 ;然后 相 加 ( 见 下 图 ). 
三 元 函数 链 式 法 则 
你 或 许 预 见 到 三 元 函数 的 链 式 法 则 仅 需 在 二 元 公式 中 w= ftx.y.:) AXE 
加 上 期 望 的 第 三 项 
定理 6 三 元 函数 的 链 式 法 则 . HEB 
= f(x,y,z) 是 可 微 的 ,而 X,Y Mz Æt 的 可 微 函 
数 , 则 w 是 :的 可 微 函 数 ,并 且 
dw _ 9f dx 9f dy _ 2f dz 
di © 3x dt * 3y dt * 3z dt. 7 自 变量 


dw_əwdx Əwdv wd 


证 明 跟 定理 5 的 证 明 一 样 ,只 不 过 现在 是 三 个 中 间 变 dr ax di * aydi t azdy 
量 代替 两 个 中 间 变 量 .记忆 新 等 式 的 图 解 跟 以 前 的 类 似 ,只 
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不 过 现在 从 w 到 上 是 三 条 路 径 . 
例 2( 沿 螺 线 的 函数 值 的 变化 ) A 


w = xy + z, 
(图 11.20), 在 上 = 0 的 导数 值 是 多 少 ? 
解 


dw dwdx 9udy dwdz 
dt “3x dt * 3y dt t Iz dt 


=(y)(— sin t) + (x)(cos t) + (1)(1) 
= (sin £)(— sin t) + (cos t)(cos t) + 1 代 换 中 间 变 量 


= — sin t + cos’t + 1 = 1 + cos 2t 


de) =1 + cos(0) = 2. |] 


这 里 是 定理 6 的 一 个 物理 解释 . 若 w = T(x,y,z) 是 
沿 参数 方程 为 x = (1),y = y(t),z = z(t) 的 曲线 C 在 每 
个 点 (x,y,z) 的 温度 , 则 复合 函数 w = T(x(1),y(1)， 
z(t)) 表示 沿 曲线 温度 相对 于 1 的 瞬时 变化 率 . 


r(1) = (cos t)i + sın 7 j+tk 


定义 在 曲面 上 的 函数 

如 果 我 们 对 空间 的 一 个 球面 上 点 (x,y,z) 的 温度 pz 
w = (xy,s) 感 兴趣 ,我 们 更 喜欢 把 x,y 和 zx 想象 为 变量 Di 
r As 的 函数 ,它们 给 出 点 的 经 度 和 纬度 . 若 x = g(r,;s)， 
y= h(r,s) 和 z =k(r,s), 我 们 把 温度 表示 为 r 和 s 的 复 I 
合 函 数 


w = f(g(r,s),h(r,s),k(r,s)). 
在 适当 的 条 件 下 ,w 将 有 对 于 r 和 s 的 偏 导数 ,并 且 可 以 按 
照 以 下 方式 计算 . 


定理 7 ”两 个 自 变量 和 三 个 中 间 变 量 的 链 式 法 则 

假定 w = f(z,y,z),z = g(r,s),y = h(r,s) 和 
z= 上 (r,s). 若 所 有 由 个 函数 是 可 微 的 , 则 w 有 对 r 和 
:的 偏 导数 ， 并 且 由 以 下 公式 给 出 ; 


= — = , — + 一 一 图 11.20 例 2 指 出 w = xy+z 的 值 
沿 这 条 螺 线 如 何 随 t EAE. 

这 里 的 第 一 个 等 式 可 以 从 定理 6 的 链 式 法 则 导出 ,只 需 固定 s 而 把 :看 作 4. 第 二 个 可 以 用 
同样 的 方式 导出 ,固定 r 而 把 * 看 作 上 .两 个 等 式 的 树 形 图 解 显示 在 图 11.21 rh. 
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w= f(x. v. z) 
Wp Ht 
HUX St 
Ww = Fe s), h (z. s). k (z. s) Ww awaa y gway L awg HW Or away öwġz 
` ər Oo syr 29 39 öxðs Vo ds 
(a) (b) (c) 


图 11.21 ”定理 7 中 的 复合 函数 和 树 形 图 解 
例 3( 用 定理 7 求 偏 导数 ) A 


2 


2 
w = x+2y+z7, x= >, y= r +lns, z=2r, 


H rs 表示 90w/9r 和 9w/0s. 
解 


Ju dw dax aw dy OW az 


Ir TAx ðr t Oy Ar + Jz Ir 


D(H) (2)(2r) + 22) 


1 L Ar + (4r)(2) = + +I2r fr EBE 


Ə w dw Ox Ju dy Ju Jz 
ðs Tax Is T Iy As | 3z ðs 


r 1 2 r 
-(D[- 5) (+) Qo = 2 - £ 
E f 是 二 元 函数 而 非 三 元 ,定理 7 的 每 个 方程 相应 减少 一 项 ， 
链 式 法 则 
车 w= f(x,y),x = g(r,s) H y = h(r,s), 则 w= fix.) 


Iw ðw dax d w 3y 


ar 7 dx or + gy Ər 


和 


dw gwax away 
ds ax ds + dy ds 


图 11.22 显示 这 些 等 式 的 第 一 个 的 树 形 图 解 .对 第 二 个 等 式 的 
图 解 类 似 , 只 不 过 用 s 代替 r. r 
aw gw ax o away 


ar Tax ar T ayar 


图 11.22 Wap taw - 


例 4( 更 多 的 偏 导 数 ) ”用 r 和 s 表示 0w/9r 和 2w/90s ,假设 
Ú = x yrs, yrs. 


解 六 于 + 92 92 的 树 形 图 解 
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Iw g w dx Jw Jy 


Jr Jx ðr oy ðr 
=(2x)(]) + (2y)(1) 
=2(r-— s) +2(r + s) 
=4r 


dw wox Dwy 
Js T ðx Js T Oy Os 


=x) 1) £ 2y)01) 
=-—2(r-— s) +2(r + s) 


=4s _ 


如 果 /是 一 个 变量 x 的 函数 ,我们 的 方程 变 得 更 简单 . 


9w dw ox 和 Jw dw Ox 


Or ”dx or ds dx ðs’ 


_ 
| 车 w= f(x) H. x = g(r,s), 则 


在 这 种 情形 ,我 们 可 以 使 用 常 ( 单 变量 ) 导数 dzvdx. 树 形 图 解 显示 在 图 11.23 rh. 


链 式 法 则 


wafa) 


图 11.23 /作为 r 图 11.24 w = F(x,y) 


和 s 的 同 -- 个 中 间 对 于 x 的 求 导 的 树 形 图 
r y 变 旺 的 复合 函数 的 =1 / I aro 解 . 邻 dw/dx = 0 得 到 隐 
ae = 6 微分 的 树 形 图 示 . 函数 导数 的 简单 计算 公 
V 
f 式 .( 定 理 8) 
aw = dw aa d CIETE 
再 论 隐 函数 求 导 法 


不 管 你 相信 上 与 否 , 定 理 5 的 两 变量 的 链 式 法 则 引导 出 -一 个 大 大 简化 隐 范 数 导数 的 公式 .假定 
1. KR F(x.y) 是 可 微 的 ,并 且 
2. 方程 F(x,y) = 0 隐 式 地 定义 y 为 x 的 可 微 函 数 , 记 作 ，= h(x). 
因为 w = F(xz.y) = 0, 导 数 dw/dx 必须 为 零 .用 链 式 法 则 计算 导数 (图 11.24 中 的 树 形 图 解 )， 
我 们 求 得 


LLA KAA 5; AF72 h 
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dw dx dy TF ST g = = F 
0=7 = F. qç t F. qz 定理 5 中 的 上 = x,f 
-Fols EO S, 
` dx 
如 果 F, = 2 /2 y = 0, 我 们 可 以 解 出 dy/dx ,得 到 
dy __ E 
dx E” 


ATARE AR ER R O ARE E, ERI ECSR FEM. 


定理 8 MARIDAR 
假定 F(x,y) 是 可 微 的 ,并 且 方 程 F(x,y) = 0 定义 y 为 x 的 可 微 函 数 . 则 在 F, = 0 的 任 
何 点 ， 


例 5( 快 速 隐 函数 微分 法 ) 若 y? — x? -sin xy = 0, 用 定理 8 求 dy/dx. 
E 记 F(x,y) = y -x — sin xy. 


d _ F, _ —2x — y cos xy _ 2x + y cos xy 
dx F, 2y— x cos xy  2x — x cos xy ` 
这 里 的 计算 显著 短 于 第 2.6 节 例 2 中 的 求 dy/dx 的 单 变量 计算 _ | 


多 元 活 数 

在 本 节 我 们 看 到 了 链 式 法 则 的 几 个 不 同形 式 , 但 是 你 不 必 一 一 记忆 它们 ,而 只 需 把 它们 看 
作 同一 个 公式 的 特殊 情况 . 当 解 一 个 特殊 问题 时 , 它 可 以 帮助 你 勾画 适当 的 树 形 图 解 , 置 因 变 
量 于 项 部 ,中 间 变 量 在 中 部 ,而 选 定 的 自 变量 在 底部 . 为 求 得 因 变 量 对 于 选 定 自 变 量 的 导数 ,从 
因 变 量 开始 ,并 往 下 读 树 的 每 条 路 径 到 自 变量 ,计算 并 且 乘 沿 每 条 路 径 的 导数 .然后 把 你 对 每 
条 路 径 求 得 的 乘积 相 加 . 

一 般 说 来 ,假定 w = f(x,y,…,v) 是 变量 x,y,…,v( 一 个 有 限 集 ) 的 可 微 函数 ,而 x,y, 
…,v 又 是 p,qg,…,t( 男 一 个 有 限 集 ) 的 可 微 函数 . 则 w 是 p,…,t 的 变量 的 可 微 函 数 , 有 和 w 对 这 
些 变量 的 偏 导数 由 如 下 形式 的 方程 给 出 : 


dw aate , 9w oy ua 


ap T Əx op arap + v op 
其 它 的 等 式 把 p 一 次 次 地 换 为 g,…,t 即 可 得 到 ， 
记忆 这 个 等 式 的 一 个 方式 是 把 等 式 右 端 设想 为 分 量 为 


ox ay Jv Jp’ðp` "ap 
— n - — — hA r - < — R 
u k] F p BJ 3 B 09 st 88 中 间 变 量 对 于 自 变量 的 导数 


的 两 个 向 量 的 点 积 . 
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习题 11.4 


链 式 法 则 :一 个 自 变量 


在 第 ] -6 题 中 ,(a) 用 链 式 法 则 和 用 1 表示 x 而 直接 对 ! 求 导师 个 方法 ,把 du dr 表示 成 :的 函数 .然后 ,(b) 求 
dw/dt 在 指定 点 的 值 . 


四 
2 


l.w = x + y, x = cost, v= sint; í =m 
2 . . 
2.w = x + y, x = cost+snt, y= cost~-snt; t=0 
x y 2 .2 
3. = + `, x= cost, y = snti, zs l/t; 1 = 3 
z z 


4. = lnl? + r? + 22), x = cost, y= sint, z= 4; t=3 
5.w = 2ye” — Inz, x = int 


6.w = z—sinxy, x= 1, y= nt, z=e`l, t=1 


链 式 法 则 :两 个 和 三 个 自 变量 

在 第 7 - 8 题 中 ,(a) 用 链 式 法 则 和 微分 前 用 r 和 9 直接 表示 : 这 两 个 方法 ,把 9z/9r 和 azvag 表示 成 和 0 的 
的 函数 .然后 ,(b) 求 9z/9r 和 32/90 在 指定 点 的 值 . 

7.z = 4eřlny,x = ln(ucos u),y = usinv; (u,v) = (2,7/4) 

8.z = tan !(x/y).x = ucosr,y = usinp; (u,v) = (1.3,z=/6) 

在 第 9 - 10 题 中 ,(a) 用 链 式 法 则 和 微分 前 用 a Me 直接 表示 e 这 两 个 方法 ,把 3w/90u 和 0w/9v RRR u 和 
2 的 的 函数 .然后 ,(b) K 91V9u 和 axvar 在 指定 点 的 值 . 

9.w = xy+ yz + xaz,x Z= ü + p.y = (ar = (172,1) 

10. = ln(x? + y? + 2°), x = ue"sin u,y = Lercos u,z = ue"; (u,r) = (- 2,0) 

在 第 11 - 12 题 中 ,(a) 用 链 式 法 则 和 求 导 前 用 x,y 和 z 直接 表示 4 这 两 个 方法 ,把 auvax,auvay 和 auvaz R 
W x,y 和 z 的 的 函数 .然后 ,(b) 求 auvar,auvar 和 31/9; 在 指定 点 的 值 . 


ll.u = 人 =x+y+z = ytz r= tt (xz,y,:) = (3,2,1) 


I2.u = evsin p,p = sinx,q = 2|[ny,r = 1/2; (x,y,z) = (x/4,1/2, - 1⁄2) 
用 树 形 图 解 


在 第 13 - 24 题 中 , 画 树 形 图 解 并 且 写 出 对 每 个 导数 的 链 式 法 则 . 


13. E: = J/(xw.y),x = g((),y = Alt) 


14. 了 = flu,r,w),u = g(t) ,et = h(i),w = k(t) 
a Dw , 

15. 3 和 FE, = h(x,y,z),x = f(u,v),y = glu,v),z = klu,v) 
2 o w 

16. = 和 了 ,rw = J/(r,s,t),r = g(x,y),s = h(x,y),t = k(x,y) 
dx dy 
Jw ju 


17. Ju PF = g(x,y),x = h(u.r),y = k(u,tr) 


18. 


Jx Jyp = g(u,v),u = h(x,y),e = k(x, y) 


Jz 9z 


19. -一 和 元 ,= = f(x,y),x = g(t,s),y = h(t,s) 


B 11.4 ， 933 ， 


Jy . dw p Jw _ 
20. y = flu),u = g(r,s) 21. FP HIS ,好 = glu), u = h(s,t) 
22. E y = ftx.y,s.r),x = glpq) sy = h(p,q),z = J(p.q), e = k(p,q) 
op 
2 Qw 
23. 和 = fasya = g(r),y = h(s) 
Jr Js ` 
g 
24. ST = g(x,y),x = h(r,s,.1).y = hlr,s,t) 
JS 


B8 AROR FA 
假定 第 25 - 28 题 中 的 方程 定义 > 为 x WE PRS. E 8R TEA se s dO dy/dx. 


25.3 2y2 + way = 0, (1,1) 26.xy + 2 - 3-3 = 0, (-1,1) 
27.2 + ayy - 7 = 0, (1,2) 28.xe + sin x +y-In2= 0, (0,ln2) 


三 元 隐 范 数 求 导 法 
定理 8 可 以 推广 到 三 元 基 至 更 多 元 的 函数 .三 维 说 法 如 下 : 老 方 程 Ftx,v,z) = 0 确定 :是 x 和 3y 的 可 微 函 数 ， 
则 在 F. 关 0 的 点 


2z F. J: F. 
FR DF 
用 这 些 等 式 求 xxzor 和 Jz/ðy 在 给 定点 的 值 . 
29. = xy + yz+ 2 - 2 = 0, (1,1,1) 30. 二 + 二 + 二 -1 = 0， (2,3,6) 


31.sin(x + y) + sin(y + 2) + sin(x + 2) = 0, (zx,n) 
32. xe” + ye +2ln x -— 2- 3n2 = 0, (I1,ln2,ln 3) 


xt 
ii 
ai 
Em 
Jü 
w£ 


> 

(75) 
+ 
+ 

Ë 

ii 


(x+ y+ s)2,x = r= s,y = cos(r+s),z =šsin(r+ s) K r = 1,s =- 1 9 9w/9r. 
w = xy+lnz,x = mu, y = u +u,z = cosu,jK u =- l, = 2 时 的 3w/9v. 
w = x? (yx), s u= 2Dr+]1,y=2u 0, = 0 时 的 9w/9v. 


a . 2 
sin xy + xsin yax = £” + r'.y = w, R u = 0, = 1 时 的 9:/9u. 
I 


< 
wW B Sk D 
" 


x,x =e" +n r,jK u = in2,v = 1 时 的 oz 和 zeor， 
= ln q 和 q = V e + 3tan lu Ñ =-1 1 和 ?=-2 时 的 0zo 和 ozror. 


z = Stan" 


“O 
° 
N 
N 


理论 和 例子 


39. 电流 回路 中 的 变换 WEEE V = 琢 的 回路 中 的 电压 下 随 电 池 的 损耗 + |= 
而 缓慢 下 降 . 同时 电阻 R 随 电 阻 器 变 热 而 增加 .用 等 式 电源 


dV IV d? AV dR 


dt 3 di OIR dt 
R R = 600 欧姆 ,1 = 0.04 安培 ,dR/di = 0.5 欧姆 / 秒 和 drt/dr = 
- 0.001 伏特 / 秒 时 电流 如 何 变化 . 


R 
40. 箱子 尺寸 的 变化 ” 长方体 箱子 的 校长 a,b, W c 随时 间 而 改变 .在 所 论 
时 刻 ,e = 1 K. = 2 米 和 cc=3 米 ,durdr = db/dt =1 米 / 秒 和 de/dt 
=-3 米 /“ 秒 .箱子 的 体积 于 和 表面 积 8 在 该 时 刻 的 变化 速率 是 多 少 ?种 
米 “ 秒 .箱子 的 体 和 表面 积 3 在 该 时 刻 的 变化 速率 是 多 少 ? 箱 第 39 题 图 


子 的 对 角 线 的 长 度 增 加 还 是 减少 ? 
41. 偏 导 数 求 和 。 车 /usesu) 是 可 微 的 ,并 且 =x-y,w=y-z 和 ww = z- xr EH 


42. 


. Laplace 方程 


. Laplace 方程 


(a) HEI 
dn 1 2w 
FI r JU 


(b) PS ua) 的 YEVA] Owr 和 ocxol R RA FA ` 


= f cos 0+ f sin0 和 


dr 


(e) WEBY + Y = (2). + SN. 


r 
Laplace 方程 wa + wn = 0. 


PK ROJ DU w 满足 Laplace 方程 ea + wen = 0. 


函数 沿 曲 线 的 变化 


45. 


46. 


47. 


螺旋 线 上 的 极 值 
fé = cost, fé = snt, /f= Ú + t —- 2 

在 曲线 的 哪个 点 ,如果 有 的 话 ,f 可 以 取 极 值 ? 

一 条 空间 曲线 

的 值 . 

圆周 上 的 温度 


J; = 8*- 4y, =— = 8y - 4<x, 


(a) Kum EX JTAdt 和 中 7zde, 求 圆周 上 有 最 高 和 最 低温 度 的 点 ， 
(b) 假定 7 = 4r — day +4. 求 圆周 上 了 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


. 椭圆 上 的 温度 T= g(x,y) 是 在 椭圆 
x= 2V2 eost, y = O2sin i, Ü < t< 28 
上 点 (xy) 的 温度 ,并 旦 很 定 
237 _ 2P 
dx 一 ”av 


(a) 通过 考察 d7“df 和 中 7Tzde 确定 椭 加 上 有 最 高 和 最 低温 度 的 点 . 
(b) š T = xy -2. 求 椭 癌 上 了 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


微分 积分 


w sa 
| glt,x) di 


“va 


的 导数 .为 此 令 


49. F(x) = | Z + dt 
Jo 


Glu,x) = | g(t,x)dt, 


a 


其 中 = f(r) .并 求 第 49 和 350 题 中 国 数 的 导数 . 


50. F(x) = | .vv rd 


x 


=-~ f. sin 0 + f, cos 0. 


证 明 : 若 和 = fu) WEDE fa + f. OLE u = (x? - y2)/2 Ml e 


在 适当 条 件 下 .车 FO) = [guod M E) = [zaradi 利用 这 个 事实 和 链 式 法 则 , 求 
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Ix 2y J); 

极 坐 标 假定 我 们 把 极 举 标 x = reos o 和 = rsin 0 (Ç A J R pR w = Axy). 


xy M) w 满足 


Ew = Aud gir) Pus xire xio dis wv=-1. 证 明 : 如 果 所 有 必要 的 


KE Tel S.v) 在 螺旋 线 Y = cos tv = sin 1,z = 1 的 点 的 偏 导数 是 


设 w = x2e22 cos 3z, 求 在 曲线 = cos tv = nt+2),z = +t 上 的 点 (1,ln2,0) 的 dw/dt 


ië T = Ar) 表示 圆周 * = cos t.y = sint, 0 1<2x 上 点 (x,y) 的 温度 ,并 且 假 定 
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方向 导数 .梯度 向 量 和 切 平面 


平面 内 的 方向 导数 。 方向 导数 的 解释 。 计 算 + 方向 导数 的 性 质 。 梯 度 和 等 高 线 的 切 
线 。 梯 度 的 代数 法 则 。 增 量 和 距离 。 三 元 函数 。 切 平面 和 法 线 。 曲 面 = x,y) 的 切 
平面 。 REWA 


如 果 你 观察 沿 着 New York 的 Hudson 河 的 凸 点 牢 校 的 显示 等 高 线 的 地 图 ,你 将 注意 到 支流 
垂直 于 等 高 线 流动 .支流 沿 着 最 陡峭 的 路 径流 动 , 以 便 河 水 尽 可 能 快 地 到 达 Hudson 河 .因此 ， 
河 的 海拔 高 度 的 瞬时 变化 率 有 一 个 特殊 的 方向 .在 这 一 节 , 你 将 了 解 到 为 什么 这 个 方向 垂直 于 
等 高 线 . 


Hudson River 


图 11.25 New York 的 西点 军校 的 等 高 线 图 指出 支流 沿 最 速 下 降 的 路 径 年 直 于 等 高 线 流动 
我 们 从 11.4 节 知道 ,如 果 /(x,y) 是 可 微 的 , 则 / 沿 曲 线 x = g(1),y = AO) 对 于 4 的 变 
化 率 是 


df _ If dx 9f dy 
dt ox dt + gy dt 


在 任意 点 Po( xo,yo) = Po(g(1t0) ,h(t0)) ,这 个 等 式 给 出 1 对 于 增加 的 4 的 变化 率 ,因此 这 个 变 
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化 次 依赖 的 因素 之 一 是 沿 曲线 运动 的 方向 .这 个 观察 当 曲线 是 一 条 直线 而 上 沿 直线 从 Po W 28 
定单 位 向 量 盏 的 方向 最 起 的 弧 长 参数 时 是 A a 要 的 .因为 这 adr ER WAND I u, fX} 
PHAI ERK AE a RLRE SE P 沿 不 同方 向 的 变化 率 . 这 个 “方向 导数 ”在 科学 
和 工程 中 以 及 在 数学 中 其 有 有 用 的 解释 .这 -一 节 推 S AET RI BAO 并 由 此 六 得 
间 曲 面 的 切 平面 和 法 线 的 方程 . 


平面 内 的 方向 导数 
RE KRES, y EALE o PEKER N. Pol roro E RPA, Mu = uit wj 
是 一 个 单位 癌 量 . 则 方程 
A = o + SM |, Y = Yo + su; 
是 过 Po HH 平 行 于 u 的 直线 的 参数 方程 .如 果 s 测量 从 P, 沿 方向 下 开始 的 弧 长 ,我们 通过 计算 
在 Po 的 df/ds XRS E P, 沿 方向 的 变化 率 (图 11.26): 


定义 ”方向 导数 
了 在 Po(xroyyo) 沿 单位 向 量 u 三 u;i + uj 的 方向 的 导数 是 数 
(22) . fÈ xo + sui, Yo + suz) - f( xo, yo) a) 


= lim 
ds/up s—0 s ; 


只 要 极限 存在 . 


直线 人 = SNE Nyt S 
~ 


u= nitu j 


增加 方向 


N 图 11.26 /在 点 沿 P 沿 方向 u 
的 变化 康 是 f 沿 过 P, 的 直线 的 
0 >O FER. 


方向 导数 还 可 表示 成 


(D.f)p “ffe Po it lu) u BJ Jr la] ER 


例 1 用 定义 求 方向 导数 ) R 
f(x,y) = x` + xy 
在 Po(1,2) 沿 单位 向 量 m = (1⁄2 )i + (1⁄22)j AD g A. 
解 


一 等 式 (1) 


$ 


(34) lim fl xo + suj, 1yo + Su, ) — JÈ xos, Yo) 
u, -0 
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2s s 3s Š 
| (5 2)+ (25+ E 
= s 
3 
. y2 ofS 5 5 
=lim = [5 s) (3r) 
f(x,y) 在 Po(1,2) 沿 方向 u = (1/V2)i + (1//2)j RERE 5/42. | 


方向 导数 的 解释 | 

”方程 : = f(x,y) 表示 空间 曲面 $. 若 z = f(xo， 
yo), MA P( xo, Yos zo) Æ S E.X P #lP,( xo, yo) 的 平行 
于 u 的 竖 直 平面 交 S 于 曲线 C( 图 11.27).f 沿 方向 u 的 
变化 率 是 C 在 点 P 的 切线 的 斜率 . 

X u= i 时 ,在 Po 的 方向 导数 是 9f/9x 在 (xo, Yo) ÉI 
值 . 当 w = j 时 ,在 Po 的 方向 导数 是 3f/3y 在 (xo,yo) 的 
值 .方向 导数 推广 了 两 个 偏 导数 .我 们 现在 可 以 求 沿 任 
何方 向 ,而 不 仅仅 是 方向 i 和 上 j 的 变化 率 . 

这 里 是 方向 导数 的 一 个 物理 解释 .假定 了 = /(x,y) 
是 在 一 个 平面 区 域 每 点 (x ,y) 的 温度 . 则 f(xo, y) 是 在 点 
Po(xo,yo) 的 温度 ,而 (Dar)w 是 温度 沿 方向 在 点 Po 的 
瞬时 变化 率 ， 
计算 

正如 你 所 知道 的 ,直接 用 定义 计算 作为 极限 的 方向 


导数 是 罕见 的 .我 们 可 以 用 以 下 方式 推导 一 个 更 有 效 的 
公式 .从 以 下 参数 方程 给 出 的 直线 开始 : 


f(xo+ Su, Yot Su) — f(x, yo) 


(Xg +Su , Yg + SH.) 


Pr(A% Xa) u=ui+u,j 


图 11.27 曲线 C 在 点 Po 的 斜率 是 
lim 斜率 ( PQ) 


_ im fo + Sui, Yo + suz) — f(xo, Yo) 
3—0 $ 


m = (Daf) p,- 


X = žo + su, Y = Yo + su2, (2) 


该 直线 过 Po(xo,yo) ,以 沿 单位 向 量 a = ui + zj 的 方向 增加 的 弧 长 为 参数 . 则 


(G (2) w.) # 
m 


在 P0 的 梯度 


| 


[(),: £ (#4) Tuilen: (3) 
e Filu 


链 式 法 则 


由 方程 (2) 得 dx/ds = u) 
和 dy/ds = uz. 
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定义 ”梯度 向 量 或 梯度 注 : 记 号 Vf 读 作 “grad f”. 
f(x,yY) 在 点 Po(xo, yo) 的 梯度 向 量 ( 梯 度 ) 是 由 求 /在 Pu BJ B SP RS RRR” R de f”. 
数 的 值得 到 的 向 量 EEVA Ag E“ del". 8 
度 的 另外 一 个 记号 是 

əf. əf, i 
Vf= Jx tay grad f/, 就 按 书写 方式 读 . 


等 式 (3) 告诉 我 们 /在 Po 沿 方向 a 的 方向 导数 是 u 同 /在 Po 的 梯度 的 点 积 . 


CD-ROM 


(È 定理 9 方向 导数 是 点 积 
若 f(x,y) 在 Pu(xo,yo) Hi, Ow 


(E), = Pr, (4) 


等 式 右 端 是 了 在 Po 的 梯度 和 的 点 积 . 


B| 2( 用 梯度 求 方向 导数 ) Ray) = xe" + cos (wy) 在 点 (2,0) 沿 方向 y = 3i - 4j 的 导数 . 
解 ”方向 u 从 v 除 以 其 长 度 得 到 : 


v : 
u= [| = - 1 一 
vi 


5 si. 
了 在 (2,0) 的 偏 导数 是 

(2,0) = (e° -yasin(z))on=ea-0=1 

f. (2.0) = (xe -x sin(xy))00 = 2® _ 2.0 = 2. 
/在 (2,0) 的 梯度 是 

Vfloo = f.(2.0)i + f,(2,0)j = i + 2j 

(图 11.28). 因 此 了 在 (2,0) 沿 方向 v 的 导数 是 

(DP lew = Vf (2,0) ”和 等 式 (4) 


图 11.28 习惯 上 画 Y/ 为 /的 定义 域 里 的 
PR. E fay) = xe" + cos( xy) 的 
情形 , 定义 域 是 全 平面 ,f 沿 方向 = 
(3/5)i - (4/5)j RJ 43 EVf - u = - 1. 
( 例 2) 


Q MBN Fer, r) 的 偏 导 数 在 Po(xoyyo) 定义 ,不 有 要 ` 译 者 注 ， 


La a 
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方向 导数 的 性 质 


求 点 积 的 公式 
Daf = Vf u= |Vfllulcos0 = |V flecos, 


其 中 9 是 向 量 u 和 Vf 的 夹 角 ,揭示 以 下 性 质 . 


方向 导数 D,f = VYf-. u = |V f|cos 0 的 性 质 
1. KZ f M cos 9 = 1 时 或 当 u 是 Vf 的 方向 时 增加 最 快 . 即 在 定义 域 的 每 个 点 P,f 沿 在 
P 的 梯度 向 量 Vf 的 方向 增加 最 快 .在 这 个 方向 的 方向 导数 是 
Vaf = [V f|cos(0) = [V /l. 

2. 类 似 的 ,f 沿 - Vf 的 方向 减少 最 快 .在 这 个 方向 的 方向 导数 是 

Dr = |V fl|cos (z) =- |V fl. 
3. 正 交 于 梯度 的 方向 u 是 /变化 率 为 零 的 方向 ,因为 此 时 0 等 于 x/2, 而 

Daf = |Yfleos(x/2) = |V f| : 0 = 0. 


正如 我 们 后 面 要 讨论 的 ,这 些 性 质 在 三 维 跟 在 二 维 一 样 也 成 立 . 


例 3( 求 变化 率 最 大 、 最 小 和 为 零 的 方向 ) ” 求 方 向 ,使 得 f(x,y) = (2/2) + (2⁄2) 

(a) 在 点 (1,1) 增加 最 快 

(b) 在 (1,1) 减少 最 快 

(c) 在 什么 方向 f 在 (1,1) 的 变化 率 为 零 ? 

解 (a) 函数 沿 在 (1,1) 的 Vf 的 方向 增加 最 快 .这 
里 的 梯度 是 


(VAa = (xi + yj)a,D =i+j. 
它 的 方向 是 
i+j J: i ; k 
i+j Ta +0 I viwd,1) iz 
Co /nk S 78 
ig r š E O 
s si 7 z! f Mi ZEEN 
(c) 在 (1,1) 变化 率 为 零 的 方向 是 垂直 于 vw 的 方向 : 图 11.29 f(x,y) = (2°72) + (y?/2) 
ye 1, T; 和 l. 1, 在 (1,1) 增加 最 快 的 方向 是 Vf| an = 
-J "5 p" i + j 的 方向 . 它 对 应 于 在 点 (1,1,1) 在 
见 图 11.29. 曲面 上 最 陡峭 的 方向 . 
梯度 和 等 高 线 的 切线 


一 个 可 微 函 数 f(x,y) 沿 一 条 光滑 曲线 r = g(1)i + h(i)j 取 常数 值 e( 成 为 f 的 等 高 
线 ), 有 f(g(1),h(i)) = c, 对 t 求 导 这 个 等 式 的 两 端 ,导致 等 式 


Ef(g(0) ,h(t)) = Ee) 
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9f dg 9f dh _ 
ax dt Tay dt BB 


[yi + fi) (i Sri) = (s) 
vf dr 


dt 
等 式 (5) 表示 Vf 正 交 于 切 向 量 dr/di ,于 是 它 正 交 于 曲线 . 


| Eren 的 定义 域 的 每 个 点 (xo,yo),f 的 梯度 正 交 于 过 (x。, yo) 的 等 高 线 ( 图 11.30). 


等 式 (5) 验证 了 地 形 图 (图 11.25) 中 的 支流 垂直 于 等 高 线 这 一 现象 .因为 往 下 流动 的 河流 
要 以 最 快 的 方式 到 达 目 的 地 ,由 方向 导数 性 质 2 它 必须 沿 负 梯度 向 量 的 方向 流动 .方程 (5) 告 
诉 我 们 这 个 方向 垂直 于 等 高 线 . 

这 个 考察 使 我 们 能 够 求 等 高 线 的 切线 方程 .它们 是 正 交 于 梯度 的 直线 .过 点 Po( xo, yo) Æ 
直 于 向 量 N = 4i+ Bj 的 直线 的 方程 是 

A(x — xo) + B(y — yo) = O 
(第 59 题 ) . 若 N ERE VAP n) = f.(zo,yo)i + f(xo, Yo)j, 方 程 成 为 
f(xosyo)(x — xo) + f(xo,yo)(y - yo) = 0. (6) 


了 


V/C2, 1) =—i+2j | 


曲线 f(x. y) = f(x0, Yo) 
LE 
£ 
Vx, Yo) % 
图 11.30 ”二 元 可 微 函 数 在 一 个 点 的 梯度 总 图 11.31 通过 把 椭圆 看 作 函 数 f(x,y) = 
是 正 交 于 函数 过 该 点 的 等 高 线 . (x2⁄4) + 所 的 等 高 线 , 我 们 可 以 求 椭圆 


(x?/4) + y? = 2 的 切线 .( 例 4) 


例 4( 求 椭圆 的 切线 ) RM 


在 点 (- 2,1) 的 切线 (图 11.31). 
解 ”椭圆 是 以 下 函数 的 等 高 线 : 


f(x,y) = z +7. 
在 (- 2,1) 的 梯度 是 


vlan = (Fir 2r) 5-142. 


IC. abp 


PMT HEZ h 
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切线 是 直线 
(1)(x+2)+ (2)(y-1)=0 方程 (6) 
xrx-2y=-~4 | 
梯度 的 代数 法 则 
如 果 我 们 知道 了 /和 g 的 梯度 ,我 们 就 自动 知道 了 它们 的 常 倍数 .和 、 差 、. 积 和 商 的 梯度 . 
梯度 的 代数 法 则 注 : ak O k B| R 
1. 常数 倍数 法 则 : S (k) = kf (任意 数 k) 对 应 的 导数 法 则 
2. 和 法 则 ; V (f +g) = Vf + Vg 有 同样 的 形式 ， 
3. ZEW: V (f - a) = Vf - Nge 本 来 就 应 该 这 样 
4. FREN: V (fe) = f Vg + gvf (第 63 BE). 
5. 商法 则 : v (£) - t 
例 5( 举 例 说 明 梯 度 法 则 ) ”我 们 用 
fxsy)= x-y g(x,y) = 3y 
Vf=i-j Vg = 3j. 
说 明 以 上 法 则 . 
我 们 有 
1. V (2/) = V (2x - 2y) = 2i — 2 = 2 Çf 
2. V(/f+g)= V(x+2y)=i+2j= Vf + Çg 
3. V(/- g) = V(x-4y) = i- 4j = Vf - Çg 
4. V (fe) = V (3xy - 3⁄2) = 3yi + (3x - 6y)j 
= 3y(i- j) + 3yj + Bx — 6y)j 
= 3yGi-— j) + Gx — 3y)j 
= 3y(i- j) + (x - y)3j = gVf + f Ve 
svii (52) [£ 中 -= io i 
_ 3yi- 3zj _ 3y(i- j) - Gx - 3y)j 
97° - 9%? 
_ 3y(i- PD - (x - y)3j V/f/- fÑ 
= F -£ 人 £ E 


增 量 和 距离 
当 我 们 要 估计 从 点 Po 到 邻近 的 另外 一 点 移动 一 个 小 的 距离 ,函数 了 的 变化 有 多 少时 . 通 
常 方向 导数 扮演 与 导数 同样 的 角色 .若是 单 变量 函数 ,我 们 有 
df = f'(Po)ds. (一 般 导数 x 增 量 ) 
对 于 二 元 或 更 多 元 函数 ,我 们 用 公开 
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df = (Vflp ds (方向 导数 x HRE) 
Hh u 08 E Po 的 方向 


| 估计 了 沿 方向 的 变化 


df = (Vfl su). ds 


一 一 


方向 导数 ”距离 增 莉 


为 估计 当 从 点 Po 沿 特殊 方向 移动 一 个 小 的 距离 ds 时 函数 /的 值 的 变化 ,利用 公式 


例 6( 估 计 xy) 沿 方向 u 的 变化 ) ”估计 当 点 Po(2,0) 沿 从 Po 到 P1(4,1) 的 直线 移动 


0.1 个 单位 时 


f(x,y) = 
的 值 的 变化 . 
解 ”我 们 首先 求 / 在 Po 沿 向 量 
P,P, = 2i + j. 


方向 的 方向 导数 .这 个 向 量 的 方向 是 
PP PP 2 


， 1. 
"IPP. V5 TS U (s 
/在 P 的 梯度 是 
Vfo0 = (ei + xej)oo = i+ 2j. 
因此 ， 


1. 2 2 4 
Vilp tu = G+ 2j) [+ |: 2 5 


从 点 Po 沿 方向 a 移动 ds = 0.1 个 单位 ,f 的 变化 的 df 近似 地 十 


df = (Vfip ` u)(ds) = ($) (0.2 = 0.18 units. 


V5 


= xz 3 š$ 
在 两 变量 公式 里 加 上 含 z: 的 项 就 得 到 三 元 公式 .对 于 可 微 函数 f(x. y, z) 和 空 
向 量 = uit uj + uak, 我 们 有 


方向 导数 可 以 再 一 次 写成 形式 : 
Daf = YAF.u= IV fllulcos 6 = Iv ficos 0. 


— 


间 中 的 单位 


于 是 前 面 对 两 变量 函数 列举 的 性 质 仍 然 成 立 . 在 任 一 给 定 的 点 ,了 没 方向 YF 增 加 最 快 , 沿 - Vf 


的 方向 减少 最 快 . 沿 任何 正 交 于 Vf 的 方向 导数 是 零 . 
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例 7( 求 最 大 、 最 小 和 零 变 化 的 方向 ) (a) K f(x,y,z) = x — xy? — z #E P (1,1,0) Wf v 
= 2i - 3j + 6k 方 向 的 方向 导数 . 

(b) 沿 什么 方向 f 在 Po 变化 最 快 , 在 这 个 方向 的 变化 率 是 多 少 ? 

E (a)v 除 以 其 长 度 , 得 v 的 方向 


E (-3)2 + (62 = /49 = 7 
3 


f 在 Po 的 偏 导数 是 
f, = (3x? - y2)u,uo) >22; 
fy =- 2xy | 0,1,0) 三 二 2 f. =m = lla, = = L. 


f 在 Po 的 梯度 是 
Vfla,) = 2i- 2j — k. 


因此 /在 P. 沿 v 的 方向 的 方向 导数 是 


DPn = Vann u = (2 2- k) [2i - Si + Sk) 


(b) 这 个 函数 沿 Vf = 2i - 2j - 上 的 方向 增加 最 快 , 沿 方向 - Vf 减少 最 快 .在 这 两 个 方向 的 
变化 率 是 


Vfl = v2 +(-2}+(-1} =49=3 和 -|vf|=-3. _ 
切 平面 和 法 线 " 
三 元 函数 f(z, y, z) 的 梯度 向 量 满足 二 元 函数 的 梯度 的 | ai iii 


所 有 性 质 . 特别 地 , 正如 我 们 建立 了 等 式 (5) 的 有 效 性 ,在 
f(x,y,z) 的 定义 域 的 每 个 点 Po ,梯度 Vf 正 交 于 过 Po 的 等 位 p 4 
面 (图 11.32) .这 个 考察 引导 出 下 列 定义 . 


HE 


等 位 面 


定义 切 平 面 和 法 线 pO ysi 
等 位 面 /(x,y,z) = c fE Po( xo, yo; zo) 的 切 平面 是 
过 Po 正 交 于 Vf|。 的 平面 . 图 11.32 三 元 函数 在 点 Po 的 梯度 


l. hu St Pupas a 正 交 于 函数 过 该 点 的 等 位 面 . TE, 
曲面 在 P, 的 法 线 是 过 P, 平行 于 YA 的 直线 . AREER P. Bibia misis. 
因此 ,根据 10.3 节 , 切 平面 和 法 线 分 别 有 方 程 
APo)(z — xo) + f,(Po)(y - yo) + fl(Po)(z- z) =0 (7) 
x = xo + f.(Po)t, y = yo+ 户 (Po)i，z = zo + f.(Po)i. (8) 


例 8( 求 切 平面 和 法 线 ) ” 求 曲 面 
f(x,y,z) =x 2 2 + z -9 = 0 
在 点 Po(1,2,4) 的 切 平面 和 法 线 . 
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解 ”曲面 画 在 图 11.33 中 .在 Po 的 切 平面 垂直 于 /在 Po 的 梯度 .梯度 是 
Vim = (2xi + 2yj + Kk) (1,2.4) = 2i + 4j + k. 


因此 切 平 面 是 
2(x -1)+4(y-2)+(z-4)=0, È 2x+4y+z= 14. 
曲面 在 Po 的 法 线 是 
x=1+2t, y=2+4, z=4+t. | 人 曲面 


x +y-+z-—9=0 


曲面 z = f(x,y) 的 切 平面 
为 求 曲面 z = f(x,y) 在 点 Po(xo,yo,zo) 的 切 平 


法 线 
B, 其 中 zo = METRE 我 们 首先 注意 方程 z = 
f(x ,y) € ft + f(x,y) - z = 0. 因 此 曲面 z = 
f(x,Y) 是 函数 F(x,y,z) = f(x,y) - z 的 零 等 位 reai 
HT. F 的 偏 导数 是 
F, = Uy- ) = f, = 0 = f, 
F, = FU) Q a) = 6-0 = f, | 
F, = Fy) - 2) = 0-1=-1. 图 11.33 曲面 x+y+z-9=0 在 
Po(1,2,4) 的 切 平面 和 法 线 .( 例 8) 
等 位 面 在 Po 的 切 平面 公式 
F,( Po)( x = xo) $ F, (Po)(y = Yo) + F.(Po)(z 一 z0) =0 
就 归结 为 
f.(mo,yo)(x — xo) + f(xosyo)(y -= Yo) - (z - z) = 0. 
曲面 = /(*,y) 在 点 (xo,yos,f(xo, Yo)) 的 切 平面 
曲面 z = f(x ,y) # Po( xo, Yo» zo) = (xo, Yos fC xo, yo)) 的 切 平面 是 
f.( xo, yo)( x — xo) + f(xo, yo)( y = yo) - (z — zo) = O. (9) 


例 9( 求 曲面 > = f(xy) 的 切 平面 ) 求 曲 面 z = zcos y- ye" 在 (0,0,0) 的 切 平面 . 
解 ”我 们 计算 F(x,y) = zcos y - ye 的 偏 导数 并 且 用 方程 (9)， 
f-0,0) = (cos y -ye*)oom =1-0.1=1 
£ (0,0) = (— x sin y- e?) 0.0) = 0 = = 
因此 切 平面 是 
1.(x-0)-1.(y-0)-(z-0) =0， 等 式 (9) 


x-y-z=0. Be 


其 它 应 用 
佑 计 从 点 Po 沿 方向 a 移动 一 个 小 的 距离 ds 时 /的 变化 的 公式 在 空间 中 仍然 成 立 : 
df = (Vf lp * wds. (10) 
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例 10( 估 计 /(x,y,z) 的 值 的 变化 ) 设 点 P(x,y,z) 从 P (0,1,0) 沿 直线 向 前 朝 P,(2,2, 


- 2) 移动 0.1 单位 ,估计 函数 
Jf(x,y,z) = y sin x + 2yz 


的 值 的 变化 . 
解 ”我 们 首先 求 在 P. WIB P.P, = 2i + j - 2k 的 方向 的 方向 导数 .这 个 向 量 的 方向 是 


Po P, PoP, 2 1. 22 


"= TP,P] 7 3 = 3i+ 3j- 3k. 
f 在 Po 的 梯度 是 
Vfl = ((y cos x)i + (sin x +2z)j + 2yk))o,ro = i+ 2k. 
因此 
wh 
从 Po 沿 方 向 uu 移动 ds = 0.1 时 引起 的 了 的 变化 近似 地 是 
df = (Vflp, * u)(ds) = (- $) (0,1) = ~ 0.067 units. _ 


例 11( 求 空间 典 线 的 切线 的 参数 方程 ) ”曲面 
f(x,y,2) = 和 + 和 -2-=-0 一 个 柱 面 
和 
g(x,y,z) < x+z-4= 0 一 个 平面 
相交 成 椭圆 E( 图 11.34). 求 在 点 Pu(1,1,3) 的 切线 的 参数 方程 . 
解 ”该 切线 同时 正 交 于 在 Po 的 Vf 和 Vg, 因 此 平行 于 向 量 v = Vf x Vg. 由 v 的 分 量 和 Po 


g(x. y. z) 


图 11.34 柱 面 Kx,y,z) = x2 + 
k ， y2-2 =0 和 平面 g(x,y,z) = x+ 
柱 面 z ~ 4 = 0 交 于 椭圆 E.( 例 11) 
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的 坐标 给 出 切线 的 方程 .我 们 有 
Vfaaa = (2xi+ 2yj)aaa = 2 + 2j 
Vga = (i+ k), =i+k 


‘1 j k 
v= (i+2j x (i+ k) = 2 2 0|= 2i- 2j- 2k. 
1 0 1 


切线 是 
T=1+2t, y=1-2i1. z=3-2t. 


习题 11.5 


计算 在 某 一 点 的 梯度 
在 第 1 -4 题 中 , 求 函 数 在 给 定点 的 樟 度 .然后 把 梯度 和 通过 该 点 的 等 高 曲线 画 在 一 起 . 


1.f(x,y) = y—- x, (2,1) 2.f(z,y) = ln(x? + y), (1,1) 
2 2 _ 
3.g(x,y) = y- x, (< 1,0) 4.g(x,y) =5- 5> (2,1) 


在 第 5 -8 题 中 , 求 给 定点 的 V. 

5S.fl(x,y,z) = 2 + 2 - 22 + z]n x, (1,1,Ł) 

6. f(x,y,z) = 22 — 3(x2 + y2)z + tan ixs, (1,1,1) 
7.f(x,y,z) = (2 + 2 + 2712 n(xyz),(- 1,2, - 2) 
8.f/(xz,y,z) = e"*"cos z + (y + l)sin l x, (0,0,z/6) 


求 在 xy 平面 上 的 方向 导数 

在 第 9 - 16 题 中 OR PS RK E Po 沿 A 的 方向 的 方向 导数 . 
9./(x*,y) = 2xy -3y°, Po(5,5), A=4i+3j 

10. f(x,y) = 2o + 2, Po(- 1.1), A=3i-4j 

1L. g(x,y) = x- (y2/x) +V3sec'(2xy), Po(1,1), A = 12i+5j 
12.h(x,y) = tan™'(y/x) + V3sin (xy/2), Pol1,1), A=3i-2j 
13./(x,y,z) = xy + yz + zx, Poll, - 1,2), A = 3i+6j-2k 
14.f(x,y,z) = 2 +2y - 32, Poll,1,1), A=i+j+k 

15.g( x,y,z) = 3e*cos yz, Po(0,0,0), A = 2i+j- 2k 

16. h(x,y,2) = cos xy +e” + In zx, Poa(l,0,1⁄22). A = i+ 2j + 2k 


最 快 增 加 和 减少 的 方向 

在 第 17 - 22 是 中 , 求 函数 增加 最 快 和 减少 最 快 的 方向 .再 求 沿 这 个 方向 的 方向 导数 . 

17 .f(x,y) = x q wy + y, Pel-1,1) 1I8./(x.,vy) = y + e®?siny, Po(ll,0) 
19./(xz.y,z) = (x/y) -= yz. Po(4,1,1) 20.g(x,v.,z) = xe + 2, Po(l,ln 2,1⁄2) 
21.f/(x,y,z) = ln xy + In yz + In xz, Po(l,1,1) 22.h(x,y,z) = n+ 1) + y +6z， 


Pa(1,1,0) 


习题 11.5 ” 947 > 


估计 变化 
23. 如 果 点 P(x,y,z) 从 P03,4,12) H 3i + 6j - 2k 的 方向 移动 距离 ds = 0.1 单 位 ， 
flx,y,2) = In / < + 5° +z 


将 大 约 变 化 多 少 ? 
24. 如 果 点 P(x，y,z) 从 原点 沿 2i + 2j - 2k 的 方向 移动 距离 dy = 0.1 单位 ， 
fx,y,2) = ercos yz 
将 大 约 变 化 多 少 ? 
25. 如 果 点 P(x,y,z) 从 Po(2，- 1,0) 向 点 P1(0,1,2) 移动 距离 ds = 0.2 单位 ， 
g(x,y,z) = x + xeos z — ysin z + y 
将 大 约 变化 多 少 ? 
26. WRA P(z,y,z) M Po(- 1, - 1, - 1) 向 点 P,(0,1,2) 移动 距离 4s = 0.2 单 位 ， 


h(x,y,z) = cos( xy) + xz2 


将 大 约 变化 多 少 ? 
曲面 的 切 平面 和 法 线 
在 第 27 - 34 题 中 , 求 (a) 切 平面 和 (b) 在 曲面 上 的 给 定点 Po 的 法 线 . 
27.2 + 2 + 22 = 3, P(1,1,1) 28.x* + 2 - 2 = 18. P(3,5, - 4) 
29.2z- x? = 0, Po(2,0,2) 30.2 + 2xy -y + 2 = 7, P(1, - 1,3) 
3l.cosxx — x’y + e# + yz = 4, Po(0,1,2) 32.2 - xy- 2 - z = 0, P(1,1, - 1) 
33.x+y+z= 1, Po(0,1,0) 34.2 + y- 2xzy — x + 3y — z = - 4, Po(2，- 3,18) 
在 第 35 - 38 题 中 , 求 在 给 定点 切 于 曲面 的 平面 的 方程 . 
35.z = In(x? + 2), (1,0,0) 36.z = et +>) (0,0,1) 
37.z= / y - x,(1,2,1) 38.z = 4x? + y2,(1,1,5) 
曲线 的 切线 
在 第 39 - 42 题 中 , 画 曲 线 f(x,y) = c, 以 及 在 给 定点 的 YA 和 切线 的 草图 ,并 求 切线 方程 . 
3.2. y= 4, (V2W2) 4.2 -y= 1, (2.1) 
41.xy = -4, (2,- 2) 42.x - say + 2 = 7, (- 1,2) 


在 第 43 - 48 题 中 , 求 曲面 的 交 线 在 给 定点 的 切线 的 参数 方程 . 

43. 两 曲面 :x + y+2z =4,x=1 点 :(1,1,1) 

44. 两 曲面 ;xyz = 1,22 + 2y2 + 32 = 6 点 :(1,1,1) 

45. PRE: + 2y +2z = d,y = 1 点 :(1,1,1/2) 

46. 两 曲面 :x+ +q z = 2,y = 1 点 :(1/2,1,1/2) 

47. 两 曲面 :x3 + 322 2 + y + dxy - 22 = 0,x2 + y+ = 1l 点 :(1,1,3) 
48. MHH: + y Aya AN2A) 


理论 和 例子 

49. 零 方 向 导数 ”在 什么 方向 /(x,y) = zy + y2 fE P(3,2) 的 导数 是 零 . 

50. 零 方 向 导数 ”在 什么 方向 f(x,y) = è —- 22)/(a2 + 22) 在 P(1,1) 的 导数 是 零 . 

51. 为 学 而 写 是否 存 在 f(x,y) = x- 3xy + 4y fE P(1,2) 的 变化 率 等 14 的 方向 u? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
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52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


温度 变化 BE fF fe EQ TO x. v.) = Duy -9 温度 以 摄氏 度 为 单位 ,距离 以 英尺 为 单位 ) 在 P 
(1, - 1.1) 的 变化 率 是 - 3%7 英尺 的 方向 对 你 的 回答 给 出 理由 ， 
为 学 而 写 x,y) fE PCL2) 沿 it+j 方 向 的 导数 是 2.2, 滑 -2j 广 向 的 导数 是 - 3. f iB - i- 2j Jr [a] BJ 
导数 是 多 少 ? 对 你 的 回答 给 出 理由 . 
为 学 而 写 fOr,y,:) 在 点 也 沿 VV = i+j-k 方 向 的 导数 最 大 .在 这 个 方向 ,导数 是 2V3 
(a) 在 己 的 S 六 是 什么 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
(bf EP Hri+ 方向 的 导数 是 什么 
温度 沿 圆周 的 变化 ”假定 在 < 平面 的 点 (xy) 的 摄氏 温度 是 Pr yi = xsin 2y, 而 xy 平面 的 距离 用 米 
作 单 位 .一 个 质点 顺 时 针 以 速率 2 K 7/ 秘 沿 中 心 在 原点 半径 为 1 米 的 网 周 运动 . 
(a) 质点 所 A 的 温度 在 点 P(1/2,Y3/2) 变化 多 快 ?单位 取 每 米 摄氏 度 ， 
(b) 质点 所 体验 的 温度 在 点 P 变化 多 快 ? 单 位 取 每 秒 摄氏 度 
沿 贺 的 渐 开 线 的 变化 ” 求 f(x.y) = x° + y? iB BH #ë 
r(/) = (cos t + t sin )i + (sint — tcos 1)j, t>0 


(图 11.35) 的 单位 切 向 基 的 导数 . 


图 11.35 单位 圆周 的 渐 开 线 . 如 果 你 沿 
渐 开 线 运动 , 沿 曲线 的 距离 以 常 速率 增 
加 ， 你 离开 原点 的 距离 也 将 以 党 asi 
加 .( 这 解释 了 第 56 题 的 计算 结果 


57. 沿 螺旋 线 的 变化 求 Aryrz) = x2 + y2 + z) HEB ER 


58. 


59. 


60. 


r(t) = (cos ir (sin /)j + tk 

的 单位 切 向 其 在 对 应 1 = — z/4,0 和 x/4 的 各 点 的 方向 导数 .函数 /给 出 螺旋 线 上 的 点 Pla, y, z) 到 原点 的 
足 离 的 平方 .这 里 计算 的 这 些 导 数 给 出 了 PP 运动 到 + = - x/4， 0 和 人 4 导 应 的 点 时 距离 平方 对 于 :的 变化 率 ， 
Aun Na 在 空间 区 域 的 摄氏 温度 由 T(x ,yz) = 2x- rz 给 定 .一 个 质点 在 这 个 区 域 运 

, 它 在 时 刻 1 的 位 置 由 x = 2D,yr = 31,: = -个 给 定 , 其 中 时 间 单 位 是 秒 ,距离 单位 是 米 . 
(a) 质点 所 体验 的 温度 当 质 点 位 于 点 P(8,6, - 4) 时 变化 多 快 ? 单 位 取 每 米 摄氏 上 度 . 
(b) 质点 所 体验 的 温度 在 点 P 变化 多 快 ?单位 取 每 秒 摄氏 度 . 
xy 平面 的 直线 证明 4(r-xroj)+Br-yo)=0 是 rr 平面 上 的 过 点 (xoyyo) 且 正 交 于 向 量 N = 4i+ 
Bj 的 直线 的 方程 . 
正 交 曲线 和 切 曲 线 -条 光滑 曲线 在 一 个 交点 正 交 于 曲面 fx,Y,:) = ,如 果 曲 线 的 速度 向 量 是 在 该 点 
的 YA 的 非 零 数 值 倍数 .曲线 在 :个 交点 切 二 曲面 ,如 果 速 度 向 世 正 交 Ff A BJ Vf. 
(a) 证 明 曲线 (1) = Jri+ Virj- 1/4 + 3)k 当 + = 1 时 正 交 于 曲面 2 + x z = 3. 
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(b) EHA rC) = ViE+VHj+ (21 -DkK 当 :1 = 1 时 切 于 曲面 x* + 2 -zz = 1. 


61. 为 学 而 写 : 方 向 导数 和 数值 分 量 
的 数值 分 基 的 关系 怎样 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


函数 Sasy D 在 点 Po 沿 单位 向 量 u 的 方向 的 导数 和 (VA)。 在 方向 u 


62. 为 学 而 写 : 方 向 导数 和 偏 导数 。 假定 /(x,y,z) 的 必要 的 导数 有 定义 ,Dif, DMD |H] £. , £, 和 /的 关系 


怎样 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
63. 梯度 的 代数 法 则 给 定 一 个 常数 以 及 梯度 


Vf = sis Yi + Hk 和 
利用 数值 等 式 
0 2 ð 
KAN) = kÉ, 元 
d Ə 2 a 
s Ua) = fe +g Ox 
等 等 ,证 明 下 列 法 则 


(d) V (fg) = fVe + gyf z 


(b) V (f + g) = Vf + Vg 
ov (+). £ Yz 


2 x 

I£ _ pE 
£) £ yx SIr 
z g ° 


(ce) V(f- g) = Vf- Ng 


| .6 生性 化 和 稚 分 


一 元 衣 数 的 线性 化 。 标准 线性 通 近 的 精确 度 。 


变化， 多 于 两 元 的 函数 


用 微分 预测 变化 。 绝对 、 相 对 和 百分比 


在 本 节 ,我 们 推广 线性 化 和 微分 的 概念 到 二 元 或 更 多 元 的 函数 .我 们 做 到 这 一 点 的 方式 类 
似 于 求 一 元 函数 的 线性 通 近 (3.6 节 ). 微 分 帮助 我 们 确定 多 元 函数 对 于 每 个 自 变量 的 变化 的 
敏感 度 .本 节 的 数学 结果 源 自 于 增 量 定理 (11.3 节 , 定 理 3). 


二 元 函数 的 线性 化 
假定 我 们 希望 用 一 个 更 简单 的 沙 数 代替 函数 ; 
= f(x,y) ,从 而 便于 计算 .我 们 要 求 代 替 函 数 在 点 
(xo,yo) 的 附近 是 有 效 的 ,在 该 点 我 们 知道 Z, f, 和 及 
的 值 ,并 且 / 在 该 点 是 可 微 的 .因为 是 可 微 的 ,从 
可 微 定 义 知 道 等 式 
Az = fC x0, yo)Ax + f(xo, yo)Ay 
+ elIAx + esAYy (1) 
对 于 /在 (xo,yo) 成 立 . 因 此 ,如 果 我 们 从 (xu,y) 移 
动 到 任何 点 (x,y), 增 量 为 Ax = x - xo MAy = y 
-yo( 图 11.36),f 的 新 值 将 是 


(xo yo) 附近 的 点 一 o (x, y) 
Ay=y-— y 
了 可 微 的 点 A 
A 
(Xo Yo) 
Ax=x-— xo 
图 11.36 ”如果 /在 (xo,yo) 是 可 微 的 , 则 /在 


任何 附近 的 点 (*,y) 的 值 近似 地 是 fl xos yo) 
+ fClros Yo)Ax + f (x0, yo)Ay. 
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等 式 (1) 中 ， 
SExy) = fCxos yo) + fel xo, Yo) (x — xo) Ar = x- ps 
+S xos yo) Cy — yo) + elAx + ExAy, Ay = y - yot 
As = f(x,y) = /exo, yo) 
其 中 , 当 Ax,Ay 一 0 时 ,el,e;->0. 如 果 增 量 Ax 和 Ar 是 微小 的 ,乘积 slAx 和 syAy 将 更 小 ， 
是 有 
fixy) = fC xo, yo) + f. (wo, yo) ( x — xo) + f. xo; yo) Cy 一 yo). 


换 句 话说 ,只 要 Ax 和 Ar hts ,7 将 近似 地 与 线性 函数 / 有 同样 的 值 . 如果 /使 用 起 来 是 困 
难 的 ,而 我 们 的 工作 容忍 所 产生 的 误差 ,我 们 可 以 放心 地 用 LIESS. 


定义 线性 化 ,标准 线性 盈 近 
HRR 可 微 时 ,f(x,y) 在 点 (xo,yo) 的 线性 化 是 函数 
L(x,y) = f(xo,yo) + f(xo, yo) (x = xo) + f(x0,y0)(Y - yo). 
通 近 
f(x,y) = L(x,y) 
F fE (xo, yo) 的 标准 线性 逼近 . 


从 11.5 节 等 式 (9) 我 们 了 解 到 z = L(x,y) 是 曲面 z = f(x,y) ES Co, yo) 的 切 平面 .这 
样 ,一 个 二 元 函数 的 线性 化 是 一 个 切 平面 通 近 ,这 跟 一 个 单 变量 的 函数 的 线性 化 是 一 个 切线 通 
近 是 同样 的 方式 . 

例 1( 求 线性 化 ) R 


在 点 (3,2) 的 线性 化 . 
解 我 们 首先 求 /,./. 和 /在 点 (xo,yo) = (3,2) 的 值 : 


/(3.2) = [= ay + Ty? + 3) = 8 


. (3.2) 


9 1 > 
f.(3,2) = He -3y + > + 3), ,= Qx — v)ao = 4 


f.(3,2) = 元 (= — xy + > + 3 = (- x+ y)aa = - 1, 
于 是 得 
L(x,y) = fC xo, yo) + f(xo,yo)(x — xo) + f(xo, yo) CY = yo) 
=8 + (4)(x -3)+(-1)(y-2)=4x-y-2 
f 在 (3,2) 的 线性 化 是 L(x,y) = 4x- y - 2. _j 


假定 L(x,y) Æ TARR Kx ,y) 的 线性 化 ， 并 且 要 在 接近 (xo,yo) 的 点 (x,y) 用 L(x,y) 
通 近 广 我 们 可 以 期 望 逼 近 的 精确 度 是 多 少 ?正如 你 所 想到 的 , 送 近 的 精确 ) 度 依赖 三 个 因素 : 
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1.x 和 xo 的 接近 程度 ， 
2.y 和 yo 的 接近 程度 ， N 
3.f E Cro yo 附近 用 二 阶 导数 的 大 小 测量 的 “弯曲 程度 ”. 
事实 上 , 如 果 我 们 可 以 求 出 |f|,， fal f. ÆA 
(xzo,yo) 为 中 心 的 矩形 域 R 上 的 公共 上 界 ( 图 11.37) ,我 们 就 
可 以 用 简单 的 公式 界 住 在 R 上 的 误差 (在 11.10 节 导 出 ). 


Fi /在 包含 以 (xo,yo) 为 中 心 的 矩形 R 的 开 集 上 有 连续 0 S 
`Y 一 一 7 _ | | š 
的 一 阶 和 一 阶 导数 ,而 ME a|. o 和 | EER | ana o BW DOS R, 
上 的 一 个 上 界 , 则 用 /的 线性 化 |s- |< h, |y- |< k,# 
L(z,y) =f(xo,yo) + f.(xo,yo)(x — xo) 这 类 区 域 上 , RHIRID A 
+ f, xo, Yo) CY - yo) 用 的 误差 的 界 . 


代替 f 带 来 的 误差 E(x,y) 满足 不 等 式 


ECx, y) |< FMC |x- xo|+ ly - yo|)2. 


当 我 们 需要 使 | E(x,y) | 对 给 定 的 M 小 ,只 需 令 |x - xo| 和 |y - yo| 小 ， 


例 2( 例 1 中 的 误差 的 界 ) 在 例 1 中 ,我 们 已 经 求 得 J(x,y) = x -y+ 二 六 +3 在 (3,2) 

的 线性 化 L(x,y) = 4x - y - 2. 在 矩形 
R:|x-3|<0.1, |y-2|<0.1. 

上 求 通 近 /(%,y) ~ La, y) 的 误差 的 一 个 上 办 .以 /在 和 矩形 中 心 的 值 (3,2) 的 百分数 表示 上 界 ， 

解 ”我 们 利用 不 等 式 

| E(x,y)| = SM ix = xol+|y- yol)’. 
为 求 适当 的 M 值 ,我 们 计算 ofo 和 /,, ,经 过 通常 的 求 导 , 我 们 发 现 所 有 这 三 个 导数 是 常数 ， 
其 值 是 
|= 12|=2, [|£] = 1-11=1, [l= lil=1. 

其 中 的 最 大 数 为 2, 于 是 我 们 可 以 放心 地 取 M 为 2. 对 于 (mn, 和 ) = (3,2) ,我 们 知道 在 只 上 


I EGz.y)|< FD) x- 3l+ |y- 21)? = (|z —- 3] + |y - 21)2， 


最 终 , 因 为 在 RR 上 |x -3|< 0.1 和 |y -2|< 0.1, 我 们 有 
| E(x,y)| =< (0.1 + 0.1)2 = 0.04. 
作为 /(3,2) 的 百分数 ,误差 不 大 于 
0.04 
8 


x 100 = 0.5%. 


解释 ”只 要 (x,y) 停留 在 R WBA /(x,y) = L(xz,y) 的 误差 不 大 于 0.04, 这 是 f # R 
的 中 心 的 值 的 0.5%. | 
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用 微分 预测 变化 
假定 我 们 知道 可 微 函 数 x,y) 和 它 的 一 阶 导数 在 (xo,yo) 的 值 ,而 要 预测 当 移 动 到 附近 
的 一 个 点 (xo + Ax,yo+Ay) 时 太 的 变化 .如 果 Ax 和 Ay 是 小 的 ,上 和 它 的 线性 化 将 会 近似 地 变 
化 同样 的 量 , 于 是 L 的 变化 将 给 出 /的 变化 的 实际 的 估计 . 
了 的 变化 是 
Af = f(xo + Ax, Yo + Ay) - f(xo, Yo). 
从 Z(x,y) 的 定义 经 过 直接 计算 ,并且 使 用 记号 x - xo = Ax 和 y - yo = Ay, 得 到 /的 相应 的 变化 是 
AL = L(xo + Ax,yo + Ay) — L(xo, yo) 
=f.-(xo,yo)Ax + f,(xo,yo)A y. 
Af 的 公式 通常 像 f 的 公式 一 样 难于 处 理 .但 是 ,L 的 变化 仅仅 是 Ax 的 常数 倍加 上 Ay 的 常数 倍 . 
变化 AL 通常 写成 更 赋 启 发 性 的 记号 : 
df = f(xo, Yo)dx + f(xo, yo0)dy, 
其 中 df 表示 x 和 y 的 变化 dx 和 dy 引起 的 线性 化 的 变化 .通常 ,我 们 称 dx 和 dy 为 x 和 y 的 微 
分 ,而 称 df H Sf 的 全 微分 . 


定义 ”全 微分 
如 果 我 们 从 (xo,yo) 移动 到 附近 的 点 (xo + A x,yo +Ay), 由 此 引起 的 大 的 线性 化 的 变化 


df = f(xo, yo) dx + f, (xo yo)dy 
称 为 了 的 全 微分 . 


例 3( 对 变化 的 敏感 性 ) ”你 们 工厂 制造 正 圆柱 形 的 高 25 英尺 .半径 5 英尺 的 蜜 糖 存储 饶 . 
镀 的 体积 对 高 和 半径 的 微小 变化 的 敏感 度 是 多 少 ? 
解 作为 半径 r 和 高 h 的 函数 ,典型 形状 的 护 的 体积 
V = xrh. 
半径 和 高 的 微小 变化 dr 和 dh 引起 的 体积 的 变化 是 
dV = V,(5,25)dr + V,(5,25)dh 
= (2xrh)is sdr + (ar) sdh 
= 250rdr + 25zdh. 
于 是 ,r 变 化 1 个 单位 ,V 将 变化 大 约 250x 个 单位 ;变化 
1 个 单位 ,V 将 变化 大 约 257 个 单位 . 色 的 体积 对 7r 的 微 
小 变化 的 敏感 度 是 对 h 的 同样 大 小 的 变化 的 敏感 度 的 
10 倍 .作为 一 个 关注 确保 缸 有 准确 体积 的 质量 控制 工程 h=25 f 
师 , 你 将 对 半径 给 予 特别 的 注意 . ea 
反之 ,如 果 rü h WEMEAERr = 250 h = 5, 
V 的 全 微分 成 为 
dV = (2x=rh)os,sydr + (mr2)Qs,5) 


f = V 和 (xo, yo) = (5,25) 
时 的 全 微分 


图 11.38 圆柱 体 (a) 的 体积 对 r 的 微小 
变化 比 对 的 微小 变化 更 敏感 . 圆柱 体 


dh =250rdr + 625xdh. (b) 的 体积 对 的 微小 变化 比 对 7+ 的 微小 
此 时 体积 对 h 比 对 7 更 敏感 (图 11.38). 变化 更 敏感 . 
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从 这 个 例子 学 到 的 一 般 法 则 是 函数 对 产生 最 大 偏 导数 的 变量 的 微小 变化 更 敏感 . =i 


注 :( 绝 对 变化 和 和 相对 变化 之 比较 ) wR 
你 测量 20 伏 电 压 带 10 伏 的 误差 ,你 的 读数 大 
概 会 太 粗 糙 . 偏差 高 达 50%. 但 是 ,如 果 你 测 
E 200 000 伏 的 电压 ,误差 10 伏 ,你 的 读数 偏 
离 真 值 0.005% .10 伏 的 绝对 误差 在 第 一 种 情 
形 是 显著 的 ,而 在 第 二 种 情形 则 不 然 ,因为 相 
对 误差 如 此 之 小 . 

在 其 它 情形 ,一 个 微小 的 相对 误差 一 一 
比如 说 ,在 几 百 公里 的 旅行 中 多 走 几 米 也 可 
能 会 引起 严重 的 后 果 . 


绝对 、 相 对 和 百分数 变化 


当 我 们 从 点 (xo, yo) 移动 到 临近 的 点 时 ,我 们 可 以 用 三 种 方式 描述 函数 f(x,y) 的 值 相应 
的 变化 . 


精确 什 估计 
绝对 变化 : Af df 
AD: af = e 
相对 变化 : flxo, yo) fl xos Yo) 
TA A _ d 
百分数 变化 ， abg Ry x 100 


例 4( 估 计 体 积 变 化 ) ”假定 设计 圆柱 的 半径 为 1 英寸 高 为 5 英寸 ,但 是 半径 和 高 偏离 量 为 
dr = + 0.03 和 dh = - 0.1. 估计 这 引起 的 贺 柱 体积 的 绝对 .相对 和 百分数 变化 . 
解 ”为 估计 了 的 绝对 变化 ,我们 求 值 
dV = V,(ro,ho)dr + Vi(ro,ho)dh 
得 到 
dV =2xrohodr + xrodh = 2z(1)(5)(0.03) + z(1)?(- 0.1) 
=0.3r -0.1x = 0.2x = 0.63 英寸 ? 
用 V(ro,ho) 除 这 个 值 以 便 估计 相对 变化 : 
dV 0.2r 0.2r 


V(ro, ho) z nro ho E z(1)2(5) s Ó 
用 100% 乘 这 个 值 就 得 到 百分数 变化 : 
CAR x 100% = 0.04 x 100% = 4% _ 


例 5( 预 测 测量 误差 ) 正 圆柱 体 的 体积 V = xr?h 通 过 测量 r 和 有 的 值 计算 .假定 测量 7 的 
误差 不 大 于 2% ,而 h 的 误差 不 大 于 0.5% .估计 这 引起 的 计算 VV 的 可 能 的 百分数 误差 . 
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解 ”由 题 意 ,我 们 有 


dr x 100| <2 和 [$È x 100| < 0.5. 
由 
dV x 2xrhdr + rr2d _ 2dr dh 
y ú rr 万 > r + h 3 
得 
dy | dr dh) dr dh 
5 s 
<2(0.02) + 0.005 = 0.045. 
我 们 估计 计算 体积 的 误差 最 多 是 4.5% . _ 


我 们 必须 以 怎样 的 精确 度 测量 > 和 有 以便 得 到 V = rr? 的 合理 的 误差 ,比如 说 ,小 于 2%? 

这 类 问题 难于 回答 ,因为 通常 不 只 一 个 答案 .由 于 

dy dr dh 

Vth 

我 们 看 到 av V 由 dr/r 和 dh Zh 控制 .如 果 我 们 能 够 以 很 高 的 精确 度 测量 h ,那么 即使 测量 r 

马虎 一 点 也 可 能 得 到 令 人 满意 的 结果 . 另 一 方面 ,h 的 测量 可 能 产生 如 此 大 的 dh ,即使 dr 为 
零 .也 会 引起 dVAV 相对 于 AVAV 的 使 用 来 说 过 分 粗糙 的 估计 . 

这 种 情况 之 下 我 们 要 做 的 是 考察 围绕 测量 值 (mo, ho) 的 一 个 合理 的 正方 形 ,在 其 中 了 的 变 


化 与 Vo = x ro ho 相 比 不 会 大 于 允许 的 偏离 . 


例 6( 控 制 误差 ) 求 (ro,ho) = (5,12) 的 合理 的 正方 形 ,使 得 在 其 中 了 = rr? 的 值 的 变 
化 不 大 于 4+ 0.1. 

E ”我们 用 以 下 微分 逼近 变化 Ar: 

dV = 2xrohodr + rrozdh = 2z(5)(12)dr + x(5)*dh = 120rdr + 25rdh. 
因为 我 们 关注 的 区 域 是 正方 形 (图 11.39) ,我 们 可 以 令 dh = dr, 这 就 得 到 
dV = 120rdr + 25rdr = 145xdr. 

现在 要 问 , 取 dr 多 小 可 以 保证 |drj 不 大 于 0.1? 为 了 回答 这 个 
问题 ,我 们 从 以 下 不 等 式 开始 : 


ldv| < 0.1, 
用 dr 表示 dV, 
|145rdr | < 0.1. 
求 得 dr 的 相应 的 上 界 为 : 
0.1 
|dr| < Iasg = 2.1 x10. 


由 于 dh = dr, 我 们 要 求 的 正方 形 用 以 下 不 等 式 描述 : 
|r-5|&2.1 x104, |h-12|< 2.1 x 104. 
AR3E(r,h) 停留 在 这 个 正方 形 内 ,我 们 可 以 期 望 |day| 小 于 或 


等 于 0.1, 并 且 我 们 可 以 期 望 |Ay| 近 似 地 有 同样 的 大 小 _| EuS mm 平面 上 围绕 点 
(5,2) 的 小 正方 形 .( 例 6) 


11.6 线性 化 和 微分 = 955 


多 于 两 元 的 函数 
类 似 的 结果 对 于 多 于 两 元 的 可 微 函 数 也 成 立 . 
1.f(z,y,z) 在 点 Po(xo,yo,zo) 的 线性 化 是 
L(xz,y,z) = f(Po) + f.(Po)(x ~ xo) + fk( Po)(y - yo) + f.( Po)(z — zo). 
2. 假定 R 是 一 个 位 于 开 区 域内 的 闭 的 中 心 在 Po 的 长 方 体 ,在 此 开 区 域内 f 的 二 阶 偏 导数 
连续 .假定 | 万 | ,| 户 | ,| 记 | ,| 户 | ,| 大 | 和 | 户 | 在 R 上 全 部 小 于 或 等 于 W. 则 工 逼 近 / 的 误差 
E(x,y,z) = f(x,y,z) - L(x,y,z) 被 以 下 不 等 式 界 住 : 


[E|< +M(|x- x|+ |y- |+ |z- z0|)2. 


3. 如 果 的 偏 导数 是 连续 的 ,并且 x, yz A xo, yo fü z 变化 一 个 微小 的 量 dx,dy 和 dz， 
全 微分 
df = f.( Po)dx + f,( Po )dy + f.( Po)dz 
HA B BESEER f REEI B n. 


例 7( R = 3 22 BJ B) SR PE N r) R 
f(x,y,z) = x? xy + 3sin z 
在 点 (*o,yo,zo) = (2,1,0) 的 线性 逼近 .再 求 在 长 方 体 
R:|x -2|< 0.01, [ly-1|<0.02, |z|< 0.01. 

上 用 工 代替 /产生 的 误差 的 上 界 . 

解 ”人 鲍 行 的 求 值 ,给 出 

2,1,0) = 2, £f(2,1,0) = 3, fy(2,1,0) = - 2， f(2,1,0) = 3. 
于 是 ， 
L(x,y,z) = 2+3(3-2)+(-2)(y -1)+3(z-0)=3x-2y+3z-2. 

因为 


I 
N 


Sax fy = 0, fa = -35sin z, 
Jf oT 1, fa = 0, bs 三 0, 
我 们 可 以 确信 地 取 M 是 max( | - 3sin z|} = 3. 因 此 用 工 代 震 f 在 R 上 引起 的 误差 满足 
| 五 | < + (3)(0.01 + 0.02 + 0.01)? = 0.0024. 


误差 不 大 于 0.0024. sa] 


例 8( 求 均匀 载荷 的 梁 的 下 垂 ) ”水 平 长 方 体形 的 
梁 被 支撑 在 两 端 , 受 均匀 载荷 (单位 长 度 的 常数 重量 ) 
-的 影响 而 下 垂 . 下 垂 量 (图 11.40) 用 以 下 公式 计算 : 


4 
gagh 
wh? 


在 这 个 等 式 中 ， 
p = 载荷 (牛顿 / 每 米 梁 的 长 》 


图 11.40 ”载荷 前 后 支撑 在 其 两 端的 梁 . 
x = 支撑 之 间 的 长 度 ( 米 ) n 


RAFE S 如 何 依赖 于 载荷 和 梁 的 尺寸. 
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w = 梁 的 宽度 ( 米 ) h = 梁 的 高 度 ( 米 ) 

C = 依赖 测量 单位 和 构成 梁 的 材料 的 常数 . 
求 4 米 长 ,10 厘米 宽 ,20 厘米 高 载 信 为 100 牛顿 / 米 的 梁 ( 图 11.41) 的 d5. 从 d5 的 表达 式 , 关 
于 梁 可 以 得 到 什么 结论 . 

解 ” 因 为 S$ 是 四 个 独立 变量 p,x,w 和 有 的 函数 , 它 
的 全 微分 是 

dS = S,dp + Sidx + Sdw + Sdh. 

当 我 们 对 特殊 的 值 posxo, wo 和 ho 写 出 此 式 并 且 化 

简 结 果 时 ,我 们 得 到 


dS = so 


dp 4dx dw | 
+ ba ?9 
po Xo wo ho 


图 11.41 例 8 中 的 梁 的 尺寸 . 


其 中 So = S(po,x,wo, ho) = Cpoxé/ (woho’). 
# pe = 100 F/X, xo = 4 米 ,wo = 0.1 米 和 kh。= 0.2 X, W 


dS = so( 2 Pe 0dans 15dh). 


这 里 是 我 们 从 dS 的 表达 时 所 体会 到 的 事实 .因为 dp 和 dx 的 系数 是 正 的 , 垂 度 随 p 和 x 的 
增加 而 增加 .因为 dw 和 dh 的 系数 是 负 的 , 垂 度 随 w 和 六 的 增加 而 减少 (使 粱 更 硬 ). 垂 度 对 于 
载荷 的 变化 不 十 分 敏感 ,因为 dp 的 系数 是 1/100. dh 的 系数 大 于 dw 的 系数 . 梁 增 高 1 厘米 减 


少 的 垂 度 大 于 深 增 宽 1 厘米 减少 的 垂 度 . _ | 
习题 11.6 
求 线性 化 


在 第 1 - 6 题 中 , 求 函 数 在 各 点 的 线性 化 

1.f(x,y) = 和 + 和 +1, 其 中 (a)(0,0),(b)(1,1) 2./(z,y) = (x+ y + z)2,ƏtrF(a)(0,0),(b)(1,2) 
3.f(x,y) = 3x -4y+5, 其 中 (a)(0,0),(b)(1,1) 4.f/(z,y) = x?y4, 其 中 (a)(0,0),(b)(1,1) 
5.f(x,y) = e*cos y, $} (a) (0,0), (b)(0,7/2) 6. f(x,y) = e7 ,其 中 (a)(0,0)(b)(1,2) 


线性 逼近 误差 的 上 界 

在 第 7 - 12 题 中 , 求 函数 /(x,y) 在 P, 的 线性 化 .再 求 逼近 /f(x,y) = L(x,y) 的 误差 | 巨 | 在 矩形 尺 上 的 一 个 

ER. 

7.f(x,y) = 2 -32y + 5, RP Pa(2,1),R:|x-2|<0.1,]y-1]| «0.1 

8.f/(x,y) = (1/2)x? + xy + (1/4) y? + 3x — 3y + 4, P Po(2,2), R:|x -2| < 0.1,|y - 2| < 0.1 

9. f(x,y) = 1+ Y + xcos y, 其 中 Po(0,0),R: |x] < 0.2, |y| < 0.2(#8iF E d Bf | | cos y| 过 1 和 
|sin y| < 1) 

10./(x,y) = xy? + ycos(x - 1), 其 中 Po(1,2),R:|x-1|<0.1,|y-2|<0.1 

11.f(x,y) = e*cos y, 其 中 Po0(0,0),R:|x|< 0.1,|y| < 0.1( 在 估计 EE 时 利用 e* <1.11 和 |cosy|< 1) 

12.f(x,y) = Inx+ In y, $P Po(1,1),R:|x-1|<0.2,|y-1|<0.2 


11.6 线性 化 如 微分 - 957 ` 


对 变化 的 敏感 性 :估计 

13. 为 学 而 写 ”你 计划 通过 测 基 长 和 宽 计算 一 个 长 而 窜 的 舍 形 的 面积 .你 应 当 测 量 哪 -- 边 更 细心 ?对 你 的 回 
管 给 出 理由 . 

14. 为 学 而 写 
(a) 在 点 (1,0) 附近 ,fry) = iy + 1) 对 +t 的 变化 还 是 对 ， 的 空 化 更 敏感 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
(b)d* 对 dy 的 什么 比值 使 df 在 (1,0) EFE? 

15. 估计 最 大 误差 。 假定 7 了 从 公式 T = x(e + e ') 求 得 ,其 中 x 和， 被 求 得 是 2 和 In2, 最 的 大 可 能 误差 是 
jdx| = 0.1 和 | dy| = 0.02. 估 计 计 算 7 的 值 的 最 大 可 能 误差. 

16. 估计 圆柱 体 的 体积 。 由 以 1% 的 误差 测量 r 和 六 计算 人 = rrj 的 精确 度 大 约 是 多 少 ? 

17. 最 大 百分数 误差 fir = 5.0 厘 米 和 = 12.0 厘米 精确 到 毫米 ,由 此 计算 了 = rr 的 最 大 百分数 误差 
是 多 少 ? 

18. 估计 一 个 圆柱 体 的 体积 ”为 估计 半径 约 2 米 高 约 3 米 的 阅 柱 体 的 体积 ,半径 和 高 的 精确 度 大 约 多 少 可 以 
使 体积 的 误差 不 超过 0.1 米 ?? 假 定 测量 r 的 误差 dr 等 于 测量 六 的 误差 dh. 

19. 在 一 个 正方 形 内 控制 误差 ”给 一 个 合理 的 中 心 在 (1,1) 的 正方 形 , 使 得 f(x,y) = x?y*+ 的 值 的 变化 不 超过 


t+t0.1. 
20. 电阻 的 变化 HER & 和 R, 并 联 配 线 产 生 的 电阻 R H F Kirit; 
i 1 L 
R `R R 
(a) 证 明 
dR = (Z) an + (RE) an. v R, 


(b) 为 学 而 写 ”你 设计 了 两 个 电阻 的 电路 如 图 11.42, R 的 电阻 = 100 EK 
姆 ,而 R, = 400 欧姆 ,但 是 在 制造 时 总 有 -- 些 偏离 ,你 的 公司 购 得 的 
电阻 可 能 不 具有 这 些 精 确 值 .R 的 值 对 有 R 的 偏离 还 是 对 R. 的 偏离 更 
敏感 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
21. ( 续 第 20 题 ) 在 类 似 图 11.42 的 另 一 个 电路 中 ,你 计划 把 R 从 20 变 为 图 基 : 筷 ”第 20 和 21 题 中 的 
20.1 欧姆 ,而 R, 从 25 变 为 24.9 欧姆 .这 改变 R 大 约 多 少 百 分 数 ? 
22. 坐标 变换 的 误差 
(a) 若 如 右 图 显示 的 ,* = 3+0.01 和 YY = 4+0.01, 你 从 公式 m= x), 2 Y 
和 9 = tan! (y/x) 计算 点 P(x,y) 的 极 坐标 的 精确 度 近似 地 是 多 少 ? aL PG = 0.01, 4 £ 0.01) 
把 你 的 估计 表示 为 > 和 0 在 点 (ro,yo) = (3,4) 的 值 的 百分数 变化 . 
(b) 为 学 而 写 “在 点 (xzo,yo) = (3,4),r 和 6 的 值 对 于 * 的 变化 还 是 对 于 


y 的 变化 更 敏感 ?对 你 的 回答 给 出 理由 ， r 
三 元 函数 \e 
求 第 23 - 28 题 中 的 函数 在 给 定点 的 线性 化 Lx, ya). 0 ~ 
23. f(x,y) = rzy + yz + xz, rh 
(a)(1,1,1) (b)(1,0,0) (c)(0,0,0) 第 22 题 图 
24. /(x,y,z) = x<? + y? + z°, Jih 
(a)(1,1,1) (b)(0,1,0) (c)(1,0,0) 


25. f(x,y,z) = Very ar Ëp 
(a)(1,0,0) (b)(1,1,0) (0)01.2.2) 


26. 


27. 


28. 


在 第 29 - 32 题 中 , 求 函 数 /(x,y,z) 在 Po 的 线性 化 L(x,y,z). REE f(x,y,z) = L(x,y,z) fE PC B R E 
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f(x,y,z) = (sin xy)/z, 其 中 


(a) (rn/2,1,1) (b) (2,0,1) 
f(x,y,z) = er + cos(y +z), $P 
(a)(0,0,0) (b) (0, 于 ,0) (o) (6. z) 


f(x,y,z) = tan-!(xyz), 其 中 
(a) (1,0,0) (b)(1,1,0) (c)(1,1,1) 


误差 的 绝对 值 的 一 个 上 界 . 
29. f(x,y,z) = xz - 3yz + 2, 其 中 Po(1,1,2),R:|x-1|<0.01,|y-1|s<0.01,|z-1|<0.02 


30. 
31. 


f(x,y,z) = x? + xy + yz + (1/4)z?, 其 中 P.(1,1,2),R:|x - 1| <0.01,|>y- 1|<0.01,]z - 2| < 0.08 


f(xz,y,z) = xy + 2yz -3xz, 其 中 P,(1,1,0),R:|x - 1|<0.01,|y- |= 0.0,|z| < 0.01 
32. f(x,y,z) = V2cos xsin(y + z), 其 中 P,(0,0,zx/4),R: |z] =0.01,| y| < 0.01,|z - rd4| < 0.01 


理论 和 例子 


33. 再 论 梁 的 下 垂 — 例 8 的 梁 翻 倒 使 侧面 朝 下 ,使 得 hh = 0.1 米 和 w= 0.2 X. 


35. 


37. 


39. 


(a) 现在 ds 的 值 是 多 少 ? 


(b) 比较 新 位 置 的 梁 对 于 微小 的 高 的 变化 和 对 于 同样 的 宽 的 变化 的 敏感 度 . 
. 设计 一 个 苏打 钢 ”一 个 标准 的 12 液 量具 司 的 苏打 铅 本 质 上 是 一 个 半径 r = 1 英寸 和 高 h = 5 英寸 的 贺 


柱 体 . 


(a) 对 于 这 些 尺 寸 , 铅 的 体积 对 于 半径 的 微小 变化 和 对 于 高 的 微小 变化 相 比较 敏感 度 怎样 ? 


(b) 你 能 否 设计 一 个 苏打 钠 看 起 来 能 装 更 多 的 苏打 ,而 其 实 还 是 装 12 液 量 益 司 ? 它 的 尺寸 是 多 少 ?( 正 确 


答案 不 只 一 个 .) 
2 x 2 行列 式 的 值 ”车 | ce| 远 大 于 |5| ,|c| 和 |d| ,行列 式 
a b 
fla,b,c,d) = J | 


对 a,b ,c 和 4d 的 哪 一 个 最 敏感 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


. 估计 乘积 。 估计 a,6 Moe 同时 出 现 2% 的 误差 会 多 强 地 影响 乘积 


p(a,b,c) = abc 
的 计算 ? 
设计 一 个 箱子 ”估计 做 一 个 长 方 体形 的 中 空 的 无 盖 的 箱子 需要 多 
少 木 材 . 其 内 部 长 5 英尺 、 宽 3 英尺 R2 英尺 ,木板 厚 1⁄2 英寸 . 


. 测量 一 个 三 角形 。” 三 角形 的 面积 是 (1/2)absin C, 这 里 a fl b 是 三 角 


形 的 两 个 边 的 长 度 , 而 C 是 这 两 边 的 夹 角 . 在 测量 一 块 三 角形 的 地 面 
时 ,我 们 分 别 测 得 a,b 和 C 是 150 英尺 ,200 英尺 和 60°. 如 果 你 的 a 和 


b 的 值 偏离 半 英 尺 ,C 的 测量 偏离 2° ,你 的 面积 的 计算 的 误差 大 约 是 A 


多 少 ? 请 看 右 图 . 记 住 使 用 弧度 . 

估计 最 大 误差 假定 u = xe + ysin z, 并 且 x,y 和 z 可 以 分 别 以 最 
大 可 能 误差 + 0.2, + 0.6 和 + 7/180 ME. MWE x = 2,y = ln 3， 
z = x/2 计算 w 的 最 大 可 能 的 误差 是 多 少 ? 


C= 0EAN 
{ 


b = 200 + - ít 
s 
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. Wilson 批量 公式 。 经 济 中 的 Wilson 批量 公式 说 :一 个 商店 的 货物 (无 线 电 , 鞋 , 扫 帅 ,不 论 什么 货物 ) 的 最 
经 济 订购 量 Q 由 公式 @ = V2KM/h 给 定 ,其 中 是 发 出 订单 的 成 本 ,M 是 每 周 销售 的 货物 数量 ,而 是 
每 周 保存 每 件 货物 的 成 本 (空间 成 本 ,实用 品 ,安全 ,等 等 ). 在 点 (Ko, Moho) = (1,20,0.05) 附近 ,0 对 于 
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K,M 和 疡 中 的 哪个 变量 最 敏感 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
41. /(z,y) 的 线性 化 是 一 个 切 平面 下 近 ”证明 由 可 微 函 数 / 定义 的 曲面 z = f(x,y) 在 点 Polato yo,f(%o,70)) 
的 切 平面 是 平面 
fal xo yo)(x ~ xo) + 万 (xzo,yo)(7 - yo) - (z — flxo,y0)) = O 
或 
z = FIxoyyo) + fC 20s Yol - zo) + FC xo: yo)(y - yo). 
于 是 ,在 点 Po 的 切 平面 是 /在 Po 的 线性 化 的 图 形 (图 11.43). 


=z = f(x, y) 
图 11.43 函数 z = f(x,y) 和 它 在 点 (xo， 
(x, y) yo) 的 线性 化 的 图 形 .由 工 定义 的 平面 在 
Caos yo) 之 上 的 点 (xo,yosf(xo,Y0)) B] + 
曲面 .这 提供 了 为 什么 工 的 值 在 (xo,yo) 
的 紧 靠 的 邻 域内 接近 f 的 值 的 一 个 几何 
Go Yo) 解释 . 


BE imen 


闭 有 界 区 域 上 的 状况 。 局 部 极 值 的 导数 判别 法 。 闭 有 界 区 域 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 
* 一 阶 导数 判别 法 的 局 限 和 总 结 


求 几 个 变量 的 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 以 及 确定 在 哪里 取得 这 些 值 是 多 元 微分 学 的 一 个 重 
要 应 用 .例如 ,在 一 个 平面 热 金 属 上 最 高 温度 是 多 少 ?在 哪里 达到 ?一 个 给 定 曲面 在 xy 平面 的 
给 定 路 径 上 方 的 什么 地 方 达到 最 高 点 ?正如 我 们 在 本 节 要 看 到 的 ,我 们 经 常 通过 考察 某 个 适当 
函数 的 偏 导数 来 回答 这 类 问题 . 


闭 有 界 区 域 上 的 状况 

正如 我 们 讨论 一 元 函数 时 所 了 解 到 的 ,可 微 函 数 正 是 在 为 最 优化 问题 建 模 时 所 需要 的 . 因 
为 这 些 函 数 是 连续 的 ,我 们 知道 在 闭 区 间 上 它们 既 取 最 大 值 又 取 最 小 值 . 因为 它们 是 可 微 的 ， 
我 们 知道 它们 仅仅 在 区 间 的 端点 或 在 导数 消失 的 定义 域 的 内 点 取 极 值 .有 时 候 ,我 们 会 遇 到 函 
数 在 一 个 或 多 个 内 点 不 可 微 ,从 而 必须 把 这 些 点 加 到 被 研究 的 名 单 中 . 

我 们 还 了 解 到 条 件 f'(c) = 0 并 不 总 是 出 现 极 值 的 信号 .在 这 样 的 点 ,图 形 可 能 有 拐点 ， 
而 不 是 局 部 最 大 或 最 小 .在 从 左边 趋 近 。 时 图 形 升 高 ,在 c 变 平坦 ,然后 在 离开 时 继续 升 高 . 
或 者 ,从 左边 趋 近 。 时 ,图 形 下 降 , 在 。 变 平坦 ,然后 继续 下 降 . 即 ,图 形 在 x = c 穿 过 它 的 切线 . 
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二 元 函数 呈现 类 似 的 状况 .正如 我 们 将 在 11.2 节 指 出 的 ,两 个 变量 的 连续 函数 在 闭 有 界 
区 域 取 最 大 值 和 最 小 值 ( 图 11.44 和 11.45). 另 外 ,正如 我 们 在 本 节 将 看 到 的 ,通过 考察 函数 的 
一 阶 偏 导数 我 们 可 以 缩小 搜索 这 些 极 值 的 范围 .一 个 二 元 函数 仅 在 区 域 的 边界 点 或 两 个 偏 导 
数 为 零 的 内 点 或 一 个 或 两 个 偏 导 数 不 存 在 的 点 取 极 值 . 


图 11.44 函数 z z Céós xJ (cos yje V y 11.45 从 点 (10,15,20) 观看 的 “屋顶 曲 


1 
在 正方 形 区 域 | <| < 3z/2, | y| < 3x/2 有 面 "z= 本 (llzl-lyll-lxzl-1yl)， 
最 大 值 1 和 最 小 值 约 - 0.067. 定义 曲面 的 函数 在 正方 形 区 域 | <| < a, 
|y| < a 有 最 大 值 0 和 最 小 值 - a. 


下 一次, 偏 导数 在 内 点 (a b) 的 消失 并 不 总 是 出 现 极 值 的 信号 .作为 函数 图 形 的 曲面 可 以 
BREC, b) 正 上 方 的 壕 形 并 且 穿 过 切 平面 . 


局 部 极 值 的 导数 判别 法 
为 求 一 元 函数 的 局 部 极 值 ,我 们 寻找 函数 图 形 有 水 平 切线 的 点 .在 这 样 的 点 ,我 们 再 分 辩 
这 样 的 点 是 局 部 最 大 .局 部 最 小 或 是 鞍点 (不 久 将 更 多 谈论 鞍点 ). 


定义 ”局 部 最 大 和 局 部 最 小 

设 f(x,y) 定义 在 含有 点 (ea,5) HKR RE. 

1. Ace,0) 是 /的 局 部 最 大 值 ,如果 对 中 心 在 (e,5) 的 一 个 开 圆 盘 内 的 定义 域内 的 所 有 点 
(x,y) 有 f(a,b) > f(x,y). 

2. fa, b) 是 的 局 部 最 小 值 ,如 果 对 中 心 在 (a ,5b) 的 一 个 开 圆 盘 内 的 定义 域内 的 所 有 点 
(x,y) 有 f(a,6) < f(x ,y). 


En 局 部 最 大 值 对 应 曲面 ; = Kx,y) 的 山峰 ,而 局 部 极 小 值 对 应 
历史 传记 谷底 (图 11.46) .在 这 样 的 点 , 当 切 平面 存在 时 必 是 水 平 的 .局 部 极 
Siméon-Denis Poisson 值 ”也 称 为 相对 极 值 
(1781 — 1840) 跟 一 元 函数 一 样 ,识别 局 部 极 值 的 关键 是 一 阶 导 数 判别 法 . 


@ 这 里 极 值 是 最 大 值 和 最 小 值 的 统称 一 一 译 者 著 . 


1.7 AEREA ”961 ， 


. 局 部 最 大 值 
(附近 没有 /的 更 大 值 ) 


P 7 aan A ` 
P ⁄ A | p> 


w 一 曲面 z = f(x, y) 
局 部 最 小 值 
(附近 没有 上 的 更 小 值 ) 


11.46 局 部 最 大 值 是 山峰 ,而 局 部 最 小 值 是 谷底 . 


定理 10 局 部 极 值 一 阶 导 数 判 别 法 
车 f(x,y) 在 定义 且 域 的 一 个 内 点 (a,b) 有 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 ,并 且 一 阶 偏 导数 在 
该 点 存在 , 则 f(a,6b) =0 和 f(a,b) = 0. 


证 明 ”假定 了 在 其 定义 域 的 内 点 (a,5) 有 局 部 最 大 值 . 
1.x = a 是 平面 y = b 和 曲面 z = f(x,y) 的 交 成 的 曲线 z = f(x,b) 的 定义 域 的 内 点 


(图 11.47). 


图 11.47 /在 x = a,y = b 取 局 部 最 大 值 


a JÉ x 的 可 微 函数 (导数 是 fla, b)). 


a 有 局 部 最 大 . 


2. 函数 > = f(x,6) 在 x = 
a 的 导数 是 零 (3.1 节 定 理 2), 既 然 其 导数 为 f(a b), RN 


3. 函数 z = f(x,b) 在 x 
4. 因此 z = f(x,b) 在 x = 


结论 fla, b) =0. 
对 函数 z = f(a,y) 的 类 似 推 理 证 明 f(a,5) = 0. 
O 


这 就 对 局 部 最 大 值 证 明了 定理 .对 局 部 最 小 值 的 证 明 留 作 第 36 题 . 
如 果 我 们 把 值 f(a,5) = 0 和 f(a,b) = 0 代 人 曲面 z = f(x,Y) 在 (a,5) 的 切 平面 方程 


1i 
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filasb)(x -a)+(a,b)(y- b)- (z - f(a,b)) = 0, 
0-(x“—a)+0:(y-b)- z+ f(a,b) = 0 


Ç = f(a,b). 
这 样 ,定理 10 是 说 在 局 部 极 值 点 ,曲面 实际 上 有 水 平 切 平面 ,只 要 在 那里 切 平面 存在 . 
跟 在 一 元 函数 的 情形 一 样 ,定理 1 是 说 一 个 函数 f(x,y) 仅 有 的 取 极 值 位 置 是 


1. 在 使 f = f, = 0 的 内 点 
2. f, 和 ff 的 一 个 或 两 个 不 存在 的 内 点 


3. 函数 定义 域 的 边界 点 . 
定义 ”临界 点 
函数 f(x,y) 定义 域 的 一 个 内 点 ,在 该 点 和 /都 是 零 ,或 者 .和 ;中 的 一 个 或 两 个 不 存 
在 , 称 为 f 的 一 个 临界 点 . 


这 样 ,函数 f(x, y) 的 仅 有 的 取 极 值 的 点 是 临界 点 或 边界 点 . 跟 单 变量 可 微 函 数 可 能 有 拐 
点 一 样 ,一 个 二 元 可 微 函数 可 以 有 鞍点 . 


定义 RA 
一 个 可 微 函数 f(x,y) 在 一 个 临界 点 (a ,8) BRA, MRE Ca, b) 为 中 心 的 每 个 开 圆 盘 


内 既 存 在 点 (x,y) 满足 f(x,y) > fla, b), NFER, y) 满足 f(x,y) < f(a,b). 曲 面 
z = f(x,y) 上 对 引 应 的 点 (a,b,f(a,b)) 称 为 曲面 的 鞍点 (图 11.48). 


例 工 求 局 部 极 值 ) 求 f(x,y) = x + Y 的 极 值 . 


{由 Mathematica 生成 ) 


图 11.48 原点 是 鞍点 


“Aa 1 t— Yt r at 
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E fE X KE FI (A TI 6 8 AA), MREFA f. = 2x 和 f= 2y 处 处 存在 .因此 ， 
局 部 极 值 仅 可 能 出 现在 满足 以 下 条 件 的 点 : 
f =2x=0 和 /=2y=0. 
唯一 的 可 能 的 点 是 原点 ,在 这 个 点 ,f 的 值 是 零 .因为 f 从 不 是 负 的 ,我 们 看 到 原点 给 出 局 部 最 
小 值 ( 图 11.49). _ | 


由 Mathematica 生成 


图 11.49 函数 fx,y) = x? + y? 的 图 形 图 11.50 原点 是 函数 f(x,y) = y -x 
是 抛物 面 z = x? + y. 函数 仅 有 的 临界 点 一 个 鞍点 ,函数 没有 局 部 极 值 .( 例 2) 


是 原点 ,这 点 给 出 局 部 最 小 值 0.( 例 1) 


例 2( 识 别 鞍点 ) 求 /(x,y) = r -r HARRERAK). 
解 /的 定义 域 是 全 平面 (从 而 没有 边界 点 ) 并 且 偏 导数 上 = - 2x fi f, = 2y 处 处 存在 . 
因此 ,局 部 极 值 仅 可 能 出 现在 原点 (0,0) .但 是 , 沿 正 x 轴 ,f 有 值 /f(x,0) = - x? < 0; 而 沿 正 y 
轴 , 和 有 值 K0,y) = y? > 0. 因 此 ,xy 平面 的 中 心 在 (0,0) 的 每 个 开 圆 盘 含 有 函数 取 正 值 的 点 和 
取 负 值 的 点 .从 而 ,原点 是 函数 的 鞍点 (图 11.50) ,而 非 局 部 极 值 点 .我 们 得 结论 函数 没有 局 部 
极 值 . d 


ERBAA, b), fa = f, = 0 不 能 保证 /在 该 处 有 局 部 最 值 .不 过 ,如 果 / 和 它 的 一 阶 以 
及 二 阶 导数 在 (a ,65) 连续 ,我 们 可 以 从 以 下 的 将 要 在 11.10 节 证 明 的 定理 获悉 更 多 信息 . 


定理 11 局 部 极 值 的 二 阶 导数 判别 法 
假定 f 和 它 的 一 阶 以 及 二 阶 导数 在 以 (a ,6) 为 中 心 的 一 个 圆 盘 上 连续 ,并 且 f.(a,b) = 


Fab) = 0. 
i. 如 果 在 (a,b),f < 0 R. fody- f, > 0; 则 ff 在 (a,b) 取 局 部 最 大 . 
ii. 如 果 在 (a,5),f.。 > 0 H ff,, - fl, > 0,MJ fE, b) 取 局 部 最 小 . 
iii. 如 果 在 (a ,5b) ,ff - f, < 0, 则 了 在 (a,b) RRA. 
iv. 如 果 在 (a b), f.f,, -fo = 0, 判 别 法 无 结论 .在 这 个 情形 ,我 们 必须 发 现 其 它 确定 /在 
(a,b) 的 状况 的 途径 . 
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表达 式 Sy - f, 称 为 的 判别 式 ,或 Hess. 有 时 用 以 下 行列 式 的 形式 记忆 它 : 

> 225 

Jn i f I fo Í JY 

定理 11 是 说 如 果 判 别 式 在 点 (o,5) 是 正 的 , 则 曲面 在 任何 方向 以 同样 方式 弯曲 :如 果 /.. 

< 0, 则 朝 下 ,产生 局 部 极 大 ;而 如 果 人。 > 0, 则 朝 上 ,产生 局 部 极 小 . 另 一 方面 ,如 果 判 别 式 是 
负 的 , 则 曲面 在 一 些 方向 向 上 弯曲 ,而 在 另 一 些 方向 向 下 弯曲 ,从 而 我 们 有 一 个 蒜 点 . 


例 3( 求 局 部 极 值 ) 求 以 下 函数 的 局 部 极 值 : 
f(x,y) = xy- x — y2 -2x - 2y + 4. 
解 ”函数 对 所 有 * 和 y 有 定义 ,从 而 其 定义 域 没 有 边界 .因此 函数 仅 在 上 和 广 同 时 为 零 的 
点 取 极 值 .这 导致 
f = y-2xz#-2 = 0, f, = x-2y-2 = 0. 
或 
X = y =. 2, 
因此 点 (- 2, - 2) 是 f 仅 有 的 可 以 取 极 值 的 点 .为 确认 是 否 真 的 取 到 ,我 们 计算 
E ss Koa. 
在 (ce,5) = (- 2, - 2) 的 判别 式 是 
fafo -fy = (-2)(-2) - 12 = 4-1 = 3. 
组 合 
f. <0 和 Ah -fy > 0 
告诉 我 们 /在 (- 2, - 2) REK. fEiX - A SIB E f(- 2, - 2) = 8. _ | 


例 4( 求 局 部 极 值 ) OR /(x,y) = xy 的 局 部 极 值 . 
解 ” 因 为 f 处 处 可 微 (图 11.51), 可 以 假定 极 值 仅 在 满足 下 
以 下 条 件 的 点 达到 : 
f£ =y=0 M £ = <x=0. 
这 样 ,原点 是 仅 有 的 /可 以 取 极 值 的 点 .为 了 解 在 这 个 点 发 生 了 
什么 ,我 们 计算 出 Ñ 
fs 0 dya beJa Sol. VS 
判别 式 是 负 的 .因此 函数 在 (0,0) 有 鞍点 .我 们 得 出 f 没 有 局 部 
极 值 的 结论 . | 图 11.51 曲面 := xy 在原 
点 有 一 个 鞍点 .( 例 4) 


闭 有 界 区 域 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 

我 们 把 求 闭 有 界 区 域 上 的 连续 函数 的 绝对 极 值 的 过 程 分 为 三 个 步骤 . | 

331: 列 出 中 的 内 点 , 求 点 /可 能 有 局 部 最 大 值 和 最 小 值 的 点 ,并且 求 /在 这 些 点 的 
值 .这 些 就 是 满足 请 = f, = 0 的 点 或 者 上 和 上 广 的 一 个 或 两 个 不 存在 的 点 . 

步 隔 2:” 列 出 RR 的 边界 点 ,在 这 些 点 /可 能 有 局 部 最 大 值 和 最 小 值 ,并 且 求 /在 这 些 点 的 
值 .不 久 我 们 指出 这 如 何 做 . 

步骤 3: ”查看 列表 中 的 /的 最 大 值 和 最 小 值 .这 些 就 是 /在 R 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 . 
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因为 /的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 也 是 它 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 ,这 些 值 已 经 出 现在 步骤 1 和 步骤 
2 的 列表 的 某 个 地 方 .我 们 只 需 警 一 眼 列 表 ,就 可 以 看 出 它们 是 多 少 . 


例 5( 求 绝对 极 值 ) R 
f(xz,y) = 2 + 2x + 2y - x2 — y? 
在 由 直线 x = 0,y = 0 和 y = 9-* 所 围 的 在 第 一 象限 的 三 角形 板 上 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 ”因为 了 是 可 微 的 ,了 可 以 取 这 些 值 的 仅 有 的 地 方 是 三 角形 中 的 满足 上 = f, = 0 的 内 
点 和 它 的 边界 点 ( 见 图 11.52). 
内 点 “对 于 这 些 点 ,我 们 有 
f=2-2x=0, f =2-2y = 0, Kuwa 
解 方 程 得 唯一 点 (x,y) = (1,1).f 在 这 个 点 的 值 是 ` 
(1,1) = 4. 二 和 
边界 点 ”我 们 依次 考虑 每 个 边 : 
1. 在 边 OA 上 ,y = 0. 函数 | 
f(x,y) = f(x,0) = 2 + 2x — x | 0:D 
现在 可 以 看 成 x 的 定义 在 区 间 0 < x 和 9 上 的 画 数 . 它 + 
的 极 值 ( 从 第 3 章 知 道 ) 出 现在 端点 
x=0 在 这 里 /0,0) = 2 
x=9 在 这 里 f(9,0) =2+18-8 =-61 
和 内 点 ,在 该 点 /'(x,0) = 2 -2x = 0.388 E f'(x,0) = 0 的 唯一 -内 点 是 x = 1, 在 这 个 点 
f(x,0) = f(1,0) = 3. 


. 
- - œ 一 一 一 , 
0 y=0 A (9, 0) 


图 11.52 这 个 三 角形 板 是 例 5 的 函数 的 
定义 域 . 


2. 在 边 OB 上 ,x = 0, 且 
f(x,7) = f(0,y) = 2 +2y —- z. 
从 /关于 x 和 y 的 对 称 性 和 我 们 刚刚 做 的 分 析 得 到 在 这 个 线段 上 的 候选 点 的 值 是 
/(0,0) = 2， f(0,9) =-61, /(0,1) = 3. 
3. 我 们 已 经 计算 了 ff AB 的 端点 的 值 ,于 是 我 们 只 需 考察 AB 的 内 点 .这 时 ,y = 9 - x, 
我 们 有 
f(x,y) = 2+2x +2(9 — x)- 2 — (9x) = 6] + I8x — 2x. 
令 (f(x,9 - x)) = 18 -4x =0 即 得 i 


1 8 9 
x = 4 = 2 
在 x 的 这 个 值 ， 
r -9- 呈 -和 和 fans /(52)--4 
总 结 ”我 们 列举 所 有 候选 者 :4,2, - 61,3, - (4172) .最 大 值 是 4 ,f 在 (1,1) 取 到 .最 小 值 
是 - 61,f 在 (0,9) 和 (9,0) WA). | 


解 对 于 变量 加 代数 约束 的 极 值 问 题 通 常 需要 下 一 节 的 Lagrange RTH. 但 有 时 我 们 可 以 
像 下 例 那 样 直 接 解 这 类 问题 . 


例 6( 求 带 约束 的 体积 问题 ) ”一 个 递送 公司 仅 接收 长 方 体 形 的 箱子 ,并 要 求 其 长 和 腰围 
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之 和 不 趋 过 108 英寸 . 求 可 以 接收 的 箱子 的 最 大 体积 . 

解 用 *,y 和 z 分 别 表 示 长 方 体 的 长 , 宽 和 高 . 则 腰 半 是 27 + 2z( 图 11.53). 我 们 使 满足 
条 件 x + 27 +2: = 108 的 箱子 的 体积 站 = vy: 最 大 (公司 可 以 接收 的 最 大 的 箱子 ) .这样 ,我 们 
可 以 把 箱子 的 体积 写成 两 个 变星 的 浮 数 . 

腰 轩 = 环绕 腰部 


V(y,z) =(108 -27 -2z)yz V = x Hx = 108- 2y —- 2: — H KJE 
=108yz — 22 z — 2 yz 7 i a 
I 7 < N F — 


令 一 阶 偏 导数 等 于 堆 ， — 
V (y,z) =108z ~ 4yz - 2z? = (108 ~ 4y - 2:): = i oS 5 
V.(y,z) =108y -= 2° - 4yz = (108 - 2y -4z)7 = 0, > ` | 


得 到 临界 点 (0,0), (0,54), (54,0) 和 (18,18). 在 (0,0), (0,54). 
(54,0) 的 体积 是 零 ,这 不 是 最 大 值 .在 点 (18,18), 我 们 应 用 二 阶 ， 图 11.53 ” 例 6 中 的 箱子 
导数 判别 法 (定理 11); 


Vy =- 4z, V. =-4y. V. = 108 - 4y -4z. 


yy 
因此 ， 
VV - V,” = 16yz - 1627- y - :)'. 
于 是 ， 
V..(18,18) =- 4(18) < 0 
和 


[VV = V. lasin = 16(18)(18) - 16(-9) > 0 
这 就 蕴涵 (18,18) 给 出 最 大 值 . 包 庄 的 尺寸 是 x = 108 -2(18) -2(18) = 36 英寸 ,y = 18 英寸， 
z = 18 英寸 .最 大 体积 是 了 = (36)(18)(18) = 11 664 英 计 ,或 6.75 ERG, 


一 阶 导 数 判别 法 的 局 限 和 总 结 
不 管 定理 10 威力 多 大 ,我 们 还 得 诚 旦 地 提醒 你 它 的 局 限 性 . 它 对 定义 域 的 边界 点 不 能 应 
用 ,而 在 边界 点 可 能 取 极 值 并 且 有 非 零 导数 .另外 , 它 也 不 能 用 在 /或 /不 存在 的 地 方 . 


最 大 - 最 小 判别 法 总 结 
f(x,y) 的 极 值 仅 可 能 出 现在 
i. f 的 定义 域 的 边界 点 
ii. |& 388 (98 E f. = f. = 0 的 内 点 或 者 f. sk f. 不 存在 的 点 ). 
如 果 了 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 在 以 点 (a,5b) 为 中 心 的 一 个 圆 盘 上 连续 ,并 且 /(a,b) = 
fca, b) = 0, 你 可 以 用 二 阶 导 数 判 别 法 对 f(a b) 进行 分 类 : 
i Ela, bfa < 0JEB fafs -及 > 0 二 局 部 最 大 值 
H. Æla, b) fa > 0 并 且 ZA. f. -六 > 0 二 局 部 最 小 值 
iii. fE(a,b)/fa f, -f <0 RA 
iv. Æla, bDfafo -fà = 0 二 判别 法 无 结论 . 
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习题 11.7 


求 局 部 最 值 
在 第 1 - 20 题 中 , 求 函 数 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 . 
1.f(x,y) = x? + xy + y? + 3x — 3y + 4 2.f/(x,y) = 2xy — 5x? - 22 + 4x + 4y -4 
3.f(x,y) = x? + xy + 3x + 2y + 5 4.f(z,y) = Sxy -7x +3x - 6y + 2 
S.f(x,y) = 3x?°+ 6xy + 7y?2 -2x + 4y 6.f(x,y) = 2x? + 3zy + 452 ~- 5x + 2y 
7T.f(x,y) = 2 -y — 2x +4y + 6 8.f(x,y) = x? — 2xy + 2y? -2x +2y + 1 
9.f/(x,y) = 3+2x +2y -2x 2xy — y? 10./(z,y) = x? — y? — 2xy + 6 
ll.f(x,y) = x? + 3xy + y 12.f(xz,y) = 6x? -2x3 + 3y2 + 6xy 
13.f(x,y) = 9x3 + y2⁄3 - 4xy 14./(x,y) = x? + y) +3x -3y -8 
15./(x,y) = 4xy - x* - y 16./(x,y) = x“ + y* + 4zy 

证 
17.f(x,y) = i 18.f(x,y) = — + xy + — 
19./(x,y) = ysin x 20./(x,y) = e?*cos y 
求 绝 对 极 值 


在 第 21 - 26 题 中 , 求 函数 在 给 定 区 域 的 绝对 最 大 值 和 最 小 值 . 

21. f(x,y) = 252 -4x + y?~4y+1, 在 由 直线 x = 0,y = 2,y = 2x 围 成 的 第 一 象限 的 闭 三 角形 板 上 
22. f(x,y) = x+ ,在 由 直线 x = 0,y = 0,y + 2x = 2 围 成 的 第 一 象限 的 闭 三 角形 板 上 
23.T(x,y) = x? + zy + -6x+2, 在 长 方形 板 0<x<5,-3<y<0 上 

24.f(x,y) = 48xy - 32x3 - 24y?, 在 长 方形 板 0 <r*<l,0<y<l 

25.f/(x,y) = (4x - xz2)cos y, 在 长 方形 板 1 < x < 3, - x/4 < y < x/4 E 


n 
Z= (4x — x“) cos y 


X< S, 
VAUN 


第 25 题 的 函数 和 定义 域 


26. f(x,y) = 4x - 8xy + 2y + 1, 在 由 直线 x = 0,y = 0,x + y = 1 围 成 的 第 一 象限 的 闭 三 角形 板 上 
27. 求 积分 的 最 大 值 ” 求 两 个 满足 a < b 的 数 a mo, tE 


b 
| -和 -和 好)dx 
有 最 大 值 . 
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28. 


29. 


求 积分 的 最 大 值 ” 求 两 个 满足 a < 4 的 数 a Mo, E 


六 了 
(24 -~ 2x — x°)! dx 


有 最 大 值 ， 
温度 极 值 ”图 11.54 的 圆 板 有 区 域 x* + +* < 1 的 形状 .该 贺 板 ,包括 边界 x* + y = 1 被 加 热 ,以 致 在 点 
(x,y) 的 温度 是 


T(x,y) = x` + Dy — x. 


求 板 的 最 热 和 最 冷 的 点 . 


> '— 


Ñ 


0 
图 11.54 党 温度 曲 线 称 为 等 温 线 .图 形 图 11.55 函数 /xy) = xy + 2x - 
TERK Tx, y) = x? + 22 -x 在 Inz? y (E E 了 几 条 等 高 线 ) 在 第 一 象限 
xy 平面 的 圆 盘 *: + y* < 1 上 的 等 温 线 .第 x > 0,y > 0 的 某 个 点 取 最 小 值 . (第 30 
29 题 问 你 极 值 温度 的 位 置 .( 第 29 题 ) 题 ) 


30. 识别 临界 点 k 


f(xy) = xy + 2x ~ Inz2 y 


在 第 一 象限 (x > 0,y > 0) 的 临界 点 并 且 证 明 /在 其 中 的 -- 个 取 最 小 值 (图 11.55). 


理论 和 例子 
31. 为 学 而 写 AE 


(a)f. = 2x -4y Hf, = 2y- 4x 
(b)Á = 2<x - 2 #l £, = 27 -4 
(c)f, = 9x` - 9 # f, = 2y + 4. 


求 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 .叙述 每 种 情形 的 理由 . 
32. 为 学 而 写 ”从 二 阶 导数 得 出 结论 判别 式 AAA - f, 对 下 列 函 数 在 原点 是 零 ,从 而 二 阶 导 数 判别 法 在 这 里 


33. 
. 为 学 而 写 ”对 于 常数 上 的 什么 值 二 阶 导数 判别 法 保证 Kx ,y) = v2 + kay + y 600.0) 有 鞍点 ?对 于 常数 


失效 .通过 想象 曲面 z = A(x,y) 像 什 么 样子 确定 函数 是 否 有 --- 个 最 大 值 ,最 小 值 或 二 者 都 没有 .叙述 每 种 

情形 的 理由 . 

(a)/(x,y) = x°y° (b)/(x,y) = 1-— x, (c)/(x,v) = xy? 

(d)/(x,y) = x1y2 (e)f/(x,y) = y (f) f(x. y) = xty* 

证 明 不 论 丰 取 何 值 ,(0,0) 都 是 x,y) = x? + kay + y? ERR. (提示: 考虑 两 种 情形 : = 0k < O.) 
L 


k 的 什么 值 二 阶 导 数 判别 法 无 结论 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 


习题 11.7 ”969 + 


(a) 为 学 而 写 Pr f.(a,b) = f(a,b) =0,/ 在 (ae,2) 必 然 有 局 部 最 大 值 和 局 部 最 小 值 吗 ? 对 你 的 回答 给 


35. 
出 理由 . 
(b) 为 学 而 写 如果/ 及 其 一 阶 和 二 阶 导 数 在 一 个 中 心 为 (a,5) 的 圆 盘 上 是 连续 的 并 且 f,(a,5) 和 
fa,b) 的 符号 相 异 ,关于 f(a,5) 你 能 得 出 什么 结论 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
36. 对 于 局 部 最 小 值 证 明定 理 10 ”利用 课文 中 给 出 的 定理 10 的 对 于 /有 局 部 最 大 值 情况 的 证 明 ,证 明 对 于 / 
Ela, b) 取 局 部 最 小 值 的 情形 . 
37. 到 平面 的 最 大 距离 。 在 位 于 平面 x +2y+3: = 0 上 方 的 : = 10- x?-y 的 图 形 上 求 距离 平面 最 远 的 点 . 
38. 到 平面 的 最 小 距离 。 求 : = x° + y? + 10 的 图 形 上 最 接近 平面 x + 2y - z 的 点 . 
39. AFMS 函数 f(x,y) = x +y 在 第 一 象限 (x > 0 和 > 0) 没有 绝对 最 大 值 .这 是 否 跟 课 文中 有 关 求 
绝对 最 小 值 的 结论 互相 矛盾 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
40. 在 正方 形 0 < x <1,0<y<1 上 考虑 函数 f(x,y) = x? + y +t2ry-x-y+l. 
(a) 沿 一 个 线段 的 最 小 值 ”证 明 f 沿 在 此 正方 形 内 的 线段 2x +2; = 1 上 有 绝对 最 小 值 .绝对 最 小 值 是 多 少 ? 
(b) 绝对 最 大 值 ” 求 / 在 此 正方 形 上 的 绝对 最 大 值 . 
在 参数 曲线 上 的 极 值 


为 求 函数 Kx,y) 在 曲线 * = x(1),y = ya) 上 的 极 值 ,我 们 把 /看 作 一 元 函数 ,并 且 利 用 链 式 法 则 求 df/di 在 
哪里 是 零 . 跟 任 何 一 元 函数 的 情形 一 样 ,在 下 列 值 中 求 /的 极 值 . 


(a) 临界 点 (drdr 是 零 的 点 和 ddt 不 存在 的 点 ) 


(b) 参数 区 域 的 端点 . 
在 第 41 - 44 题 中 , 求 函 数 在 曲线 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 
41. 函数 ;:(a)f(x,y) = x+ y (b)g(x,y)xy (c)h(x,y) = 2<2?2 + y? 
曲线 : 
(1) 半圆 周 + y? = 4,y > 0 (2) 四 分 之 一 圆周 x* +y = 4,x > 0,y > 0 
用 参数 方程 + = 2cos t,y = 2sin t. 
42. RZ: (a)f x,y) = 2x +37 (b)g(x,y)xv (c)h(x,y) = x? + 3⁄2 
曲线 : 
(1) PRR) + (y*/4) = ly > O (2) 四 分 之 一 椭圆 (x?/9) + (2⁄4) = 1,x > 0,y > 0 
用 参数 方程 + = 3cos t,y = 2sin t. 
43. RRS, y) = xy 
曲线 : 
(1) 直线 x = 21,y=1+1 
(2) HRE r = 22,y = i+ 1, - 1 < t< 0 y 
GERB x= 2ty = t+l,.0 < r <1 | Pan yn) 
44. KR: aSa) = a (b)gleg) = 1/2? + y2) PC yi) y=mx+b 
曲线 : f 
(1) 直线 x = 1,y = 2-2 P;(x>, y2) 
(2) 直线 段 x = 1,y=2-21,0<1gl 
45. 最 小 二 乘 方 和 回归 线 当 我 们 试图 拟 合 直 线 和 数据 点 0 >x 


DROM (x1, yi) xzy)， (xym) 时 (图 11.56) AA ARA 


WEBsite 


线 使 得 从 点 到 直线 在 竖 直 方向 的 距离 的 平方 之 和 最 小 . 图 11.56 为 用 一 直线 拟 和 非 线性 数据 


理论 上 ,这 意味 求 m 和 4 使 函数 点 ,我 们 选择 一 条 直线 ,使 得 在 坚 直方 向 
w= (mx, +b- y) +" + (mx, + b — ya )2. 距离 的 平方 和 最 小 . 
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取 最 小 值 . 
利用 THO 阶 导数 判别 法 证 明 这 些 值 是 
(ww)(、,m)- n S XO LNO N` a) 
m = 7 (Na ú V ， NY . TT b = Fa. — Y, m — Yk 
— 7 d A; 


46. 火星 上 的 环形 山 环形 由 形成 的 :个 理 沦 提出 大 的 环形 山 的 数目 随 其 直径 的 平方 减少 (Mareus, Science, 
June,1968.p.1334). Marine IV $ EAI RIIE WoR AE R 11.1 中 的 数目 . 利用 第 45 题 的 结果 拟 合 形 如 
F = m(1⁄D2) + 的 直线 和 数据 . 画 数 据 和 直线 的 图 形 

表 11.1 直径 的 数目 


以 PRANI YAY ETIE). D 17 p° 对 F A: 边 分 类 区 问 的 值 频率 ) 


_ 45 0.001 


45 - 64 0.0005 
64 - 90 0.00024 
90 - 128 0.000123 


apas. 
(uma 
在 第 47 - 52 W h FRR AX, R A 6 A a Bu i fA. SERI -e CAS AIT F a ge. 
(a) EIE RK I E i K g RIE. (b) 在 该 长 方形 内 画 几 条 等 高 线 . 
(c) 计算 两 数 的 一 阶 导数 .并且 Wu -个 方程 求解 器 求 临 界 点 .临界 点 和 部 分 (b) sj B S£ Bs #k BJ X: # E Fe 7 
哪些 临界 点 给 出 鞍点 ?对 你 的 回答 给 出 理由 . 
(d) 计算 ET E ROF EOR FI gi) ` fafa = En 
(e) 使 用 max-min 判别 法 ,对 于 在 部 分 4e) 求 得 的 临界 点 进行 分 类 ,你 是 否 发 现 跟 部 分 (e) 讨论 的 结果 相 一 致 > 


fxr) < Ba -ss<r 这 5 - 5 < y <5 

48./(x,y) = nc 37 + -2<a 2， -2 三 y < 2 

49./(x,y) = l+ 2 O 8 6y 16. —3< Yv<3,-6< v<6 

50./(x,y) = rt to 221 7 O 3, — 3⁄2 <a < 3⁄2. -— 3⁄2 < x <- 3⁄2 

Sl.f(z,y) = Sx + IBxf = 302! + 3022 2 12023. —- d< x < 3, - 286 y < 2 
x nr + 2), Cxar) æ (0.0), 

52./(x,y) = 2 8 2. —- 2 =< y < 2 
0. (x.y) = (0.0). 


11.8 Lagrange RP 


约束 最 大 值 和 最 小 值 = Lagrange 乘 子 法 + 带 两 个 约束 条 咎 的 Lagrange RFA 
让 如 我 们 在 11.7 节 看 到 的 ,有 时 候 需 要 求 汕 数 的 极 值 .其 定义 域 约束 在 平面 的 某 个 特殊 
子 集 ,比如 “个 罗盘 或 一 个 用 寺 角 形 区 域 .正如 我 们 在 11.7 Win 6 看 到 的 ,函数 还 可 以 受到 其 
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它 种 类 的 约束 (图 11.57). 


CD-ROM 在 本 节 ,我们 探索 一 个 求 函 数 的 约束 极 值 的 强 有 力 的 办 法 : 


Lagrange 乘 子 法 .Lagrange 在 1755 年 发 展 了 解 max-min 几何 问题 的 
方法 .今天 这 个 方法 在 经 济 学 中 , 在 工程 中 (比如 设计 多 极 火 箭 ) 
以 及 在 数学 中 是 重要 的 . 


Joseph Louis Lagrange 
(1736 1813) 


自由 最 大 值 
约束 最 大 值 和 最 小 值 
例 1( 求 带 约束 条 件 的 最 小 值 ) 求 平面 2x + y - 


z -5 = 0 上 最 接近 原点 的 点 P(x,y,z). 
E ”问题 是 求 函 数 


|oP|=V(x -07 + (y - 0)°' + (z -07 
se mm 
在 约束 条 件 


约束 最 大 值 


对 x 和 3 的 约束 


x+3y—10=0 


2x+y-z-5=0 
下 的 极 值 . AX |O ARME, RERA 
/(x,y,z) = x2 + 2 + 2 
有 最 小 值 ,我 们 可 以 通过 求 f(x ,y,z) 在 约束 2x + y — z 
-5 = 0 下 的 最 小 值 (这 避免 求 平方 根 ) wik ag EILS BRA =a 
我 们 把 这 个 方程 中 的 + 和 y 看 作 自 变量 ,而 把 :写成 FEN = =+37 -10= 0 
z= 2x+ y- 5, 
我 们 的 问题 归结 为 求 点 (*,y) 使 函数 
h(x,y) = f(zx,y,2x + y — 5) = x2 + y? + (2x + y —- 5)? 
有 最 小 值 .因为 h 的 定义 域 是 全 平面 ,11.7 节 的 一 阶 导数 判别 法 告诉 我 们 ,h 的 任何 最 小 值 出 
现在 这 样 的 点 ,在 该 点 
h, = 2x + 2(2x + y - 5)(2) = 0, h, = 2y + 2(2x + y -5)=0. 
经 整理 得 10x + 4y = 20,4x + 4y = 10, 其 解 为 


x = 3, y = š. 
我 们 可 以 利用 几何 推理 和 二 阶 导数 判别 法 指出 这 些 值 使 A 最小. 平面: = 2x + y -5 上 对 应 点 
的 z 坐标 是 
5) 5 5 
:=2(3)+ 训 -5=- 言 
因此 我 们 寻找 的 点 是 


最 接近 的 点 ， P( 子 ,他 , -~ 2). 
P 到 原点 的 距离 是 5/ Y6 = 2.04. _ | 
我 们 试图 用 替换 法 求 带 约 束 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 ,正如 我 们 在 例 1 中 使 用 的 ,并 不 是 那 
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么 有 效 .这 是 我 们 要 在 本 节 学 习 一 个 新 方法 的 原因 之 一 . 


例 2( 求 带 约束 的 最 小 ) RUAA t — 2 — 1 = 0 上 到 原点 最 近 的 点 . 
解 1 柱 面 的 图 画 在 图 11.58 中 .我 们 寻找 柱 面 上 最 接近 原点 的 点 .这 是 其 坐标 使 函数 


f(z,y,z) = %2 + y? + 2 距离 的 平方 
EAR e - 2 -1 = 0 之 下 的 最 小 值 的 点 .如 果 我 们 把 x 和 y 看 作 约 束 方程 中 的 自 变量 , 则 
z = x? 一 1 


柱 面 上 的 值 f(x,y,z) = x? + y +z 由 以 下 函数 给 定 : 
h(x,y) = 2 + y? + (2 — 1) = 2x2 + y? -1. 
为 求 柱 面 上 使 /最 小 的 点 ,我们 在 xy 平面 上 求 其 坐标 使 h 最 小 .h 的 极 值 仅 出 现在 这 样 的 点 ， 
在 该 点 
hadrat E h. Sy 

即 出 现在 点 (0,0). 但 我 们 现在 遇 到 了 麻烦 : 柱 面 上 没有 x 和 y 同时 为 零 的 点 . 错 在 哪里 ? 

问题 发 生 在 应 用 一 阶 导数 判别 法 在 h 的 定义 域内 求 得 取 最 小 值 的 点 . 另 一 方面 ,我 们 应 当 
求 柱 面 上 的 f 取 极 小 值 的 点 .虽然 有 的 定义 域 是 整个 xy 平 面 ,但 柱 面 上 的 点 (x,y,z) 的 前 两 个 
坐标 的 区 域 却 被 限制 在 xy 平面 形成 的 “阴影 "里 ; 它 不 包括 直线 x = - 1 和 wx = 1 之 间 的 带 形 
(图 11.59). 


双 曲 柱 面 xz- zz=1 


在 这 一 部 分 ， 在 这 一 部 分 ， 


v=/:"+1 , x=-/2+1. 


E 11.59 xy 平面 上 的 区 域 ,从 中 选择 双 曲 柱 面 
t- z* = 1 的 点 的 前 两 个 坐标 ,这 个 区 域 不 包含 
xy 平面 上 的 带 形 -1< x<1. 
把 y 和 z 看 作 自 变量 (而 不 再 是 x Ay) 就 可 以 避免 这 个 问题 ,用 y fü z 把 x 表示 为 
x = 2 +1. 

用 这 个 代 换 ,f(x,y,z) = z2 + y? + ER 

k(y,z) = (2+1) +>” +z = Í + y? + 22 
然后 寻找 使 上 取 最 小 值 的 点 .的 定义 域 现在 就 是 与 柱 面 上 的 点 (x,y,z) 的 y 和 z 坐标 的 区 域 
H. k 的 最 小 值 出 现在 这 样 的 点 , 它 满足 


E 11.58 例 2 中 的 双 曲 柱 面 x*-z*-1=0. 


2 


mer 2 Nt 
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k, = 2y = 0 和 k, = 4: = 0, 
或 y = xz=0. 这 导致 
x2=2+1=1，x = 土 1. 
柱 面 上 对 应 的 点 是 (+ 1,0,0). 我 们 从 不 等 式 
k(y,z) = 1+ 7 +22 > 1 


看 出 点 (+ 1,0,0) # H k 的 最 小 值 .我 们 还 看 出 从 原点 到 柱 面 上 的 点 的 最 小 距离 是 1 个 单位 ._ | 


解 2 求 柱 面 上 到 原点 最 近 的 点 的 另 一 个 途径 是 设想 一 个 中 心 在 原点 的 小 球 像 肥皂 泡 一 
样 膨胀 到 刚刚 接触 柱 面 (图 11.60) .在 此 接触 的 每 个 点 , 柱 面 和 球面 有 同样 的 切 平面 和 法 线 . 因 
此 ,如 果 把 球面 和 柱 面 表示 为 

f(z,y,z) = x2 + y2 + 22 — a2 
和 
g(x,y,z) =x — 2 - 1 
BET 0 BJ SF S 18i , MEVS AV z 将 在 两 曲面 相 
接触 的 点 平行 .于 是 ,在 任 一 接触 点 可 以 求 出 一 个 
数 à (“lambda”) ,使 得 
Vf = 1Vg， 

或 

2xi + 2yj + 2zk = (2xi- 2zk). 
这 样 , 切 点 的 坐标 必须 满足 下 列 三 个 数量 方程 : 

2x = 2ìàx, 2y =0, 2z=-2à)z. (1) 

对 4 的 什么 值 ,坐标 满足 方程 组 (1) 的 点 将 在 
有 曲面 x*-z2-1-= 0 上 ?为 回答 这 个 问题 ,我 们 利 图 11.60 形 如 中 心 在 原点 的 肥皂 泡 的 球面 
用 曲面 上 没有 其 * 坐标 为 零 的 点 这 个 事实 ,由 此 ， ”及 胀 ,直到 它 刚好 碰 到 双 曲 柱 面 . 

(1) 的 第 一 个 方程 中 的 > # 0. 于 是 ,2x = 2Ax 仅 当 
2=2 或 4=1 | 
时 成 立 . 对 于 1 = 1, 方 程 2z = - 21z 变 为 2z = - 2z. 这 个 方程 要 满足 ,z 必须 是 零 .因为 还 有 y 
= 0( 从 方程 2y = 0 得 到 ) ,我 们 寻找 的 点 的 坐标 必须 有 形式 (x,0,0). 曲 面 x? - 2 = 1 上 的 哪 
个 点 的 坐标 有 这 种 形式 ?答案 是 这 样 的 点 (x ,0,0) ,满足 
x? - (0)? = 1, 2 = 1, B x =+1. 
因此 柱 面 上 最 接近 原点 的 点 是 (+ 1,0,0). j] 


CD-ROM 
g 
Lagrange 乘 子 法 


在 例 2 的 解 2 中 ,我 们 用 Lagrange 乘 子 法 解 该 问题 . 在 一 般 情 况 下 ,这 个 方法 是 说 : 若 函 数 
f(x,y,z) 的 变量 受 约束 g(x,y,z) = 0 的 限制 ,函数 f(x,y,z) 的 极 值 在 曲面 g = 0 上 的 这 样 
的 点 取得 ,在 该 点 ,对 于 某 个 数 4( 称 为 Lagrange F) 

Vf = AVg 
为 了 进一步 探索 这 个 方法 ,并且 了 解 它 为 什么 有 效 ,我 们 首先 做 以 下 观察 ,并 且 叙 述 为 定理 
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定理 12 ” 正 交 梯度 定理 
假定 f(x ,y,z) 在 一 个 其 内 部 含有 以 下 曲线 的 区 域内 可 微 : 
C: ri = g(t)i+ h(t)j+ k(t)k. 
# Po 是 C 上 的 点 ,在 该 点 f 取 相对 于 C 上 其 它 值 的 局 部 最 大 值 或 最 小 值 , 则 Vf 在 P, 正 交 于 C. 


证 明 ”我 们 证 明 Vf 在 Po 正 交 于 曲线 的 速度 向 量 .f 在 C1 的 值 由 复合 葡 数 f(g (1) ,h(i)， 
kO) 给 定 , 它 对 于 1 的 尽数 是 


df _ 2f dg of dh of dk _ ç+, 
ds 2x dt + Iy dt + jo: dt 二 vf v. 


在 上 有 相对 于 曲线 上 其 它 值 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 的 任何 点 Po,df/d: = 0, 于 是 
Vf . V = 0 


取消 定理 12 中 含 z 的 项 ,我 们 得 到 对 于 二 元 函数 的 类 似 结果 . 


定理 12 的 推论 
在 光滑 曲线 r(t) = g(t)i+ h(t)j 的 点 上 可 微 函 数 f(x,y) 取 相对 于 曲线 上 的 值 的 局 部 最 
大 值 或 最 小 值 , 则 Vf/ . v = 0. 


定理 12 是 Lagrange 乘 子 法 的 关键 .假定 /(x,y,:) 和 g(x,,z) 是 可 微 的 ,而 Po 是 曲面 

g(x,y,z) = 0 上 的 某 一 个 点 ,在 该 点 上 /有 相对 于 它 在 曲面 上 的 值 的 局 部 最 大 值 或 最 小 值 . 则 7/ 
在 Po 取 相 对 于 它 在 每 条 过 Po 的 曲面 g(x,y,z) = 0 上 可 微 曲 线 的 值 的 局 部 最 大 值 或 最 小 值 . 
因此 YA/ 正 交 于 每 条 这 样 的 曲线 的 速度 向 量 . 且 Yg 也 是 这 样 ( 因 为 Yg 正 交 于 等 位 面 g = 0, 见 
11.5 节 ). 因 此 在 Po,V/ 是 Vg 的 某 个 数值 4 的 倍数 ， 
Lagrange 乘 子 法 
假定 /xz,y,z) 和 g(x,y,z) 是 可 微 的 .为 求 / 在 约束 g(xz,r,z) = 0 下 的 局 部 最 大 值 和 
最 小 最 小 值 ,就 求 x,y,z MIA 的 值 ,使 它们 同时 满足 

Vf/f=ÀA Vg 和 g(x,y.z) = 0. 
对 于 两 个 变量 的 函数 ,适当 的 方程 是 

Vf=ANg 和 g(<x.vy) = O. 


例 3( 用 Lagrange EF) RAX y 


flx,y) = XY 1 x oy _ 
7 z Z —+=—=1 
在 椭圆 (图 11.61) 3 2 
x r | > 
8 + 2 1. za 


上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 REER /(x,)) 在 以 下 约束 下 的 极 值 


图 11.61 例 3 指 出 如 何 求 乘积 xy 在 
这 个 椭圆 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


11.8 Lagrange # + ” 975 > 


2 2 
g(x,y) =$ +> -1=0. 


为 此 ,我 们 首先 求 满足 以 下 方程 的 x,y IA 的 值 : 
Vf- aVg 和 g(x,y) = O. 


梯度 方程 给 出 
: ; À . : 
yi+ xj = — xi + àyj, 
4 
由 此 求 得 
À .. 1 22 
y= 4300 zmay, 和 y = (A) = Ty 


于 是 y = 0 或 * + 2. 我 们 现在 考虑 两 种 情形 . 
情形 1: 若 y = 0, 则 x = y = 0. 但 是 (0,0) 不 是 椭圆 上 的 点 .因此 y > 0. 
情形 2: 若 y 关 0, 则 ) = + 2 #l x =+2y. 代 和 人 这些 值 到 方程 g(xw,y) = 0 得 
2 


(E27 1 472 + 452 = 8, 故 


8 2 y =+ 1. 


因此 和 xz,y) = xy 在 椭圆 上 的 四 个 点 (+ 2,1),(+ 2, - 1) 取 极 值 . 极 值 是 xy =2 和 xy = - 2. 


解 的 几何 解释 


/f(x,y) = xy 的 等 高 线 是 双 曲 线 xy = c( 图 11.62). 双 曲线 离开 原点 越 远 ,f 的 绝对 值 越 
大 .我 们 想 求 在 椭圆 x + 4y* = 8 上 的 使 f(x,y) 取 极 值 的 点 . 哪 条 双 曲 线 与 椭圆 相交 又 离 原 点 
最 远 ?刚好 擦 着 该 椭圆 的 双 曲 线 , 即 跟 椭 圆 相 切 的 双 曲 线 应 该 离开 原点 最 远 .在 这 些 切 点 , 双 上 曲 
线 的 法 线 也 是 椭圆 的 法 线 , 于 是 ,vf = yi+ xj 是 Yg = (x/4)i + yj 的 ( =+ 上 2) 倍数 .比如 ,在 


点 (2.1)， 


Vf=i+2j, Ve= isj Ék Vf=2Vg. 


在 点 (- 2,1)， 


Vf = i 2j, Vg = -3i+j, 放 Vf=-2Vg. 


图 11.62 当 受 约束 g(x,y) = x278 + 
/2 -1 = 0 的 限制 时 ,函数 f(x,y) = xy 
在 四 个 点 (+ 2, + 1) 取 极 值 .在 这 些 点 ， 
VAER) 是 Vg( 双 线 ) 的 数值 倍数 . 


. 976 - 第 11 章 5 G 3 W X 3 s & 


例 4( 求 函数 在 圆周 上 的 极 值 ) 求 函 数 /(x,y) = 3x + 47 在 癌 周 x* + y = 1 上 的 极 值 . 
解 ”我 们 把 这 个 问题 模式 化 为 对 
f(x) = 3xr 44y, g(x.y) = x+y 1 
的 Lagrange FTW, HAR <, y #IA 满足 方程 
Vf=AVeg: 3+4 = 2xzt+2j 
g(x,y) = 0: x + y ~ 1 = 0， 
R EE Jy Pe 28 8 A >< 0 并 及 给 出 
3 2 


这 些 方程 告诉 我 们 的 事实 之 一 是 x 和 符号 相同 .对 于 x 和 y 的 这 些 值 ,方程 g(x,y) = 0 给 出 


Xx = 


于 是 
9 4 > 5 
nitai=l, 9+16= 42, 422 = 25, W A = 土方 
由 此 得 
3_.3 22,4 
y 5 77X75 


W f(x,y) = 3x + 4y feE(x.y) =+ (3⁄5,4/5) 有 极 值 . 

计算 3x + 4y 在 + (3⁄5,4/5) 的 值 ,我 们 看 到 它 在 圆周 x* + y = 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 是 

(sel) $=5 和 -3)+4(-3)=- s 

解 的 几何 解释 

f(x,y) = 3x + 4y 的 等 高 线 是 直线 3x + 4y = c( 图 11.63). 直 线 离 开 原点 越 远 ,fj 的 绝对 值 
越 大 .我 们 想 求 在 圆周 x* + 2 = 1 上 的 使 f(x,y) 取 极 值 的 点 . 哪 条 直线 与 圆周 相交 又 离开 原点 
最 远 ? 刚 好 擦 着 该 圆周 的 直线 应 该 离开 原点 最 远 . 在 这 些 切 点 ,直线 的 法 线 也 是 圆周 的 法 线 , 于 
是 ,梯度 Vf = 3i + 征 是 梯度 Vg = 2xi + 2yj 的 (4 = + 5/2) 倍数 .比如 ,在 点 (3/5.4/5)， 


i+ Ši, 和 Vf = > Ve. o 


Vf = 3i + 4j, Vg = 


ujo 


Vf=3i+4j=3Vg 


E 11.63 KR /f(x,y) = 3x + 4y 在 点 
(3⁄5,4/5) 取 单 位 圆周 g(x,y) = x2 + 2 
-1 = 0 上 的 最 大 值 , 而 在 点 (- 3⁄5, 
- 4/5) 取 最 小 值 .在 这 两 个 点 Vf 是 Vg 的 
数值 倍数 .图 形 显示 在 第 一 个 点 的 梯度 ， 
而 不 是 第 二 个 点 的 . 
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带 两 个 约束 条 件 的 Lagrange 乘 子 法 
许多 问题 需要 求 其 变量 受 两 个 约束 限制 的 可 微 函 数 的 极 值 .如 果 约 束 是 
gi(x,y,z) =0 和 gA x,y,z) = O, 

这 里 z, 和 z; 是 可 微 的 ,并 且 Vgi 不 平行 于 Vg; ,我 们 通过 引进 两 个 Lagrange RF à 和 jy(mu 发 
音 “mew”). 即 ,我 们 通过 求 满足 以 下 方程 

Vf = AVg1 + pVg2, SI(x,y,z) = 0, gx(x,y,z) = O. (2) 
的 x,y,z,4 和 jy 和 值 , 求 使 f 取 约束 极 值 的 点 P(x,y,z) 的 位 置 ,方程 (2) 有 美妙 的 几何 解释 .曲面 
gi = 0 和 gg, = 0( 通 常 ) 交 于 一 条 曲线 C( 图 11.64). 沿 这 条 曲线 我 们 找 f 取 相对 于 曲线 上 的 其 它 
值 的 极 大 值 和 极 小 值 的 点 ,在 这 些 点 ,由 定理 12 知道 ,YF EXT C. 但 是 因为 C 位 于 曲面 gi1=0 
和 g; = 0 上 ,在 该 点 ,Vgl 和 Vg, 也 都 正 交 于 C. 因 此 ,Vf 位 于 由 Vg 和 Yg, 决定 的 平面 内 ,这 意味 
着 对 于 某 个 4 和 jy 有 Vf = AVg + pVgi. 因 为 我 们 要 找 的 点 同时 在 两 个 曲面 上 ,它们 的 坐标 必须 
同时 满足 方程 g,(x,y,z) = 0 和 g,(x,y,z) = 0, 这 就 是 方程 组 (2) 其 余 的 方程 . 


柱 面 xz+y2=1 


11.64 因为 Vg 正 交 于 曲面 g, = 0, 而 图 11.65 在 平面 和 柱 面相 交 的 椭圆 上 ， 
Ve: 正 交 于 曲面 z, = 0, 向 量 Vg, 和 Vg, 位 哪个 点 离 原点 最 近 和 最 远 ?( 例 5) 
于 垂直 于 曲线 C 的 平面 内 . 


例 5( 求 椭圆 上 距离 的 极 值 ) 平面 + + y+z=1 交 圆柱 x? + y? = 1 成 一 个 椭圆 (图 11.65). 
求 这 个 权 圆 上 离 原点 最 近 和 最 远 的 点 . 
解 RIR 


J(x,y,z) = x? + y? + 22 
(从 (x,y,z) 到 原点 的 距离 的 平方 ) 在 以 下 约束 下 的 极 值 : 


gi(x,y,z) = x+y -1=0 (3) 
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g(x,y,z) = ++y+2-1=0. (4) 
由 方程 组 (2) 中 的 梯度 方程 给 出 
Vf =ÀVgI + uyg 
2xi + 2yj + 2:k =A(2xi + 2yj) + (i+ j+ k) 
2xi + 2yj + 2zk =(2àx + #)i + (2Ay + n)j+ pk 


= 2Ax + u, 2y = 2Ay +, 2: = pu. (5) 
从 (5) 中 的 数值 方程 导出 
2x = 2ìàx +2z >» (1 - À)x =z. 
2y = 2ày +2z >(l-à)y= z. (6) 
方程 组 (6) HRE, WRA = 1 和 zz = 0582 A = 1 x = y = z/(1- 2). 
如 果 > = 0, 解 方程 (3) 和 (4) 求 得 椭圆 上 对 应 的 两 个 点 (1,0,0) 和 (0,1,0). 从 图 11.65 看 
是 有 意义 的 . 
WÈ x = y, 方 程 (3) 和 (4) 给 出 


x + x -1=0 x+x+z-1=0 
2⁄2 = 1 z=] -2x 
rs z= 1] 二 V2. 


椭圆 上 对 应 的 点 是 
P = [2.2 5 和 P, = [- 2 221. 5). 


不 过 ,这 里 需要 小 心 . 虽 然 P, 和 P, 都 给 出 f 在 椭圆 上 的 局 部 最 大 值 ,但 P 比 P| 离开 原点 更 远 . 
椭圆 上 最 接近 原点 的 点 是 (1,0,0) 和 (0,1,0). 梢 圆 上 离 原 点 最 远 的 点 是 P,. o] 


习题 11.8 


个 变量 带 一 个 约束 
. 椭圆 上 的 极 值 ” 求 椭圆 x+27 = 1 上 f(x,y) = xy 取 极 值 的 点 . 


. 网 周 上 的 极 值 ” 求 f(x,y) = xy 在 约束 gtx,y) = <` x -10 = 0 限制 下 的 极 值 . 
. 直线 上 的 极 大 值 OR f(x<.y) = 49- r- PEHR < + 3y = 10 上 的 极 大 值 (图 11.57). 
. 直线 上 的 极 值 ” 求 f(x,y) = oy 在 直线 x+ + y = 3 上 的 极 值 . 
. 约束 极 小 值 ” 求 曲线 o7 = 54 跟 原点 最 近 的 点 . 
. 约束 极 小 值 ” 求 曲线 x*y = 2 跟 原点 最 近 的 点 . 
. 学 习 写 作 用 Lagrange -FI , 求 
(a) 双 曲 线 上 的 极 小 值 * + 在 约束 xy = 16,x > 0,; > 0 限制 下 的 极 小 值 
(b) 直线 上 的 极 大 值 rr 在 约束 x + ， = 16 限制 下 的 极 大 值 ， 
评论 每 个 解 的 几何 解释 . 


A 


习题 11.8 ”979 ， 


8. 曲线 上 的 极 值 R xy 平面 上 的 曲线 x* + xy + y? = 1 离 原 点 最 近 和 最 远 的 点 . 

9. 有 固定 体积 的 极 小 曲面 “” 求 体积 为 16x cm 的 闭 直 圆 柱 钠 的 最 小 表面 积 . 

10. 球面 内 的 圆柱 ” 求 内 接 于 半径 为 a 的 球面 的 有 最 大 表面 积 的 开 直 圆 柱 的 半径 和 高 ， 

11. 椭圆 内 有 最 大 面积 的 矩形 ”用 乘 子 法 求 内 接 于 椭圆 x?/16 + y2⁄9 = 1 的 其 边 平行 于 坐标 轴 有 最 大 面积 的 
和 矩形 的 尺寸 .最 大 面积 是 多 少 ? 

12. 椭圆 内 周 长 最 长 的 矩形 ” 求 内 接 于 椭圆 a + 2⁄2 = 1 的 其 边 平行 于 坐标 轴 有 最 大 周 长 的 抢 形 的 尽 
寸 .最 大 周 长 是 多 少 ? 

13. 圆周 上 的 极 值 求 x* y ER e -2x+y-4y =0 限 制 下 的 极 大 值 和 极 小 值 . 

14. 圆周 上 的 极 值 求 3* - y +6 在 约束 x? + y* = 4 限制 下 的 极 大 值 和 极 小 值 . 

15. 金属 板 上 的 蚂蚁 金属 板 上 的 点 (x,y) 处 的 温度 是 T(x,y) = 4rz -4xy + yy. 一 个 蚂蚁 在 板 上 沿 中 心 在 
原点 半径 为 5 的 圆周 漫步 .蚂蚁 遇 到 的 最 高 和 最 低温 度 是 多 少 ? 

16. 最 便宜 的 存储 钢 你 的 公司 要 求 设计 一 个 液化 石油 气 的 存储 铅 . 雇主 要求 的 规格 是 圆柱 镀 带 半球 形 的 两 
端 , 钢 装 8000 mi 的 气体 .雇主 还 要 求 使 用 最 小 量 的 材料 制造 炙 . 纵 的 圆柱 形 部 分 的 半径 和 高 是 多 少 ? 


三 个 自 变量 带 一 个 约束 
17. 到 一 个 点 的 极 小 距离 REH x+ 2y + 3z = 13 离 点 (1,1,1) 最 近 的 点 . 
18. 到 一 个 点 的 极 大 距离 RRM 2 + y? + 2 = 4 离 点 (1，- 1,1) 最 远 的 点 . 
19. 到 原点 的 极 小 距离 RAHE + 2 - 2 = 1 到 原点 的 最 小 距离. 
20. 到 原点 的 极 小 距离 RME z= xy + 1 到 原点 距离 最 小 的 点 . 
21. 到 原点 的 最 小 距离 RAM z = xy + 4 上 到 原点 距离 最 小 的 点 . 
22. 到 原点 的 最 小 距离 RAAE xyz = 1 到 原点 距离 最 小 的 点 . 
23. 球面 上 的 极 值 ” 求 f(x,y,z) =x- 2y + 5z 在 球面 x* + y? + 2 = 30 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
24. 球面 上 的 极 值 ” 求 在 球面 <? + 六 +=25 上 使 f(x,y,z) = x + 2y + 3z 有 最 大 值 和 最 小 值 的 点 . 
25. 使 平方 和 最 小 求 和 为 9 而 平方 和 最 小 的 三 个 数 . 
26. 使 乘积 最 大 Ë x + y + 22 = 16, 求 有 最 大 乘积 的 正 数 x,y 利 z. 
27. 球面 内 最 大 体积 的 长 方 体 求 内 接 于 单位 球面 的 有 最 大 体积 的 闭 长 方 体 的 尺寸 . 
28. 求 在 第 一 卦 限 内 其 三 个 面 在 坐标 平面 上 ,一 个 顶点 在 平面 x/a+ y/b + z/c = 1 上 的 最 大 体积 的 封闭 长 方 
体 的 尺寸 . 
29. 空间 探测 器 的 最 热点 ”形状 为 椭 球 
4x° + y2 + 422 = 16 
的 空间 探测 器 进入 地 球 大 气 层 ,其 表面 开始 受热 ,1 小 时 后 在 探测 器 的 点 (x,y,z) 的 温度 是 
T(x,y,z) = Bx? +4 — 16: + 600 
求 探测 器 表面 最 热 的 点 . 
30. 球面 上 的 极 值 假定 球面 x2 + y + 22 = 1 上 点 (x,y,z) 的 温度 是 7 = 400xyz? 摄氏 度 . 求 球面 上 温度 最 
高 和 最 低 的 点 的 位 置 . 
31. 最 大 化 一 个 使 用 函数 :经 济 中 的 一 个 例子 在 经 济 中 ,两 个 主要 货物 的 有 用 性 或 效用 有 时 候 用 一 个 函数 
U(x,y) 测量 .比如 ,6G, 和 G, 是 两 种 化 学 制品 ,-- 个 制药 公司 需要 持 有 它们 .制造 一 个 合成 产品 随 加 工 的 
不 同 需要 不 同 量 的 化 学 制品 ,而 U(x,y) 是 相应 的 利润 . 如 果 G1 每 千克 价格 a 元, G. 每 千克 价格 8 元, 购 
买 G, 和 G, 分 配 的 总 金额 是 c 元 ,公司 管理 人 员 在 要 使 在 给 定 条 件 ax + by = < 下 的 利润 最 大 ,这 样 ,他们 
需要 解 一 个 典型 的 乘 子 问 题 . 
假定 
U(x,y) = xy + 2x 
而 方程 ax + by = c 简化 为 
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2x + v = 30 
R UU 的 最 大 值 和 受 后 一 个 约束 限制 的 对 应 的 x A y 的 值 . 
32. 射电 望远镜 的 位 置 ”你 主管 在 一 个 新 发 现 的 行星 上 安装 - 台 射 电 轧 远 镜 .为 使 干扰 最 小 ,你 要 把 它 安装 在 
行星 磁场 最 缆 的 地 方 .行星 是 半径 为 6 个 单位 的 球形 .把 坐标 系 的 原点 放 在 球 心 ,磁场 强度 是 M(x ,y,z) = 
6x -= y? + x + 60. 你 将 把 射电 望远镜 安装 在 什么 地 方 ? 


两 个 约束 的 极 值 

33. RAR /(x. i.s) = 2 1 2y - 2 EIR O. — y = Of. + := 人 0 的 限制 下 的 最 大 值 . 

34. RAR Sr = al q yl a 在 约束 x+27y4+3:=6 和 x+3y+9: =9 的 限制 下 的 最 小 值 . 

35. 求 到 原点 的 最 小 距离 。 求 平面 y+ 2: = 12 和 x + y = 6 的 交 线 上 离 原点 最 近 的 点 ， 

36. 交 线 上 的 最 大 值 R Sasy) = +2y 一声 在 平面 2x-yv=0 和 ，+ :=0 的 交 线 上 的 最 大 值 . 

37. 相交 曲线 上 的 极 值 ” 求 fx,y,:) = yz 1 在 平面 : = 1 和 球面 a7+ 2 + 22 = 10 的 交 线 上 的 极 值 . 

38. (a) 交 线 上 的 最 大 值 ” 求 w = xyz 在 两 个 平面 "+ y+2=4 和 和 x+r-:=0 的 交 线 上 的 最 大 值 . 
(b) 为 学 而 写 你 断言 求 得 了 最 大 值 而 不 是 最 小 值 , 给 出 几何 解 粮 以 支持 你 的 断言 . 

39. ZAER RAR Arsy) = uy + 2 在 平面 y —- x = 0 和 和 球 而 x* + y2 + 22 = 4 相交 成 的 圆周 上 
的 极 值 . 

40. 到 原点 的 最 小 距离 KPR 2y + 4: = 5 和 锥 面 2 = 4x* + 4y? 交 成 的 曲线 上 距 原点 最 近 的 点 . 


理论 和 例子 
41. RVS = Vg 不 是 充分 的 ”虽然 条 件 Vf = AVg 对 于 受 约束 g(x,Y) = 0 限制 的 f(x,y) 的 极 值 的 出 现 
是 必要 的 ,但 是 它 不 能 保证 极 值 存在 .作为 -个 相关 的 情形 ,党 试 用 Lagrange EPER fary) = x+y 在 
约束 xy = 16 限 制 下 的 最 大 值 .这 个 方法 将 识别 出 两 个 点 (4.4) 和 (~- 4. - 4) 作为 极 值 的 位 置 . 然而 和 
(x + y) 存 双 曲线 xy = 16 上 没有 极 值 .在 第 一 象限 内 ,你 在 此 双 曲 线 上 离开 原点 越 远 , 和 x + y MEK. 
42. 最 小 二 乘 方 平面 平面 2 = Àx + By + GME” FILE 
(0,0,0), (0,1,1), (1.1.1), (1.0, - 1). 
R A,B ACAN, ERZEN Ar, + By + C - a) 最 小 . 


43. (a) 球面 上 的 最 大 值 ”证 明 e fE abe KERAG O WER E N r WIRE ER K fB E ( 273). 
(b) 几何 和 算术 平均 “利用 部 分 (a) 的 结果 ,证 明 对 于 非 负 数 a,b Me, 


a+ b+<e 


Cabe)” g 
5 3 
即 非 负 数 的 几何 平均 值 不 大 于 他 们 的 算术 平均 值 . 
44. 乘积 的 和 设 a1,a,,… ,a 是 nn 个 正 数 . 求 受 约束 ?限制 的 ~) an 的 最 大 值 ， 
— 
py 


计算 机 探究 


在 第 45 - 50 题 中 ,使 用 -- 个 CAS 执行 以 下 步骤 以 实现 求 约束 极 值 的 Lagrange 乘 子 法 : 
(a) WK PS EK h = f- Ag - hg;, 其 中 /是 要 最 优化 的 并 受 约束 g， = 0 #l z, = 0 限制 的 函数 . 
(b) 确定 h 的 所 有 一 阶 偏 导数 ,包括 对 于 4， 和 7, 的 偏 导数 ,再 令 它 们 等 于 零 . 
(e) 解 部 分 (b) 米 得 的 对 于 所 有 未 知 量 ,包括 A. 和 ,的 方程 组 . 
(d) k f feb kue) 所 求 得 的 点 的 值 ,并 且 选 择 题 目 中 要 求 的 受 约束 限制 的 极 值 . 


11.9 ”“ 带 约束 变量 的 篇 导数 - 981 : 


45. R f(x.y,z) = xy + yz 8932235322 2 - 2 = 0 fü 2 + 2-2 = 0 RARE. 
46. 求 /(x,y,z) = xyz DRAR 2. 2-1 = Of z - z = 0 限制 的 最 小 值 . 
47. 求 f(x,yY,z) = x? + y? + 22 的 受 约束 2y +4:-— 5 = 0 和 4⁄2 + 42 - 2 =0 限 制 的 最 小 值 . 


48. K f(z.,v.z) = x<2 + y) + 22 BZAR 2 ayey - 22 1 = 08 ayi = 0965 848. 
4. K f(x,y,z,e) = x` + y) + Z + w ZAR- yY+z- e 1 = 0flx + y- z+ t = 1 = 0R 
最 小 值 . 


50. 确定 从 直线 y= x+1 到 抛物 线 y* = + 的 距离 . (提示 : 令 (x,y) 是 直线 上 的 点 ,而 (z,w) 是 抛物 线 上 的 点 . 
你 需要 求 (x -wy + (y -F 的 最 小 值 .) 


EEJ 裕 约 束 交 量 的 信 叶 数 


人 确定 哪些 变量 是 因 变 量 和 哪些 是 自 变 量 。 当 w = fax, y: z) 中 的 变量 受 另 一 个 方程 约束 
时 怎样 求 awvox。 记号 。 箭头 图 解 


在 求 像 w = f(x,y) 这 样 的 函数 的 偏 导数 时 ,我 们 曾经 假定 x 和 y 是 自 变量 .但 是 ,在 许多 
应 用 中 ,并 非 如 此 . 比如 ,气体 的 内 能 U 可 以 表示 为 压强 PP 体积 v 和 温度 7 的 函数 - 
SOP, VT). 但 是 如 果 气 体 的 单个 分 子 不 互相 作用 , P, V 和 7 遵守 理想 气体 定律 
PV = nRT (n R 是 常数 ) 
从 而 不 是 独立 的 .在 这 种 情况 下 求 偏 导数 是 复杂 的 ,但 是 现在 就 面 对 这 种 复杂 性 ， 要 比 在 试图 
学 习 经 济 .工程 和 物理 学 时 才 第 一 次 碰 到 要 好 . 


确定 哪些 变量 是 因 变 量 和 哪些 是 自 变 量 

MRAR w = f(x,y,z) 中 的 变量 x,y 和 > 受 一 个 由 方程 : = x? -+ 7 约束 ,f 的 偏 导 数 的 
儿 何 意义 和 数值 将 依赖 哪个 变量 被 选 作 因 变 量 和 哪个 变量 被 选 作 自 变量 ,为 了 了 解 这 种 选择 
怎样 影响 结果 ,我 们 考虑 = xs2+ 2 2 2 NI: = < + y 时 9w/9x 的 计算 ， 


例 1( 求 带 约 束 自 变量 的 偏 导数 ) 车 ww = elar 2 H z; = X + y. R 9w/9x. 
解 ”对 于 四 个 未 知 数 *,y,z 和 zw 给 了 两 个 方程 . 跟 许多 这 样 的 方程 组 一 样 ， 我 们 可 以 解 
出 未 知 数 中 的 两 个 ( 因 变 量 ) ,而 用 其 余 两 个 ( 自 变量 ) 表示 它们 .在 问 及 3w/9x 时 ,这 就 告诉 我 
们 w 是 一 个 因 变 量 , 而 x 是 一 个 自 变量 .对 于 其 余 变 量 的 选择 ,归结 起 来 有 
Hra ATE 
w,z X,Y 
w, y x,z 
不 管 娜 种 情形 ,我 们 都 能 够 明确 地 把 ¿ 表示 为 所 选择 的 变量 的 函数 为 做 到 这 一 点 只 需 从 第 
二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 的 其 余 的 因 变 量 . 
在 第 一 种 情形 ,其 余 的 因 变 量 是 z, 用 x? + y? 代替 它 就 从 第 一 个 方程 中 把 它 消 去 .得 到 w 


* 本 节 根 据 Arthur P.Mattuck 为 MIT 写 的 短文 写成 
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的 表达 式 
w = x) + 2 + 2 = x) + 2 + (x? + y2)2 
=x2 + y? + xt + 2x2y2 + y 
并 且 
ðw 3 2 
5. = 2x + 4x + 4xy °. (1) 


3x 
这 就 是 x 和 y 是 自 变量 时 9w/9x 的 公式 . 
在 第 二 种 情形 , 自 变量 是 x 和 z, 而 其 余 的 因 变 量 是 y. 用 z - 妾 代 六 就 从 如 的 表达 式 中 消 
去 因 变 量 y. 这 给 


w= x + + 2 = 2 +(z- 52) + 2 = z + 2 
和 
Iw 
J = 9. (2) 


这 就 是 x 和 z 是 自 变 量 时 awvax 的 公式 . 

等 式 (1) 和 (2) 中 的 auwvax 的 公式 确实 不 同 . 利 用 关系 z = x? + 不 能 把 一 个 变换 成 另外 
一 个 ,这 里 不 只 有 一 个 9w/3x, 是 两 个 ,而 原来 求 9w/9x 的 问题 是 不 完整 的 .我 们 不 禁 要 问 ,到 
底 应 是 哪个 979 x? 

等 式 (1) 和 (2) 人 函数 w = x? + 2 + 2 ME 
点 (x,y,z) 到 原点 距离 的 平方 .条 件 z = x? + y2 ARG, y2) 在 图 11.66 所 示 的 旋转 抛物 面 
上 . 仅 在 这 个 曲面 上 运动 的 点 P(x,y,z) 上 计算 a3w/9x MEEA ?比如 , 当 己 的 坐标 是 (1， 
0,1) 时 ,azwvax 的 值 是 什么 ? 

如 果 取 x 和 y 作 自 变量 ,我 们 固定 y( 在 这 里 的 情 
形 ,y = 0) 而 令 x 变化 求 9w/9x. 因 此 ,点 P 沿 xy 平 面 
内 的 抛物 线 z = x? 运动,w 即 从 P 到 原点 的 距离 的 平 
方 随 之 变化 . 在 这 个 情形 计算 9w/3x( 上 面 的 第 一 个 
解 ) 是 


dw 3 2 
Jx = 2x + 4x + 4xy°. 


在 点 P(1,0,1) ,导数 值 是 


9 | ( 
Sr =2+4+0=6. | >; 
pa (1.0.0 


如 果 我 们 取 * 和 z 作 自 变量 , 则 固定 z 而 让 x 变化 
求 9w/9x. 因 为 点 了 的 z 坐标 是 1,x 变化 时 P 沿 平面 
z = 1 上 的 一 个 圆周 运动 . 当 P 沿 这 个 圆周 运动 时 , 它 
到 原点 的 距离 保持 常数 ,而 w 作为 这 个 距离 的 平方 自 


图 11.66 ”如果 PP 被 约束 在 抛物 面 : = x? 
+y Ew =x ay tz IF EPH 
偏 导数 依赖 于 运动 方向 ( 例 1). (a) 4 


然 没 有 变化 . 即 y = 0 时 , 随 着 < 的 变化 ,已 在 xz 平面 的 
o. 抛物 线 > = < LÆEELRETFEZZ, 而 
7 , dw/O0x = 2x + 4x2 + Àx 2.(b) 当 > = 1, 

这 正 是 我 们 已 经 求 得 的 解 . ai 00 


时 随 着 x 的 变化 ,P 在 圆周 x? + y? = 1, 
z= 1 上 运动 ,而 dw/9x = 0. 


11.9 “ 带 约束 变量 的 篇 导数 * 983 ， 


X w = /(x,y,z) 中 的 变量 被 另 一 个 方程 约束 时 怎样 求 9w/9x 

正如 我 们 在 例 1 中 看 到 的 , 当 函 数 w = f(x,y,z) 中 的 变量 由 另 一 个 方程 互相 联系 起 来 时 
R 9w/9x 的 程序 有 三 个 步骤 .这 些 步 又 同样 可 用 来 求 away A Iwz. 

步骤 1: ”决定 哪些 变量 是 因 变 量 和 哪些 变量 是 自 变量 (在 实践 中 ,根据 物理 或 我 们 在 工 
作 中 的 理论 上 的 考虑 决定 .而 在 本 节 末 的 习题 里 ,我 们 说 明 什么 变量 是 自 变 量 和 央 恋 量 . ) 

步骤 2: ”消去 w 的 表达 式 中 的 一 个 或 儿 个 其 它 的 因 变 量 . 

步骤 3: 按照 通常 方式 微分 . 

如 果 在 决定 哪些 变量 是 自 变 量 之 后 ,我们 不 和 EAER 2 ,我 们 就 把 它们 当 作 自 变量 对 方 
程 求 导 ,然后 尝试 解 9w/9x. 下 一 个 例子 指出 怎样 做 到 这 一 点 


例 2( 求 指定 约束 自 变量 时 的 偏 导 数 ) ”如 果 
WwW = xX +y + 2, 22 — Xy + yz + y2 = 1, 
并 且 x 和 7y 是 自 变量 , 求 在 点 (x,y,z) = (2, -1,1) 的 9w/0x. 
解 ”在 w 的 表达 式 中 消去 z 不 适当 . 因此 我 们 隐 式 地 对 x 求 导 两 个 方程 ,把 * 和 y 看 作 自 
变量 ,而 把 w 和 >z 看 作 因 变量 .这 就 给 出 


Ə 9 
3, = 2x + 2z 7 (3) 
和 
Az z 
3255 yayo. (4) 
这 些 方程 联 立 就 可 以 用 x,y 和 z 表示 Iw/x. AA) K Iza 得 到 
2: _ y 
Ox y + 3⁄2 
代 人 方程 (3) ,得 到 
dw 2yz 
Jı = 2x t. 52: 
该 导数 在 (*,y，,z) = (2, 一 1,1) 的 值 是 
Iw _ 2(- DU) | -2 
[y a 720 s ERO, 4 2 = 3 _ 
CD-ROM 记号 
WEBsite 、 
历史 传记 Area A aa pue 定 的 自 变 量 ,我 们 可 以 使 用 以 下 记号 : 
Ce | 
Sonya Kovalevsky (2) (x 和 7 是 自 变量 时 的 9w/9x) 
(1850 一 1891) ` 


(32) (y,x 和 4 是 自 变量 时 的 3//3y) 
例 3( 求 用 记号 指定 约束 自 变量 时 的 偏 导 数 ) 若 w- x+ y- z+sin t fx + y =t, KŘ 
(9w/9x),.,. 


解 ” 把 x,y,z 看 作 自 变量 ,我 们 有 
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[= x+), M = X`+ y-— :+sin(x + y) 

e 1⁄2 3 

(=) =2x +0 -0+ cos(x + y) (x + y) 

SXI ya CA 
=2x + cos(x + y). 

箭头 图 解 
在 解 例 3 那 样 的 问题 时 ,从 一 个 指出 变量 和 函数 关系 的 箭头 图 示 开 始 往往 是 有 帮助 的 . 若 
t 


¿= x +y-z+snt 和 x+ y= 
要 求 我 们 求 *,y 和 z 是 自 变 量 时 的 9w/9x, 适 当 的 第 类 图 示 像 这 样 : 
x x 
y 
日 1 (5) 
t 


自 变 量 中 间 变 量 ” 因 变量 


为 了 避免 混淆 有 同样 符号 名 称 的 自 变量 和 中 间 变 量 ,重新 命名 箭头 图 示 中 的 中 间 变 量 是 有 神 
A.A, u= x,v = yy 和 = ;表示 重新 命名 的 中 间 变 量 .用 这 些 记号 ,箭头 图 示 变 成 为 


u 


x 
v 
Ë) 可 E I 
Š 
7 i (6) 
自 变 基 中 间 变 量 因 变 量 
s = t=<x+ h 


图 示 左 边 指出 日 变 量 ,中 间 指 出 中 间 变 量 和 它们 同 自 变 量 的 关系 ,右边 指出 因 变 量 .函数 w 现 
在 变 为 
w = u) + p s+sint, 
其 中 
u=x,U=y,s=z 和 ¿= x+T. 
为 求 wox ,我 们 对 于 w 使 用 由 箭头 图 示 (6) 引导 的 四 变量 形式 的 链 式 法 则 : 


dw ðw Ju ðw ðv Ow ds Ow ot 


dx T ðu dx + dv Ox + ds Ax + dt 


=(2u)(1) + (1)(0) + (— 1)(0) + (cos 1)(1) 


=2u + cos t 


=2x + cos(x + y). 代入 原来 的 自 变 量 w = x ft = x+ y 


习题 11.9 * 985 : 


习题 11.9 


求 带 约束 变量 的 偏 导数 
在 第 1 -3 题 中 .开始 时 做 - -个 图 示 指 出 变星 之 间 的 关系 . 
l. fue = + I Mz = O + >, K 
oG B oG, 
2. 若 =mry-z+rsnr 和 rr+r+r= t.3R 
D(A o, 
LIN OC), oG). 
3. R U = f(P,V,7T) 是 遵守 理想 气体 定律 PV = nRT 的 气体 的 内 能 (n 和 RR 是 常数 ). 求 
(op (00) 
4. RDE) (3) 
在 点 (x,y,:) = (0,1,7), Æ I 
c= +)y+2z 和 ysin z + zsin x = OÜ. 
| 
在 点 (ov ya = (4.2,1, - 1), 若 
c = t+- 和 x+y +: = 6. 


6. 若 x =< ww Mys wr, 在 点 (u,v) = (V2,1) 求 (ouxoyr) 
7. 假定 像 在 极 坐 标 中 那样 ,*? + 站 = 让 和 x = recos0. 求 


8. 假定 
w= -y+4z2+1t 和 x+Iz++t -25. 
证 明 给 出 9w/9x 的 方程 
dw dw 
zp = 2*-1 和 J = 2* -2 


依赖 哪些 变量 被 选 作 因 变 量 和 哪些 变量 被 选 作 自 变量 ,确认 每 种 情形 的 自 变量 . 


没有 了 明确 公式 的 偏 导数 
9. 建立 流体 动力 学 中 广泛 应 用 的 事实 :车 f(x,y,z) = 0, 则 
Jx dy dz 
(6) |) (:) = 
(提示 :用 形式 偏 导数 /axr,DFror A If: 表示 所有 导数 .) 
10. # z = x + f(u), 其 中 = rr ,证明 
dz 3: 


并 人” 一 = x. 
dx 73 p = * 


11. 假定 g(x,y.z) = 0 确定 z 为 自 变量 x 和 y 的 可 微 函数 ,并 且 g: = 0. 证 明 
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i) _ 2g/ðy 
ayl, — 9g/92z' 


12. 假定 f(x,y,z,w) = 0 和 g(x,y,z,w) = 0 确定 zMu 为 自 变 量 x 和 y 的 可 微 函 数 ,并 且 


3f 9g _2f 9g8 ,0 
3230 Iwar” 


证 明 
af og _ 3f 9g af ag _ 9f og 
(2) E ðx ðw azgax 和 (32) EON az Oy Əy Əz 
ax ~ If 9g _ If Ig 97 9f Ig _ If Ig 
Dz ðw dw ðz Oz ðw dw åz 


ME 两 个 交 量 的 Taylor 公式 


一 阶 导 数 判别 法 的 导出 。 线性 逼近 的 误差 公式 + 两 个 变量 的 Taylor 公式 


本 节 利 用 Taylor 公式 (8.7 W) 导出 局 部 极 值 的 二 阶 导数 判别 法 和 两 变量 函数 线性 逼近 的 
误差 公式 (11.6 节 ). 这 些 推导 中 Taylor 公式 的 使 用 提供 两 变量 函数 的 所 有 阶 的 多 项 式 逼 近 . 


二 阶 导 数 判 别 法 的 导出 

设 fay) 在 一 个 包含 点 Pla, b) 的 开 区 域 R 有 二 阶 连续 偏 导数 ,在 点 Pla,b),f. = f, = 0 
(图 11.67). 设 h 和 是 足够 小 的 增 量 ,以 致 点 S(a + h,b + k) 和 连结 它 与 P 的 线段 存 内 .线段 
PS 的 参数 方程 是 


x=a+th, y=b+tk, 0<t<l. 
车 F(t) = fla + th,b + tk), ERES HE t=] 
qx dy S(a +h, b+ k) 
FO) = fa Gi tf k 5 M. + hf. R 中 用 参数 表示 | 
因为 , Mf 是 可 微 的 (它们 有 连续 偏 导 数 ), r 是 VAR Be 
; 的 可 微 函 数 ,并 且 YA ns 
» _2F' dx 9F dy 
pos ox dt + oy dt 
3 9 
=a | Wet Kh) h + y (M; + kf) >k Sñ 
P(a, b) 
2 3 =: 
=h fa + 2hkf,, + k o- fy = fx 区 域 的 一 部 分 


因为 Fh 和 Fr 在 [0,1] 是 连续 的 并 且 F 在 (0,1) 是 可 微 
的 ,我 们 可 以 应 用 n = 2 和 a = 0 时 的 Taylor 公式 得 到 ni 
对 于 0 和 1 之 间 的 其 个 6， 6 s 


F(1) = F(0) + F'(0)(1 ~ 0) + F”(c) a-o 


E 11.67 我 们 从 Pla, b) 到 邻近 点 s 作 


FO) = F(0) + F'(0) + FF"(e). (1) 


r 


"eA Asa Mp tro I 
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HSSE) ,得 给 出 
fla + h.b + k) =f(a.b) + hf.(a.b) + kf.(a,b) 
+ F OSa + 2hkf + ERD, (2) 


a+ceh.,b+ ck) 


HOP f(a,b) = flab) = 0, 最 后 一 个 等 式 成 为 
f(a + h.b + h) -flab = 了 (CA + 286 + Efo) (3) 


[(a+ch,b+ ck) 


在 (a,b) 出 现 极 值 取决 于 f(a + h.b + k) - fla, b) 的 符号 ,根据 (3) 式 , 即 下 式 的 符号 
Q(c) = (Kf + 2hkf, + Kfar) | he) 
现在 , 若 0(0) 0,9(e) 的 符号 对 于 充分 小 的 有 和 将 跟 0(0) 的 符号 一 样 .我 们 可 以 从 
fE(a,b) 的 /和 ff- 所 ,的 符号 预测 


0(0) 二 h*f.(a,b) 十 2AkA (a, b) + Ff,(a,b) (4) 
的 符号 .等 式 (4) 两 端 同 乘 以 /,, ,并 且 整 理 右 端 得 ,在 (a,b) 的 
SaO = (h, + hf.) + (ff = Sk (5) 


1. Ela, b), fa < OM fifa- Fr > 0, 则 对 于 所 有 充分 小 且 非 零 的 有 和 k,0(0) < 0, A 
而 f/f 在 (a,b) 取 局 部 最 大 . 

2. EECa, b) ,AP > 0 和 ff,, - f, > 0, 则 对 于 所 有 充分 小 且 非 零 的 A 和 k,0(0) > 0, 从 
mr Ea, b) 取 局 部 最 小 . 

3. EECa, b), fofo -fo < 0, 则 存在 充分 小 且 非 零 的 h 和 的 组 合 使 0(0) > 0; 也 存在 
充分 小 且 非 零 的 hh 和 上 的 其 它 组 合 使 O) < 0. 在 曲面 z = /f(x,y) 上 任意 靠近 Po(a,b， 
Sla db) 的 点 中 有 高 于 Po 的 点 ,也 有 低 于 Pu 的 点 ,于 是 在 Po RRA. 

4. E fh- fs = 0, 需 要 另外 的 判别 法 . OO) = 0 的 可 能 性 使 我 们 得 不 到 关于 Q(c) 的 
符号 的 结论 . 


线性 逼近 的 误差 公式 
我 们 要 证 明 函 数 f(x,y) 和 它 的 线性 通 近 L(x,y) 之 问 的 差 E(x,y) 满足 下 列 不 等 式 
|E(x,y) < > M( ix- xo|+ |y- yol). 


这 里 假定 函数 /在 一 个 包含 以 (xo,yo) 2 t U BJ BLEEJE PC R 的 开 集 上 有 连续 二 阶 偏 导数 . 数 
ME], 1.1 | 和 |/| 在 R 上 的 一 个 公共 上 界 . 
我 们 要 的 不 等 式 从 等 式 (2) 推出 .用 xo 和 yo 分别 代替 a Mb, H x- xo 和 y -yo 分 别 代 
替 h 和 ,对 应 地 ,把 结果 整理 成 
f(x,y) = fC xo, yo) + f. xos Yo) (x 一 xo) + f, xo, yo)( y -= yo) 


RERU Lro) 


+ ia - xo) fa + 2(x - xo)(y = yo)f, + (y - PÙA) 


i (ao te(x- v) y t e(y- v.) 


WREE) 


[Ele Cle- rol lfaj le- rolly- yolla y = yof lfl). 
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因此 ,车 M h: fa a RA 在 R E 的 一 - 个 上 F, Wij 


(|x 一 xo |` M +2! x — xo | y 一 yo M + |y 一 yo |` M) 


两 个 变量 函数 的 Taylor & \ 式 
前 面 对 E 和 ”导出 的 公式 可 以 对 函数 f(x,y) 施 以 算 子 ; 


h) 9 J 2 1 2 2? a 
(和 
而 得 到 .这 是 以 下 更 一 般 的 公式 
sn) d 2 J Ven , . 
FO (4) = AFU) = [Wayta fa mey m) (6) 


的 头 两 个 例证 , 它 表 示 把 d'dr 作用 到 久 (1) ,与 把 按 二 项 式 定 理 展 开 后 的 


3 Q 
(去 + 


作用 到 f(x,y) 得 到 同样 的 结果 . 
如 果 了 在 以 (a,5) 为 中 心 的 矩形 上 有 直到 n + 1 阶 的 连续 偏 导数 ,我 们 可 以 用 Taylor 公式 
把 F) 展开 成 
"(0), 2 FO(0) 


F(t) = F(0) + P(O) Sr + + ; 
n. 


t + RII 


Be: = 11523 


F” a(n) 
EO 十 … + F 一 人 十 余 项 . 
n 


我 们 把 上 式 中 的 前 n 阶 导数 代 换 成 与 之 相等 的 等 式 (6) 在 1 = 0 的 值 ,并 且 加 上 适当 的 余 项 ,就 
得 到 下 列 公 式 . 


F(1) = F(0) + F'(0) + 


假定 f(x， O 及 其 前 4 + 1 阶 仿 导 数 在 以 (a， D 为 中 心 的 一 个 开 算 形 区 域 R 上 连续 . 则 在 
R L, 


fla + h,b 十 k) = f(a,b) 十 (M. + kf.) 


(a) 十 本 gSa + 2hhfo + Ky) | cat 


2 n 
+ IO fax + 32, + 32, + f) |p) + U + Ala rk? ) 


dx ay 
1 了 3 n+l 
+ 人 f 


(a,b) 


(7) 


(a+ch,b+ ck) 


BU n 阶 导数 的 项 在 (a ,6b) 取 值 .最 后 一 项 在 连结 (a,5) 和 (a + h,b + k) 的 线段 上 的 某 点 
(a + ch,b + ck) 取 值 . 
fila, b) = (0,0), h 和 上 是 独立 变量 (用 x My 表示 ), 则 等 式 (7) 取 下 列 更 简单 的 形式 . 
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定理 13 的 推论 ”f(x,y) 在 原点 的 Taylor RAK 


f(x, y) = f(0,0) + afa + fy + zg È a + Lafar + f) 


1 l 9 2 ' 
+ zg (7 Soa + 3x f, + 3xy fay + Yf) + ID ax t Yay f 
1 [ 9 9 ) 
8 
+ n41)! “gx t Yx (cx,cy) i ) 


前 a 阶 导数 在 (0,0) 取 值 .最 后 一 项 在 连结 原点 和 (x,y) 的 线段 上 的 某 点 取 值 . 

Taylor 公式 提供 了 二 元 函数 的 多 项 式 允 近 . 含 前 n 阶 导 数 项 给 出 多 项 式 ; 最 后 一 项 给 出 至 
近 误 差 . 头 三 项 给 出 区 数 的 线性 化 .为 改进 线性 化 ,我 们 加 上 了 更 高 次 徊 的 项 . 

例 1( 求 二 次 通 近 ) RK f(x,y) = sin x sin y 在 原点 附近 的 二 次 逼近 .车 |x| < 0.1 #l 
|yl < 0.1, 双 近 的 精确 度 怎样 ? 

E 在 等 式 (8) 中 取 n = 2: 


/f(x,y) = f(0,0) + (xf. + yf.) + T Of, + 2xyf,, + yf) 


1 2 、 
二 CA +38 Kay + By fay + Y fose 


且 
/0,0) =sin x sin y| = 0， f. (D,0) = - sin x sin y |oo =0, 
(0,0) =cos x sin yliowm = 0, fa (0,0) = cos x cos y| oo = 1, 
人 (0,0) = sin x cos y lao. =0, .,(0,.0) =- sin x sin y lwoo = 0, 
我 们 有 
sin x sny~0+0+0+ Z0) + 2xy(1) + y2(0)) 
sin x sin y = xy. 


E(x,y) = rus + 3x`yf,., + 3x7 fo + y foy) 


(ersey) 
三 阶 导 数 的 绝对 值 不 超过 1, 这 是 因为 它们 是 正弦 和 余弦 的 乘积 .又 有 |x| < 0.1 和 | y|<0.1, 
因此 


| E(x,y)| < ico.) +3(0.1) + 3(0.1) + 0.1) < (0.1) < 0.001 34 


《过剩 近 似 值 ). 即 当 |x| < 0.1 和 |y| < 0.1 时 ,误差 不 超过 0.001 34. _ | 


习题 11.10 


求 二 次 和 三 次 逼近 


在 第 1 - 10 题 中 利用 在 原点 的 As sr) 的 Taylor 公 式 求 了 在 原点 附近 的 -次 和 三 次 通 近 


L. f(xr.y) = re 2. f(x.) = e"cos v 3./0(x.y) = ysin x 
4.f(x.y) = sin y cos v 5. fxev) = eln + y) 6. fixy) = In(2x + y + 1) 
7.flx.y) = sin(a? + v”) 8. fx, y) = cos(a? + y7) 

9 Ar) = | _ g 10.70.) = EEREN 

11. 利用 Tayler 公式 求 f(xy) = cos x cos 在 藉 点 的 二 次 通 近 . 估 计 |j* < 0.1 和 |y| < 0.1 时 的 逼近 误差 . 
12. 利用 Taylor 公式 求 Ar, y) = essiny 在 原点 的 的 二 次 通 近 . 估 计 xj < 0.1 和 |y|<< 0.1 时 的 通 近 误差 . 


指导 你 们 复习 的 问题 


. 什么 是 两 个 白 变量 的 实 值 本 数 ? 三 个 自 变 量 的 呢 ? 给 出 例子 

. 平面 或 空间 的 集合 是 开 集 的 意义 是 什么 ? 闭 集 的 呢 ? 给 出 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 的 集合 的 例子 . 

. 你 怎样 用 图 形 表 示 两 个 自 变 量 的 函数 f(x ,y) 的 值 ? 对 于 三 个 自 变 景 的 函数 /(x,y,z) 如 何 做 同样 的 事情 ? 

. 当 (x,yY) -> (tos yo) RRA RR 上 意味 什么 ?两 个 自 变 量 的 消 数 的 极限 的 基本 性 质 是 什么 ? 

. 什么 时 候 两 (2) 个 自 变 攻 孙 数 在 其 定义 域 的 一 个 点 连续 ?给 一 个 在 菜 一 个 点 连续 而 在 其 余 的 点 不 连续 的 

函数 的 例 了 

. 关于 连续 琴 数 的 代数 组 合 和 复 台 可 以 说 些 什么 

. 解释 极限 不 存在 的 两 路 径 判 别 法 . 

. 怎样 定义 一 个 转 数 f(x. y) 的 偏 导 数 OSa 和 9Aoy7? 怎 样 解释 和 计算 它们 ” 

. 两 个 变 基 的 吨 数 的 偏 导数 及 连续 性 的 关系 跟 一 个 变量 式 数 的 导数 及 连续 性 的 关系 及 区 别 怎样 ? 举 一 个 例子 . 

10. RZ /(x,y) 证 可 微 的 意味 什么 ? 增 量 定理 关于 可 微 性 说 些 什么 

11. XPP R G E /全 导数 的 混合 导数 定理 是 什 么 ? 它 怎样 帮助 一 阶 和 高 阶 全 导数 的 计算 ? 举 一 个 例子 

12. 有 时 你 怎样 从 考察 A 和 /确定 一 个 函数 /x,y) 是 可 微 的 ?在 个 点 的 可 微 性 和 /的 连续 性 的 关系 是 什 
Z? 

13. ARAETA 2 PM T H SEP aUE T FZ Kum T US 8028 FE 8 # E À B] #J JE N 2 
举 几 个 例子 .什么 模式 能 使 人 记忆 所 有 不 同 的 形式 ” 

14. 个 函数 在 点 P. 沿 方向 由 的 导数 是 什么 ? 它 描 述 什么 变化 率 ? 它 有 什么 几何 解释 ?对 于 三 个 自 变量 的 函数 
人 氢 述 类 似 的 结果 

15. :个 明 数 的 梯度 向 和 量 是 什么 ? 它 跟 冰 数 的 方向 导数 的 关系 是 什么 ?对 于 二 个 其 的 图 数 叙 述 类 似 的 结 
R. 

16. 你 怎样 求 ARR A y) 的 等 高 线 在 一 个 点 的 切线 ?你 怎样 求 -个 可 微 函数 f(x,y.:) 的 等 位 线 在 

-个 点 的 切 平 面 和 法 线 ? 举 几 个 例子 . 
17. 你 怎样 用 方 问 导数 估计 要 化 ? 
18. 你 怎样 在 一 个 点 (xo,x0) 线性 化 两 个 自 变 最 的 图 数 Ar 六 你 怎样 线 件 化 江 个 自 变量 丽 数 Kx yyr,z)? 


nn 


© œo a 


实践 习题 ' 991 ` 


19. 
20. 


26. 


关于 两 (4.:) Ç B E St R 80020 EB J REA E ,你 可 以 说 些 什么 
WRC, y) MC xo, yo) 移动 到 点 (xo + dx ,yo + dy), iR 可 以 怎样 信 i3 这 样 引起 的 可 微 函数 儿 *,y) 的 变化 ? 


举 一 个 例 节 . 


. 你 如 何 定 义 SA FARER PAL TFS f 
. 什么 导数 判别 法 可 以 用 来 确定 一 个 函数 A(x .+) 的 局 部 极 值 ?它们 怎样 使 你 缩小 搜索 这 些 值 的 范围 ? 举 几 


个 例子 


. 怎样 求 在 o 平面 的 一 个 闭 有 界 区 域 上 的 连续 消 数 的 极 值 ? 举 -个 例子 
. 描述 Lagrange 乘 子 法 ,并且 举 -- 个 例子 . 
. 若 w = f(xy) rh EB c. y 和 ;被 方程 g(x,y,z) = 0 约束 ,符号 (93wzax) ,的 意义 是 什么 ?一 个 箭头 


图 示 怎 样 帮 助 你 计算 这 些 带 约 束 变量 的 偏 导数 ? 举 几 个 例子 . 
对 于 一 个 函数 Ca, y) 的 Taylor 公式 怎样 推广 了 多 项 式 通 近 和 误差 估计 ? 


实践 习题 


定义 域 . 值 域 和 等 高 线 

在 第 1 - 4 题 中 , 求 给 定 函 数 的 定义 域 和 值 域 并 且 确 定 它 的 等 高 线 Im 画 -- 条 典型 的 等 高 线 . 

1.f(x,y) = 9r + 2 2./(x,y) = e 

3.g(x,y) = 1/xy 4.g(x,y) = vy 

在 第 5 -8 题 中 . 求 给 全 定 函数 的 定义 域 和 值 域 并 且 确 定 它 的 等 位 面 ， 画 -- 条 典型 的 等 位 面 . 

S$.Axyz) = x + ys 6.g(x,y,z) = x? + 4y2 + 9; 

T.h(x,y,z) = — 8. klx, y,z) = 3 — 

Y7 + y + z x+ v +Z +] 

求 极 限 

求 第 9 - 14 题 中 的 汲 限 ， 

9. lim e"cos x 10. lim 2+ I 11. lim £ — 
Cany) Cr. n2) (va) 200.0) X + COS y oxy 

3 

12. lim — =l 13. lim In| x+ v +:| 14. lim tan'(w + y + z) 

cr Ay — Í P-=(1.-l.e P =01.-1.-1) 


通过 考虑 两 个 不 同 的 趋 近 路 径 ,证 明 第 15 和 16 题 中 的 极限 不 存在 . 


15. 


2 2 
x +" 


lim 一 16 . 


lim 
GoD X” FY (x.y)—(0,0) xy 
2 7 wd 


17. 连续 延 拓 。 设 对 于 (x,y) = (0,0) ,f(x,y) = (< - A + y) ,是 否 能 够 以 某 种 方式 定义 f(0,0), 使 


/在 原点 连续 ?为 什么 ? 


18. 连续 延 拓 R 


| 0 
AD 


0, (x,y) = (0,0) 


了 在 原点 是 否 连 续 ? 为 什么 ? 


导数 
在 第 19 - 24 题 中 ,对 于 每 个 变量 求 偏 导数 ， 
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、 l 2 3 aY 
19. g(r,0) = reos 0 + rsin 0 20. Cx, y) = ln(x? + y) + tan ! 2 
L 1 本 
= — + > + > h(x) = sin(2Z x -= 3: 
21./( R I, R, R.) = R + R. R. 22. hrs) = sin(2rr + y ) 
Ik L / T 
233 P(n, R,T, = Tomake) 24. fr, Taw) = Af ~ 
; 2rN nu 
求 第 25 - 28 WB K RRI i 8 sz 3x 
25.g(x,y) = v + pa 26. g(x,y) = e" + ysin x 
27.f/(x,y) = x + xay — Sx + In( x? + 1) 28.f(xz.,y) = x° = 3xy + cos y + 7e* 


链 式 法 则 

29. 若 ww=sin(lrtrt+trr=e 和 y=In(t+1), 在 1 = 0 求 dw/dt. 

30. w = Ye + ysin z — cos z,x = 2 Jt. y =t-—1+I]nt fll: = rt, Æt = 1R dw/di. 
w = sin(2x — y),x = r+ sins Ñiy = r Rr =n Ms = 08H 9w/dar Hl O /9s. 


+ 


w 
全 
m 4 


32. 若 = ln Zl + x — tan lx 和 x = 2e'eos r RM u = + = 0 时 的 w/ou 和 9w/9v. 
33. 求 相对 于 1 的 f(x,y,z) = ry + yz + xz EZ + = cost,y = sin?.z = cos 21 上 对 ; = 1 的 导数 的 值 . 
34. 证 明 若 w = As) 是 s AIMER, EI s= y+ 5x, 则 


Jw Iw 
Or ` Jy 


= 0. 


隐 求 导 法 
假定 第 35 和 36 题 中 的 方程 定义 y 为 zx 的 可 向 函数 , 求 在 点 己 的 dyrrdx 的 值 . 
35.1 - x =- y  sinxy = 0, P(0,1) 36.2xy + e°” -2 = 0. P(0,ln2) 


方向 导数 
在 第 37 -40 题 中 , 求 使 f 在 Po 增加 和 减少 最 快 的 方向 .并 且 求 在 每 个 方向 的 方向 导数 .再 求 /在 点 Po 在 方 
向 Vv 上 上 的 导数 ， 
37.f/(x,y) = cos xeos y, P.,(z/4,x/4), v = 3i+ 4j 
38./(x,y) = xe", Po(1.0), v = i+j 
39./(xz,y,z) = ln(2x + 3y +6:), Poal- 1, — 1.1), v = 2i + 3j + 6k 
40./(x,y,z) = 2 + 3xy = 22 + Dy + ; +4, Po(0,0,0), v=i+j+k 
41. 在 速度 方向 的 导数 R /(xz.y.:) = rz 沿 螺旋 线 
r(t) = (cos 3⁄)i + (sin 3⁄)j + 3k 

TE t = rz3 的 速度 向 其 方向 的 方向 导数 . 
42. 最 大 方向 导数 f(x,y,z) = az 在 点 (1.1.1) 的 方向 导数 的 最 大 值 是 多 少 ? 
43. 带 给 定 值 的 方向 导数 。 在 点 (1,2) ,函数 /(x,y) 在 朝 点 (2,2) 的 方向 有 导数 2, 在 朝 点 (1,1) 的 方向 有 导数 


- 2 


(a) 求 /(1,2) 和/(1,2). (b) 求 在 (1,2) 朝 点 (4,6) 的 方向 的 导数 . 

44. 为 学 而 写 。 如 果 /(x,y) 在 (xo,vwo) 是 可 微 的 ,下 列 陈述 哪个 是 正确 的 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 
(a) # ub fl ht. TE o yo) 的 沿 方 向 的 导数 是 (f(xo0,v)i+ f. xo, yo)j) ° u. 
(b)/ Æ (<o, yo) TÉ J IJ u BJ a FRE TS 5] Bn. 


实践 习题 * 993 + 


OSE yo) 的 方向 学 数 在 Vf 的 方向 取 最 大 值 . 
(d) 在 (*o,yo) EEVA IER FHRA y) = Axos yo). 


梯度 , 切 平 面 和 法 线 

在 第 45 和 46 题 中 ,把 曲面 f(x,Y,:) = “和 在 给 定点 的 Y/ 画 在 一 起 . 

458.2 + y+ = 0; (0-1+1l),00,0,0)  46.y7+ 2 = 4; (2, +2,0),(2,0, + 2) 

在 第 47 和 48 题 中 , 求 等 位 面 fO. y.) = e EA P 的 切 平 面 的 方程 ,再 求 在 Po 正 交 于 曲面 的 法 线 . 
47.x =- y-5:=0, Po(2,-1,1) 48.2 + 2 + z = 4, Po(l,1,2) 

在 第 49 和 50 题 中 , 求 曲 面 : = /(<. y) 在 给 定点 的 切 平面 的 方程 . 


49.z = In(x? + x°), (0,1,0) S50.z = 1⁄(x° + 7°), (1,1,1/2) 

在 第 51 和 52 题 中 , 求 等 高 线 /(x,Y) = c 在 给 定点 Po 的 切线 和 法 线 的 方程 .再 把 在 P 的 切线 ,法 线 和 等 高 线 
与 Vf 前 在 起. 

5S1.y -sinx = 1, Po(m,1) 52. > - 5 = >. po(1,2) 

曲线 的 切线 


在 第 53 和 54 题 中 , 求 曲面 相交 成 的 曲线 在 给 定点 的 切线 . 


53. = 
54. 曲面 :x + y+2=2， y=1 点 :(1/2,1,1/2) 


曲面 :x* +2y+2z =4，y=1 点 :(1,1,1/2) 


线性 化 
在 第 55 和 56 EE RRR S, y) 在 点 Po MRTE LO, y). ERTER IE R EBES, y) = LC, y) 的 误差 
5 的 绝对 值 的 一 个 上 界 . 


SS./(x,y) = sin x cos y, Poln/4,n/4), R: 


x | T 
x- 450b Y 一 于 | < 0 


S6./(xz,y) = xy - 32 + 2, Po(1,1), R:lx-1 |=<0.1,| y - 11 < 0.2 
求 第 57 和 58 题 中 的 函数 在 给 定点 的 线性 化 . 

S7.f(x,y,z) = xy + 2yz -3xz, 在 (1,0,0) 和 (1,1.0) 

58. /f(x,y,z) = V2cos xsin(y + z),fE(0,0,z/4) fl(z/4,zZ4,0) 


估计 和 对 于 变化 的 敏感 性 
59. 管道 体积 的 测量 你 打算 计算 一 段 直 径 约 36 英寸 .长 约 1 英里 的 管道 内 部 的 体积 .你 将 对 于 哪个 测量 更 


60. 


61. 


62. 


63. 


细心 ,长 度 还 是 直径 ?为 什么 ? 

为 学 而 写 :对 于 变化 的 敏感 性 ”在 点 (1,2) 附近 ,f(x,y) = 2 - vy + y) - 3 F x 的 变化 还 是 对 于 y 的 
变化 更 敏感 ?你 怎样 知道 的 ? 

假定 在 一 个 电路 里 的 电流 I ER) 用 方程 1 = VAR 跟 电 压 V( 伏 特 ) 和 电阻 及 (欧姆 ) 相关 . 若 电 压 从 24 伏 
特 降 到 23 伏特 ,而 电阻 从 100 欧姆 降 到 80 欧姆 ,7 将 增加 还 是 减少 ?大 约 多 少 ?1 的 变化 对 十 电 上 庄 的 变化 还 
是 对 于 电阻 的 变化 更 敏感 ?你 怎样 知道 的 ? 

估计 椭 贺 面积 的 最 大 误差 FABER, a = 10 EKA b -16 厘米 ,用 公式 4 = rab 计算 椭圆 x?/a? 
+ y2/b° = 1 的 面积 的 最 大 百分数 误差 是 多 少 ? 

估计 乘积 的 误差 今 y= ur fz = u+ r, rh u Mo 是 正 的 自 变 量 . 

(a) # u 的 测量 误差 是 2% ,而 "的 测量 误差 是 3% ,， 的 计算 值 的 百分数 误差 大 约 是 多 少 ? 

(b) 证 明 ; 的 计算 值 的 百分数 误差 小 于 y 的 计算 值 的 百分数 误差 . 
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64. 心脏 指标 WIER EAIA ECEE IB A.T 节 , 第 235 题 ) 的 全 究 中 可 以 比较 ,研究 者 把 心脏 输 出 量 除 以 


人 体 的 直面 租 以 求 得 心脏 指标 C: 
pime 
— 人体 的 表面 各 
体重 a 而 下 的 能 个 人 的 人 体 的 表面 积 有 由 下 式 近似 
B = 71.84939 0.325 
PEH w H R fs A WEEK, M B BJ (y gr oe AEK. RI EFIE -个 人 的 心脏 指标 ,该 人 的 


BN LES RAE: 


CERBE: 了 7 升 / 分 


体重 : 70 千克 
身高 : 180 厘米 


哪个 对 于 计算 的 影响 更 大 ,1 千克 的 测 基 体重 的 误差 还 是 1 厘米 的 测量 身高 的 误差 ? 


局 部 极 值 
检验 第 65 - 70 题 中 的 函数 的 最 大 值 点 .最 小 值 点 和 镑 点 .并 求 在 这 些 点 的 沐 数 值 


65.f/(x,y) = 2 O xy + 2 y 2x + Dy - 4 66.f/(x.y) = 5x? + Ax -2y + 4x- 4 y 
67.f/(x,y) = 2v + 3xy + 2y 68. fry) = x! + y? 3xy + 15 
69./(xz,y) = x + yt + 3x2 3 70. fxr) = B+ 32 6y 


绝对 极 值 
在 第 71 - 78 题 中 , 求 /在 区 域 R 上 的 绝对 最 大 值 和 绝对 最 小 值 . 


71. 
72. 
73. 
74. 
75. 


76. 


77. 
78. 


fle,y) =mrarr+rn-3ar+3r，R: 第 一 象限 被 直线 v+y = 4 载 下 的 三 角形 区 域 

J(x,y) = 2 - 2 - 2x + 3 + 1, RR CRUB bY K 8 K > = 4 R > = 2 围 成 的 矩形 区 域 
Saxy) = vl ay 3y 2a, 尺 :由 直线 x =+t2 和 ;=+2 痢 成 的 止 方形 区 域 

Jf(x,y) = 2y +2y- a- 2, RABBA + = 2, = 2 围 成 的 第 一 象限 内 的 正方 形 区 域 
Ax) = x- yt- 2r + 4y. R: FRIR + h. ARAR y = x +2, 而 右面 被 直线 x = 2 界 住 的 二 角 
JÉ IX bü 

Fersy) = day -= xt- yte 16. R: Fibra = - 2, 上 面 被 直线 ， = ,而 右面 被 直线 < = 2 REK 
二 角形 区 域 

rmt+tR+3e-3 8R: 由 真 线 Y=+ 上 1 和 ，=+1 转 成 的 正方 形 区 域 

Fixy) = ala 36 ytl, RR: 由 直线 x =+ 1 和 =z+1 围 成 的 正方 形 区 域 


Lagrange 乘 子 


79 . 
. 圆周 上 的 极 值 ” 求 f(x,y) = x 在 圆周 x* + y* = 1 上 的 极 值 

. 贺 盘 上 的 极 值 ” 求 f(x.y) = C + 3y? +2y 在 单位 圆 盘 x: y < 1 上 的 极 值 

. 圆 盘 上 的 极 值 求 f(xy)= < + v2 - 3x - xy EAR + y < 9 上 的 极 值 

. 球面 上 的 极 值 ” 求 f(x,;y,z) = x -+Y+z 在 单位 球面 x3 + yl + 2 = 1 上 的 极 值 

. 到 原点 的 最 小 距离 求 曲面 :* - xw = 4 上 最 接近 原点 的 点 

. 箱子 的 最 小 成 本 -个 封闭 的 长 方 体 形 的 箱子 体积 为 + 厘米 *. 箱子 使 用 的 材料 的 成 本 是 : 顶 面 和 底面 


圆周 上 的 极 值 ” 求 f(r.v)= c + 2 ERR 2 + 2 = 1 上 的 极 值 


a 分 /厘米 *, 前 面 和 背面 4 分 /厘米 ,其 余 的 面 c 分 /厘米 *. 怎 样 的 尺寸 使 材料 的 总 成 本 最 小 ? 


. 最 小 体积 。 炒 过 点 (2,1,2) 并 且 从 第 一 卦 限 截 下 最 小 体积 的 平面 xu + yZb + zZe =1. 


urs Ate 


实践 习题 ` 995 ` 


87. 在 曲面 交 成 的 曲线 上 的 极 值 ” 求 f(x,y,z) = x(y + z) KEHE x` + y* = 1 和 双 曲 柱 面 xz = 1 相交 曲 


线 上 的 极 值 ， 

88. 平面 和 锥 面相 交 曲 线 上 的 点 到 原点 的 最 小 距离 REH x+ y + z = 工 和 锥 面 2 = 2x? + 2y2 的 相交 曲 
线 上 到 原点 最 近 的 点 . 

带 约束 变量 的 偏 导数 


在 第 89 和 90 题 中 ,开始 时 做 一 个 图 示 来 指出 变量 之 间 的 关系 . 
89. Æ w = xe” Hl; = e- yR 


Jw dw 3w 
w( 5), (3), oF) 
90. 设 U = AP,y,7) 是 遵守 理想 气体 定律 PV = nRT(n 和 RR 是 常数 ) 的 气体 的 内 能 . 求 


5) 


理论 和 例子 


91. 


92. 


求 偏 导数 设 w = /(r,0),r = V x2 + y. f 0 = tan-!1(y/x). 求 9w/9x 和 和 9w/9y, 并 且 用 + 和 0 表示 你 
的 答案 . 
RAF 设 z= f(u,u),u = ax + by flu = ax- by. H f.f, 以 及 常数 a Fb KOR z Mz. 


93. 验证 一 个 等 式 ” 设 a。 和 4 是 常数 ,zw = u3 + tanku + cos u Ñlu = ax + bY, 证明 
ðw ðw 
a7; = b 5 
94. 用 链 式 法 则 Æ w= in(xz+y+2z),x = r+ sy =r-3 且 z = 27s, 用 链 式 法 则 求 w 和 zw ,再 用 另 
外 的 方式 验证 你 的 答案 . 
95. 向 量 之 间 的 夹 角 FE e"cosv- x = O #le"sin > - y = 0 定义 上 和 "是 x 和 Yy 的 可 微 函 数 .证 明 下 列 两 
向 量 
Tis 2u; 和 32i+ Ti 
之 间 的 夹 角 是 常数 . 
96. 极 坐 标 和 二 阶 导 数 ”引进 极 坐 标 x = rcos 9 和》 = rsin 9, 变 换 f(x,y) 成 g(r,0). 求 在 (1,9) = (2,7/2) 


98. 


99 


的 2227220 之 值 ,如 果 在 该 点 给 定 


. 平行 于 平面 的 法 线 — 求 曲 面 


(y + z)? + (z - x)2 = 16 
上 的 一 点 ,在 该 点 法 线 平行 于 yz 平面. 
平行 于 xy 平面 的 切 平面 ” 求 曲面 

Xy + Xz + zx — x — 22 = 0 


上 一 点 ,在 该 点 的 切 平面 平行 于 xy 平面 . 


. 当 梯度 平行 于 位 置 向 量 时 假定 9V/(x,y,z) 总 是 平行 于 位 置 向 量 xi + yj + zk. 证 明 对 于 任何 a, 有 / 


(0,0,a) = f(0,0, - a). 


100, 在 所 有 方向 有 方向 导数 ,但 是 没有 梯度 ”证明 


J(x,y,z) = VA + y2 + 2 
在 原点 的 对 任意 方向 的 导数 等 于 1, 但 是 f 在 原点 没有 梯度 向 量 . 
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101. 过 原点 的 法 线 ”证明 曲面 zy + z = 2 在 点 (1,1,1) 的 法 线 过 原点 . 
102. 切 平面 和 法 线 

(a) 画 曲 面 - 2 + 2 = 4 的 草图 . 

(b) 求 在 点 (2, - 3,3) 曲面 的 法 向 量 ,在 草图 上 添上 这 个 向 量 . 

(c) REAO, - 3,3) 的 切 平面 和 法 线 的 方程 ， 


附加 习题 :理论 .例子 .应 用 


偏 导数 | 
1. 在 原点 取 鞍 点 的 函数 — 如果 你 做 了 11.2 节 的 第 66 题 ， 
你 会 知道 函数 
2 2 
2 AE 
f(x,y) = | X2 + y?’ (x,y) 天 (0,0) 
0, (x,y) = (0,0) 


(参见 附 图 ) 在 (0,0) 连续 . 求 A (0,0) 和 fa (0,0). 2 
2. 由 二 阶 偏 导 数 求 函 数 RSEN w = f(x,y), 它 的 

一 阶 偏 导数 是 awvax = ji 六 e*cos y 和 dw/9y = 2y - 

e*sin y, 而 它 在 (in 2,0) 的 值 是 in 2. 由 Mathematica 生成 ) 
3. Leibniz 法 则 的 证 明 ”Leibniz 法 则 是 说 : 若 /在 [c,/] 连 

#,B u(x) A ola) 是 z 的 可 微 函数 , 它们 的 值 在 AER 

[a,b] 内 , 则 


z [U aa = OGD E - faa) E. 
通过 令 
g(uyp) = | rod u = u(x), v= v(x) 
并 且 用 链 式 法 则 计算 dg/dx 证 明 这 个 法 则 . 
4. 求 二 阶 偏 导 数 受 约束 的 函数 。 假定 /是 7 的 二 次 可 微 函 数 , 且 r = / 于 + y + 2 ,3E fat f, + fs = 0. 
证 明 对 于 某 两 个 常数 a 和。， 
f(r) = P +b. 
5. 齐 次 函数 一 个 函数 .Kx,y) 是 n(n 是非 负 整 数 ) 阶 齐 次 的 ,如 果 对 所 有 41,x 和 y, 有 f(tx,ty) = lay). 
对 于 这 样 的 函数 (充分 可 微 ) ,证明 
(a) 2 m nf(x,y) 


Jx + 7 ay s= 
š 2 2 
a 3A) + arl aiar) + [52] = (a = De 
6. 极 坐标 中 的 曲面 $ 
sin6 r —k 
/(r,0) = Ka 区 H Mathematica 生成 
1, r=0 


这 里 > 和 8 是 极 坐标 . 求 第 6 题 图 
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(a) lim f(r ,0) (b)£(0,0) (c)6(r,0),r = 0. 

梯度 和 相 切 

7. 位 置 向 量 的 性 质 令 r= xi+7jr+zk, 且 设 r= |r]. 
(a) 证 明 Vr = r/r. (b) 证 明 Y (r) = nr 2r. (e) K— 8 39 , 它 的 梯度 等 于 r. 
(d) HEH r. dr = rdr. (e) 证 明 对 于 每 个 常 向 量 A, 有 V (A : r) = A. 


8. 正 交 于 切 向 量 的 梯度 。 假定 一 个 可 微 函 数 f(x,y) 沿 可 微 曲 线 x = g(1),y = h(t) 有 常数 值 c. 即 对 于 ， 
的 所 有 值 ， 
Feelt), h(t)) = c 
关于 4 对 这 个 等 式 的 两 端 求 导 , 以 此 证 明 在 曲线 的 每 个 点 9/ 正 交 于 曲线 的 切 向 量 . 
9. 曲线 切 于 曲面 ”证 明 曲 线 
r(t) = (In ¿)i+ (t In t)j + tk 
在 (0,0,1) 切 十 曲面 


xz — yz + cos xy = 1 


10. 曲线 切 于 曲面 ”证明 曲 线 


` - 2)i+ (SE -3)j+ cos(t - 2)k 


在 (0, - 1,1) 切 于 曲面 


x + y) + 2 — xyz = 0 


极 值 


1. 曲面 上 的 极 值 ”证 明 曲 面 ; = < + y — 9xy + 27 EK z 仅 有 的 可 能 的 最 大 值 和 最 小 值 出 现在 点 (0,0) 和 
点 (3,3) .证 明 在 点 (0,0) 既 不 取 最 大 值 也 不 取 最 小 值 . 确 定 在 点 (3,3) 是 否 取 最 大 值 或 最 小 值 . 

12. 在 第 一 象限 的 最 大 值 ” 求 f(x,y) = 6xye FP 在 闭 第 一 象限 (包括 非 负 坐标 轴 ) 的 最 大 值 . 

13. 从 第 一 卦 限 截 下 的 最 小 体积 求 由 平面 x = 0,y = 0,z = 0, 以 及 椭 球 
在 第 一 卦 限 的 某 一 点 的 切 平面 界 住 的 区 域 的 最 小 体积 . 

14. 从 直线 到 xy 平面 的 抛物 线 的 最 小 距离 TARAR f(x,y,n,v) = (x - u)? + (y — o) RAR y=% 
+1 和 ww = vw 限制 的 最 小 值 , 求 xy 平面 上 的 直线 y = x + 1 和 抛物 线 y = x 之 间 的 最 小 距离 . 


理论 和 例子 


15. 一 阶 偏 导数 的 有 界 性 蕴涵 连续 性 证 明 以 下 定理 ; 若 /(x,y) 是 定义 在 xy 平面 的 一 个 开 区 域 R 上 的 函数 ， 
并 且 f 和 /在 R 上 有 界 , 则 /在 R 上 连续 .( 有 界 性 的 假设 是 本 质 的 )、 

16. 为 学 而 写 。 假定 r = g(1)i+ h(t)j + k(t)k 是 在 可 微 函 数 f(x,y,z) 的 定义 域 里 的 -条 光滑 曲线 .叙述 
df/dt,Vf fl v = dr/dt 之 间 的 关系 .关于 在 曲线 上 / 取 相 对 于 曲线 上 其 它 值 的 极 值 的 内 点 的 YF 和 v, 可 以 
说 些 什么 ?对 于 你 的 回答 给 出 理由 . 

17. 从 偏 导数 求 函 数 。 假定 /和 & 是 x 和 y 的 函数 ,满足 


I£ 28 和 2 _ 28 
ay = ax 3x 7 3y 


» 


并 且 假 定 
区 =0, /(,2) = g(1,2)=5 和 f(0,0) = 4. 
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求 f(x,y) 和 g(x,y). 
18. 变化 率 的 变化 率 ”我 们 知道 ,如 果 f(x,y) 是 两 个 变量 的 一 个 函数 ,而且 u = ci+ 如是 一 个 单位 向 量 , 则 
Duf(x,y) = f(x,y)a+(x,y)b 是 f(x,y) 在 (x,y) 沿 方向 u 的 变化 率 .对 于 f(x,y) 在 (x,y) 的 沿 方 
向 u 的 变化 率 的 变化 率 给 出 一 个 类 似 的 公式 . u 
19. 热 搜 索 粒 子 的 路 径 ”一 个 热 搜索 粒子 有 这 样 的 性 质 ,在 平面 的 每 个 点 (x,y) 它 沿 温度 增加 最 大 的 方向 运 
动 .如 果 在 (x,y) 的 温度 是 T(x,y) =- ecos x, 求 一 个 在 点 (r/4,0) 的 热 搜索 粒子 的 路 径 的 方程 y = 
fx). . 
20. 弹 回 后 的 速度 ”一 个 质点 沿 过 点 (0,0,30) 的 直线 以 常 速度 向量 i+j- 5 运行 并 且 磁 到 曲面 z = 2x? + 
3 和 .质点 从 曲面 弹 回 ,反射 角 等 于 人 射 角 .假定 没有 损失 速率 , 弹 回 后 的 速度 是 什么 ?简化 你 的 回答 
. 切 于 一 个 曲面 的 方向 导数 B SERRA. y) = 10 - x- y 的 图 形 的 曲面 .假定 空间 中 在 每 个 点 
(x,y,z) 的 温度 是 T(x,y,z) = x2y + y2z + 4xz + 14y+z. 
(a) 在 点 (0,0,10) 在 所 有 切 于 曲面 S 的 方向 中 ,哪个 方向 使 在 (0,0,10) 的 温度 的 变化 率 最 大 . 
(b) 在 (1,1,8) WF S 的 哪个 方向 使 温度 的 变化 率 最 大 ? 
22. 销 另 一 个 孔 ”在 平 的 地 面 上 ,地 质 人 员 在 矿物 沉积 地 垂直 向 下 钻 一 个 孔 ,在 1000 英尺 深 处 碰 到 矿物 沉 
积 ,在 第 一 个 孔 的 北面 100 英尺 处 销 一 个 深 950 英尺 的 第 二 个 孔 碰 到 矿物 沉积 .第 三 个 孔 在 第 一 个 孔 的 东 
而 100 英尺 深 1025 英尺 处 发 现 矿 物 沉积 ,地 质 人 员 有 理由 相信 矿物 沉积 成 球形 屋顶 形 . 为 了 节省 ,他 们 乐 
意 发 现 什么 地 方 矿物 沉积 最 接近 地 面 .假定 地 面 是 xy 平面 ,你 猜测 在 第 一 个 孔 处 的 什么 方向 地 质 人 员 将 
钻 第 四 个 和 孔 ? 


2 


pe 


一 维 热 方 程 


车 w 表示 侧面 完全 绝热 的 均匀 杆 的 位 置 * 处 在 时 刻 : 的 温度 ( 见 右 图 ) ， 
则 偏 导数 o, 和 w, 满足 如 下 形式 的 微分 方程 | 


CD-ROM 
q= Wa = u, 


这 个 方程 称 为 一 维 热 方程 . 正 的 常数 值 ?由 构成 杆 的 材料 确定 .对 于 众 
多 的 材料 已 经 通过 实验 确定 了 这 个 常数 .对 于 一 个 给 定 的 应 用 ,人 们 查 
表 求 得 适当 的 值 .比如 ,对 于 干 的 土壤 ,c? = 0.19 英尺 2/ A. 

在 化 学 和 生物 化 学 中 , 热 方 程 称 为 扩散 方程 .在 这 种 行文 中 ,w(x,:) 表 
示 可 溶解 物质 ,例如 沿 一 个 充满 液体 的 管子 扩散 的 盐 的 浓度 .w(x,:) 
的 值 表 示 在 点 x 和 时 刻 : 的 浓度 .在 其 它 的 应 用 中 ,w(x,:) 表示 在 一 个 
长 的 细 管 中 气体 的 扩散 . 

在 电气 工程 中 , 热 方程 以 下 列 形式 出 现 ， 


w(x, t) 是 这 里 在 时 刻 
t 的 温度 . 


E a E 


væ = RCu, 
和 
i, = RCL. 
这 些 方程 描述 在 同 轴 电 线 或 其 它 电缆 里 的 电压 ç 和 电流 i, 在 其 中 漏电 和 感应 是 被 忽略 的 .这 些 方 程 中 的 函数 
和 常数 是 
s(x,t) = 在 点 x 和 时 刻 上 的 电压 R = 单位 长 度 的 电阻 
C = 单位 电缆 长 度 的 对 于 地 的 电容 i(x,t) = 在 点 x 和 时 刻 上 的 电流 
23. 求 一 维 热 方程 的 所 有 形 如 w = ersin xx 的 解 ,这 里 > 是 一 个 常数 . 
24. 求 一 维 热 方程 的 所 有 形 如 w = ersin kx 并 且 满 足 条 件 w(0,:) = 0 和 (Li) = 0 的 解 . 当 : 一 o 时 这 些 
解 的 状况 怎样 ? 


ERAR 


概述 “类似 于 单 变量 积分 所 解决 的 问题 ,更 一 般 地 ,有 
些 问题 可 以 用 两 个 或 三 个 变量 的 函数 的 积分 解决 . 因此 如 前 
面 章节 ,我 们 可 利用 对 单 变 重 函 数 积 分 的 作法 来 解决 重 积分 
所 必需 的 计算 ， 


nn TES 
ji 
i23 二 重 积分 


逢 形 域 上 的 二 重 积分 。 二 重 积分 的 性 质 。 作为 体积 的 二 重 积分 。 计算 二 重 积 分 的 
Fubini 定理 。 有 界 非 矩形 域 上 的 一 重 积分 。 确定 积分 限 


以 下 先 讲 对 xy 平面 上 一 有 界 区 域 上 的 连续 函数 f(x,y) 如 何 求 二 重 积分 .本 章 定 义 的 “二 
重 ” 积分 和 我们 在 第 四 章 对 单 变量 函数 所 定义 的 “ 单 ”积分 ( 定 积分 ) 之 间 有 许多 相似 之 处 .每 
个 二 重 积分 都 可 以 方便 地 使 用 定 积分 的 方法 分 步 进 行 计算 . 


和 矩形 域 上 的 二 重 积分 
设 f(x, y) 在 矩形 域 


R:ia=wKx=<b,c < y< d 
上 有 定义 . 
设想 RR 被 分 别 平行 于 x 轴 和 y 轴 的 直线 网 格 所 和 覆 
盖 ( 图 12.1). 这 些 直 线 将 R 分 成 许多 小 块 面积 AA = 
AxAy ,将 这 些小 面积 排序 并 分 别 标 以 A41,A4;,,…， 
A4, ,在 每 个 小 面积 AA, 上 分 别 选 点 (yx ,y) ,并 作 和 


SS euni (1) 


如 果 /在 整个 R 上 连续 ,那么 , 当 细 分 网 格 ( 二 维 
分 割 ) 使 两 宽度 Ar 和 Ay 都 趋 于 零 时 , 和 式 (1) 趋 近 
于 一 极限 值 , 则 称 该 极限 值 为 /在 R 上 的 二 重 积分 ,并 
记 为 


图 12.1 将 区 域 分 成 矩形 网 格 ,每 个 
小 矩形 面积 AA, = Ax,Ay,. 
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[ayaa 或 Saray. 
于 是 ， 
Seya = lim $) fO 7)Ah. (2) 


与 单 变量 函数 的 积分 一 样 , 当 无 论 怎样 分 割 由 区 间 [a,5] 和 [ec,d] 所 确定 的 区 域 R REDA 
的 两 模 ( 所 有 Ax;、Ays KEKEKE) 皆 趋 于 零 时 ,这 个 和 式 有 极限 ,而 且 (2) 式 中 的 极限 存在 
与 面积 A4; 的 排序 无 关 , 也 与 在 每 个 人 A4; 上 的 点 (x y) 的 选取 无 关 . 个 别 和 式 S, 的 近似 值 依 
赖 于 这 些 选 取 , 但 结果 却 趋 于 同一 极限 .对 连续 函数 了 的 这 个 极限 的 存在 性 和 唯一 性 的 证 明 ， 
在 较 高 等 的 ( 微 积分 ) 教科 书 中 给 出 .的 连续 性 是 二 重 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 ,但 却 不 是 一 
个 必要 条 件 . 因 对 许多 不 连续 函数 ,该 极限 也 存在 . 


二 重 积分 的 性 质 
与 定 积分 一 样 ,连续 函数 的 二 重 积分 有 许多 在 计算 和 应 用 上 有 用 的 代数 性 质 . 


二 重 积分 的 性 质 
1. 数 乘 : 


we. )84 = kS Kayaa ( 任 给 数 k) 


IERS + g(x,y))dA = IFE" £ | gC,7)a4 


3. 优势 : 
(a) da =0， 若 在 R 上 f(x,y) > 0 


o) [| f(x,7)a4 > Jec yaa, 车 在 R 上 f(x,y) > g(x,y) 


fa 


. 区 域 可 加 性 : 
Syaa = Jiya + Sraa 


R R, 


# 及 为 两 个 非 交 又 矩 形 域 R, 和 R, 的 并 (图 12.2). 


ff se wa = ff fe naa + ff ze. naa 
Ri R, 


RUR, 


E 12.2 二 重 积分 有 与 定 积分 同样 的 区 域 可 加 性 
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作为 体积 的 二 重 积 分 

4 fx, y) 为 正 函 数 时 ,可 以 把 矩形 域 R 上 的 f 的 二 重 积分 解释 作 下 底 界 于 R 之 内 ,上 顶 面 
为 曲面 z = f(x,y)( 图 12.3) 的 楼 柱 体 的 体积 . MR S = Dry) AA 中 的 每 一 项 
f(x, y AA 都 是 一 个 小 长 方 楼 柱 的 体积 ,它们 都 是 位 于 底 A4; 上 的 竖 起 部 分 的 体积 的 近似 . 
于 是 和 5 就 是 我 们 所 谓 的 立体 总 体积 的 近似 .我 们 定义 该 体积 为 


体积 = lims, = | Aapa. (3) 
你 可 能 会 想到 ,这 个 计算 体积 的 更 一 般 的 方法 与 第 五 章 的 方法 一 样 ,但 我 们 在 此 不 作证 明 . 


"j A(x)= w 4 一- 由 
图 12.3 ”用 长 方 棱柱 近似 体积 使 得 可 以 定义 图 12.4 要 获得 截面 积 Alr), RAE 
更 一 般 的 棱柱 的 体积 . 此 图 所 示 的 棱柱 的 体 x 对 y 作 积分 


积 即 区 域 R 为 底 的 f(x,y) 的 二 重 积分 


计算 二 重 积 分 的 Fubini 定理 
假设 我 们 要 计算 xy 平面 内 和 矩形 域 RR:0 < x < 2,0 < y <1 之 上 平面 :=4-x-y 之 下 
的 体积 .如 果 我 们 用 第 5.1 节 切 薄片 的 方法 ,用 重 直 于 x 轴 的 薄片 (图 12.4), 那么 该 体积 为 


| Aaa, (4) 
其 中 4(x) 为 在 x 点 的 截面 积 .由 于 对 x 的 每 个 值 ,都 可 以 用 积分 来 计算 Alx): 
=1 
NEE pa E (5) 


此 积分 为 x 处 的 截面 内 曲线 z = 4 - x - y 之 下 的 面积 .在 计算 4(x) 中 ,x 先 固 定 ,只 对 y 作 积 
分 .结合 (4)(5) 两 式 ,可 见 整个 立体 的 体积 为 


体积 = As)ds IN (4- < - y)dy)dz 


=1 
y=0 
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x=2 7 
-F3 一 x)dx (6) 
7 1 ; = A 
= [Z= - +=) = 5( 立 方 单位 )， 
如 果 我 们 仅 要 写 出 计算 这 个 体积 的 一 般 算式 ,而 不 具体 算出 任何 积分 , 则 体积 可 以 写 为 
2 
体积 = Fa - x - y)dydx. 
右 侧 表达 式 , 称 作 累 次 或 二 次 积分 ,也 就 是 说 体积 可 以 这 样 


得 到 :固定 x, 将 4- z -7y 先 关于 y 从 y = 0 积 到 y = 1, 然 后 I 
再 对 所 得 x 的 表达 式 关 于 x 从 x = 0 #| x = 2 积分 . 4 人 


如 果 要 用 垂直 于 y 轴 的 平面 薄片 计算 该 体积 会 怎样 呢 _， 
(图 12.5)? 作 为 y 的 函数 , 具 代表 性 的 一 截面 面积 为 


s=2 
40) =| U (4 - z pds 


1 xog 
= (4s - $ - o) ee (7) 
因此 整个 体积 是 
体积 = ”4(7)dy 
= 6- 27)dy = [óy - yli = 5, x 


与 我 们 先前 的 计算 结果 一 致 . 
我 们 又 可 以 给 出 通过 累 次 积分 计算 这 个 体积 的 一 般 算 
式 为 


图 12.5 要 获得 截面 面积 4(y)， 
需 固 定 y 关于 x 积分 . 


体积 = ffa - x — y)dxdy 


右 侧 的 表达 式 又 说 明 ,还 可 通过 将 (7) 中 4 - x - y 先 关于 x, 从 x = 0 到 x = 2 积分 ,再 对 结果 
RF y Ay = 0 到 y = 1 积分 .在 这 个 累 次 积分 里 ,积分 次 序 是 先 x 后 y ,正好 与 (6) 式 中 的 积 
分 次 序 相反 . 

为 什么 用 这 些 累 次 积分 所 作 的 体积 的 计算 都 能 用 矩形 域 R: a < x < 5,c<y<d 上 的 
二 重 积分 的 累 次 积分 表示 呢 ? 答 案 是 它们 都 给 出 这 个 二 重 积分 的 值 : 


fa - x — 7y)dA 
CD-ROM Guido Fubini( 富 比 尼 ) F 1907 年 发 表 的 一 个 定理 证 明 了 矩形 域 上 任 
WEBsite 一 个 连续 函数 的 二 重 积分 都 可 以 用 两 种 累 次 积分 的 任 一 种 次 序 计 
历史 传记 算 .(Fubini 证 的 是 更 一 般 性 的 定理 ,但 这 个 定理 现 已 转换 成 如 下 形 


式 .) 


Guido Fubini 
(1879 一 1943) 


PT <= im 


12.1 二 重 积分 ”1003 + 


定理 1(Fubini 定 理 ( 第 一 形式 )) ” 若 /(x,y) EBE U EEDU R: a < x < b,c < y < d L 
连续 , 则 


spaa = [Ga yaray = [yaa yaya. 


Fubini E KHER F BJ ERSA H RRER P.N im , JE 3 ph pak XI— 4 E 
量 作 积分 就 可 以 计算 二 重 积 
Fubini 定理 还 说 明 我 们 可 以 用 两 种 中 任意 一 种 方便 的 积分 次 序 计算 二 重 积分 ,这 一 点 请 见 
例 3. 特 别 地 , 当 用 截面 法 求 体积 时 , 既 可 以 用 垂直 于 x 轴 的 平面 ,也 可 以 用 垂直 于 y 轴 的 平面 . 
例 1 计算 二 重 积分 || /Cs,y)a4 it 
f(x,y)=1-6xy H R:Ogzg2,-igyasl. 
解 使 用 Fubini 定理 
IRE )dA -| Fa - 6x’ y)dxdy = | [x -2x3y]<23dy 
J Y 一 _1J0 v 5 一 L1 x=0 


-| 0 - 16y)dy = [2y - 82], = 4( 立 方 单位 ). 
用 相反 的 积分 次 序 可 给 出 相同 的 答案 : 


2 


1 2 |y= 
N| (1 - 6xz2y)dydx = [iy - 312521 [7 dx 
oJ -1 0 5 


= fra - 3⁄2) - (- 1 — 3x2)]dx = [zaz = 4( 立 方 单位 )， | 


重 积分 ”大 多 数 计算 机 代数 系统 都 能 计算 重 积 分 的 累 次 积 
典型 的 程序 根据 你 特别 设 定 的 积分 次 序 , 使 用 CAS 的 选 代 积 分 命令 ， 


使 用 技术 
| | 积分 典型 CAS 命令 式 


y 


fe yazay int(int(x2 x y,x), y); 

+ í inc(int(x* cos(y),x = 0..1),y = - Pi/3.. 
| ,| xcosydxdy 

-370 Pi/4); 


如 果 CAS 不 能 给 出 一 定 积分 的 精确 值 ,那么 它 通常 求 出 -一 个 数值 近似 值 . 


有 界 非 矩 形 域 上 的 二 重 积 


要 定义 函数 A(x,y) 在 有 界 非 矩 形 域 上 的 二 重 积分 ,如 图 12.6 所 示 . 请 再 次 设想 中 被 矩形 
P] x ,但 这 次 和 式 中 仅 包括 那些 完全 位 于 区 域 之 内 的 小 面积 A4 = AxAy( 图 中 阴影 部 分 ) 
的 和 . 

我 们 以 某 种 次 序 将 小 面积 编号 ,在 每 个 AA. 内 任意 取 点 (x ,yi) ,并 构成 和 式 
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S, = SAri 
这 个 和 与 (1) 式 中 的 和 之 间 唯 一 的 差别 就 在 现在 这 些小 面积 可 能 没有 覆盖 全 部 只 .但 随 着 网 格 
的 加 细 , 以 及 和 式 S, 中 项 数 的 增加 ,R 内 包含 的 小 矩形 越 来 越 多 .如果 /连续 , 且 RR 的 边界 是 由 
有 限 条 * 的 .或 y 的 连续 函数 ,或 * 与 y 的 连续 函数 的 图 形 首尾 连接 构成 , 则 当 细 分 的 矩形 网 格 
的 两 模 独 立地 趋 于 零 时 和 式 S 就 会 有 极限 ,我 们 就 称 该 极限 为 了 在 尺 上 的 二 重 积分 : 


[C.a = lim D f(z, ya) AAi 
这 个 极限 在 较 少 限制 情形 下 也 可 能 存在 . 


ie 
re L3 
m aan m= 
ASMAR 
EE " | | m 
sr > 
ln | 
2 i | f f(x. y) dA sIf f(x, y) dA + Í f fx. y) dA 
| | R R, R, 


12.7 ”对 由 连续 曲线 围 成 的 区 域 ,可 加 性 


图 12.6 ”一 矩形 网 格 将 有 界 非 矩形 区 域 分 
PRZ. 


割 成 一 些小 单元 . 


在 非 矩 形 域 上 的 连续 函数 的 二 重 积分 有 与 
和 矩形 域 上 的 积分 相同 的 代数 性 质 , 相应 于 z= fixy) 
性 质 5 HKR IPE BP SLE 3: R 可 分 解 成 | 高 = fO) 
非 交 区 域 Ri 和 R,, 它 们 的 边界 也 是 由 光滑 或 分 
段 光滑 的 曲线 构成 (作为 例 见 图 12.7) , 则 


由 mepaa = Sayas + es,y)a4. 


若 f(x,y) 为 正 , 且 在 R 上 连续 , 则 与 前 面 
一 样 ,位 于 与 曲面 : = f(x,y) 之 间 的 立体 区 
域 的 体积 可 定义 为 (图 12.8) 


| psy)aa. (xz. y.) AA, 


图 12.9 表示, 在 xy 平面 内 , 若 R 是 一 个 RM tim E fis s) AA = fÈ nae naa 
“上 ”“ 下 ” 界 于 曲线 y = gs(x) 和 y= g(x) 
之 间 , 两 侧 在 直线 x = a,x = b 之 上 的 区 域 , 则 图 12.8 ”用 定义 矩形 为 底 的 立体 体积 同样 的 方 
又 可 以 用 切 注 片 法 计算 体积 . 先 计 算 截 面 面 积 。 式 定义 非 短 形 区 域 为 底 的 立体 的 体积 ， 


cf Ob 


CG 3016865737 +L 


12.1 二 重 积分 ` 1005 ` 


Alx) -| "G, y)dy 


-然后 对 4(x) 从 x = a 到 x = b E 


V = [Acada = [PFE Aa yayds. (8) 


=] flx,y) dx 
h (y) 


Sg 
x=h,(y) 
图 12.9 ”此 处 所 示 竖 直 薄 片 的 面积 为 12.10 ”此 图 中 立体 的 体积 为 
y= z, 、 d dfh (y) 
Alx) = OA EELT [Aay = f sf so) ddy. 


积 ,再 将 此 面积 从 x = a 到 x = b 积分 . 


类 似 地 .如 果 R 为 图 12.10 ARER, UHR x = hy(y) 与 x = hi(y) 和 直线 y = c 与 
y = d 为 界 , 那 么 用 切 薄 片 法 计算 的 体积 为 累 次 积分 


V = 上 i l s. y)dxdy. (9) 


y=h (y) 


(8).(9) 式 的 累 次 积分 都 给 出 体积 ,我 们 将 其 定义 为 /在 RR 上 的 二 重 积分 ,这 一 点 正 是 下 
面 较 强 形式 Fubini 定理 的 一 个 推论 . 


定理 2(Fubini | — EKR R EEZ, 


LËKRR Xag < b,gi(x) < 


e 其 中 ， gi 和 g2 Ela, b] +m, 则 
i = Te Ka y)dydx. 


2. 车 区 域 为 :c < y < d,hly) < x < hly) Rt h, fl h. 在 [ce;d] 上 连续 , 则 


Das,yaa = [HAs narar. 


BRER) ” 求 棱柱 的 体积 ,其 底 是 xy 平面 的 三 角形 ,由 M, ER y - x 和 x = 1 Bl 
成 ,其 顶 为 平面 < = J/(x,y) = 3 - x-y. 


解 


见 图 12.11, 对 0 与 1 间 的 任 一 个 *( 暂 时 固定 ),y 将 从 y = 0 变化 到 y = *( 图 12.1tb). 因 
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Ifa 1 2] = 
v -| [G - a- payas = [|3y - zy - £] dx 
oJo 0 


y=0 


-| (ae- 字 ju = [37 - #] 9' - 1( 立 方 单位 ) 


图 12.11 (a) 底 为 xy 平 
面 内 的 三 角形 的 楼 柱 . 该 
棱柱 的 体积 即 R 上 的 二 重 
积分 .用 累 次 积分 计算 它 ， 
我 们 可 以 先 对 y 积分 然后 
再 对 x 积分 ,或 换 另 一 种 
方法 ( 例 2). (b) 积分 
os 
先 对 y 积分 , 则 先 沿 穿 过 
R 的 竖 直 线 积分 ,然后 再 
从 左 到 右 积分 ,要 包括 R 
内 的 所 有 竖 线 . (c) 积分 
| ”esy)axdy， Ë 


y=% x= 


先 对 «积分, 则 是 先 沿 穿 
过 RR 的 水 平 线 积分 , 然 
后 再 从 下 往 上 积分 , 要 
包括 R 内 的 所 有 水 平 
线 ， 


(1,0,2) 


A 
(1,0,0) 7 J 


2 X 
xz R (1,19) 


y= x 
(a) (c) 


当 积 分 次 序 调换 过 来 (图 12.11c), 求 同一 体积 的 积分 为 


ifi 1 yi 
V | 1G - x — y)dxdy = | [az =: = xy] 


x=1 
dy 
x= y 
1 1 2 
-| (3- 二 -yy-3y E jay 
1 5 3 5 3] 7=! i hda 
-| (三 -4y + + >Jay =l - 2° + z] = 1 立方 单位 ). 


这 两 个 积分 相等 ,也 应 该 相等 . 9 


虽然 Fubini 定理 保证 了 二 重 积分 可 以 用 两 种 次 序 的 任 一 种 累 次 积分 去 计算 ,但 是 一 种 可 
能 要 比 另 一 种 容易 些 .下 一 例 就 展示 了 这 一 点 ， 


例 3( 计 算 二 重 积分 ) 计算 | szd4, 其 中 尺 为 zy 平面 内 的 三 角形 ,由 x 轴 ,直线 y = x 
和 x = 1 BUR. 


s 


12.1 二 重 积分 ` 1007 °` 


解 积分 区 域 如 图 12.12 所 示 . 如 果 先 对 y 而 后 对 x 积分 ,可 求 出 


1f fx sinx l sinx | * 
snzay]az = {7 
| (人 x TIA 0 y w ilgan 


= — cos(1) + 1 = 0.46( 立 方 单位 )， 
如 果 把 积分 次 序 反 过 来 , 想 要 计算 


Ifl <ç; 到 Aw =s 
|l sxdxdy， 0 1 
Oy x 


1 
Jax = | sinzas 
0 


因为 积分 | ( sm* ) dx 不 能 用 初等 函数 表示 , 故 计算 只 得 终止. 图 12.12 83 的 积分 区 域 

由 于 要 预见 究竟 哪 一 种 积分 次 序 好 (如 此 例 这 种 情况 ) 没有 一 般 的 原则 ,因此 不 必 担心 该 
怎样 开始 计算 ,尽管 做 下 去 ,如 果 先 选择 的 次 序 不 能 积 , 就 试 另 一 种 次 序 . — 
确定 积分 限 


计算 二 重 积分 的 最 难 的 地 方 可 能 要 算 找 积分 限 了 .不 过 ,还 是 有 好 的 解 题 步 又 可 遵循 ， 


确定 积分 限 的 解 题 步 骤 
A. 要 计算 区 域 R 上 的 二 重 积分 | 7(z,y)d4 ,当先 对 z 后 对 y 积分 时 ,应 采取 下 列 步 又 ， 


t+ 最 小 值 为 ” x 最 大 值 为 


第 二 步 和 wzat = 
第 一 步 : 画 草 图 . 画 出 积分 区 域 的 草图 并 标示 出 边界 曲线 . 

第 二 步 :确定 > - 积分 限 . 设 想 一 条 竖 直 线 工 按 y 增加 的 方向 纵 穿 区 域 尺 . 标 好 上 穿 进 与 
穿 出 的 y - 值 ,这 些 即 是 y - 积分 限 ,而 且 通 常 是 x 的 函数 (而 不 都 是 常数 ). 
第 三 步 :确定 x - 积分 限 . 找 出 x - 积分 限 ,使 之 

包含 穿 过 RR 的 所 有 竖 直 线 L. 则 积分 为 ; "uqa 


| fess yaa = | 


B. 计 算 同 一 个 二 重 积分 ,其 累 次 积分 用 相反 的 。 最 小 的 ;为 
积分 次 序 ,用 水 平 线 代替 前 面 的 竖 直 线 , 则 积 


分 为 | f(x,y)a4 = 8 m 
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例 4( 改 换 积 分 次 序 ) ”对 积分 
N + 2)dydx 


0 
夯 出 积分 区 域 的 草图 ,再 写 出 换 一 种 次 序 的 等 价 积 分 . 
解 员 分 区 域 可 用 不 等 式 表 示 为 刀 二 过 2r.0 二 过 2. 因 此 区 域 以 曲线 y =x 和 7 = 
2x 为 界 , 共 4 x fEx = 0 与 x = 2 之 问 ( 图 12.13a). 


图 12.13 例 4 的 图 


要 找 出 相反 次 序 的 积分 限 , 设 想 有 一 条 从 左 到 右 的 水 平 线 横 穿 区域, 从 xy = Z FAM = 
Vy 穿 出 .而 要 包括 所 有 这 些 线 , 得 让 yy 从 y = 0 到 = 4 了 到 值 (图 12.13b). 寺 是 积分 为 
5 
NI (4x + 2)dxdy. 


os £ 

两 种 积分 的 共同 值 是 8. 
习题 12.1 
确定 积分 区 域 并 计算 二 重 积分 
第 1 - 10 题 先 西 出 积分 区 域 草图 ,再 计算 之 . 

3 [2 3 ro 0 rl 
1 | | (4 - 和)drdx 2f (z”" v -2xr)dydx 3.| | (x + y+ l)dxdy 

oJ 0 ov -2 2-1-1 
4.| inz + cosy)dxdy s| xsinvdydx 6. N o ydydx 

z J0 0.0 J0.0 
7 [rendra 8 f “rds 9 HE -2 Əd -d . 10 N 3 Ža d ; 
Ji Jo E idy Jodo ye O Jado 2° woy 


以 下 11- 16 题 在 所 给 区 域 上 积分 ， 
11. 四 边 形 区 域 f(x,y) = 全 在 第 -象限 区 域 ,其 边界 为 直线 = 


习题 12.1 ”1009 - 


12. 方形 区 域 Ar,y) = 本 .在 方形 区 域 :1 < < < 2.1 = y < 2. 

13. EARE frry) = 2 + ,在 以 (0,0)(1,0) 和 (0.1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 . 

14. EEK x,y) = yecosxy .在 矩形 区 域 :0 < x < z=.0 < v < 1. 

15. 三 角形 形 域 ”Far = r - Vu ,在心 平面 上 由 直线 + v = 1 截 出 的 第 一 象限 的 三 角形 区 域 . 
16. 曲 边 形 区 域 f(s,1) = e', 在 st 平面 第 一 象限 内 ,曲线 ;= Ir Z E.A t = 1 至 + = 2 的 区 域 . 
第 17 - 20 题 给 出 直角 举 标 区 域 上 的 积分 , 画 出 积分 区 域 图 并 计算 积分 . 


oe, ips . 
m.| | 2dpdr (pe FH) 18.| | 8ididy (s 平面 ) 
-2e p “0 
et a-u =: 
19.| .| 3eosidudt (wm 平 面 20.| | tasu (平面 
-3 0 1 071 + 


交换 积分 次 序 
对 21 - 30 题 , 先 画 出 积分 区 域 图 ,再 写 出 交换 次 序 后 相应 的 二 重 积分 


1f4-27 "2 fo PE 1r1- x 
2.| | dydx 2.| f drdy 23.| | dvdy 24.| | dydx 
0y 2 0. 7-2 0- + Oy 1-1 
"i fe” “in 2 r2 `Š podr 2 r4 y 
25.| | dyd< 26.| [aray 27.| | l6xdydx 28.| | ydxdy 
0J1 0 Je .0 .0 0v0 
pa | V 4 
29. N ayda dy 30 Na 6xdydx 
计算 二 重 积 
以 下 31 - 40 题 ,画图 ,交换 积分 次 序 ,然后 计算 之 . 
ar. [S Sayar a2. | | 2yžsinxyayde 33. f | erara 34 N re” dyd 
. d3 . ay Sinxyd y a 2 - š ñ 
Jal, y X l 27 sinxydy edxdy oo g- zid 
23 r 13 o 31 ñ Lal 8 2 , 
3s.| | e" dxdy 36.| | — e drdx 37. || cos(16% e )ardy 38.| | dydz 
0 > x 3 0s ya ory +l 


[Gy -xd4, 其 中 及 以 正方 形 | zl + | y| = 1 为 边界 


vu 
R 


39. 正方 形 区 域 


ayda ,其 中 尺 的 边界 为 直线 = ry = Or 和， y = 2, 


40. 三 角形 区 域 | 
求 曲 面 z = f(x,y) 之 下 的 体积 

41. 求 zy 平面 内 直线 y = +,x = 0 和 x+ y=2 所 围 三 角形 区 域 之 二, 抛物 面 : = ⁄2 + ?以 下 的 曲 顶 柱 体 的 
体积 . 

42. 求 底 为 xy 平面 内 抛物 线 y = 2 - x? 和 直线 y = x 所 围 区 域 , 顶 为 柱 面 : = x? 之 蝎 顶 柱 体 的 体积 . 

43. 求 底 为 xv 平面 内 抛物 线 v = 4 - x? 和 直线 y = 3x 所 围 区 域 , 顶 为 平面 z = x + 4 之 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

44. 求 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 , 柱 面 c + 2 = 4 和 平面 z+ y = 3 所 围 立 体 的 体积 . 

45. 求 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 ,平面 + = 3 和 抛物 柱 面 : = 4 - 交 所 围 立体 的 体积 . 

46. 求 第 --- 卦 限 内 被 曲面 : = 4 - < - y 截 出 的 立体 的 体积 . 

47. 求 第 一 卦 限 被 柱 面 z = 12 - 3y? 和 平面 x + y = 2 截 出 的 棉 形 立体 的 体积 . 

48. 求 正 方 柱 |x|+ |y| < 1 被 平面 z= 0 和 3x+2:-= 3 截 出 的 立体 的 体积 . 


49. 求 前 后 界面 为 平 向 x = 2 和 x = 1 两 侧 界面 为 柱 面 y = — .及 上 下 四 面 为 平面 > = *+1 和 > = 0 所 围 
立体 的 体积 ， 

50. 求 前 后 界面 为 平面 * = 二 -于 ,两 侧 界面 为 柱 面 v= secx, 及 上 界面 为 村 面 : = 1+ y? 和 下 界面 为 xy 平面 
所 围 立体 的 体积 


无 界 区 域 上 的 积 
计算 S1 - 54 题 中 的 广义 尘 次 积分 . 
加 | 
p> p] 1 SEREY 1 
s1. | | dd 52. | | | (2y + l)dydx 
Tie w Y -1 一 一 
VARR 
= ofe —. 1 Kë -(x-. 2, ` . 
s| | Cs Dd 54.| | se dxd 


二 重 积 分 近似 计算 
第 55 和 56 题 是 对 .Ar,y) 在 区 域 R 上 二 重 积分 作 近似 计算 ,区 域 被 若干 垂直 线 * = a 和 水 平 线 ; = “所 分 割 ， 
在 每 个 子 和 矩形 内 近似 计算 时 取 点 (xx.m) ,近似 计算 表达 起 为: 


| f(x.y)dA == NAs y) AA; 
R k= 1 


55. 在 半圆 y = v 1 - * 和 x 轴 所 围 的 区 域 R 上 对 f(x ,yy) = *+v 作 二 重 积分 的 近似 计算 ,用 * = - 1, - +, 
,让 ,小 和 5， = 0,41 RRR k ATE ERA KADAN Ooy) ORMER IEF RA). 


L 
4 
56. 在 加 (x -2) + (y -3Y = 15 BJDCER R k. fxr) = x+2) 作 二 重 积分 的 近似 计算 ,用 > = LA, 
5 
2 


23M y = 2, 卫 ,3, 志 .4 分 割 区 域 ,第 人 个 子 矩形 上 到 中 心 点 为 (um yO UEEE RE RA). 
理论 和 例子 
5. 圆 扇形 ”在 阅 4* + v < 4 被 射线 0 = r: 和 8 = -5 截 出 的 小 肩 形 上 ,对 fx,y) = V4- xz 作 二 重 积 分 . 
58. 无 界 区 域 ”在 无 穷 矩形 域 2 < x < wm,0<ys<s2 上 ,对 
fy) = — — 
(x7 rx)(y =- 1)š 
E ERS. 


59. 非 圆 柱 体 一 正 柱 体 ( 非 图 柱 ) ,其 底 RÆ ay 平面 , 顶 由 抛物 面 z = x* + 六 所 界 ,该 柱 体 的 体积 为 
V = | Poe + y )dxdy + i | + 位 )dxdy， 
“0- 0 eeo 


画 出 底 区 域 R 的 图 形 , 并 以 改换 积分 次 序 后 的 累 次 积分 形 示 柱 体 体 积 .然后 计算 积分 以 求 出 体积 . 
60. 转换 成 二 重 积 计算 积分 


| (tan mx ~ tan lx )dr. 
Jo 


CEIR AE RLR IK E fE RLIY). 


61. 求 二 重 积分 的 最 大 值 Ay 平 而 的 什么 区 域 R 上 ,积分 上 (4 - x- 2)q4 的 值 最 大 ?说明 理由. 
r 
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62. 求 二 重 积分 的 最 小 值 ”在 xy 平面 的 什么 区 域 尺 上 ,积分 || Ce + 2 - 9)d4 的 值 最 小 ?说 明理 由 . 


a 


63. 写 学 习 心得 ”是 否 对 xy 平面 的 一 矩形 区 域 上 的 任 ERR y) 都 可 计算 出 它 的 二 重 积 分 ?举例 说 
明 依 不 同 积分 次 序 会 有 不 同 的 答案 .并 说 明 你 的 理由 . 

64. 写 学 习 心 得 ”如 何在 xy 平面 区 域 R 上 计算 连续 函数 /(x,r) 的 二 重 积分 ? 设 区 域 尽 为 闭 三 角形 ,其 顶点 为 
(0,1)(2,0) 和 (1,2). 对 你 的 解答 加 以 说 明 . 

65. 无 界 区 域 ”证 明 : 


æ pæ ， 2 b rb 3 ， pe 2 2 
| | e" dydy = tim | | e * * dxd} = af | e * dx) . 
-æJ = bm) bb “0 


66. 广义 二 重 积分 “计算 广义 积分 : 


EZE 


数值 法 计算 二 重 积 分 

使 用 CAS 二 重 积分 计算 器 计算 题 67 - 70 中 的 积分 
3 fx pI 1 2 

s. | -dvdx 68. | er tr)dydz 
1x1 XY “070 
ipi ao py -a — 

69. | | tan`'xydydx 70. | 3V1- x ydrdx 
Ov0 v - 10 

使 用 CAS 二 重 积分 计算 器 计算 71 - 76 题 中 的 积分 .然后 交换 积分 次 序 ,再 用 CAS 计算 . 
Ia 2 “3r9 > 2 fr4v3y 

7 e" dxdy 72. | ,XCos(y )dydx 73.| 有 (x`y — xy? )dxdy 
0J2y 0. a7 oy 

74 [U asa, 75 pe L dyd< 76.| | ana 

Joda dxd; Adh eri Jles Yds 


面积 .力矩 和 质心 - 


平和 面 有 卉 区 莽 的 面积 。 积分 平均 值 。 矩 与 质心 ， 分布 在 平面 区 域 上 的 质量 。 质 鲁 连 
续 分 布 的 薄 平 板 的 质量 + REE 。 几 何 形 心 


本 节 将 介绍 如 何 利 用 二 重 积分 求 平面 中 有 界 区 域 的 面积 ,以 及 求 二 元 函数 的 积分 平均 值 . 
然后 研究 物理 问题 求 平 面 某 区 域 薄 平 板 的 质心 问题 . 


“不 节 折 证 半 而 区 域 质 量 和 定 的 有 关内 容 并 不 需要 知道 第 五 章 所 讲 内 容 .基本 思想 在 这 里 全 都 齐 解 ,有 此 内 容 或 省 就 
是 给 学 年 复习 -下 第 5 章 已 讲 的 第 ， PEE EVEA ASA ERNEA 
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平面 有 界 区 域 的 面积 
如 果 在 区 域 R 上 的 二 重 积分 定义 式 中 取 f(x,y) = 1, 则 和 式 化 简 为 
Su ae SA = 2 AA. 
此 和 正 是 区 域 R 面积 的 近似 . 当 Ax,Ay TERN, iA AA 对 R 的 覆盖 ( 见 图 12.14) 面积 渐渐 
增加 到 彻底 覆盖 ,我们 就 定义 R 的 面积 为 以 下 极限 值 


Area = lim Saa, s: faa. 
定义 ”面积 
有 界 闭 区 域 R 的 面积 定义 为 a = faa. 


随 着 本 章 其 它 定 义 逐 步 给 出 ,此 定义 将 比 一 元 积分 面积 的 定义 有 更 广 的 应 用 ,可 应 用 到 各 
类 平面 区 域 ,但 与 以 前 关于 区 域 面积 的 定义 是 一 致 的 ,两 者 全 可 用 . 
为 计算 面积 ,以 下 总 是 对 R EKRAR, y) = 1 作 积 分 . 


图 12.14 求 面积 的 第 一 步 是 分 割 区 域内 部 为 小 图 12.15 例 !1 的 区 域 
网 格 . 


例 1( 求 面积 ) ” 求 第 一 象限 中 由 y = x 和 y = x? 所 围 区 域 R 的 面积 . 
解 ” 先 画 出 区 域 的 图 ( 见 图 12.15) ,再 求 面积 


x 


须 注意 由 里 层 积分 得 出 的 定 积分 | (x - da 是 用 4.6 节 的 方法 ,对 两 曲线 间 的 面积 求 积分 ， _| 


例 2( 求 面积 ) ” 求 由 抛物 线 y = < 和 直线 y = x + 2 所 围 区域 R 的 面积 . 
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图 12.16 计算 这 个 面积 (a) 若 先 对 * 积 要 算 两 个 二 重 积分 ,但 若 (b) 先 对 y 作 积分 则 只 需 计算 一 个 .( 例 2) 


解 ”如 图 12.16a 所 示 , 将 RR 分 成 两 块 区 域 R 和 R,, 则 面积 


1fV7 4 fV7y 
a= faas faa = [f dady + | | dxdy. 
Ç 02 -Vy 1Jy-2 


另 一 方面 ,交换 积分 次 序 , 又 有 ( 见 图 12.6b) 


2 fa+2 
4 = I j: dydx . 
-lv x 


此 结果 要 简单 得 多 , 且 实 际 计算 中 只 需要 算 一 个 积分 .面积 为 


x 


2 
A4=|y 
_I £ 


积分 平均 值 

一 元 函数 在 一 个 闭 区 间 上 的 积分 平均 值 等 于 该 函数 在 区 间 上 的 积分 除 以 区 闻 的 长 .对 于 
一 个 在 可 度量 的 有 界 闭 区 域 上 定义 的 可 积 二 元 函数 ,其 积分 平均 值 则 是 区 域 上 的 二 重 积分 除 
以 该 区 域 的 面积 , 即 


3 x+2 


+2 
dr = | G2- ada = (Eaz) s 了 (平方 单位 )、 | 


x 


7 在 及 上 的 积分 平均 值 = ppg || /7(z,y)d4. (1) 


如 果 了 是 位 于 R 上 的 一 块 薄 平 板 的 面 密 度 , 则 /在 R 上 的 二 重 积 分 除 以 R 的 面积 就 是 薄板 的 平 
均 面 密度 ,单位 是 :质量 单位 /单位 面积 .如 果 了 是 RR 中 的 点 (x,y) 到 一 定点 了 的 距离 ,那么 f 
在 R 上 的 平均 值 则 是 尺 中 的 点 到 点 P 的 平均 距离 . 


B) 3( 求 平均 值 ) 求 f(x,y) = xcosxy 在 和 矩形 域 R:0 < x < x,0 < y 志 1 上 的 平均 值 . 
E f/f 在 R 上 的 二 重 积 分 为 


x x 7=1 
| | xcosxydydx | (sinay) | dx 
oJo 0 y=0 


= [Ginz -0)dx =-—cosx| =1+1.=2. 
0 
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而 区 域 R 的 面积 为 x. 于 是 /在 R 上 的 平均 值 等 于 三 _ 


和 矩 和 质心 

许多 结构 和 力学 系统 问题 就 像 全 部 质量 集中 在 一 点 上 的 。” 注 :质量 与 重量 重量 是 力 ， 
作用 一 样 ,这 点 就 叫做 质心 .于 是 怎样 确定 这 点 就 非常 重 费 .而 它 产生 于 对 一 质量 的 引力 .车 
这 基本 是 一 个 数学 问题 .以 下 我 们 分 步 来 讨论 这 个 数学 模型 . 一 质量 为 m 的 的 物体 放 在 重 


第 一 步 设 有 质点 mi ,ms 和 m 放 在 原点 为 支点 的 刚性 x 轴 上 上 ， DORRA g 的 地 点 , 则 物体 
的 重量 (由 牛顿 第 二 定律 ) 为 


V, O x Xa F = mg. 
-- -9- + > V 
m, A m, m. 

支点 


结果 系统 可 能 平衡 也 可 能 不 平衡 , 它 取决 于 质量 多 大 以 及 在 数 轴 上 怎样 安排 它们 . 

每 个 质量 m, 受到 一 个 向 下 的 的 力 mig ,其 大 小 等 于 质量 乘 以 重力 加 速度 .这 些 力 的 每 一 
个 都 有 使 轴 绕 原点 转动 的 趋势 ,就 像 转 动 一 个 跷 跷 板 . 这 一 转动 作用 , 称 作 (转动 ) 力矩 , 它 是 
H JJ mg 乘 以 作用 点 到 原点 的 带 符号 的 距离 习 x 来 度量 的 .原点 左边 的 质量 产生 ( 逆 时 针 ) 负 力 
矩 . 原点 右边 的 质量 产生 ( 顺 时 针 ) 正 力矩 . 
CD-ROM 力矩 之 和 可 表示 系统 将 要 绕 原 点 转动 的 趋势 .此 和 也 叫做 
篇、WEBsite RRE. 


£ 历史 传记 RAE = 5 MEX (1) 
Christian Felix Klein 系统 平衡 当 且 仅 当 系统 矩 为 零 ， 
(1849 一 1925) 若 把 等 式 (2) 中 的 因子 g Bh ,可见 系统 矩 为 
8 < 


环境 和 fE 系统 特征 


Ee 于 是 ,算是 重力 加 速度 g 与 > man 的 积 ,其 中 g 为 该 系统 位 于 其 内 的 环境 特征 ,而 
> ma 是 系统 自身 的 特征 , 它 是 一 个 常数 ,无 论 系 统 置 于 何 处 都 保持 不 变 . 此 常数 称 
作 系 统 关于 原点 的 矩 . 
系统 关于 原点 的 矩 - N ma, (3) 
FRANE A 28 38 5138 32 i hk tE JR JL A REE Z B: E (r, BE SIB Dk EBE < ETENE. 


V, Oo Y x y 

各- ze @—— x 

m, ` m / N mM, 
平衡 点 


关于 在 这 个 特殊 位 置 平衡 点 的 每 个 质量 和 矩 为 
m 关于 点 的 条 = (mi BE < 的 带 符号 距离 )( 向 下 的 力 ) 


= (x, - I) me 
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写 出 这 个 等 式 ,又 由 于 这 些 矩 的 和 为 零 ,就 可 得 一 等 式 而 解 出 三. 


D(x- amg =0 EMEF 
gò Ca- #)m, = 0 和 的 数 乘法 则 
XN Gam, - ïm) = O g 除去 ,my 分 配 率 
Drm - > äm = 0 把 差 的 和 改换 或 和 的 差 
2 xm =š 3 m 移 项 ,再 用 数 乘法 则 
x = SPS fE H z 


最 后 的 等 式 表明 要 求 z, REMATAN Z BE DR R IEA A ER, BD 
Yam ”关于 原点 的 系统 条 


5 Sha ” 系统 质量 
点 元 就 称 为 系统 的 质心 . 
分 布 在 平面 区 域 上 的 质量 
假设 平面 上 有 一 有 限 质点 集 ,位 于 (x y) 的 质点 的 质量 为 mi ( 见 图 12.17). 系 统 质量 为 : 
M = > m,. 


图 12.17 每 一 质量 m, 关于 每 个 
轴 有 一个 力矩 


每 一 质量 mi 关于 每 个 轴 有 一 个 力矩 .其 关于 x 轴 的 力矩 是 mys ,关于 y 轴 的 力矩 是 mixi ,于 是 
整个 系统 关于 两 轴 的 力矩 分 别 是 


关于 x 轴 的 力矩 : M, = ` my 
关于 yy 轴 的 力矩 ; M, = >) mv. 
系统 质心 的 x 坐标 定义 为 


_ > MEX k (4) 
= Sm m, . 


同一 维 情况 一 样 , 如 此 确定 的 xz, 使 系统 关于 直线 x = 平衡 (图 12.18). 
系统 质心 的 y 坐标 定义 为 


_ M. 
TM 


-M S mas 


IMT Sm (5) 
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且 如 此 确定 的 7 了, 也 使 系统 关于 直线 y = 7 了 平衡 .关于 直线 y = 了 由 质量 产生 的 力矩 抵消 掉 了 . 
系统 的 整体 作用 就 好 像 质 量 都 集中 在 一 点 (+,y) 上 一 样 .我 们 就 把 这 一 点 叫 作 系统 的 质心 ， 


g 

图 12.18 关于 其 质心 平衡 的 二 维 质点 阵 . 图 12.19 ”一 个 薄 平板 被 分 割 成 平行 于 y 轴 的 罕 
条 ,每 一 窑 条 关于 每 个 轴 的 矩 ,相当 于 其 质量 Am 集 
中 于 窜 条 的 质心 (x,7) 处 所 产生 的 矩 . 

质量 连续 分 布 的 薄 平 板 的 质量 


在 实际 应 用 中 ,有 时 需要 求 出 薄 平板 的 质心 :比如 说 ,一 个 铝 盘 或 一 三 角形 钢 片 .这 种 情况 
下 ,我 们 总 假设 质量 分 布 是 连续 的 .而 我 们 用 来 计算 z My 的 公式 是 积分 而 不 再 是 有 限 和 了 
积分 以 下 列 形式 出 现 . 

假设 圆 盘 占 据 xy 平面 的 某 一 区 域 ,并 被 分 割 成 平行 于 两 轴 之 一 (如 图 12.19 中 ,平行 于 y 
轴 ) 的 若干 细 条 (如 图 12.19). — B 8 SK BJP (z ,7) .以 下 就 把 这 一 条 的 质量 Am 认为 都 
集中 在 (z,y). 则 该 条 关于 y 轴 的 力矩 为 #Am, 该 条 关于 x 轴 的 力矩 为 了 Am, 于 是 等 式 (4) 及 
(5) 变 为 


这 些 等 式 中 的 和 是 相应 积分 的 Riemann 和 , 随 着 圆 盘 被 分 割 的 罕 条 越 来 越 细 ,对 和 式 取 极 限 就 
得 到 积分 表达 式 . 我 们 把 这 些 写 作 二 重 积分 可 以 适合 多 种 形状 及 密度 函数 .质量 本 身 就 是 连续 
密度 函数 的 积分 , 记 为 8(x,y)( 某 些 物理 学 家 使 用 P(x，Y) 表示 密度 ). 有 关 质 量 .一 阶 第 ,和 
质心 的 公式 在 表 12.1 中 列 出 . 
表 12.1 位 于 zy 平面 某 区 域 上 的 薄板 的 质量 及 一 阶 矩 公式 
EE: 6(x,y) 注 : 密 度 ”一 种 材料 的 密度 是 
指 其 单位 体积 的 质量 .实际 中 

nu. M = facesas 却 廊 意 用 便于 测量 的 单位 ;如 
对 电线 , 细 棒 、 罕 条 板 使 用 单位 
长 度 质 量 , 而 对 平板 及 圆 是 等 
质心 : z . 用 单位 面积 质量 


ME: M, = Syaa, m, = Sapan. 
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例 4( 求 密度 变化 的 薄板 的 质心 ) ”一 薄板 位 于 第 一 象限 的 三 角 
形 区 域 ,其 边界 为 x 轴 , 直 线 x =1 和 y = 2x. 薄 板 在 点 (x,y) 的 密度 
6(x,y) = 6x + 6y +6. 求 薄板 关于 坐标 轴 的 质量 .一 阶 和 矩 和 质心 . 

解 ” 画 出 薄板 的 草图 ,并 详尽 写 出 积分 限 ( 图 12.20) .薄板 的 质 
量 为 


lax Imax 
m=|| (x, y)dydx N (6x + 6y + 6)dydx 
olo 0.0 


y=2x 


l 
=| (6xy + 3⁄2 +67y) dx 
0 


y=0 
= 14 图 12.20 ” 例 4 中 被 薄板 覆 


i 1 
=Í (24x? + 12x)dx = (8x? + 6x) 
0 0 ma BJ = f8 JÉ PX 3⁄4 


关于 x #H BJ — Br kE * 
1f2x 1f2x 
M, - P yó(x,y)dydx = Ni (6xy + 6y? + 6y)dydx 


y=2x 1 
dx = | (28x3 + 12x2)dx 
y=0 0 


1 
-| (3xy2 + 27 +372) 
0 


1 
=(7x4+4x3)| = ll. 
0 
类 似 的 计算 给 出 关于 y 轴 的 和 矩 注 :要 算 M, 应 该 用 y RAR 
í | E E ZER, M, 则 应 该 用 x 乘 
r5 Jolo ” SEI EAE A 以 密度 函数 . 
质心 的 坐标 为 
M 10 5 M, Il 
au sz Ru 5 `D 2 = GS A e E ak E 
”TM T1477 n T 1 
iR t +E 


物体 的 一 阶 矩 ( 表 12.1) 告诉 我 们 的 是 重力 场 中 有 关 平 衡 和 物体 所 受到 的 转动 力矩 .如 果 
物体 是 一 个 旋转 的 杆 状 物 ,我 们 则 对 杆 上 储存 多 少 能 量 ,或 到 底 要 具有 多 少 能 量 才能 使 旋转 杆 
加 速 到 某 一 特定 的 角速度 更 感 兴趣 ,而 这 正 是 二 阶 矩 或 惯性 矩 要 讨论 的 问题 . 

设想 将 杆 状 物 细 分 成 质量 为 Am, 的 小 块 , 令 r, 代表 第 下 块 的 质心 到 旋转 轴 的 距离 
(图 12.21). 如 果 此 杆 以 每 秒 o = d67dt 弧度 的 角速度 旋转 , 则 小 块 的 质心 将 以 下 面 的 线 速度 


12.21 要 确定 表示 旋转 的 
杆 储存 的 能 量 的 积分 表达 式 , 设 
想 把 此 杆 细 分 成 小 块 .每 个 小 块 
都 有 自己 的 动能 .把 各 个 小 块 上 
分 布 的 能 量 都 加 起 来 ,就 可 求 出 
杆 的 动能 . 
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沿 其 轨道 旋转 : 


小 块 的 动能 近似 为 
Lama = Amr) = Zoram. 
杆 的 动能 则 近似 是 
ne 


随 着 杆 被 分 割 得 越 来 越 细 ， S pe 


KE 村 = tfo ridm = >° | am. (6) 
其 中 因子 
I= fam (7) 
为 杆 关 于 旋转 轴 的 惯性 矩 ,并 从 (6) 式 可 见 杆 的 动能 是 : 
KE# = Jw. (8) 


要 启动 以 w 为 角速度 旋转 的 杆 状 物 ,需要 提供 动能 KE = (1⁄2) w°. 而 要 终止 杆 的 转动 , 则 
应 释放 出 等 量 的 能 .要 启动 以 线 速度 v 运行 的 质量 为 m 的 机 车 ,需要 提供 KE = (1⁄2) mv? 的 动 
能 ,要 使 机 车 停 住 ,也 同样 应 释放 等 量 的 能 量 . 杆 的 惯性 矩 与 机 车 的 质量 是 类 似 的 .使 机 车 难以 
启动 或 停止 的 是 它 的 质量 .使 杆 难 以 启动 或 停止 的 是 它 的 惯性 矩 . 惯性 抢 不 仅 要 考虑 质量 ,还 
要 考虑 它 的 分 布 . 

惯性 矩 还 有 一 个 作用 , 即 能 确定 在 一 个 负荷 下 水 平 金属 梁 将 弯曲 多 大 ?横梁 的 硬度 是 7 的 
一 个 常数 倍 ,7 为 关于 横梁 纵向 轴 的 一 个 典型 的 横 截 面 的 惯性 矩 .7 的 值 越 大 ,横梁 越 硬 , 它 在 
一 定 负载 下 的 弯曲 就 越 小 .这 就 是 为 什么 我 们 使 用 工 字 型 钢 梁 而 不 用 方 截面 的 钢 梁 . 梁 的 上 下 
部 的 凸 边缘 承受 了 梁 的 绝 大 部 分 质量 以 免 其 承载 在 纵向 轴 上 , 从 而 极 大 化 了 I 的 值 
(图 12.22). 


BE 


图 12.22 ”关于 横梁 纵向 轴 的 横 截 面 的 惯性 矩 越 大 ,横梁 越 坚 硬 . 梁 4 与 B 有 相同 的 横 截面 ， 
但 4 更 坚硬 . 


NaN 


12.2 面积 .力矩 和 质心 * 1019 。 


如 果 你 要 看 一 看 惯性 矩 起 什么 作用 ,请 试 做 以 下 实验 .用 线 将 两 个 注 : -MEEF 
硬币 系 在 铅笔 的 两 端 并 在 质心 附近 抢 转 铅笔 . 你 每 次 改变 运动 方向 时 &7 E, = P E É 
感到 的 阻力 说 明 有 惯性 矩 . 现 将 两 硬币 向 质心 移动 相等 的 距离 ,再 捡 动 REE. 
铅笔 .系统 有 相同 的 质量 和 相同 的 质心 ,但 运动 中 再 改变 方向 感觉 阻力 
较 小 .惯性 矩 已 减 小 了 . 惯性 矩 也 正 是 给 棒球 球 棍 , 高 尔 夫 球 棒 , 或 网 球 
球拍 以 “感觉 " 的 东西 .网 球拍 其 重量 相同 ,样子 没 变 ,质心 也 相同 ,但 若 
它们 的 质量 不 以 相同 的 方式 分 布 就 将 有 不 同 的 感 党 ,而且 运行 起 来 也 
不 同 . 

表 12.2 列 出 惯性 矩 (也 叫 二 阶 矩 ) 的 公式 以 及 旋转 半径 . 

表 12.2 xy 平面 中 薄板 的 二 阶 矩 公式 


惯性 矩 { 二 阶 矩 ) ; 
关于 x 轴 : L = [| 280, yaa XF y$: I, = |2, yaa 


关于 原点 (极点 ) b= | + 2)0(x,y)dA = IL + 1, 


XFER Li 五 = Ge,y)3(x,y)a4 其 中 O.) = 点 (x,y) 到 直线 工 的 距离 
关于 轴 ， R = /TZM 
关于 y 轴 : R = VL/M 
关于 原点 R = /IZM 


一 阶 矩 M, AM, ,与 惯性 矩 或 二 阶 矩 1, 和 六 之 间 数 学 上 的 差别 是 二 阶 算 使用“ 力 辟 ”x 和 7 
的 平方 . ' 
JE 1o 也 称 作 关于 极点 的 惯性 极 矩 . 它 可 通过 对 密度 6(x,y)( 单 位 面积 质量 ) 与 = x? + 
六 的 积 作 积分 求 得 ,r? 是 一 点 (x,y) 到 原点 的 距离 的 平方 .注意 到 了 = I + 直 ; 则 一 旦 知道 其 
中 两 个 ,自动 可 得 第 三 个 值 .( 矩 六 有 时 也 叫 作 工 ,是 关于 ; 轴 的 惯性 矩 . 等 式 hb = L, + 1, W% 
称 作 垂 轴 定 理 .) 
旋转 半径 R hR, = MR? 定义 . 它 能 说 明 薄 板 可 和 集中 的 质量 距离 * 轴 多 远 以 给 出 同样 
的 也, 旋转 半径 则 给 出 一 个 以 质量 和 长 度 来 表示 惯性 矩 的 方便 的 方法 .半径 R, 和 Ro 也 可 类 似 
EX: ` 
I = MÈ 或 h = MR. 


ER 12.2 中 我 们 取 方 根 就 得 到 公式 . 


例 $( 求 惯性 矩 和 旋转 半径 ) ”对 例 4 中 的 薄板 ( 见 图 12.20) , 求 惯性 矩 和 关于 坐标 轴 和 原 
点 的 旋转 半径 ， 


解 ”用 例 4 中 密度 函数 8(x,y) = 6x + 6y + 6,23: x 轴 的 惯性 矩 为 


1 r2x 1 f2x 
L -| yO(x,y)dydx = | (6xy2 + 673 十 67y2)dydx 
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REHAL 中 ,对 六 与 密 
度 的 积 作 积分 ,计算 也 是 对 妇 
与 密度 的 积 作 积分 . 


y= 


H 


' 2: 1 
| (2y + ESE + 27°) dx = | (40x4 + 16x°)dx 
0 2 0 0 


[y= 
= [8xs + 4xz4] | = 12. 
类 似 地 关于 y 轴 的 惯性 矩 为 
1 2 ， 39 
L= | x lx, y)dydx = 3. 
因为 已 经 知道 了 L 和 7,, 所 以 无 须 再 用 积分 求 0; 可 以 用 1。= L + L MR; 
39 60+39 99 


lo = 12 + 5 = 5 = 
三 个 旋转 半径 为 
R, -Ji = E - | Š = 0.93 
R, = n - (2) fu = | 0 = 0.75 
Ls SO E 
几何 形 心 


当 一 个 物体 的 密度 是 常数 ,x 与 了 7 的 公式 中 分 子 和 分 母 的 常数 密度 便 可 约 去 .所 以 涉及 求 
z y 的 问题 ,可 以 设 3 = 1. 因 此 , 当 9 是 常数 时 ,确定 质心 问题 就 变 成 只 要 看 物体 的 形状 而 不 
是 它 所 构成 的 物质 .这 种 情况 下 ,工程 师 们 可 以 称 质心 为 形 心 . 要 找 出 形 心 , 令 8 = 1 且 在 求 z 
和 7 时 , 同 以 前 一 样 , 用 一 阶 矩 除 以 质量 . 


例 6( 求 一 区 域 的 形 心 ) ”确定 第 一 象限 中 以 直线 y = x 和 抛物 线 y = x? 为 边界 的 区 域 的 
形 心 . 


图 12.23 RKR 
的 形 心 .( 例 6) 


解 画 出 区 域 的 图 , 标 出 求 整体 量 极限 应 该 注 明 的 一 切 ( 图 12.23). 令 8 = 1, 从 表 12.1 找 
出 合适 的 公式 作 计 算 : 


fx 1 yem 1 A 2 34! 
M -| | :laydz = f Eyipada = IKE _ x )dx = [5 _ =] = 


lrx lr a24 7y=x 1/ n2 4 3 541 
aas = PIE a- (E Sa EE 
= =J p ydyda [1 9# = 二 -了 /dx [和 i0] 15 


中 | 一 


习题 12.2 + 1021 ` 


从 M, M, fü M, 的 这 些 结果 ,就 可 求 得 : 


_ M, 1⁄2 1 _ MM 1/5 2 
*= M ` 1⁄6 2， IFM ` 1⁄6 ” 了 


形 心 即 是 点 { 方 , 全 |. 


习题 12.2 


用 二 重 积分 求 面积 
第 1-8 题 , 画 出 所 给 直线 和 曲线 所 围 区 域 的 图 形 .然后 用 二 重 积分 表 永 区 域 的 面积 并 计算 之 . 


. 坐标 轴 和 直线 x + y = 2. 2. 直线 x = 0,y = 2x 和 y = 4. 
抛物 线 x = - y 和 直线 y = x + 2. 4. 抛物 线 x = y - y? 和 直线 y = - x. 


. 曲线 y = e 和 直线 y = 0,x = 0, 及 x = ln2. 

. 曲线 y = lnx 和 y = 2lnx, 及 直线 x = e, 在 第 一 象限 部 分 . 
抛物 线 x = PAxx = 2y -— 2. 

. 抛物 线 x = 2 - 1 z = 252 - 2. 


@ y ON Q U m 


识别 积分 区 域 


第 9- 14 题 中 的 积分 及 积分 和 给 出 xy 平面 中 的 一 些 区 域 的 面积 .画图 ,用 曲线 的 方程 标示 每 一 边界 曲线 ,并 标 
示 出 曲线 交点 的 坐标 .然后 求 出 区 域 的 面积 . 


6 r27 3 fx(2- x) rfeosx 
s. [zaza 10.| | dydx 11. | | dydx 

0. 5 0J -x ~O y siny 

2 fy+2 0 fl-x 2f1-x "2 ro 4 TV 
2.| | ; dxdy 13.| | dydx + | dydx 14.| f, dydx + N dydx 

-Hy -1 -2x 中 学 Ov x -4 oJ o 
积分 平均 值 


15. 在 下 列 区 域 上 求 f(x,y) = sin(x + y) 的 均值 . 
(a) 和 矩形 域 :0 < x<x,0 < y=<x 


k 


(b) 矩形 域 :0 < *<m0sye7 
16. 你 认为 以 下 两 个 均值 哪个 更 大 些 ,是 在 方 域 0 < x < 1,0 < y < 1 Efry) = xy 的 均值 ,还 是 /在 第 _ 
象限 的 四 分 之 一 圆 : x? + y < 1 上 的 均值 ?试用 计算 找 出 答案 . 


17. 求 抛物 面 > = x? + y? 在 方 域 0 < x < 2,0 < y < 2 上 的 平均 高 度 . 
18. R f(x,y) = SEDM In2 < xz < 2In 2,In 2 < y < 2In 2 上 的 均值 . 


常数 密度 


19. 求 质心 ” 求 位 于 第 一 象限 以 直线 x = 0,y = x 和 抛物 线 y = 2 - x? 为 边界 的 区 域 上 ,密度 8 = 3 的 薄板 
的 质心 . 
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20. 求 惯性 和 旋转 半径 ” 求 位 于 第 一 象限 以 直线 < = 3,81 y = 3 为 边界 的 区 域 上 密度 为 常数 6 的 薄 和 矩形 板 
关于 两 坐标 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 

21. 求 形 心 ” 求 第 一 象限 以 x 轴 , 抛 物 线 y = 2x, 和 直线 x + y = 4 为 边界 的 区 域 的 形 心 . 

22. 求 形 心 ” 求 第 一 象限 被 直线 x + y = 3 割 下 的 三 角形 区 域 的 形 心 . 

23. 求 形 心 ” 求 以 x 轴 和 y = V1- <° 为 边界 的 半圆 区 域 的 形 心 . 

24. 求 形 心 ” 设 第 -象限 中 以 抛物 线 y = 6x - 2 和 直线 y = x 为 边界 的 区 域 的 面积 为 25/6 个 平方 单位 , 求 
其 形 心 . 

25. 求 形 心 REB O + y* = a' 制 下 的 第 一 象限 区 域 的 形 心 . 

26. Rù R x AIM y = sinx,0 < x < rZ AKRE C. 

27. RRE RAR y = 4 所 界 密度 $ = 1 的 薄板 关于 * 轴 的 惯性 矩 .然后 再 用 所 得 结果 求 出 薄板 的 
1, lo. 


28. RRE — 求 以 区 间 x < < < 2x 与 曲线 y < sma 为 界 ,密度 8 = 1 的 薄片 关于 y 轴 的 惯性 矩 


29. 无 穷 区 域 的 形 心 ” 求 由 坐标 轴 和 上 曲线 y = e 所 围 第 二 象限 中 的 无 穷 区 域 的 形 心 .( 在 “质量 - 矩 " 公式 中 
用 反常 积分 .) 


30. 无 穷 平板 的 一 阶 矩 。” 求 第 一 象限 中 曲线 y = ex 下 复 盖 的 无 穷 区 域 ,8(x,y) = 工 的 薄板 关于 y 轴 的 一 
ME. 


可 变 密度 

31. 求 惯性 矩 和 旋转 半径 求 以 抛物 线 x = y - y* 和 直线 x + y = 0 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = x + y 的 薄 
板 关 于 x 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 

32. REE 求 密度 函数 6(x,y) = 5x, 位 于 椭圆 x* + 4y* = 12 被 抛物 线 x = 4y? 截 得 较 小 区 域 上 的 薄板 的 
ME. 

33. 求 质心 K-A yh, y = x fly = 2 -x 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = 6x + 6y +3 的 薄 三 角 板 的 质心 . 

34. KRK D IR EE RURAR r= y Ma = 2y- 六 为 边界 密度 为 S(x,y) = y+1 的 薄板 关于 x 轴 的 质 
心 和 转动 惯量 . 

35. 求 质心 .惯性 矩 和 旋转 半径 ” 求 第 一 象限 被 直线 * = 6 和 = 1 制 下 的 密度 为 6(x,y) = x+y+1l 的 沙 
矩形 板 关 于 y 轴 的 质心 ,转动 惯量 和 旋转 半径 . 

36. 求 质心 .惯性 符 和 旋转 半径 RUER y = 1 和 抛物 线 y = x? 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = y + 1 的 薄板 
关于 y 轴 的 质心 .转动 惯量 和 旋转 半径 . 

37. 求 质心 .惯性 矩 和 旋转 半径 RI rM ER r =+ 上 1 和 抛物 线 y = x` 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = 7y + 
1 的 薄板 关于 > 轴 的 质心 .转动 惯量 和 旋转 半径 . 

38. 求 质心 .惯性 矩 和 旋转 半径 KRAER r = 0,x =20,y=-1 和 y=1 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = 1 + 
(x/20) 的 矩形 薄板 关于 x 轴 的 质心 .转动 惯量 和 旋转 半径 

39. 求 质心 .惯性 和 矩 和 旋转 半径 RUER y= x,y =- x fly = 1 为 边界 的 密度 为 6(x,y) = y+1 的 三 角 
形 薄 板 关 于 坐标 轴 的 质心 .转动 惯量 和 旋转 半径 ,以 及 惯性 极 矩 和 旋转 半径 . 

40. 求 质 心 、. 惯 牲 矩 和 旋转 半径 。 如 39 题 令 86(x,y) = 3x` + 1, 再 作 计 算 


理论 和 例子 


41. AWRA Pfr) = SONED 在 平面 代表 某 种 细菌 的 “种 群 密度 ”, 其 中 «和 y 单 位 为 厘米 , 试 求 
1+ 7 
在 矩形 域 : -5 < x < 5, - 2 < y <0 内 的 细菌 总 数 . 


42. 


43. 


47. 


习题 12.2 ` 1023 ° 


ARAO ” 若 以 fx,y) = 100(y + 1) 代表 地 球 上 平原 地 区 的 人 口 密度 ,其 中 *,y 单 位 为 英里 , 求 在 以 曲 
线 x = y) fl x =2y- 入 为 界 的 区 域内 的 人 口 数目 . 

器 具 设 计 “ 当 设 计 一 个 器 具 时 ,一 个 令 大 家 关心 的 问题 就 是 如 何 使 器 具 不 会 翻 倒 . 若 倾斜 ,只 要 它 的 质心 
位 于 支承 轴 改 为 正确 的 一 侧 ,就 能 自己 正 过 来 ,该 点 应 是 当 它 翻 倒 时 ,器具 一 直 骑 在 该 点 上 .假设 密度 近 
似 为 常数 的 器 具 的 轮廓 是 抛物 线 , 且 充 满 xy 平面 中 的 区 域 :0 < y < a(1- x),-1<x<1( 见 附 图 ). 问 
a 取 什 么 值 才能 保证 器 具 倾 斜 度 大 于 45。 才 会 翻 倒 ? 


-BREE ” 常 密度 8(x,y) = 1 的 矩形 板 位 于 第 一 象限 以 直线 z = 4 和 y = 2 的 区 域 上 . 气 形 关于 直 


线 y = a HWH I, 为 : 
4 
T = jo - a)?dydz. 
试 求 a 的 值 使 极 小 . 


. 无 界 区 域 的 形 心 ”xy 平面 内 以 曲线 y = 一 一 ,y = — l 和 直线 x - 0,x = 1 为 边界 的 无 穷 区 域 


Vl- 
的 形 心 . 


: 细 梯 的 旋转 半径 。 求 一 个 线 密度 为 6(gm/cm) 长 度 为 Lem) 的 细 棒 关于 指定 轴 的 旋转 半径 . 


(a) 通过 质心 且 垂 直 于 棒 的 轴 的 直线 为 轴 ; 

(b) 过 棱 的 一 端 且 垂直 于 棒 轴 的 直线 为 轴 . 

( 续 34 题 ) 此 处 薄板 密度 为 常数 5, 位 于 xy 平面 中 区 域 RR, 其 边界 曲线 为 x = 和 2 和 x = 2y - y. 
(a) 常数 密度 。 求 6 使 平板 与 34 题 的 平板 有 相同 的 质量 . 

(b) 均值 ”把 (a) 中 求 出 的 6 值 与 在 R 上 平板 密度 8(x,y) = y + 1 的 均值 作 比 较 . 


. 得 克 萨 斯 (Texas) 州 的 平均 温度 JE Texas 年 鉴 ,该 州 共有 254 个 县 且 每 个 县 均 有 一 个 国家 气象 服务 站 . 候 


设 在 to 时 刻 ,254 个 县 中 每 一 个 气象 站 都 记 下 当地 温度 . 求 出 一 个 公式 以 给 出 Texas 在 时 刻 to 平均 温度 的 
一 个 合理 近似 .你 的 答案 应 该 包含 希望 在 Texas 年 鉴 中 会 有 用 的 信息 . 


平行 轴 定 理 
设 L.。 为 改 平 面 一 直线 , 它 通过 平面 一 区 域 上 质量 为 m 的 薄板 的 质心. 另 设 平面 一 直线 平行 于 Lat Lon t 
ED h PITRE” 是 这 样 叙述 的 一 一 “平板 关于 LM La BEEE I 和 17。 满足 方程 : 


L = La + mh2. 


这 个 方程 给 出 一 种 快捷 方法 :要 求 一 个 矩 ,只 需 知 道 另 一 个 矩 及 质量 . 


49. 


平行 轴 定 理 的 证 明 . 
(a) 证 明 : 薄 平板 关于 平板 所 在 平面 内 的 任何 一 直线 的 一 阶 矩 都 是 零 . (提示: 将 质心 放 在 原点 ,而 直线 沿 y 
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轴 . 那 么 公式 z = T 会 告诉 你 什么 ?) 
(b) 使 用 (a) 的 结果 即 可 得 平行 轴 定 理 . 设 平板 的 Ls 为 y 轴 ,并 设 工 为 x = .那么 关于 写 出 其 积分 表 
达 式 并 将 它 重新 写作 积分 的 和 , 即 可 得 到 证 明 . 
50. s EE E 
(a) 用 平行 轴 定 理 和 例 4 的 结果 求 例 4 85 2 R E ELF AR BR O BS K E AR E SH ED O RHEE . 
(b) 使 用 (a) 的 结果 求 平板 关于 直线 x = 1 和 y = 2 WREE. 


Pappus 公式 
Pappus 讲 两 个 非 交 平面 区 域 的 并 的 质心 位 于 连接 各 自 质心 的 线段 上 .更 特殊 地 ,假设 m, 和 m, 为 位 于 xy 平面 
两 非 交 区 域 上 的 薄板 P, 和 P, 的 质量 . 设 me 和 c 是 原点 到 P, P, 各 质心 的 向 量 . 则 两 板 之 并 P, U P, 的 质心 
的 向 径 由 以 下 公式 给 出 : 
mi CG + m 
. © 
公式 (9) 就 叫 作 Pappus 公式 .更 一 般 地 ,两 个 以 上 但 数目 为 有 限 个 非 交 平 板 的 质心 向 径 为 ; 
az MiC + mC + `" + Matn (10) 
my + 了 2 十 … + m, 
此 公式 特别 对 求 不 规则 形状 平板 的 质心 更 有 用 .尤其 是 对 那些 几何 形 心 已 知 ,密度 为 常数 的 若干 片 平板 构成 
的 不 规则 形状 薄板 系 . 
51. 证 明 Pappus's 公式 (等 式 9). (提示 : 画 出 平板 在 第 一 象限 的 图 ,并 将 它们 的 质心 标示 为 (2 ,71) 和 (52，72) . 
P, U P, 关于 两 坐标 轴 的 矩 等 于 什么 ?) 
52. 用 等 式 (9) 和 数学 方法 推导 对 任何 正 整数 n > 2, 等 式 (10) 成 立 . 
53. 设 A, B 和 C 为 图 12.24a 所 示 形 状 .用 Pappus's 公式 求 形 心 . 
(a)AUB (b)AUC 
(BUC (ŅAUBUC. 


TEEI > x(n.) 
PA 
24 


(a) (b) 


12.24 53 K 54 题 的 图 形 . 


54. 确定 质心 位 置 ” 找 出 图 12.24b 中 的 角 尺 的 质心 . 

55. 一 等 腰 三 角形 了 底 为 2e ,高 为 人 .其 底 位 于 半圆 盘 D 的 直径 上 ,两 者 放 在 一 起 形状 象 冰 淇 凌 . 若 让 TU D 
的 形 心 位 于 7 和 D 的 公式 边界 上 ,a 与 必得 满足 什么 关系 ? 若 在 7 内 呢 ? 

56. 一 等 腰 三 角形 7 的 高 为 ,其 底 为 正方 形 Q 的 一 边 , 其 长 为 s.( 正 方形 与 三 角形 不 交 ) .要 想 让 了 U g 的 形 
心 在 三 角形 底 边 , As 之 必须 满足 什么 关系 ?将 答案 与 55 题 作 比 较 . 
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极 坐 标 形式 的 二 重 积分 


用 极 坐 标 表 示 二 重 积 分 。 确定 积分 限 。 将 直角 坐标 积分 变换 成 极 坐 标 积分 


有 时 一 些 积分 若 变换 成 极 坐标 形式 更 便于 计算 .本 节 要 介绍 怎样 完成 这 种 变换 和 怎样 计 
算 区 域 边界 由 极 坐标 方程 给 出 的 二 重 积分 . 


用 极 坐 标 表示 二 重 积分 


在 定义 一 个 函数 在 xy 平面 的 区 域 尺 上 的 二 重 积分 时 ,我 们 一 开始 总 是 把 区 域 尺 分 割 成 一 
系列 矩形 条 ,使 两 边 分 别 平行 于 坐标 轴 . 分 成 这 些 很 自然 的 形状 是 因为 矩形 的 两 边 或 x 为 常 
值 ,或 y 为 常 值 .在 极 坐标 下 ,自然 形状 则 是 “ 极 坐 标 矩 形 ”, 其 边 也 是 或 > 为 常 值 ,或 9 为 常 值 . 

BRAKS, 0) 定义 在 区 域 R 上 ,其 边界 为 射线 0 = a,9 = 8, 和 连续 曲线 r = z,(0) 与 
r = g2(9). 和 且 设 任 给 一 值 9 位 于 a 与 8 之 间 , 都 有 0 < z,(0) < g2(0) 过 a. 那么 ,R 位 于 一 个 
扇形 区 域 Q 上 ,0 由 不 等 式 0 < r < aa < 0 < 8 定义 . 见 图 12.25. 


图 12.25 区 域 R: gl(O) < r< g.(0),a < 0 < 有 包含 在 扇形 区 域 0 :0<r< 4a,a <? < 
8 之 内 ,由 圆 弧 与 射线 对 0 的 分 割 得 到 RR 的 一 个 划分 . 


以 圆 弧 和 射线 网 格 覆盖 0. 弧 由 中 心 在 原点 的 一 系列 圆 截 出 ,半径 为 Ar,2Ar,…, mAr, 其 
中 Ar = a/m. 一 系列 射线 为 9 = e,6 = a +A0,0 = a +2A0,-.,0 = a + m'A0 = 8, 其 中 
A9 = (B - <)《/m' .这 些 弧 及 射线 把 Q 分 割 成 小 片 , 称 为 “ 极 坐标 矩形 ”. 

将 位 于 RR 内 的 极 坐 标 和 矩形 标号 排序 ( 序 无 关 紧 要 ) , 称 n 个 小 片 分 别 为 A4; ,A4。,… ,AA,. 


BEC 0) 为 面积 为 Ahx 的 极 矩 形 的 中 心 .所 谓 “ 中 心 ”, 是 指 该 点 位 于 小 极 和 矩形 内 的 两 弧 
及 两 射线 的 二 分 之 一 交点 处 .然后 作 和 式 : 
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S = D 0,)AA,. (1) 


# /在 区 域 尺 上 连续 ， 当 细 分 网 格 使 Ar 和 Ab 都 趋 于 零 时 ， 这 个 和 将 会 趋 于 一 个 极限 值 .此 极限 
就 称 作 了 在 R 上 的 二 重 积 分 ,并 记 为 : 


mi S e.0ya4. 
“= R 


要 计算 这 个 极限 ,得 先 以 Ar,Ab 表 示 A4k M5 Hi FIS, RRR. AA, B A lg ok 4 > 
rk — (Ar/2)(ÉËl] 12.26) JMW ry + (Ar/2), TE , RIRE XT BS Bl A JE BJ UE y I| E: 


内 径 : Hn -Sr) Ae， 外 径 : T [n + ) A0. 


图 12.26 由 观察 可 见 


大 扇形 小 扇形 
A= [m )- Í Ym ) 
从 而 得 出 公式 AA, = riArA9. 详 见 以 下 
讲解 . 


因此 ， 
AA, = 大 扇形 的 面积 - 小 扇形 的 面积 
2 2 
ela] a- HTI asan 
= T,ArAð. 
结合 等 式 (1) 的 结果 .就 得 出 
= PDA, 0,)rArA0. 
以 Fubini 定理 的 说 法 即 , 和 式 的 极限 可 以 用 关于 r,9 的 累 次 定 积 分 计算 而 得 
mr,eaa = | 外 A oriris (2) 


确定 积分 限 
直角 坐标 系 中 找 积分 限 的 程序 也 可 用 于 极 坐 标 情 况 . 


“<. a A t= ntr>.s 
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如 何 用 极 坐标 计算 二 重 积分 


用 极 坐 标 计算 区 域 R 上 的 积分 | 7(r ,9)d4 , 先 对 r 积分 再 对 9 积分 ,遵循 以 下 步 又 . 


第 一 步 : 画 草图 . 画 出 区 域 BP: Rr 的 积分 限 . 设 第 三 步 : 找 .8 的 积分 限 . 找 
草图 并 标 出 边界 曲线 . 想 一 射线 工 从 原点 出 发 以 x H RR 边界 的 最 小 和 最 大 的 9 
增加 的 方式 的 穿 过 .标示 值 ,它们 是 9 的 积分 限 . 
出 射线 二 穿 人 和 穿 出 的 > 
值 ,它们 就 是 r 的 积分 限 ， 
且 通 常 依赖 角 0.0 为 工 与 > 


轴 正 向 的 夹 角 . 
y y I 
I t 在 r= 2 穿 出 最 大 6 值 为 5 
2 x2+y2=4 了 fL " zt ; 
R > R z ROX P y=x 
/2 (/2,/2) rsin 0=y=/5 7 B ⁄ 
y= P 或 ; / / = 
r= f csc 0 / #£Er= Pr csc 0 @ A Wy Z 
j fE r = 5 csc 0 FA r f 最 小 9 值 为 
0 : of ği of ws 


| 则 积分 为 


=> F: 2 
Je, oa š: L, past raras. 


例 1( 确 定 积分 限 ) 求 出 f(r,9) 在 区 域 R 的 积分 限 ,R 位 于 心脏 线 + = 1+ cosl 之 内 , 圆 


r= 1 之 外 ， 

解 

第 一 步 :画图 . 画 出 区 域 草 图 ,并 标示 出 边界 曲线 
(图 12.27). 


第 二 步 : 找 r 积分 限 . 一 典型 从 原点 出 发 的 射线 
Ær = 13A R,r = 1 + cos0 SH R. 
第 三 步 : 找 9 积分 限 .从 原点 出 发 的 与 R 相交 的 


射线 从 9 = - 亚 转 到 6 = 于 .积分 为 


x 1+cos0 
PT f(r,0)rdrd0. i 
-2 a 


如 果 f(r,0) 为 常数 函数 ,其 值 恒 为 1,362 /# R 
上 的 积分 恰 是 区 域 R 的 面积 . 


0=-3 由 r=1 穿 入 从 r=l+cos0 
穿 出 


图 12.27 例 1 的 图 . 
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极 坐标 系 下 的 面积 
极 坐 标 平面 内 有 界 闭 区 域 R 的 面积 


4 = II rdrd0. (3) 


R | 


可 能 你 会 发 现 , 这 个 求 面积 的 公式 与 所 有 先前 得 到 的 求 面积 的 公式 思想 是 一 致 的 ,尽管 我 
们 并 不 证 明 这 个 事实 . 
例 2( 用 极 坐标 求 面积 ) ” 求 双 纽 线 所 围 区 域 的 


面积 . N 从 r= /4 cos 36 穿 出 
# ”三 图 以 确定 积分 限 ( 图 12.28) ,可见 总 面积 4 


是 第 一 象限 部 分 的 4 倍 . 


> X 
Z s Z 3cosQ z 2. r= V 4cos20 
4 = 网 | rdrd0 = KIR dð ` : , 

"00 0 r=0 fE r = 0 穿 进 Y r- = 4 cos 20 
x x 4 
4 4 

=4| "2c0s2040 = 4sin20| = 4. _ | 

0 0 图 12.28 在 阴影 区 域 上 积分 ,r 从 0 积 到 


V 4co20 ,0 从 0 RAT A2) 


将 直角 坐标 积分 变换 成 极 坐 标 积分 
积分 | Ce. y)dzay 由 直角 坐标 变 成 极 坐 标 分 两 步 : 


第 一 步 : 在 直角 坐标 积分 式 中 作 代 换 x = rcos0,y = rsing, 并 以 rdrd9 换 dxdy; 
第 二 步 :确定 RR 边界 的 极 坐标 形式 以 给 出 积分 限 ， 
则 直角 坐标 系 下 的 积分 变 为 
[Aes yazay = | A rcosð, rsin0) rdrdo, (4) 


其 中 G 代表 极 坐 标 下 的 积分 区 域 .这 与 第 4 章 的 代 换 方法 类 似 , 只 不 过 此 处 是 两 个 变量 作 替 换 

而 不 是 一 个 .请 注意 dedy 不 是 换 成 drdb ,而 是 换 成 rdrd0. 
例 3( 换 直角 坐标 积分 为 极 坐 标 积分 ) ” 求 密 度 S(x,y) = 1 、 

的 薄板 的 惯性 极 矩 , 设 它 所 在 区 域 的 边界 为 第 一 象限 中 的 四 分 1 

Z—BË 2 a. 2 = 1(0< x < 1,0 < y <= 1). 
解 画 出 图 (图 12.29) 以 确定 积分 限 . 
在 直角 坐标 系 , 极 抢 是 以 下 积分 值 : 


Ieir 
| (x° + y )dydx. 
0J.0 


0 I 


先 对 y 积分 ,得 


l 一 一 2372 = 
| (x /Tl Jaz, B112.29 《〈 例 3) 用 极 坐标 ,区 域 可 
“0 3 以 用 简单 不 等 式 写 出 :0 < r < 1 和 
这 是 一 个 没有 公式 很 难 计算 的 积分 . oga 


若 将 原来 的 积分 换 成 用 极 坐 标 形 式 算 , 则 要 好 算得 多 . 令 2 


“` on wa IA P E 
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x = rcos9,y = rsin0, 并 将 dxdy 换 成 rdrdb ,得 


TEER > ñ 3f A HESIR f 1g x 
RI (x° + y` )dydx = Rf “rdrd9 = olal E 4 = 8 


为 什么 极 坐 标 变换 在 这 里 如 此 有 效 ? 一 个 原因 是 x? + y 简化 为 , 另 一 个 是 积分 限 变 成 常数 .。 | 


例 4( 用 极 坐标 计算 积分 ) 计算 | ex** ayas, 


其 中 RR 为 由 x 轴 和 曲线 y = v1 - x? 所 围 的 半圆 形 区 
域 ( 图 12.30). 

E 在 直角 坐标 系 中 ,此 题 中 的 积分 是 非 基 本 
类 型 积分 ,不 管 对 * 或 是 对 y ,要 积 er *” 都 没有 直接 
的 方法 ,但 这 个 积分 和 其 它 类 似 的 积分 在 数学 中 很 
重要 一 一 例如 ,在 统计 学 中 一 一 因而 需要 有 效 的 方 
法 计算 这 个 积分 . 极 坐 标 正 可 以 解决 这 类 问题 . < E 12.30 例 4 中 的 半圆 域 即 区 域 
x = rcos0,y = rsing 并 替换 dxdy 为 rdrdg ,就 可 以 O< r=<1,0 =< ==. 


计算 这 个 积分 : 
2 2 xr 2 xr 1 211 
IË `” dydx -| | er rdrd0 = | [se | ao 
A 0v 0 0 0 


= Fle- 1)40 = 2 (e= 1). 


日 = 天 


-1 


rdrd9 中 的 > 正 是 要 计算 e” 的 积分 所 必须 的 .车 没有 它 , 就 像 一 开始 ,我 们 仍 被 困 住 . _] 


习题 12.3 


以 极 坐标 计算 积 

第 1 - 16 题 将 直角 坐标 积分 变 成 相应 的 极 坐 标 形式 ， a 
' r i- 

. | dydx 2f I ads 
TAN 

a. | É (x? + y2)dxdy af Ma Ao + 32)dvrdx 

aa 6. p Ta? y?)dady 

z. Pasay s. yaya 


1 0 
dydx f w.) 4 / x + 2 


0 ro 
2 
s. | > dxd 
-VV |] + V x? + y2 A YS tiara 
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I eV m2 T ir ` o aa 
nu.| | . eY “t dydx 2.| | -+r dydy 
0 0 0. 0 
2 r 1-(x- D° x ; r2 0 
x + y ñ 
— . — xy drdy 
a. | ag yd 14 NN G xy dxdy 
Ps paas of 2 apas 
了 VE Jl rir 
在 极 坐 标 下 求 面 积 
I 
17. 求 第 一 象限 被 曲线 r = 2(2 - sn 20)2 割 出 的 面积 . 


18. 心脏 线 与 圆 相交 ROGIER r= 1 + cos 之 内 , 圆 r = 1 之 外 区 域 的 面积 . 

19. — HHA RKR r = 12cos 30 之 一 叶 所 围 区 域 的 面积 . 

20. RNE Rh x 轴 和 螺旋 线 r = 46/3,0 < 0 < 2r 所 围 区 域 的 面积 .区 域 像 个 贝壳 

21. 第 一 象限 的 心脏 线 “” 求 由 心脏 线 r= 1 + sn 9 在 第 一 象限 割 出 的 面积 ， 

22. 相交 的 心脏 线 求 心脏 线 r = 1 + cosg 和 r = 1 - cos0 内 部 公共 区 域 的 面积 . 

质量 和 拢 

23. FAME RERE y) - 3 的 海平 板 关于 Q 轴 的 一 阶 矩 ,平板 为 在 * 轴 之 上 ,心脏 线 r = 1 cosb 


27. 


之 下 的 区 域 . 

. 圆 盘 的 惯性 矩 和 极 矩 RA +y = a? 所 围 区 域 的 薄 圆 盘 关 于 < 轴 和 原点 的 惯性 千 , 设 圆 盘 在 (x ,7y) 
点 的 密度 6(x,y) = k(x2 yk HER. 

. 平板 质量 ” 若 平 板 的 密度 函数 (x,y) = 1/7, 求 覆盖 在 圆 + = 3 之 外 , 圆 + = 6sing 之 内 的 区 域 上 的 薄 平 
板 的 质量 . 

. 心脏 线 与 圆 之 交 的 极 矩 ” 求 在 心脏 线 r = 1 - cos0 之 内 , 圆 * = 1 之 外 区 域 上 的 薄 平 板 关于 原点 的 极 矩 ， 

设 平 板 的 密度 函数 8(x,y) = 17r. 

求 心脏 线 的 形 心 ” 求 心脏 线 + = 1 + cos0 所 围 区 域 的 形 心 . 

- 求 心 脏 线 区 域 的 极 和 矩 ”由 位 于 心脏 线 + = 1 + cos@ 所 围 区 域 的 薄 平 板 关于 原点 的 惯性 极 矩 , 设 平 板 的 密 
度 函 数 6(x,y) = 1. 


平均 什 


29 
30 
31 
32 


. 半球 的 平均 高 度 RER: = / a'- x? y2 #E xy 30 BLBQ -+ 和 ao: 之 上 的 平均 高 度 . 

. 锥 的 平均 高 度 R= V xz? + y? E yy HAR + y < a? 上 的 平均 高 度 . 

. 圆 内 点 到 原点 的 平均 距离 RA x? + y? < a2 的 内 点 P(x,y) 到 原点 的 平均 距离 . 

. 圆 盘 的 内 点 到 其 边界 一 定点 的 平均 平方 距离 RA x* + y? < 1 内 任 一 点 P(x,y) 到 其 边界 上 的 点 A 
(1,0) 的 距离 的 平方 的 平均 值 . 


理论 和 例子 


33 
34 


. 换 成 极 坐 标 积 对 区 域 1 < < 
. 换 成 极 坐 标 积 对 区 域 1 < +y ge 上 的 f(x,y) = llnl? + y2)] A(x? + y) ERD. 


e EBJ f(x,y) = [In( 2 + y2)] ⁄ V x2 + y 作 积 分 . 


x? + y2 


35. 非 圆柱 柱 体 体 积 ”以 心脏 线 r = 1 + cosg Z Ñ. ËB] + = 1 之 外 区 域 为 底 的 正 柱 体 , 其 顶 为 平面 > = x. 求 柱 


体 体积 . 


36. 非 圆柱 柱 体 的 体积 ARAR r? = 2cos 20 所 围 区 域 作 正 柱 体 的 底 , 其 顶 为 球面 : = 2 二 六, 求 该 柱 体 


习题 12.3 ”1031 -° 


37. 


38. 


39. 


41. 


42. 


体积 . 
变换 成 极 坐标 


(a) 计算 反常 积分 7 = | eds 的 一 般 方法 是 算 它 的 平方 ; 


» 3 ° 3 epa 3a 
P = (| e dx) (| e dy) = | | e7 +Y) dxdy. 
0 0 o Jo 


用 极 坐标 计算 右 侧 积 分 ,然后 由 等 式 解 得 I. 
(b) 求 ; 


2 
t 


2e- 
Vn 


limerf(x) = lim| dt. 
x— xD 


变换 成 极 坐 标 ” 计算 积分 
名 w% 1 I 
| | (1 + xz2 + yidsdy- 


为 学 而 写 将 函数 Kx,y) = 1⁄(1- x2 — y) fE] <? + y? < 3⁄4 上 作 二 重 积分 .该 积分 在 x? + y? 返工 上 
是 否 存 在 ?对 你 的 回答 作 说 明 . 


. 用 极 坐标 求 面积 的 公式 。 用 极 坐 标 导 出 以 二 重 积 分 求 面积 的 公式 


4 = Ku 
这 是 位 于 极点 与 极 曲线 + = f(0),a < 0 < 有 之 间 的 扇形 区 域 面积 , 
到 圆 内 一 定点 的 平均 距离 i P, 为 半径 为 a 的 圆 内 一 个 定点 Sh 代表 Po 到 圆心 的 距离 . 另 设 d 为 任 


一 点 了 到 Po 的 距离 . 求 圆 所 围 区 域 上 d? 的 平均 值 . (提示 :将 圆心 设 在 原点 ,并 让 Po 在 * 轴 上 简化 问题 . ) 
面积 设 极 坐 标 平 面 上 一 区 域 的 面积 为 : 


画图 并 求 出 该 面积 . 


(umn: 


坐标 变换 
习题 43 - 46 ,使 用 CAS 变 换 直角 坐标 下 的 二 重 积分 为 相应 的 极 坐标 形式 ,再 算出 极 坐 标 积分 .做 每 -- 题 都 按 以 
THR. 


43. 


(a) Æ xy 平面 画 出 直角 坐标 形式 的 积分 区 域 ; 

(b) 将 (a) 步 中 的 直角 坐标 形式 的 区 域 边界 曲线 变换 成 它 的 极 坐标 形式 ,一 般 是 通过 解 直 角 方 程 而 求 出 
r 和 9; 

(c) 用 (b) 的 结果 , 画 出 在 把 平面 的 极 坐 标 积 分 区 域 . 

(d) 将 积分 由 直角 坐标 变换 成 极 坐标 .从 (c) 所 画 的 图 确定 积分 限 ,并 使 用 CAS 积分 计算 器 求 出 极 坐标 积分 . 


ifi (rz 
有 2 3dydx aff dydx 
Oat + y 0.0 xX + y 

x 


1 ; 1f2-y 
as. fP Y dxdy 46. | /x + ydxdy 
° -4 Var |, y Y 
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直角 坐标 系 下 的 三 重 积分 


三 重 积分 。 三 重 积分 的 性 质 。 空间 区 城 的 体积 。 确定 积分 限 。 空间 一 六 数 的 积分 平 
均值 


本 书 讲 三 重 积 分 求 三 维 立体 的 体积 、 立 体 的 质量 和 和 矩 , 以 及 三 个 变量 函数 的 积分 平均 值 
等 .在 第 13 章 ,将 会 看 到 在 研究 向 量 场 和 流体 时 这 些 积分 的 作用 . 


三 重 积分 

ÉZ F(x,y,z) 为 一 个 定义 在 空间 有 界 闭 域 上 的 函数 一 一 万 为 一 立体 球 所 占 区 域 , 或 像 
一 块 泥 块 则 下 在 九 上 的 积分 可 以 用 以 下 方式 定义 .把 一 个 包含 万 的 矩形 域 用 平行 于 坐标 
平面 的 平面 分 割 成 小 长 方 体 块 (图 12.31) .再 以 某 种 序 将 位 于 D 内 小 长 方 体 编号 为 1 到 n, 一 
个 典型 的 小 长 方块 其 三 维度 量 分 别 为 Axr Ay 和 Azi, 体积 记 作 A V,. 在 每 个 小 块 中 取 点 
(aks eo Zk), 并 作 和 式 


Sa = XO Ela yr, zi AV,. (1) 
k=1 


图 12.31 ”分割 一 立体 ,每 个 小 长 
方块 的 体积 为 AV. 


kos 


如 果 FF 连续 , 且 D 的 边界 曲面 分 片 光滑 ,其 交 为 连续 曲线 ,那么 当 Ar, Ay 和 Az 独立 地 趋 于 
零 时 ,和 s, 有 极限 


lim S, = II F(x,y,z)dV. (2) 
我 们 就 称 此 极限 为 严 在 六 上 的 三 重 积分 .极限 对 某 些 不 连续 函数 也 是 存在 的 . 


三 重 积分 的 性 质 
三 重 积 分 有 与 二 重 积 分 和 定 积分 同样 的 代数 性 质 . 


12.4 直角 坐标 系 下 的 三 重 积 分 ` 1033 > 


三 重 积分 的 性 质 

# F = F(x,y.z) fl G = G(x,y,z) 连续, 则 

1. 数 乘 : II kFdV = k III FdV (k 为 任何 常数 ) 
CD-ROM ? ? 


WEBsite 2. 和 与 差 : (F£ C)dV = k II FdV + III GdV 
历史 传记 5 5 D 
f| Max Planck 3. 优势 :(a) II FdV > 0,## D EF > 0 
% (1858 — 1947) D 


(b) II FdV > II GdV,## D F F > G. 
4. WMA: £ D 为 有 限 个 非 交 子 块 D,(k = 1,2,…,n) 的 并 , 则 


II Fdy = l! FdV + l! FdV + ° + |a 


D 


空间 区 域 的 体积 
如 果 FF 是 常 函数 且 它 的 值 为 1, 那么 等 式 (1) 的 和 就 化 为 
S, = 2 F(z y 2 )AV, = D1 AV, = SlAV,. 
随 着 Ax,Ay 和 Az 趋 于 零 ,小 体积 AV, 将 变 得 更 小 且 个 数 更 多 ,但 越 来 越 充满 D. 因 此 可 
定义 D 的 体积 就 是 三 重 积分 


lim S1AV, = II dy. 
"hl D 


EX ”体积 
空间 一 有 界 闭 域 的 体积 为 


V = lll] dv. (3) 


随后 将 会 看 到 ,用 这 个 三 重 积分 能 使 我 们 求 出 由 曲面 所 围 封 闭 立体 的 体积 . 


确定 积分 限 
用 三 维 情况 下 的 Fubini 定理 计算 三 重 积分 是 通过 三 次 定 积分 而 进行 计算 的 (12.1 节 ). 同 
一 重 积分 一 样 , 找 三 次 单 变量 积分 的 积分 限 有 一 个 几何 上 的 程序 . 


- 1034 > 第 12 章 重 积 分 


如 何 找 出 三 重 积 分 的 积分 限 
要 计算 区 域 D 上 的 积分 


III F(x,y,z)dV 
5 


若 先 对 z 作 积分 ,再 对 y ,最 后 对 *, 可 采取 下 列 步 又 : 

第 一 步 : 作 图 . 画 出 区 域 p 第 二 步 : 找 z 积 分 限 . 过 尺 内 第 三 步 : 找 y 积分 限 . 过 点 

及 其 投影 区 域 R( 垂 直 投 影 ) 一 典型 点 (x,y) 作 一 条 直线 (x,y) 作 一 条 直线 了 平行 于 

的 图 ,R 在 xy 平面 内 .标示 平等 于 z 轴 . 随 z 的 增加 ,M 7y 轴 . 当 y 增 加 时 ,在 y = 

出 也 的 上 、 下 边界 曲面 及 R 在 z = /i(x,y) 进 入 ,又 从 gi(x) 进 入 R, 在 y = g(x) 

的 上 .下 边界 曲线 . z = f(x,Y) 离开 D. 它 们 便 离开 R, CMER y 的 积分 
是 z 的 积分 限 . 限 . 


z = f,(x, y) 


D 


\ 
从 ?= g,G) % Hi 


第 四 步 : 找 x 积分 限 ,x 的 积分 限 应 包括 所 有 通过 RR 且 平行 于 y 轴 的 直线 (如 前 一 图 中 的 
x = a 和 x = 6). 于 是 三 重 积分 变 为 


t= 0 fy= 8(4) fz= f,(z.y) 
| | | F(x,y,z)dzdydx. 


yag (a) r= f(x.) 
车 改变 积分 限 ,将 用 类 似 的 程序 .区 域 p 的 “影子 " 总 位 于 另 两 个 变量 的 平面 内 ,对 这 另 
两 个 变量 的 累 次 积分 就 在 该 平面 内 完成 . 


PICKER) RAHE: = x+3y 和 z=8- wx -yy 所 封闭 的 区 域 p 的 体积 . 
解 。” 所 求 体 积 为 
| 


B F(x,y,z) = 1 在 D 上 的 三 重 积分 .为 计算 这 个 积分 而 找 积分 限 应 采取 以 下 几 步 . 


dzdydx， 
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第 一 步 : 作 图 .两 曲面 (图 12.32) 相交 在 椭 柱 上 : 尖 +3 和 =8- 和 好- 和 认 即 +272 = 4. D 
在 xy 平面 上 的 投影 区 域 有 的 边界 线 为 一 个 椭圆 , 取 同 一 方程 : x? +2y? = 4. 尺 的 “上 ”边界 是 曲 
线 y = / (4 到 )/2.“ 下 ”边界 为 曲线 y = - V (4 - <2)/2. 


m ] 2 2 
z=8- yt- y? 


Az=8- x-y, 
交 线 为 2+2y2 = 4. 


(-2,0, 4) 


(2, 0, 4) 


在 z=x2+3y2 穿 入 (-2, 0,0) 


fEy=- [a-m |; 


从 y= /(4- ra/2 穿 出 ` 
y 


图 12.32 — | 1 中 所 求 的 两 抛物 面 所 围 区 域 的 体积 . 


第 二 步 : 求  - 积分 限 . 穿 过 尺 内 一 典型 点 (zx,y) 生平 行 于 z 办 的 直线 M ,在 z = x2 + 3⁄2 


进入 也 ,而 在 > = 8- 和 -六 离开 万 . 
第 三 步 : 求 = 积分 限 .通过 (x,y) 且 平 行 于 y 轴 的 直线 在 y = - V(4 - 222 3RA R, 


而 在 y = V (4 - x2)/2 离开 RR. 
第 四 步 : 找 x - 积分 限 . 当 直 线 工 扫 过 区 域 R,x 的 值 从 x = -2 在 点 (-2,0,0), 到 x = 2 在 


点 (2,0,0). 于 是 D 的 体积 
VITET x 372 B-r 3 
V = II dzdydx = | 小 PEF aip o dzdydx 
Van * 272 
-| 小 " ORE - 472)dydx 


"i [ ; oe x )/2 
— _ 


| x? 3⁄2 
= | (zs - ae) /4 (生生 ) “Jas 
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" [a(4 ~ . = hs s" tP a _ x2)3⁄24x 
s 后 一 积分 令 x = 2sin u WRR. _ | 


下 一 例 .我 们 将 把 D 投 影 到 xz 平 面 ,而 不 是 投 到 xy 平面 ,这 样 你 就 可 以 看 到 如 何 使 用 不 同 
的 积分 次 序 . 


例 2( 确 定 积分 次 序 为 dydzdx 的 积分 限 ) ”建立 计算 函数 F(x,y,z) 在 四 面体 p 上 的 三 
重 积分 的 积分 限 . 此 四 面体 的 顶点 为 (0,0,0),(1,1,0),(0,1,0) 和 (0,1,1). 

解 

第 一 步 : 作 图 . 画 出 区 域 D 的 图 及 它 在 xz 平 面 的 
投影 区 域 R( 图 12.33) .区域 D 的 上 边界 面 (右手 ) 位 
于 平面 y = 1. 下 边界 面 位 于 平面 y = x + z( 左 手 ). 
R 的 上 边界 是 直线 z = 1 - x. 下 边界 为 直线 z = 0. 

第 二 步 :y 积分 限 . 通 过 R 内 一 典型 点 (x,z) 且 
平行 于 z 轴 的 直线 在 y = x + z 进 入 DD, 而 在 y=1 穿 
H p. 

第 三 步 :z - 积分 限 . 通 过 (x,z) HEF z 轴 的 
ER L.E z = 0 进入 R, 在 z= 1- x BFR. 

第 四 步 :x - RAR. BE LHN R, x 的 值 从 x = 0 穿 入 
到 x = 1. 于 是 积分 为 : (1, 1,0) 


1fl-x fl 
由 | F(x,y,z)dydzdx. |] 


Æ 12.33 例 2 中 的 四 面体 . 

例 3( 用 dzdydx 积分 次 序 重 解 例 2) ”要 在 四 面 
Ë D 上 以 次 序 dzdydx 对 (x,y,z) 积分 ,第 二 至 第 四 步 如 下 . 

第 二 步 :z - 积分 限 . 作 一 直线 平行 于 z 轴 上 且 通 过 xy 平面 投影 区 域 一 典型 点 (x,y), 先 在 
z = 0 进入 四 面体 ,后 从 上 部 平面 z = y- x 穿 出 (图 12.33). 

第 三 步 ;:y - 积分 限 . 通 过 点 (x,y) 且 平 行 于 y 轴 的 直线 则 在 xy 平面 内 从 y = x 进入 投影 
区 而 在 y = 1 离开 . 

第 四 步 :x* - 积分 限 . 当 第 三 步 中 平行 于 y 轴 的 直线 扫 过 阴影 区 时 ,x 的 值 从 x = 0 至 x = 1 


在 点 (1,1,0) .积分 则 为 : 
[L rasya)dsdyas. 


举例 讲 , 若 F(x,y,z) = 1, 则 四 面体 的 体积 为 
- [| aearaz = ffo — x)dydx 


-Í þr -o| dr -| (二 -二 jd 


“AWE 1 


12.4 直角 坐标 系 下 的 三 重 积分 + 1037 ` 


= [水 x - T+ Te] = 二 (立方 单位 ) 
从 例 2 通过 积分 
1fl-xfl 
V= | | | aydzds 
会 得 到 同样 的 结果 . 试 算 算 看 ! ;天 


我 们 已 知 ,计算 二 重 积 分 有 时 (并 非 总 是 ) 可 以 使 用 两 种 不 同 的 积分 次 序 将 其 化 成 二 次 积 
分 .对 三 重 积分 ,可 能 会 有 多 至 6 种 的 积分 次 序 . 


例 4( 使 用 不 同 的 积分 次 序 ) ”下 列 每 一 个 积分 都 给 出 图 12.34 所 示 立 体 的 体积 . 


| | | azaydz f | f azazay 
(of S f ayaza: (d) f | | dyazaz 
(e) | | | azaxay (人 | f f azayas 
让 我 们 把 (b) 及 (e) 算出 来 | 


1f1-7yf2 
V =|| | axazdy (b) 的 积分 
ojo Jo 


lri-y 1 
=|| 2dzdy = | [2x]::8 "dy 
0. 0 0 


12.34 例 4 给 出 求 棱柱 体积 的 6 种 不 


1 
= 2 1 asi = 立 ia 
上 CI- y)dy = 1 立方 单位 ) 同 三 重 积分 的 累 次 积分 


再 算 
V -| [arazdz (c) 的 积分 


12 1 
-ffa — z)dxdz = IE == zx]“ dz 
-fe - 2z)dz = 1( 立 方 单位 ) _ | 
空间 一 函数 的 积分 平均 值 


空间 区 域 D 上 函数 亚 的 (积分 ) 平均 值 由 下 式 定义 
在 D 上 的 平均 值 = yppa || rar (4) 
例如 ,F(x,y,z) = / 22 + 克 + 呈 , 则 太 在 六 上 的 平均 值 就 是 六 上 的 点 到 原点 的 平均 距离 若 


F(x,y,z) 是 空间 区 域 D 上 一 立体 的 密度 , 则 FED 的 均值 就 是 该 立体 的 平均 密度 ,其 单位 为 
每 单位 体积 的 质量 . 


例 5( 求 平均 值 ) OR O F(x,y,z) = syz 在 第 一 卦 限 以 坐标 平面 和 平面 x = 2,y=2 及 z= 
2 为 界 的 立体 上 的 平均 密度 . 
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解 ”画图 ,以 详尽 显示 积分 限 (图 12.35) ,然后 再 用 等 式 
(4) 计算 F 在 该 立体 上 的 均值 ， 
事实 上 ,立体 体积 为 (2)(2)(2) = 8. F 在 立体 上 的 积分 值 为 : 


| [| azaxayaz = [| [sy] aya [21374 
olodo ht A m Ja MA ayez= J 2yÜnyaz 
2 2 
=| [ yz]725dz = | 4zdz = [22]3 = 8. 
0 I 0 


用 所 得 值 及 等 式 (4) 可 得 


xyz 在 立体 上 EE O Eog ° 

的 平均 值 Bn | wa - O P 
在 积分 的 计算 中 ,我 们 选择 次 序 dxdydz, 但 其 它 五 种 可 能 次 序 E a Qayisyo 
的 任 一 个 也 能 给 出 相同 结果 . _ | 


pT 


习题 12.4 


以 不 同 的 累 次 积分 计算 三 重 积分 


1. 再 算 例 2 中 的 积分 , 取 F(x,y,z) = 1, 求 四 面体 的 体积 . 

2. 长 方 体 的 体积 以 6 种 不 同 的 累 次 三 重 积分 写 出 一 长 方 体 的 体积 ,该 长 方 体 在 第 一 卦 限 ,以 坐标 平面 和 平 
Blx = 1,y = 2 和 z = 3 为 边界 .计算 这 些 积分 中 的 一 个 . 

3. 四 面体 体积 写 出 一 四 面体 体积 的 6 种 不 同 的 三 重 积分 ,此 四 面体 是 由 平面 6x + 3y + 2z = 6 割 出 的 第 一 
卦 限 部 分 .计算 其 中 之 一 . 

4. 立体 体积 写 出 由 图 柱 x? + 2 = 4 和 平面 y = 3 所 封闭 的 区 域 的 体积 的 6 种 不 同 的 三 重 积分 ,并 计算 其 
中 一 种 ， 

5. 抛物 面 所 国体 积 W D SE: = 8 - x2 _ y lz = x2 + 六 所 围 区 域 . 写 出 D 的 体积 的 6 种 不 同 的 三 次 积 
分 .计算 其 中 之 一 . 

6. 在 平面 之 下 抛物 面 之 内 的 体积 B D 为 抛物 面 : = x? + 入 与 平面 z = 2y 所 围 区 域 , 写 出 积分 次 序 为 
dzdxdy 和 dzdydx 的 累 次 积分 以 表示 D 的 体积 .不 必 算 出 积分 . 


计算 三 重 累 次 积分 

计算 题 7 - 20 中 的 积分 
imm Vi r3y r8- 2 2 efefe 1 

ARN (2 k 92 + 22)dzdydx s.| | |. 2 dzdxdy » [| —dxdydz 
02020 0 20 J xz +3y 12121 XYZ 
1fr3-3x [3-3<x- y 1 frfrr 1 1 

10.[| | dzdydx uff ysinzdxdydz 2.| | | (x + y + z)dydxdz 
ojo Jo oJoJo -14 -1J -1 

A T u 9- x? T 4-2 prty T 2 

3. aJ: I dzdydx 14. desada dzdxdy 15. ao | dzdydx 
1 fl-2? r4- ey 

16.[| | xdzdydx 1.| | | cos(u + v + w)dudvdw (umo - 空间 ) 
0J.0 J3 0J0J.0 


= nln secs f2: 和 2 
1. | l! e*dxdido (twx - 空间 ) 20.| [Í j 一 人 dpdedr (pgr - 空间 ) 
0 ~ œ 02070 


r+1 


习题 12.4 - 1039 + 


用 三 重 积分 求 体积 
~E Cl Fl — ' ER ; A = 1, 

21. 如 下 图 ,在 区 域 上 作 积分 | | ,| dzdydx. 24. 第 一 卦 限 内 以 三 坐标 平面 ,和 平面 *+ z= lyt 
ado 2: = 2 为 边界 面 的 区 域 ， 


A 


25. 第 -- 卦 象 内 以 三 坐标 平面 ,平面 y + z = 2, 和 柱 


A (1, 1,0) 


把 此 积分 再 用 以 下 次 序 写 出 相应 的 累 次 积分 . v = 4 ” 沁 为 边界 面 的 区 域 
(a)dydzdx (b)dydxdz 


(c)dxdydz (d)dxdzdy 1 
(e)dzdxdy. 
Io ry 
2. 积分 | | | dayi 的 积分 区 域 如 下 
ov -1J0 
y 
hR o x 


26. 由 圆柱 面 + y = 1 被 平面 xz =-y 和 z = 0 切 
出 的 棉 形 区 域 . 


z 
再 将 此 积分 以 下 列 次 序 写 出 相应 的 累 次 积分 ANA 
(a)dydzdx (b)dydxdz 
(c)dxdydz (d)dxdzdy > 
(e)dzdxdy. x 


求 出 题 23 - 26 中 区 域 的 体积 . 
23. 介 于 柱 面 z = ”和 xy 平面 之 间 ,并 以 平面 * = O, 
x= l,y =-1,y = 1 为 边界 面 的 区 域 . 


z 
z 
y 
> y 
V 
A 


27. 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 和 平面 x + y/2+z/3 = 1 
所 围 的 四 面体 . 
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28. 第 一 封 限 内 由 坐标 平面 ,平面 y = 1 - x 和 曲面 
z = cos(xx/2),0 < x < 1 所 围 的 区 域 . 


29. EE x +y = 1K z2 = 1( 图 12.36) 内 部 的 
公共 区 域 . f 


图 12.36 题 29 中 两 柱 面 x**+y = 1 #l 
x? + 2 = 1 的 公共 部 分 区 域 的 1⁄8. 


30. 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 和 曲面 z = 4- <? - y B 
围 的 区 域 . 


31. 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 ,平面 x + y = 4 和 柱 面 . 
y? +42 = 16 所 围 的 区 域 . 


z 


x 


32. 柱 面 x* + y? = 4 被 平面 z = 0 和 平面 x+z=3 
所 截 的 区 域 . 


A 

33. 平面 x+y+2z=2 和 2x+2y+z=4 之 间 的 
第 一 卦 限 部 分 的 区 域 . 

34. 由 平面 zx = x,x +z = 8,z = y,z = y,y = 8 fll 
z = 0 所 围 的 区 域 . 

35. WAE x? + 4 和 7 < 4 被 xy 平面 和 平面 z = x + 2 #| 
出 的 区 域 . 

36. 背面 是 平面 x = 0, 前 面 与 侧面 是 抛物 柱 面 
x= 1-2, TR 399 z= +y, REE xy 
平面 的 - -区 域 . 


平均 值 

第 37 -40 题 , 求 F(x,y,z) 在 所 给 区 域 上 的 平均 值 . 

37. F(x,y,z) = x+9 在 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 和 
平面 x =2,y=2 和 z=2 所 围 区 域 . 

38. F(x,y,z) = x+y-z 在 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 
与 平面 x = 1,y = 1 和 z = 2 所 围 的 长 方 体 . 
39. F(x,y,z) = x? + y2 + 2 EPER A H t pR 3E- 

面 和 平面 x = 1,y = 12 z =1 围 成 的 立方 体 . 
40. F(x,y,z) = xyz 在 第 一 卦 限 内 由 坐标 平面 和 平 
面 x = 2,y = 2 及 z = 2 围 成 的 立方 体 . 


12.5 三维 空间 中 的 质量 和 抵 - 1041 ` 


48. 为 学 而 写 : 求 三 重 积分 的 最 大 值 “” 问 在 空间 的 


改变 积分 次 序 FARR D 上 ,积分 值 

以 适当 方式 通过 改变 积分 次 序 计算 题 41 - 44. -er qv 
AF182 Acos ) 

af 52 drdydz 获得 最 大 值 ?给 出 你 答案 的 理由 


af | | ,12xzes dydxdz sa 
eles ETES 


24- rx 
afe dy dzdx 


olo Jo4- 数值 计算 
、 第 49 - 52 题 ,使 用 CAS 积分 计算 器 计算 所 给 函数 在 
涉及 概念 理论 的 习题 指定 区 域 上 的 三 重 积分 . 
45. 求 黑 次 积分 的 上 限 ” 求 ,使 : 49. F(x,y,z) = yz fEx2 + y2 = 1 和 平面 zx = 0 
1 fa- a- 4 ey 4 K z = 1 所 围 柱 体 上 . 
dzdydx = —. 
地 f S = T5 50. F(x,y.z) = | xyz| ,在 下 边界 面 为 抛物 面 > = 
46. HSR “为 何 值 , 可 使 枉 球 o + (x/2)2 + (a/e) xz + 72, 上 边界 面 为 平面 zx = 1 的 立体 上 . 
< 1 的 体积 等 于 8r? 
Di 51. F(x,y,z) = 一 一 一 一 一 一 在 下 表面 为 锥 面 z 
47. 为 学 而 写 : 求 三 重 积分 的 最 小 值 。” 问 在 空间 的 A (W, a 2) 
什么 区 域 D E RAE = / x` + 这 ,上 表面 为 平面 = 1 的 立体 上 . 
l (4⁄2 + y? +z- 4)dV 52. F(x,y,z) = zt + y+ 在 球体 x + 22, 2 
D = 1. 


= 


获得 最 小 值 ?给 出 你 答案 的 理由 . 


12.5 三 维 空间 中 的 质量 和 算 


MEAE 


A h fr t 8 fi LRA EA EREM E AEA S CREA. 
用 球 坐 标 . 柱 坐标 的 计算 .请 见 12.6 节 ， 


e Cup 


若 $(x ,7y,z) 为 位 于 空间 区 域 也 一 物体 的 密度 (每 单位 体积 质量 )， 则 6 在 D 上 的 三 重 积 分 
就 是 该 物体 的 质量 .要 知道 为 什么 ,可 设想 将 物体 分 割 成 几 个 小 质量 块 ,如 图 12.37 所 示 的 一 
小 块 , 则 物体 的 质量 即 下 述 极限 
M = lim X) Am = lim 22 8 Cars Yarz) AV; = 30. av. 


nm 


要 求 关 于 坐标 平面 的 一 阶 矩 ,对 每 个 平面 用 的 是 带 符号 的 距离 ,如 
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M,, = II x(x, y,z)dV 


D 


是 关于 yz 平面 的 一 阶 矩 . 


图 12.37 定义 物体 的 质量 和 关于 一 直 
线 的 惯性 矩 , 须 先 想象 将 物体 分 割 成 有 限 
l 个 质量 小 块 Am, 


Y 


推广 到 三 重 积 分 的 惯性 矩 也 是 类 似 的 . 若 r(x,y,z) 为 D 内 点 (x,y,z) 到 直线 工 的 距离 ， 
则 小 块 质量 Am, = Ə(x,,y 2)A V, 关于 直线 L( 如 图 12.37 所 示 ) 的 惯性 矩 近似 为 AT, = 
(vis yk, tx)Am .整个 物体 关于 工 的 惯性 矩 则 为 


l, = lim > AT, = lim X) (xk, Yrs 2) 0 (zk, yy, ze )A V, = III r2ódV. 
et ae ksl 


D 


Œ 12.38 分割 的 小 块 立体 到 坐标 平面 和 坐标 轴 的 距离 . 


如 果 荆 是 x 轴 , 则 下 = y+ 2(E] 12.38) E 
e | Je I (y? + 2)ëdV. 
类 似 地 ° 
= [| raar RK ns | aoar. 


TE PRRERRMEHARZEXUF 12.2 节 对 平面 区 域 讨论 过 的 那些 公式 ,那些 公式 
均 总 结 在 表 12.3 中 . 


NT “c. 


12.5 = # Z j] F 8 Jf B #a 35 


表 12.3 


° 1043 ， 


z B] o t& BJ 8 8 30 šE Bj 2: =< 


质量 : MM = |[ Gdy (8 = S(x,y,z) = 密度 ) 


关于 坐标 平面 的 一 阶 矩 : 


CD-ROM f av, ma = 
Waspi 
历史 传记 
Guido Fubini 
(1879 — 1943) X: T 8 En Si bJ 8 EE $E ( — Et 3E ) 


= | (y? + 2)ódV, 
D 

= | (x? + 2)ëódV, 
D 


= | (x? + 72)8SdYy 


关于 直线 LARE: 


| yôdV, M,, = 


| zôd V 
D 


p3 [ P86dV (r(x,y,z) = 点 (x,y,z) 到 直线 LER) 


D 


关于 一 条 直线 工 的 旋转 半径 : 
R, = /L7M 


例 1( 求 空间 一 立体 的 质心 ) 


求 密度 ó 为 常数 的 立体 的 质心 ,立体 所 在 区 域 为 :下 界面 为 


平面 z = O 内 的 圆 域 R : x? + 和 % < 4, 上 界面 为 抛物 面 z = 4 - x? - y*( 图 12.39). 


解 根据 对 称 性 , 知 x = y = 0, 以 下 求 z. 先 计算 


iara. pe tus 
z=4-x -y z175% -7 
My = | | zódzdydx = II Gdydx 
时 z=0 r: 2 z=0 


- [a - x- y Y dydx 
R 

Sa2rf2 R _ 
= 了 | K - m)2rdrdg E 
„21 233] ao _ 168 f” 32rò 
- É l-g- y] ae = | dass, 

用 类 似 计算 ,可 得 
8dzdydx = 8r9 . 


2 
M = III 
Š 0 
R 


于 是 z = (M/M) = 4/3, 而 质心 为 (5,7,z) = (0,0,4/3). 
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当 一 物体 的 密度 为 常数 (如 例 1). 质心 又 叫 物体 的 形 心 ( 这 与 12.2 节 二 维 形状 的 形 心 
一 样 ). 


例 2( 求 关于 坐标 平面 的 惯性 矩 ) ” 求 图 12.40 所 | 
示 的 密度 为 常数 ó BS KCO KAS EE , 1,1. t 
解 H I 的 公式 得 


eab ona 
L= ERE + 好)Sdxdydz， 
-全 -和 -有 


观察 到 (y? + 2)6 是 x,y 和 xz 的 偶 函 数 ,可 以 简化 积 


AS 


分 计算 ,于 是 PSS <s 
dag | s iis 
L = Jl | | (y? + z°)ôdxdydz 方块 中 心 
0400 i a 
£ nb 
= 4a |? |" (2 + z°)dydz | 
020 
< a 
2 Ja -2 
š 4af | 3 + zz2y| dz 图 12.40 计算 此 图 所 示 的 方块 的 惯性 矩 1,， 
= ai k 24 + 2 z 
be eb)_ abó a Mep, 2 
= 4ai( ŻE + 由) = Sb a) = MO + e). 
类 似 可 得 
M M 
L = yx (a? + e?) K L= 和 (co + b). _ | 


习题 12 .5 


常数 密度 Fi 


第 1 - 12 题 的 立体 均 设 密度 8 = 1. 

1. 重 访 例 1 用 表 12.3 的 公式 对 L, 积分 的 计算 公式 直接 证 明 : 以 例 2 
的 简洁 结果 会 给 出 同一 答案 .试用 例 2 的 结果 求 长 方 体 关 于 坐标 轴 
的 旋转 半径 . 

2. WIESE ” 如 图 ,坐标 轴 通 过 一 个 横 形 立体 的 形 心 且 平 行 于 标注 了 字 
母 的 榨 . 求 J.,7,,1, 设 楼 a = b = 6,c = 4. 


第 2 题 图 


习题 12.5 


3. 惯性 矩 ” 找 下 图 所 示 的 长 方 体 关于 三 条 楼 的 惯性 矩 1,1, ML. 
4. (a) 质心 和 惯性 矩 ” 求 四 面体 的 质心 和 惯性 矩 / ,7, 和 天 ,该 四 面体 的 顶点 为 
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) 和 (0,0,1). 
(b) 旋转 半径 ° 求 四 面体 关于 x 轴 的 旋转 半径 .并 将 它 与 质心 到 x 轴 的 距离 
作 比 较 . 
. 质心 和 惯性 甜 ”一 个 盆 形 立体 密度 为 常数 ,下 表面 以 曲面 z = 4y? 为 界 , 上 表 
面 是 平面 : = 4, 两 侧面 为 平面 x = 1 和 x = -1. 求 质心 和 关于 三 轴 的 惯性 矩 . 


O 


6. 质心 一 立体 其 密度 为 常数 ,下 表面 为 平面 z = 0. 侧 面 为 梓 柱 x? + 4y? = 4, 
上 表面 由 平面 : = 2 < 所 围 ( 见 图 ). 
(a) R z fly. 第 3 题 图 
| Z Sre, 
HERD My =| S ¿Í zdzdydx, 关 于 «的 最 后 一 层 积分 
可 使 用 积分 表 .然后 用 M, 除 以 M 以 证 明 = —-. 
7. (a) ub 求 一 密度 为 常数 的 立体 的 质心 ,该 立体 由 抛物 面 : = < + 
V 和 平面 = 4 所 界 . 
(b) 试 求 平面 = ,使 立体 分 成 体积 相等 的 两 部 分 .此 平面 不 过 质心 . 
8. 和 矩 和 旋转 半径 一 正方 体 , 边 长 均 为 2 个 单位 ,由 平面 x =+ 1,z = £ 


1 和 y= 3,y =S 所 围 . 求 质心 和 关于 坐标 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 

. 关于 直线 的 惯性 矩 和 旋转 半径 。 像 例 2 DJE a = 4,5 = 6 及 c = 
3. 作 一 草图 以 快速 检查 你 是 否 掌 握 了 从 棉 形 一 典型 点 (x,y,z) 到 直 
# Liz = 0,y = 6 的 距离 的 平方 为 r? = (y -6)?+ z?. 再 计算 关于 直 
线 工 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 


第 6 题 图 
10. 关于 直线 的 惯性 矩 和 旋转 半径 像 例 2 中 的 棉 形 a = 4,b = 6 及 ec = 3. 作 一 草图 以 快速 检查 你 是 否 掌握 
了 从 模 形 一 典型 点 (x,y,z) 到 直线 Lix = 4,y = 0 的 距离 的 平方 是 2 = (y - 4) + 22. 然 后 求 槐 形 关 于 
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的 惯性 年 和 旋转 半径 . 
11. 关于 直线 的 惯性 矩 和 旅 转 半径 。 如 例 3 中 的 立体 a。= 4,5 = 2 及 c = 1. 作 一 草图 以 快速 检查 你 是 否 掌握 
了 立体 上 一 典型 点 (x,y,z) 到 直线 Liy = 2,z = 0 的 距离 的 平方 为 r 
= (y - 2)? + 了 2. 然 后 计算 立体 关于 的 惯性 矩 和 旋转 半径 ， 
12. 关于 直线 的 惯性 矩 和 旋转 半径 。 如 例 3 中 的 立体 a。 = 4,5 = 2 及 。 = a 
1. 作 一 草图 以 快速 检查 你 是 否 掌握 了 立体 上 一 典型 点 (x,y,z) 到 直线 | 
L:x = 4,y = 0 的 距离 的 平方 为 疡 = (x - 4)2 P 然后 求 出 立体 关于 I 
L 98 YESE IE 55342. miea | 
W 9292 
可 变 密度 
题 13 与 14,(a) 求 立体 质量 ;(b) 求 质心. H 
13. 第 一 卦 限 一 立体 所 在 区 域 由 坐标 平面 和 平面 * + y + z = 2 所 围 ,立体 
的 密度 6(x,y,z) = 2x. 和 2 aN 
14. 第 一 卦 限 一 立体 其 边界 面 为 平面 y = 0,z = 0 和 曲面 : - 4- 2 与 p 
x = 入 ( 见 右 图 ). 它 的 密度 8(4,y,z) = kxy, 上 为 一 常数 . z (2. 5 .0) 
题 15 与 16, 求 Y 
(a) 立体 质量 ; (b) 质心 ; 
第 14 题 图 


(c) 关于 坐标 轴 的 惯性 矩 ; (d) 关于 坐标 轴 的 旋转 半径 . 
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15. 第 一 卦 限 中 正方 体 由 坐标 平面 和 平面 + = 1,y = 130 z = 1 所 围 .此 正方 体 的 密度 6(x,y,z) = x + y + 
z + 1. 

16. 如 例 2 的 棉 形 a = 2,b = 6,c = 3. 密 度 6(x,y,z) = x + 1. 注 意 : 若 其 密度 为 常数 , 则 质心 在 (0,0,0). 

17. 质量 求 一 立体 的 质量 ,该 立体 由 平面 ++z=1,x-z=-1,y = 0 和 曲面 y = Vz 所 围 ,立体 密度 6 
(x,y,z) = 2y + 5. 


18. 质量 求 由 抛物 面 : = 16- ¿2 -y Mz = 2x? +2y?* 所 围 立体 区 域 的 质量 .其 密度 6(x,y,z) = / z2 + 32. 


对 19 - 20 题 作 下 列 计 算 ， 

(a) 求 重力 在 抽取 容器 中 注 满 的 液体 时 所 作 的 功 ( 抽 到 xy FE), z 为 常数 .( 提 示 :将 液体 细 分 成 体积 为 AP 
的 小 块 ,再 通过 重力 对 每 一 小 块 液体 所 作 的 功 ( 近 似 的 ) 求 和 ,再 取 极限 得 一 三 重 积分 而 得 到 总 功 .) 

(b) 重力 移动 质心 下 降 到 xy 平面 ( 抽 完 ) 所 作 的 功 . 

19. 一 容器 为 正方 体 ,其 边界 面 为 坐标 平面 及 平面 z = 1,y=1 和 z= 1. 注 人 液体 的 密度 lx, yz) = x + y 
+z +1.(3L 1488.) 

20. 一 容器 形状 如 第 14 题 ,其 边界 面 为 y = 0,z = 0,z = 4 - x? #l x = 六 .液体 密度 6(x,y,z) = jxy,k 为 
常数 ， 


平行 轴 定 理 
与 二 维 类 似 ,三 维 空 间 平行 轴 定 理 (见习 题 12.2) 仍 成 立 . 设 Ln (m RAD) 为 一 通过 质量 为 mm 的 物体 质 
心 的 直线 ,并 设 直 线 L 平 行 于 L。。 且 两 者 相 认为 .平行 轴 定 理 讲 的 是 ,一 物体 关于 元。 和 上 的 惯性 矩 六 . 
和 1, 满足 等 式 
L = L... + mh?. (1) 
如 二 维 情况 ,此 定理 给 出 一 种 快速 方法 . 即 求 一 个 矩 , 只 要 另 一 个 矩 和 质量 已 知 、 
21. 平行 轴 定 理 的 证 明 
(a) 先 证 明 空间 中 关于 任 一 通过 物体 质心 的 平面 ,该 物体 的 z 
一 阶 矩 为 零 . (提示 :将 质心 设 为 原点 ,再 设 该 平面 为 yz 
平面 .公式 了 = M,Z/M 告诉 你 什么 ?) 
(b) 要 证 明 平行 轴 定 理 , 该 物体 的 质心 在 原点 , 并 取 直 线 
Lom 与 z 轴 重 合 且 直线 工 在 点 (h,0,0) 垂直 于 xy YH. 
S D 为 物体 所 在 空间 区 域 .那么 ,以 图 中 的 记 法 有 


L, = III |v- hi|dm. (2) 


展开 积分 的 被 积 表达 式 ,就 可 完成 证 明 . 
22. 一 密度 为 常数 ,半径 为 a 的 球体 关于 其 直径 的 惯性 矩 为 
(2/5) me? ,mm 为 球 的 质量 . 求 该 球 关 于 球 的 一 条 切线 的 惯性 
E. 
23. 第 3 题 的 立体 关于 z 轴 的 惯性 矩 为 上 = abela? + 52)/3. 
(a) 用 等 式 (1) 求 一 物体 关于 平行 于 z 轴 且 过 物体 质心 的 直线 的 惯性 矩 和 旋转 半径 ， 
(b) 用 等 式 (1) 和 (a) 的 结果 求 该 物体 关于 直线 z = 0,y = 2b 的 惯性 矩 和 旋转 半径 ， 
24. a = b = 6 和 。= 4, 则 第 2 题 模 形 关于 x 轴 的 惯性 矩 为 上 = 208. 求 视 形 关于 直线 y = 4,z = - 4/3( 此 
BUDE BU SE 0) 的 惯性 矩 . 


第 21 题 图 


习题 12.5 ”1047 - 


Pappus's 公式 

与 二 维 情况 类 似 ,Pappus's 公式 (习题 12.2) 对 三 维 情况 仍 成 立 ,假设 物体 B, 和 B, 的 质量 分 别 为 m, 和 m,, H. 
两 物体 在 空间 占据 的 区 域 非 交 ,又 设 c, 和 c, 分 别 为 原点 到 各 自 质 心 的 向 量 . 则 两 物体 之 并 B, U B, 的 质心 可 
用 向 量 


MCQ + m 
ciu Migi mie (3) 
mi + m; 


表示 .如 前 ,此 公式 称 为 Pappus s 公式 .与 二 维 情况 一 样 ,对 n 个 物体 的 推广 公式 为 


MiC, + mG + + mc 
Ba LS 2% nen (4) 


Mi + m + + m, 
25. 推导 Pappus's 公 式 (3).( 提 示 :作出 第 一 卦 象 两 非 交 区 域 B, 和 B, 的 草图 .并 标 上 它们 的 质心 (zl,7i,z5) 和 
〈52,72,52) .以 质量 m,m 和 它们 质心 的 坐标 表示 B, U B, 关于 坐标 平面 的 矩 . ) 
26. 如 图 一 立体 由 三 块 长 方 体 相连 而 成 ,其 密度 ó = 1. 用 Pappus's 公式 求 下 列 区 域 的 质心 
(a)A U B (b)AU C 
(BU C (8QAU BU C. 


/ (2,0,0) 
j 
X 


第 26 题 图 


27. (a) 设 一 正 圆锥 体 C 的 底 半 径 为 a 高 为 h, 将 其 放 在 一 个 半径 为 a 的 半球 S 的 圆 形 底 上 ,使 得 两 立体 之 并 像 
个 冰 淇 凌 . 锥 体 的 形 心 位 于 底 到 顶点 的 1/4 处 .半球 的 形 心 位 于 底 到 顶 的 3/8 处 . 若 要 求 CU S 的 形 心 
位 于 两 立体 的 公共 底 上 h 与 a 应 满足 什么 关系 ? 
(b) 车 你 以 前 没 做 过 ,应 先 解答 一 个 关于 一 三 角形 和 一 个 半圆 的 类 似 问 题 ( 见 12.2 节 习 题 55) ,答案 是 不 
同 的 . 
28. 一 四 棱锥 忆 高 为 h, 其 四 个 全 等 的 侧面 的 底 置 于 一 个 正方 体 c 的 一 面 上 ,其 边 长 为 *. 棱 锥 的 形 心 位 于 底 到 
顶点 的 1⁄4 处 .车 要 求 P U C 的 形 心 位 于 棱锥 底面 上 ,那么 h 和 s 应 满足 什么 关系 ?请 将 你 的 答案 与 27 题 
的 答案 作 比 较 , 再 把 它 与 12.2 节 56 题 的 答案 作 一 下 比较 ， 
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柱 坐标 与 球 坐标 系 下 的 三 重 积分 


用 柱 坐 标 作 三 重 积分 。 球 坐标 。 用 球 坐标 计算 三 重 积 分 


当 物 理 .工程 或 几何 中 的 积分 涉及 一 柱 体 、 锥 体 或 球体 时 , 常 可 以 用 柱 坐 标 、 球 坐标 简化 计算 . 


用 柱 坐 标 作 三 重 积分 
用 xy 平面 的 极 坐标 与 通常 的 z 坐标 结合 在 一 起 便 得 到 空间 的 柱 坐 标 . 于 是 对 空间 中 的 每 
个 点 都 可 有 一 个 由 三 个 数 构成 的 坐标 (r,9,z) 与 之 对 应 ,如 图 12.41 所 示 . 


定义 ER 

空间 一 点 已 的 柱 坐标 是 由 有 序 三 元 数组 (r,9,z) 
表示 的 ,其 中 

1.r 与 9 是 P 在 xy 平面 上 投影 点 的 极 坐 标 ; 

2. z 是 直角 坐标 系 的 竖 坐 标 . 


直角 坐标 x,y 和 极 坐 标 r,9 的 关系 式 如 下 . 


直角 坐标 (x,y,z) 和 极 坐 标 (r,9,z) 的 关系 等 式 x 


x = rcosĝ, y= rsing, z= z, 图 12.41 空间 一 点 的 柱 坐标 为 1,9,z 


r = x + y2, tan0 = y/x 


在 柱 坐 标 系 中 ,方程 + = a 不 表示 xy 平面 中 的 圆 ， 
而 表示 一 个 圆柱 面 (图 12.42), 其 中 心 办 为 = 轴 .z 办 的 e 
方程 为 = 0. 方 程 6 = 0 代表 一 个 含 * 轴 上 且 与 轴 正 向 
夹 角 为 go 的 平面 .再 者 ,如 在 直角 坐标 系 中 ,z = z 表示 
一 垂直 于 z 轴 的 平面 . 

柱 坐 标 用 来 表示 其 轴 为 z 轴 的 圆柱 面 和 含 z 轴 的 平 
面 ,或 垂直 于 z 轴 的 平面 最 方便 ,这 几 种 曲面 的 方程 是 常 
数 坐 标 等 式 : 

r=4 柱 面 ,半径 为 4, 轴 为 z 轴 


而 > s 9 变化 
I 
og š 


i a 
而 8 与 z 变化 


0 = YH, S zgh 
z=2 平面 , 重 直 于 z 轴 . 
空间 中 分 割 区 域 所 得 体积 元 ,以 柱 坐 标 表示 为 : 
dV = dz rdrd0 (1) 图 12.42 柱 坐 标 系 的 常数 坐标 方程 


生成 柱 面 和 平面 . 
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(图 12.43). 以 柱 坐 标 作 三 重 积分 ,计算 时 也 要 化 成 累 次 积分 , 见 下 例 . 


A 


顶 "J. 
直角 方程 : < =r 十》 
柱 坐 标 : z = r° 


rdrd0 


l-2- 


Pea C š R (r. 0) Ka: 
a 下 一 本 一 直角 方程 :xz2+(y- 1D)2=1 
x 极 坐 标 :r=2sin 6 

图 12.43 柱 坐 标 表 示 的 体积 12.44 例 1 的 图 


元 为 dV = dz rdrd9. 


例 1( 求 用 柱 坐 标 表 示 的 积分 限 ) 求 用 柱 坐 标 表示 的 积分 限 ,所 求 积分 是 在 下 表面 为 平 
mz = 0, 侧面 是 圆柱 xz2 + (y - 1)? = 1 和 上 表面 为 抛物 面 z = x? + y? 所 围 区域 D 上 对 函数 
/f(r,0,z) 作 积 分 . 

解 第 一 步 : 作 图 (图 12.24). D 的 底 是 区 域 在 xy 平面 的 投影 R.R 的 边界 为 圆 x? + 
(y - 1) = 1. 它 相应 的 极 坐 标 方程 为 (推导 过 程 ) 

x + (y- 12 =1 
x+y- 2y+l=l 
r -~ 2rsin0 =0 

r =2sin0. 

第 二 步 :z - 积分 限 .过 R 内 一 典型 点 (+,0) EFF z: WHR M Ez = 0 进入 了 ,而 在 
z = 2 + 22 = 让 离开. : 

第 三 步 :r - 积分 限 ,通过 (r,9) 的 从 原点 出 发 的 射线 工 在 r = 0 进入 R, fE r = 2sin0 
离 去 . i 
第 四 步 :0 - 积分 限 . 随 着 LAAR, H x 正 半 轴 起 始 的 角 g 从 9 = 0 到 9 = x, 积 分 则 为 


pr,0,2)av = I r rdrd0. |] 


例 1 对 求 柱 坐标 下 的 积分 限 的 程序 作 了 一 个 很 好 的 说 明 这 程序 现 总 结 如 下 . 


| 如 何 用 柱 坐 标 求 三 重 积分 


IER = BI. EXP r 


一 步 : 作 图 . m h X R D 
及 其 在 xy 平面 上 的 投影 区 
域 吧 .并 标本 出 D 与 的 边 
界 曲面 和 边界 线 . 


z= 8,(1.0) 
/ 


BERI- 积分 限 . 当 
是 9 -积分 限 . 于 是 积分 为 


hy 0=B[r= h (0) °: = g.(r.0) 
I| aav f | | 
JO=atr=h (0 := tr 0) 


”在 空间 区 域 D 于 用 杜 坐 标 计算 于 重 积分 


I 


D 


fir 0 )dV 


只 ,最 后 对 0 积分 ,采取 下 列 步 又 . 


第 二 步 : 求 ; - 积分 限 . 作 直 
线 M DE R I — BM 8 (r,0) 
日 平行 z 轴 . 随 : Pa u. BC 
M): = g(r. BE À. D IÑ] 
从 > = er.0) 离 开 , 它 们 就 
是 > 积分 限 . 


r= 1h.(0) 


g ` 
“1 


第 三 步 : 求 + -积分 限 . 作 一 
从 原点 出 发 过 (+,9) 的 射线 
L.I RE r = h1(9) 进入 
R WE r = h,(0) 离开 . 它 
们 即 是 r- 积分 限 . 


当 工 扫 记 尺 , 从 * 轴 正 向 起 始 的 甫 9 就 从 2 = < 变 到 0 = 8 ,它们 


J(r.0.z)dz rdrd0. 


例 2( 求 形 心 ) KhaN <° 
形 心 (8 = 1). 
解 


第 一 步 : 作 图 . 先 画 出 题 中 立体 ， 


+y = 4, 上 为 抛物 向 z 


(图 12.45), 其 底 所 在 xy 平面 的 区 域 R 为 圆 域 |r|i < 2 
由 于 是 常 密度 ,立体 的 形 心 在 其 对 称 轴 z 轴 上 ,这 说 明 x 


M, BREIM. 


为 求 质量 纯 惩 的 积分 的 积分 限 . 仍 要 按照 那 基本 的 四 步 , 因 先 作 了 草图 , 即 完 成 了 第 一 步 ， 


余下 的 儿 步 将 给 出 积分 限 . 


= x + y? 


立体 的 上 顶 为 抛物 面 : = r? 


= 了 = 0, 为 求 ,应 当 用 一 阶 矩 


,下 为 xy 平面 所 围 立体 的 


,下 底 在 和 = 0 平面 上 


r - 


站 
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第 二 步 :z - 积分 限 .从 底面 一 典型 点 (r,b) 出 发 且 平行 于 z 轴 的 直线 N Ez = 0 进入 立体 ， 
在 z = r BR. 

第 三 步 :r - 积分 限 . 通过 投影 区 域 的 点 (>,6) 的 一 
射线 工 在 r = 0 进入 尺 , 而 在 r = 2 离开 RR. 

第 四 步 :9 - 积分 限 , 当 工 像 一 根 钟 的 指针 似 地 扫 完 
整个 底 , 从 x 轴 正 向 出 发 的 角 9 就 从 9 = 0 变 到 0 = 2x. 
T M, 为 


x 2 r: 2x z2 r 
My -FPF zdz rdrd0 = ME rdrdð 


2r [2 r 2r rŠ 2 | 16 32x 
-| | Tdrd0 = I. [G] a = |, 340 = F. 


0 
M 的 值 为 


2x f2 rr 2r 2 
M -| N dz rdrdb = | fra]: rdrd0 
o Jodo o Jo 


2r f2 2n rt 2 2r E 
=| "| rarag = [F] de = | 430 = gr. 
MED ° ° ° 图 12.45 例 2 说 明 如 何 求 立体 的 形 心 、 
因此 得 
z = M; _ 32z 1 ¿es 
M 3 8r ” 3 
即 形 心 为 (0,0,4/3) ,请 注意 形 心 位 于 立体 之 外 . | 
球 坐 标 


如 图 12.46 所 示 , 球 坐标 以 角 和 上 距离 确定 空间 的 点 . 


注 : 有 些 书 球 坐 标 以 序 (0,0,$) 给 
出 ,与 这 里 的 9 和 多 相反 ,还 有 些 情 况 你 会 
RA p 也 用 7 表示 ,因而 当 你 在 别处 看 书 
时 请 注意 这 一 点 . 


Æ 12.46 HÆR Ps$,9 及 它们 与 x ,y,z 
和 r 的 关系 . 


第 一 个 坐标 p = [OP 为 点 与 原点 的 距离 ,与 x 不 一 样 ,变量 p 不 取 负 值 .第 二 个 坐标 $， 
HOP 与 z 轴 正 向 所 成 的 角 . 它 只 在 区 间 [0,x] RE. 第 三 个 坐标 为 角 0, 以 柱 坐 标的 方法 
RE. 


ji T | di a 
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定义 RÆ 

空间 一 点 P 的 球 从 标 由 有 序 三 元 数组 (p,#$,9) 表示 ,其 中 
1. p HAP 到 原点 的 距离 ; 

2. $ HOP 5 z 轴 正 向 所 成 角 (0 < $ < x); 

3. 0 为 柱 坐 标 中 的 角 . 


方程 。= a 表示 中 心 在 原点 ,半径 为 a 的 球面 (图 12.47). 方程 % = 加 则 代表 顶点 在 原 
点 ,对 称 轴 是 z 轴 的 单个 锥 面 . (推广 地 解释 ,也 包括 xy 平 面 ,作为 锥 #$ = x/2.) 若 如 比 r/2 大 ， 
Mt = 如 开口 向 下 .方程 9 = b 代表 含 z 轴 且 与 正 x 轴 夹 角 为 9, 的 半 平 面 . 


@=% 0. 


P 与 9 变化 


Pla, 加, 00) 


~ 图 12.47 球 坐 标 系 中 坐标 等 于 常数 的 
方程 生成 球 . 单 锥 和 半 平 面 . 


g 
X 

r =a, 

4 与 6 变化 0=0,, 

Pp 与 9 变化 


球 坐 标 与 直角 坐标 和 柱 坐 标的 关系 式 


r = psing, x = rcosb = osingcos0 ， 


z = pcos$, y = rsin0 = osingsing0 ， (3) 
o = /x= + 2 + 2 Srez. 


例 3( 变 直角 坐标 为 球 坐 标 ) ” 求 球面 方程 x? + y+ (z -1)? = 1 的 球 坐标 方程 . 
解 ”用 以 上 关系 等 式 (3) 代 换 x,y 和 和 z 


x+y + (z - 1)2 =1 
p°sin'ócos20 + ozsin2gsin20 + (ocosg ~ 1)? =1 
2sin2ó (cos20 + sin20) + p?cos?$ _ 2ocos + 1 -1 
p p ° 
1 
p? (sin? ó + cos2$) =2pcos$ 
—— -b.—— c Ü9KX,Oe 
1 
p? = 2ocosó 
p =2cosg . 
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见 图 12.48. 


P| — | 
图 12.48 fJ 3 中 的 球 图 12.49 例 4 中 的 锥 


例 4( 变 直角 坐标 为 球 坐 标 ) REM =V 的 球 坐 标 方程 (图 12.49). 

解 1( 几 何方 法 ) ”由 于 锥 关于 ¿q 轴 对 称 且 沿 直线 z - y 将 yz 平面 的 第 一 象限 割 开 . 锥 与 正 
向 z 轴 的 夹 角 因而 为 x/4 弧度 . 锥 面 实际 是 由 那些 点 构成 ,点 的 球 坐 标的 % 分 量 全 等 于 rx/4. 故 
它 的 球 坐 标 方 程 为 ó = x/4. 

解 2( 代 数 方法 ) ”用 关系 等 式 (3) 去 代 换 x,y,z 可 得 同样 的 结果 : 


z = V x? + y? 
pcos$ = V psin’$ 例 3 
pcos$ = psing o > 0,siné > 0 
cos$ = sing 
$= 0<% $ <x 


用 球 坐 标 计算 三 重 积分 

用 球 坐 标 易于 表示 中 心 在 原点 的 球 , 从 
z 轴 伸 展 出 的 半 平 面 ,以 及 顶点 在 原点 , 轴 为 
z 轴 的 单 片 锥 面 . 球 坐标 为 常数 的 曲面 为 : 


pdb psin ó 


psin ó d8 


P. 球 ,半径 为 4， 

p = 中 心 在 原点 

jaa 从 原点 向 上 张 开 的 锥 ,与 ; 轴 
= 3 正 向 成 角 为 x/3 弧度 


Jai 半 平 面 ,从 z 轴 出 发 ,与 x 轴 
m SS 正 向 成 角 为 x/3 弧度 We 

球 坐 标 中 的 体积 元 为 由 微分 do,dg Mdo 定义 £= ES 
的 将 球 细 分 所 得 棉 形 小 块 的 体积 (图 12.50)， “ar 

该 棉 形 近似 地 处 理 成 矩形 小 盒子 ,其 一 边 为 圆 12.50 ” 球 坐 标 系 中 的 体积 元 为 


弧 , 长 度 为 pd$, 另 一 贺 弧 边 长 为 Psingdp ,及 dV = do * pd$ + osinéd0 = prsingdpd$d0. 
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厚度 为 dp .因此 得 到 用 球 坐标 表示 的 体积 元 为 
dV = psingdod$d0, (4) 


而 三 重 积分 采取 以 下 形式 
ze, $,0)dV = [Eo ,gg9)o*singdodgdg. (5) 


计算 积分 时 ,通常 先 对 o 积分 . 求 积分 限 的 程序 见 下 面 的 方 框 .我 们 以 下 先 将 注意 力 集中 于 关 
+ = 轴 的 旋转 体 所 在 区 域 上 的 积分 (或 旋转 体 之 一 部 分 ) ,这 种 情况 6 和 # 是 常数 . 


如 何 用 球 坐标 作 三 重 积 
用 球 坐标 计算 空间 区 域 p 的 三 重 积 


下 flp,$,0)dV 
总 是 先 对 o 积 , 再 对 #$, 最 后 对 9 积分 ,通常 采取 以 下 几 步 . 


第 一 步 : 作 图 .作出 区 域 D 及 它 在 xy 平面 上 投影 及 的 图 , 标 出 D 的 边界 曲面 . 
第 二 步 : 找 6 - 积分 限 . 作 一 条 从 原点 出 发 穿 通过 D B t; ; 轴 正 向 夹 角 为 $ 的 射线 M 
作出 M fE xy 平面 内 的 投影 ( 称 作 投 影 L). 射 线 与 < 轴 正 向 成 角 9. 随 着 o 的 增 
加 ,可 见 必 在 p = g$, 0O A DTE o = ga(g,9) 点 离开 .它们 便 是 。 积 分 限 
第 三 步 : 找 $- 积分 限 .对 任 一 给 定数 9,M 与 z 轴 的 夹 角 从 # = $i, 到 $= é... CNE 


是 $ 的 积分 限 . 
第 四 步 : 找 9 -RIR MR LERLE, fi O 由 a 扫 到 .于 是 就 得 到 0 的 积分 限 ,从 而 所 | 


求 积 分 为 | 
9= 3 re = [e= a, (6.0) .. | 
II /(o,$,0)dy -Í | | f(o,$.0)o`sinódodéd0. (6) | 
5 0=av $=$ 7 e= g ($.0) | 
O max 
N 
p=g,(ó, 9) i 
x cp = 82(9, 0) 
~ [~ 人 


i 


-L 1 p= (9. 9) 


! 
! 
I 
I 
l 
1 
上 


例 5( 用 球 坐标 求 体积 ) ” 求 一 “ 冰 淇 凌 锥 "D 的 体积 ,D 为 由 锥 面 $ = x/3 从 球体 o < 1 截 
下 的 立体 区 域 . 


12.6 柱 坐 标 与 球 坐 标 系 下 的 三 重 积 分 ` 1055 ` 


# ”体积 应 为 V = [o?singaodgao, D 上 其 被 


RKR f(p,$,90) = 1. 

为 确定 此 积分 的 积分 限 ,我 们 采取 以 下 步骤 . 

第 一 步 : 作 图 .作出 区 域 D 及 它 在 xy 平面 的 投影 R 
的 图 (图 12.51). 

第 二 步 : 求 e - 积分 限 . 画 一 条 从 原点 出 发 穿 过 p 
且 与 z 轴 正 向 夹 角 为 上 的 射线 W , 另 作 MN 在 xy 平面 的 投 
影射 线 LHR LS: 轴 正 向 的 夹 角 为 9. 射 线 M Ep = 
0 穿 进 了 ,在 o = 1 离开 . 

第 三 步 : 求 $ - 积分 限 . 锥 面 % = x/3 是 指 与 > 轴 正 
向 夹 角 为 x/3, 所 以 对 任 一 给 定 的 9, 角 8$ 均 从 # = 0 转 到 12.51 ” 例 5 中 的 冰 湛 凌 锥 
$ = x/3. 

第 四 步 : 求 9 - 积分 限 . 射 线 工 是 从 9 = 0 št R 30 = 2x. 于 是 体积 为 ; 


x frl 
Y = [ po?singdpodgdb = Pf psingapagao 


2r -] 1 xr? 
-f A [5] singdgdg = [网 到 singdyadb 


nE Leos]? db = |: 言 + 本 jd = Z = Z. 


例 6( 求 惯性 矩 ) 一 立体 的 密度 $ = 1 ,占据 例 5 的 空间 区 域 Dp , 求 此 立体 关于 z 轴 的 惯 
HEE. 
解 ”用 直角 坐标 ,所 求 矩 为 


PE (x? + y2)dV. 
J 
MERRER, x + y? = osin? $cos?0 + p sin $sin? 0 = o2sin2 é , AE 
L. = T (o?sin2g)o?zsingdodgdb = III o“singdodgdb. 
在 例 5 的 区 域 D 上 ,积分 变 成 


Ff os ; afp o51! 
I, -f | fe sin édod$d80 = | | [ F: |: sin $d$d0 


-tfa - c08 )singd#dð = $f] - cosg + °95 a m 


-t-i 于)ae = +f" Sao Z 
= | 2 +> 3 = 5J 24% = 12 
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柱 坐 标 变换 到 直角 坐标 球 坐 标 变换 到 直角 坐标 球 坐 标 变换 到 柱 坐 标 
x = rcos? x = psinécos0 r = psing 
y = rsing y = psingsing z = pcos$ 
£ = z z = pcos$ 8 = 0 
相应 的 体积 微 元 

dV = dxdydz = dzrdrdg = ozsingdodgdb 


习题 12.6 


用 柱 坐 标 计算 积 
用 柱 坐标 计算 1 -6 题 中 的 积分 ， 
ax rtr V 3- aeir 
L.f ff d: rdrd2 2.| RE dz rdrdO0 
0 JOJ; Jo Jod 1.3 
2" sp Ë NES | 
3f f a dz rdrdO0 4.| | E rdrd0 
2r f1 fax 1 
s.f | [va: rdrd0 6. | 上 (risim0 + 2)dz rdrdb 
0 Jor Jo dod 41 


变换 柱 坐 标的 积分 次 序 
至 此 所 见 积分 都 是 采用 柱 坐标 中 为 大 家 所 常用 的 积分 次 序 ,但 也 有 其 它 次 序 使 用 起 来 也 不 错 ,有 时 还 更 易于 
计算 ,计算 第 7 - 10 题 的 积分 . 


2r [3 r+ 1 Par els eos8 
7.| | rdrdzdð s.| | | 4rdrdĝdz 
o .0.0 -170 J0 


L r: r2r 5 " 2 Var bi 
o. f | (r°cos 0 + z2)rd6drdz 10. N | (rsing + 1)rd8d:dr 
0.0 Jo J0J 1-2 0 


11. 设 D 为 由 平面 : = 0, 上 界面 是 球 x: + y + 2 = 4, 和 侧面 为 柱 面 x* + y* = 1 围 成 . 写 出 以 柱 坐 标 表示 D 
的 体积 的 三 重 积 分 ,使 用 下 列 各 积分 次 序 . 
(a)dzdrdð (b)drdzdð (c)d0d:dr 

12. 设 DD 是 一 区 域 ,其 下 面 为 锥 面 z = V <l + ,上 面 是 抛物 面 : = 2 - c - y?. 用 下 列 次 序 写 出 以 柱 坐 标 表 
示 的 三 重 积 分 ,以 给 出 D 的 体积 表达 式 . 
(a)dzdrd20 (b)drd:d20 (c)d0d:dr 

13. 求 出 将 积分 || Ar,6,z)dz rdrdg 化 成 累 次 积分 进行 计算 的 积分 限 .其 中 D 35 th F y Ez = 0, 四 周 的 


D 


习题 12.6 + 1057 ° 


柱 面 r = cos0 ,顶部 的 抛物 面 z = 3r 围 成 的 空间 区 域 . 


| 


14. 将 积分 | | + 2)dzdxdy 用 柱 坐 标 换 成 等 价 的 积分 并 计算 出 结果 . 


求 以 柱 坐标 表示 的 累 次 积 


题 15 - 20, 建 立 累 次 积分 , 求 所 给 区 域 D 上 的 积分 . 18. D 为 直 柱 体 , 它 的 底 为 > = cos0 和 + = 2cos0 之 间 


Neer,0, a rdrdð 的 区 域 , 顶 在 平面 z = 2 - y. 
15. D 为 正 圆柱 ,其 底 为 xy 平面 上 的 圆 r = 2sing ,项 o, z 
FFE z=4-yE. ~ » 


. x Pas 
Ç r=2 cos 0 
x r=2sin 0 19. D 为 棱柱 , 它 的 底 为 平面 xy 内 由 * 轴 ,直线 y = x 和 
16. D 为 正 圆 柱 ,其 底 为 圆 r = 3cos9, 顶 位 于 平面 x = 1 所 围 的 三 角形 区 域 , 顶 在 平面 z =2- y 内 . 
z=5-x. 
I=5-—<x 
í 
- — y 
Y=3cos 0 


x 


17. D 是 直 柱 体 , 它 的 底 在 xy 平面 内 位 于 心脏 线 


r= l+ cos ZÀ, B] r = 1 之 外 ,而 顶 位 于 平面 20. 为 一 棱柱 ,其 底 为 xy 平面 以 y 轴 ,y = x 和 yy =] 
z = 4. 


为 边界 的 三 角形 ,而 顶 位 于 平面 : = 2 x 内 . 


A 
> 


r=1 


` 


x 、 1 
` r= + cos 8 
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用 球 坐 标 计 算 三 重 积 33. 界 于 球 o = cosé 和 p = 2,z > 0 之 间 的 体积 . 

用 球 坐标 计算 21 - 36 题 的 积分 . 
m (x 2sing 

a.f | | p`sinódod$d0 


0.0 


22. |” | | cocos) o’singapagag 


o Jo 
In fn 1- cost) 
z. f | | - p`sinédodéd0 
0 


0 


3 


F afl 3 - 
a.f Nz sin ydodgd0 34. 下 方 以 半球 o = 1,z > 0 为 界 , 上 方 以 心 胜 线 p = 


2x [3 [2 . 1 + cos$ 生成 的 旋转 面 所 围 的 立体 . 
as. P. | | ,30 singdodgdb 


x E rgec $ 

z. |° Ni (pocosg)ozsingdodgdgb p=l+ cos $ 
o JoJo 

变换 球 坐 标的 积分 次 序 


前 面 的 三 重 积分 都 使 用 球 坐标 最 常用 的 积分 顺序 ， 
但 其 它 次 序 也 可 能 用 ,而 且 有 时 还 比较 易于 计算 . 计 x 


算 第 27 - 30 直 中 的 积分 ， 35. 由 心脏 线 o = 1 - cos$ 生成 的 旋转 面 所 围 立 体 . 


>. | [lpsinzgasaodp 36. 第 35 题 中 的 立体 被 xy 平面 所 截 的 上 部 的 体积 . 
oea 37. 下 方 为 球面 o = 2cosg， 上 方 为 锥 面 -= 
GY sc 0 


1 fr r= 
29.| | | ‘120sin' $d$dodp 
02020 


If P gaa 
x. 1. 2 sin édod0d% 
31. 设 D 为 11 题 中 的 区 域 ,用 球 坐标 建立 三 重 积分 


以 表示 D 的 体积 ,分 别 用 以 下 积分 次 序 . 
(a)dod$d0 (b)dgdod6 


32. 设 刀 为 下 表面 为 锥 面 z = v x* + y*, 上 表面 为 平 
面 z = 1 所 界 的 区 域 ,用 球 坐 标 建立 三 重 积分 以 
表示 D 的 体积 ,分 别 用 以 下 积分 次 序 . 
(a)dodéd0 (b)dédod0 


38. 下 界面 为 o 平面 ,侧面 为 球面 o = 2, 上 方 为 锥 
面 = x/3 所 围 立 体 的 体积 . 


求 用 球 坐 标 表示 的 累 次 积 
第 33 - 38 题 ,(a) 用 球 坐标 计算 所 给 区 域 体积 的 三 重 
积分 的 积分 限 ;Cb) 算出 积分 


ars ava areo ntem 


习题 12.6 ` 1059 > 


直角 、 柱 和 球 坐 标 

39. 建立 三 重 积分 以 表示 球面 o = 2 所 围 球 的 体积 ,分 别 用 (a) 球 坐 标 ,(b) 柱 坐 标 和 (ce) 直角 坐标 . 

40. 设 刀 为 下 面 是 锥 面 & = 元 ,上 方 为 球面 p = 3 所 闭 区 间 在 第 一 卦 限 的 部 分 ,分 别 用 (a) 柱 坐 标 ,(b) 球 坐 标 
写 出 求 p 的 体积 的 累 次 三 重 积分 ,然后 (ec) 计算 出 体积 V. 

41. 设 DD 为 ;半径 为 2 个 单位 的 球体 被 一 个 平面 截 下 较 小 的 球 幅 ,平面 距 球 心 1 个 单位 .分 别 以 (a) 球 坐 标 ， 
(b) ERA (c) 直角 坐标 写 出 求 D 的 体积 的 累 次 三 重 积分 .然后 (d) 用 其 中 一 种 三 重 积分 求 出 体积 . 

42. 分 别 以 (a) 柱 坐 标 ,(b) 球 坐 标的 累 次 积分 表示 半球 体 C + y+ 有 2 三 1z>0 的 惯性 矩 ,然后 (c) 求 出 工 


的 值 . 
体 g 
Va 
求 43 - 48 题 中 立体 的 体积 . 
43. 44. 
z 
zs 4-4 (21 2 
xX y 
z=(0 + -1 
45. 46. 
r= cos 0_| y 
X 
47. 48. 


r=3cos0_ 


r= 3cos 
GAN 


49. 球 和 锥 RAFEH $ = x/3 和 4 = 2rz3 之 间 球 体 os 和 a 的 部 分 体积 . 
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50. 球 和 半 平 面 ” 求 由 半 平 面 9 = O 和 9 = r“6 割 出 的 球体 o < 4 在 第 一 卦 限 部 分 的 体积 . 

51. 球 和 平面 ” 求 球体 p < 2 被 平面 : = 1 割 下 的 较 小 部 分 区 域 的 体积 . 

52. 锥 和 平面 RAEE: = VV x+ 在 平面 := 1 和 :> = 2 之 间 所 封闭 的 立体 体积 . 

53. 柱 面 和 抛物 面 ” 求 下 方 为 平面 : = 0, 侧 面 为 柱 面 x + 2 = 1. 上方 为 抛物 面 z = x° + Y? 所 界 区 域 的 
体积 ， 

54. 柱 面 和 抛物 面 ” 求 下 方 为 抛物 面 : = +? + 六 ,侧面 为 柱 面 + y= 1 及 上 方 为 抛物 耐 z = < +q y? +l 
围 出 区 城 的 体积 . 

55. 柱 面 和 锥 面 ” 求 由 锥 面 2 = + Vx + ww 从“ 厚 墙 形 " 柱 体 1 < c + ms2 截 出 的 区 域 的 体积 . 

56. 球面 与 柱 面 ” 求 位 于 球面 x+ y+ z= 2 之 内 和 加 村 x7 + = 1 之 外 区 域 的 体积 . 

57. 柱 面 和 平面 RAR x* + 2 = 4 和 平面 : = 0, v + z = 4 所 围 立 体 的 体积 . 

58. 柱 面 和 平面 ” 求 由 柱 面 * + ” = 4 和 平面 > = 0, 及 Y+yr+z=4 所 围 立体 的 体积 . 

59. 抛物 面 围 住 的 区 域 求 由 两 抛物 面 : 上 为 z= 5- x 下 ,下 为 ; = 4x2 + 4y 所 围 区 域 的 体积 . 

60. 抛物 面 和 柱 面 ” 求 上 方 为 抛物 面 z = 9-2 - 2. F y R yv EIB, HETEN 2 + y 1 之 外 的 封闭 区 
域 的 体积 ， 

61. 柱 和 球面 RHEB +y < 1 被 球面 x? + l + 2 =4 截 出 区 域 的 体积 . 

62. 球 和 抛物 面 ” 求 上 、 下 分 别 为 球面 x* + y* + Z = 2 和 抛物 面 : = x? + y? 所 围 立 体 的 体积 . 

平均 值 

63. R f(r,9,:) = r EBr = 1 和 平面 :=-1 及 :; = 1 所 围 区 域 上 的 平均 值 . 

64. 求 f(r,9,:) = 在 由 球面 六 +z = 1 所 围 球体 上 的 平均 值 . 

65. 求 Fo,%.6) = po 在 球体 o < 1 上 的 平均 值 . 

66. 求 几 po,g%,0) = pcos$ 在 上 半球 p < 1,0 < $ < wx/2 上 的 平均 值 . 

质量 . 矩 和 质心 

67. 质心 ”一 密度 为 常数 的 立体 ,下 方 由 平 而 z = 0, 上 方 由 锥 面 z = +r,r > 0, 和 侧面 由 柱 面 + = 1 所 围 . 求 其 
质心 . 

68. 形 心 ” 求 第 一 卦 限 下 述 区 域 的 形 心 :上 ,下方 为 锥 面 : = / 2 + 六 及 平面 > = 0, 侧 面 是 柱 面 zz + 2 = 
4, 平 面 x = 0 # y = 0 所 围 的 区 域 . 

69. 形 心 RE 38 题 立 体 的 形 心 . 

70. 形 心 REFAH po = a, FAA $ = x/4 围 成 的 立体 的 形 心 . 

71. 形 心 ” 求 上 表面 为 曲面 > = Vr ,侧面 为 柱 面 r = 4, 和 下 表面 是 o 平面 所 围 区 域 的 形 心 . 

72. 形 心 求 由 9 = - z/J3,r > 0 f 0 = x/3,r > OMRE 2 + z < 1 戴 出 的 区 域 的 形 心 ， 

73. 惯性 矩 和 旋转 半径 求 一 个 内 为 柱 面 r = 1, 外 为 柱 面 + = 2, 上 下 分 别 是 平面 z = 0 # z = 4 的 “ 厚 墙 " 形 


78. 


直 圆柱 关于 : 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 ( 取 6 = 1). 


. MERRE 。” 求 下 列 几 种 情况 的 半径 为 1, 高 为 2 的 圆柱 体 的 惯性 矩 . (a) 关于 柱 轴 ,(b) 关于 过 形 心 


且 垂 直 于 柱 的 轴 的 直线 ( 取 8 = 1). 


. 锥 体 的 惯性 矩 ” 求 一 个 底 半 径 为 1 ,高 为 1 的 正 圆锥 关于 通过 锥 顶点 且 平 行 于 底 的 一 条 轴 的 惯性 矩 


(R ó = 1). 


- 球体 的 惯性 矩 ” 求 半径 为 a 的 球体 关于 一 直径 的 惯性 矩 ( 取 8 = 1). 
. 锥 体 的 惯性 矩 。” 求 底 半 径 为 ,高 为 六 的 正 圆锥 关于 它 的 轴 的 惯性 矩 . 《提示 : 设 锥 顶点 的 原点 , 轴 沿 


z$.) 
可 变 密度 。 求 -- 顶 为 抛物 面 > = r RAPE: : = 0, 侧 面 为 柱 面 + = 1 的 立体 的 质心 和 关于 z 轴 的 惯性 


12.7 多重 积 分 中 的 变量 替换 ` 1061 : 


79. 


85. 


和 矩 和 旋转 半径 , 设 其 密度 函数 分 别 为 ; 
(a)ó(r,0,:) = z, (b)ó(r,0,z) = r. 

可 变 密度 。” 求 一 顶 为 平面 >: = 1, 底 为 锥 面 z = V = + ?的 立体 的 质心 ,以 及 关于 : 轴 的 惯性 矩 和 旋转 
半径 , 设 密度 为 ; 

(a)6(r,0,:) = z, (b)é(r,0,z) = z. 


. 可 变 密度 HRE p = a 围 成 一 球体 , 求 其 关于 z 轴 的 惯性 矩 与 旋转 半径 , 若 密度 为 ， 


(a)ó(o.%,0) = o°, (b)ó(o,%,0) = r = psing. 


. 半 椭 球体 质心 WEENIE RERE a?) + (rZ 2) < lz>0 的 质心 位 于 z 轴 从 底 到 顶 的 3/8 处 . 特 


BIX h = a 为 一 半球 .质心 也 位 于 其 对 称 轴 从 底 到 顶 的 3⁄8 处 . 


. 锥 体 的 质心 ”证 明 圆 锥 体 的 质心 在 从 底 到 顶点 的 1⁄4 处 .( 更 一 般 地 ,所 有 锥 体 及 楼 锥 体 的 质心 都 在 从 其 


底 的 形 心 到 项 点 的 1⁄4 处 .) 


. 可 变 密度 ”一 个 直 圆 柱 由 柱 面 + = a 和 平面 : = 0 及 : = h(h > 0) 所 围 . 求 其 质心 和 关于 = 轴 的 惯性 矩 


和 旋转 半径 , 设 其 密度 S(r,0,z) = z+. 


. 行星 大 气 的 质量 ”半径 为 只 的 球形 行星 的 大 气 密度 为 kr = yioe-“, 其 中 的 为 行星 表面 上 方 的 高 度 ,yo 是 


在 海平 面 的 大 气 密度 ,e 为 正常 数 . 求 行星 大 气 的 质量 . 
行星 中 心 的 密度 ”一 球形 行星 的 半径 为 R RERA M, 且 其 密度 呈 球 对 称 分 布 , 即 密 度 往 球 心 去 为 线性 
增加 . 若 行 星 表面 密度 为 零 , 那 么 行星 中 心 的 密度 是 多 少 ? 


理论 和 例子 


86. 
87. 


用 球 坐 标 表示 直 圆 柱 ” 求 柱 面 * +y = a? 的 球 坐 标 形式 的 方程 = f0). 
(a) 证 明 垂直 于 x 轴 的 平面 用 柱 坐 标 表示 ,形式 为 r = asecó. 
(b) 证 明 垂直 于 y 轴 的 平面 的 柱 坐 标 方程 为 :r = bcsc0. 


,{87 题 的 续 ) RFE ax + by = ele zz 0) 的 柱 坐 标 形式 的 方程 + = f(0). 
89. 


为 学 而 写 :对 称 性 ”一 曲面 车 以 柱 坐标 表示 ,形式 为 ， = f(:) ,你 发 现 它 具 有 什么 对 称 性 ?给 出 答案 并 说 
明理 由 . 


. 为 学 而 写 :对 称 性 ”一 曲面 若 以 球 坐 标 表 示 ,其 方程 为 p = /($), 你 发 现 它 具 有 什么 对 称 性 ?给 出 答案 并 


说 明理 由 . 


多 重 积分 中 的 变量 替换 


一 重 积分 的 变量 替换 。 三 重 积分 的 变量 蔡 换 


本 节 讲 如 何 作 重 积分 的 变量 替换 .如 同一 元 积分 ,替换 的 目的 是 要 把 复杂 的 积分 换 成 较 简 


单 的 ,再 作 计算 .变量 替换 通过 简化 被 积 表达 式 .积分 限 ,或 两 者 同时 简化 达到 这 一 目的 . 


二 重 积 分 的 变量 替换 


12.3 的 极 坐标 变换 ,是 二 重 积分 更 一 般 的 蔡 换 的 一 种 特例 ,也 是 一 种 方法 , 即 变量 替换 
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中 随 区 域 改变 ,变量 的 图 象 也 改变 . 
假设 通过 方程 组 


x= g(u,u), y= hlu,v), 


把 w 平面 中 一 区 域 G 一 对 一 地 变 到 xy EK R , 如 
图 12.52 所 示 . 我 们 称 R 为 变换 下 的 G 的 象 ,而 称 CHRE 
原 象 . 任 一 定义 在 R 上 的 函数 /x,y), 也 可 被 认为 是 定义 在 
CG 上 的 函数 f(g(wu,v),h(wu,v)). 那 么 ,f(x,y) ÆR ERWE 
分 与 f(g(u,v),h(u,v)) 在 G 上 的 积分 的 关系 怎样 ? 


o 


直角 坐标 vv 平面 


图 12.52 
2 平面 内 区 域 C 上 的 积分 . 


ERF 变换 方程 组 
x = g(u,u) fg y = h(u,v) 
ZA CERERA ENA 
是 把 从 R 上 的 积分 变换 到 G 
上 的 积分 . 


直角 坐标 < 平面 


方程 组 x = g(u,v),y = juyo) 可 以 把 xy 平面 内 区 域 尺 上 的 积分 变换 成 


答案 是 : 若 g,h 和 f 有 连续 的 偏 导 数 并 且 J(u ,yz)( 下 面 将 要 讨论 ) 仅 在 弧 立 点 上 是 零 , 那 么 
| je, pardy = 由 mesos |Jlu,v) |dudv, (1) 
其 中 因子 J(w,v)( 等 式 (1) 是 用 它 的 绝对 值 ) 为 坐标 变换 的 Jacobian 行列 式 ,是 以 德国 数学 家 


Carl Jacobi 命名 . 


定义 Jacobi 行列 式 
坐标 变换 x = gluv) y = hlu, v) 的 Jacobi 行列 式 为 


3x ax 
u ðv 


2 s 

J(u,e) = | = s.p: 
ay ay| Iuav Fi 
Ju 


Jacobi 行列 式 还 可 记 为 


9(x,y) 
re 


目的 在 于 帮助 记忆 (2) 式 的 行列 式 如 何 由 关于 x,y 的 偏 导 数 构成 .(1) 式 的 推导 较 复 杂 , 可 以 


从 高 等 微 积分 教程 中 找到 ,此 处 我 们 不 作 推 证 . 


对 极 坐 标 ,相对 于 ¿ú 和 w 的 是 7 和 9. 有 x = rcos0,7 = rsin9 ,Jacobi 行列 式 为 
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az ax 
C0) ar 90 cos - rsin o 
P = 9y 9y — |sin0 rcos0 

or 38 x 


= r(cos20 + sin20) = r. 


因此 ,(1) 式 变 为 
[C y)azay = Areose rsino) | r larao 
R c 


= 由 Areose,rsine)rarde， #r>0 (3) 


o 1 


这 正 是 12.3 节 中 的 等 式 (4). 直角 r 9 平面 
图 12.53 表明 ,变换 x = rcos0,y = rsing 如 何 将 矩形 区 域 naci 
6:0<srs10<0<r/2 变 换 成 zy 平面 第 一 象限 中 以 zz + y | yy 


= 1 为 界 的 1⁄4 个 圆 域 R. y 
须 注 意 (3) 式 右 侧 的 积分 已 不 是 极 坐标 系 在 某 一 区 域 上 对 
用 reos9 , rsin) 的 积分 . 它 是 f( reos0 , rsin0) 和 + 的 积 在 直角 坐标 
性 平面 内 区 间 G 上 的 积分 . 
下 面 是 另 一 种 变换 的 例子 . 


例 1( 用 变换 作 积分 ) ”计算 
| 2x - dedy 
0 


z= y⁄2 2 直角 xy 平面 


使 用 变换 
图 12.53 方程 组 x = 
= Q z > (4) rcos0,y = rsing 将 GÈR R. 
在 uo 平面 一 适当 区 域 上 作 积分 ， 
解 先 画 出 在 xy 平面 的 积分 区 域 丸 ,并 识别 它 的 边界 (图 12.54). 
为 用 (1) 式 ,我 们 需要 找 出 相应 的 u EC G 及 变换 的 Jacobi 行列 式 .要 求 出 它 , 解 方程 组 
(4) 以 u,v 表示 x,y, 用 常规 代数 法 ,得 到 
X=u+y, y=. (5) 
然后 用 这 两 个 表达 式 替换 R 的 边界 方程 ,就 求 出 G 的 边界 (图 12.54). 


图 12.54 方程 组 x = u+u,y = 

2v 把 6 变 成 尺 . 由 方程 组 w = (2x 

- y)/2, = y/2 表示 的 变换 把 R 
$ 变 成 G.( 例 1) 


u= 0 us] 
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区 域 R 边界 的 相应 的 区 域 Ç 的 简化 了 的 
xy - 方程 边界 的 w- 方程 uv — 方程 
z=% u+ = 2 <= v u=0 
£= i utv= 人 tl=o+l ü =] 
y=0 2v=0 v=0 
y=4 2. = 4 t = 2 
(再 一 次 从 方程 组 (5)) 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
ax Əx 9 
Ju Jy Jue + b) (u +v) 1 1 
J(u,v) = a el u = 2. 
y gy == ES 
Əx Jv Ju 20) Jy 20? 
现在 一 切 俱 备 ,应 用 等 式 (1): 
x= =(y/2)+1 2 
|. i 2 az dy - u|J(u,v)|dudv 
x= y/2 
— . 一 2 — 
-ffe 2dudv = fi u ] ,dv 三 fav =2. _ | 


例 2( 用 变换 作 积分 ) 计算 
lr1l-x 
j. Vx+y(y -2x)dydx. 


解 mA 纱 平面 内 积分 区 域 尺 ,识别 它 的 边界 曲线 (图 12.55). 从 被 积 表达 式 可 见 作 变换 
uw=x+y 及 v = y - 2x. 用 代数 方法 得 x,y 为 u,v 的 函数 表达 式 : 


x = — 


k q i m 


图 12.55 方程 组 * = 学 -二 和 7 a, + 记 把 G 变 成 R. 逆 变换 4 = x+ y, = 


y - 2x 则 将 及 变 成 6.( 见 例 2) 
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区 域 R 边界 的 相应 的 区 域 Ç 的 简化 了 的 

xy- 方程 边界 的 uv - 方程 w- 方程 

x+y=l (+-4)(#+2)=1 u= 1 

x=0 goag S 0 u= v 
2u v 

y=0 3 +3 = 0 . = -2 


Jx Əx 1 l 

du ðv 3 3 1 
J(u,v) = = = z: 

ay ay 2 1 

du 3v 3 3 


应 用 等 式 (1), 算 出 积分 : 
I V x+ y(y -2x)dydx = wa uzo? |J(u,v) |dvdu 
070 u=072r= -2u 


Las E E Lf 1/1 RON 
_ 2⁄1 DAE l. 
-| 六 二 (s )dodu = 3 [+ e) S i 
i DESE y A f 7 2 9j 2 
= J z(u + 8u°)du = ou du = = 9 . il 
三 重 积分 的 变量 替换 


12.6 节 的 柱 坐 标 及 球 坐标 变换 是 三 重 积分 特殊 情况 的 变量 替换 方法 ,该 方法 说 明 随 三 维 
区 域 的 转换 三 重 积分 中 的 变量 作 怎 样 的 变化 .方法 与 二 重 积分 的 方法 是 类 似 的 ,所 不 同 就 是 此 
处 用 三 维 代替 二 维 . 


K 直角 坐标 uvw- 空间 J 直角 坐标 xyz- 空 间 
图 12.56 方程 组 x = g(w,v,w),y = h(wu,v,w) 和 z= klu,v, w) 使 我 们 把 直角 和 坐 
ËR xyz 空间 区 域 D 上 的 积分 变 成 直角 坐标 umo 空间 区 域 6 上 的 积分 . 
假定 通过 以 下 可 微 的 函数 组 
x = glu,v,w), y = hlu,v,w), z= k(lu,v, w), 
将 uuu 空间 一 区 域 C 一 对 一 地 变换 到 xyz 空间 的 区 域 p, 如 图 12.56 所 示 , 则 定义 在 D 上 的 任 一 
函数 F(x,y,z) 可 被 看 成 是 函数 
Flglu,v,w),h(u,v,w),kl(u,v,w)) = H(u,v, w) 
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五 定义 在 G 上 , 如 果 g,h,k 都 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,那么 F(x,y,z) 在 D 上 的 积分 与 
H(wu,v,w) 在 G 上 的 积分 的 关系 式 可 由 下 式 给 出 


= Waco, 0) | 7G,0, w) dndvdw. (7) 


ee, y,z)dxdydz 
D 


式 中 的 因子 Ju, v, w) 称 为 Jacobi 行列 式 ,以 绝对 值 形 


立方 体 , 其 边界 面 


式 出 现 : 均 平行 于 坐标 轴 
ax 
du 
J(u, v, w) = 2y - Pry) (8) 
ðu dI(u,v, w) 
Jz 下 
ðu * 0 
与 二 维 情况 一 样 ,变量 替换 公式 的 推导 较 复 杂 , 这 里 不 作 
讨论 直角 坐标 rz- 空间 
对 柱 坐 标 变换 ,代替 u,v,w 的 是 r,g 和 z. 从 直角 roz a 
空间 到 直角 xyz 空间 的 变换 公式 为 (图 12.57) L e= 
x = rcos0， Zm; "2 A mam 
Ñ k z = hy R 
变换 的 Jacobi 行列 式 为 : 
ax ax | I 
Gr: ag cos0 — rsing 0 
a ` A 
J(r,0,z) = F x sinf rcos0 0 : /二 常数 
az az 0 0 1 0 = 常数 2. 
ðr 90 直角 坐标 xyz- 空间 
= rcos20 + rsin20 = 方程 组 x = rcos0,y = rsin 
相应 于 (7) 式 的 三 重 积分 则 为 及 :=z 把 GC 变 成 D. 
[| zs,y,zaxayas = [| ger,0,) 1 rlardodz. (9) 
€ 


这 里 可 以 去 掉 绝 对 值 导 因 总 有 r > 0. 
对 球 坐 标 变换 ,代替 u,v, w 的 是 o,%,0. 从 直角 og 空间 变换 到 wyz 空间 的 变换 公式 为 


x 
p 直角 坐标 Pg6- 空 间 


， 其 边界 面 
o 均 平 行 于 坐标 轴 


x= psin @ cos 0 
y= psin@sin 0 
z= pcos 

- > 


J 直角 坐标 xz 


P= 常数 


空间 


图 12.58 ”等 式 * = posingcos0,y = posingsing 和 z = pcos) 把 Ç ERD. 
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(图 12.58) 
x = psingcos0, y = psingsing, z = pocos. 


变换 的 Jacobi 行列 式 为 


= 
s 
R 


aa 
30 


9 
ZZ] = osing (10) 


J(o,$,0) = 80 


az 
30 


S 
S eR èl 


çO 
dD 

GD 

S- 


(习题 17) .相应 于 (7) 的 三 重 积分 则 变 为 
fre. y,z)dxdydz = l H(o,$,0)|o?siné| dod$d0. (11) 


这 里 也 可 以 去 掉 绝 对 值 号 ， 因为 此 处 sin $ KENI. 
以 下 是 另 一 种 变换 的 例子 .虽然 我 们 可 以 直接 计算 例 中 的 积分 ,但 此 处 选 它 只 是 为 了 较 简 
单 ( 也 很 直观 ) 地 说 明 变 量 蔡 换 . 


例 3( 用 变量 替换 计算 三 重 积分 ) 


x= | z 
| 人 pa er. 过] drdydz 


(2x - y) 


E =s 2 9 p = 


在 uwv 空间 一 适当 区 域 上 计算 . 

# AEE xyz 空间 区 域 Dp 的 图 ,并 识别 它 的 边界 面 ( 图 12.59). 此 例 中 DD 的 边界 面 全 是 
平面 . 

为 应 用 公式 (7) ,需要 求 出 相应 的 usu 区 域 C 和 变换 的 Jacobi 行列 式 . 为 此 , 先 解 方程 组 求 


了 
2° (12) 


后 面 的 平面 : 
-È r= 之 ,或 y=2x 


J 
J 


前 面 的 平面 : 
x E4 1, 或 y=2x-2 


图 12.59 方程 组 x =u+u,y = 2e,z = 3w 把 6 变 成 D, 而 方程 组 = (2x - y)/2,v = y/2 
和 w = z/338 D 变 成 G, 见 例 3. 
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出 以 u,v 和 w 表示 x,y 及 z 的 表达 式 .用 通常 的 代数 法 可 得 
x=u+u, y=2r, 2= 3u. (13) 
然后 以 这 些 表 达 式 代 换 D 的 边界 面 方程 就 得 到 6 的 边界 面 . 


区 域 D 边界 面 区 域 5 边界 面相 应 BETH 
的 xy: - 方程 的 une - 方程 ua -方程 

x = y⁄2 u + o= 2r⁄2 = > u = 0 

x = (y/2) + 1 u +v = (2r/2)+l=v+l u=1 

y=0 2 = 0 r= 0 

y=4 av = 4 . = 2 

z =Ü 3 = 0 w=0 

z = 3 3w = 3 w = 1 


再 由 方程 组 (13). 计 算出 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
ax dx 
ju ðr 


2x 
0 
d w 1 
ð 2y 9 
J(u, v, w) = 元 —q4930 Yia O 
Q u av dw 
0 


w o © 
t 
a 


Jz Jz Az 


du ðv ðw 


一 切 俱 备 ,可 以 用 (7) 式 得 
Pf (E + $) araya: 
-| (u + w)|J(u,v, w)|dudvdw 
-| (u + w)(6)dudvdw = al NN È ' a] dd 


=6| (2 [7 + x javaw = 6| [3 + ve] du 


-5| 0 + 2w)dw = 6(w + w’)|, = 6(2) = 12. _ 
A 当 坐标 变换 为 非 线性 时 , 重 积分 的 变量 蔡 换 定理 使 用 起 来 会 使 
计算 变 理 很 困难 . 因此 这 一 节 的 目的 仅 在 于 介绍 所 涉及 的 思想 . 当 你 
历史 传记 学 习 了 线性 代数 以 后 ,更 详细 的 对 变换 的 讨论 ,Jacobi 和 多 变量 替换 
CarlGustay 的 内 容 在 高 等 微 积分 教程 中 都 可 查找 到 . 
(1652 — 1719) 
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习题 12.7 


求 Jacobi 行列 式 和 两 个 变量 的 变换 区 域 
1. (a) 解 方程 组 


u= x-y, v=2x+y 


以 u,v 表示 x,y, 然 后 求 Jacobi faren 的 值 . 
(b) RH xy 平面 内 以 (0,0)(1,1) 和 (1, -2) 为 项 点 的 三 角形 区 域 在 变换 u = x - y,u = 2x + y 下 的 像 .并 
画 出 w 平面 变换 后 的 区 域 . 
2. (a) 解 方程 组 


u = x+2y, tÇ = x— vy 


以 we 表示 <,y, 然 后 求 出 Jacobi IIRI pfu 
(b) 求 出 xy 平面 中 以 y = 0,y = x fllx + 2y = 2 为 边界 的 三 角形 区 域 在 变换 = x +2y, =x- y FË 
像 .并 在 uv 平面 画 出 变换 后 的 区 域 . 
3. (a) 解 方程 组 


u = 3x+2y, v= x +4y 
以 u,v RZ xs y, FER Jacobi FIRS? 的 值 
(b) 求 出 xy 平面 内 以 x 轴 ,y 轴 及 直线 * + y = 1 围 成 的 三 角形 区 域 在 变换 w = 3x +2y,v = x +4y Fñ 
像 . 画 出 uo 平面 变换 后 的 区 域 . 
4. (a) 解 方程 组 
u = 2x - 3y, v =- x+" 
以 uro RAR a, y 然后 求 出 Jacobi FIRE typi, 
(b) 求 出 xy 平面 内 以 x = - 3,x = 0,y = x 和 y = x + 1 为 边界 的 平行 四 边 形 在 变换 u = 2x - 3y, 
"=-x+y 下 的 象 ,并 在 u 平面 内 画 出 变换 后 的 区 域 . 


应 用 变量 替换 求 二 重 积 

5. 直接 对 x 和 y 作 积 分 算出 例 1 的 积分 

站 2y — d d 
< 一 二 dx y 


0 
以 验证 它 的 值 为 2. 
6. 用 例 1 的 变换 ,在 第 一 象限 中 以 直线 yY =-2xz+4,y =-2x4+7,y = x -2 和 y= x+1 所 围 区 域 R 上 计 
算 积 分 
| ox - xy - y`)dxdy. 


D 


7. 用 第 3 题 的 变换 ,在 第 一 象限 以 直线 y = - (3/2)4 + 1,y =- (3⁄2)x +3,y =- (1/4)x 和 y = - (1/4)x + 
1 为 边界 的 区 域 R 上 计算 积分 


I + 14xy + 8y2)d<x dy. 


8. 用 第 4 题 中 的 变换 并 在 该 题 的 平行 四 边 形 区 域 R 上 计算 积分 
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ç 
| 2(x - y)dx*=d,. 


p 


9. i R uy 平面 的 第 一 象限 的 区 域 ,其 边界 为 双 曲 线 xy = 1,xy = 9 和 直线 y ry = 4x. 用 变换 x = uZu, 


y = Ww u > 0, > 0 将 积分 
|! [ /— , Z 5] dxdy 
l x u 


重 写 为 wi 平面 一 适当 区 域 Ç 的 积分 ,然后 在 w 积分 区 域 C 上 算出 积分 值 . 
10. (a) 求 变换 * = u,y = ur 的 Jacobi 行 列 式 , 并 在 心平 面 上 画 出 区 域 C:1< uú < 2,1 < u =< 2 的 图 形 . 
(b) 再 用 表达 式 (1) 将 积分 


Ni 一 dyrdx 
变换 成 G 上 的 积分 ,并 算出 这 两 个 积分 . 


11. RARA R ER E EEDAN , 2. = 1 所 用 区 域 ,a。 > 0,b > 0. 求 该 平板 关 


于 原点 的 一 阶 矩 (提示 :用 变换 x = ar ecos0,y = br sin0.) 

12. RADER MAM + 2; = 1 的 面积 xab TARRA v FARER Ay) = 1 的 积分 求 出 ,直接 算 积 
分 要 做 三 角 替 换 . 一 种 更 简便 的 计算 方法 是 用 变换 x = au,y = 名 ,再 在 w PARAE C: t < 1 YE 
变换 后 的 积分 .用 这 种 方法 求 椭圆 面积 . 

13. 用 第 2 题 的 变换 计算 以 下 积分 : 

N s + 2y)e dady 


0 vy 
先 将 它 在 w 平面 的 区 域 C 上 写成 u,v 的 积分 . 
14. 用 变换 x = ú + (1/2)v,y = vz 计算 积分 


T2742 
N y 


先 将 它 写 为 w 平面 区 域 6 上 关于 4,v 的 积分 . 


y(x _ ye drdy 


求 Jacobi 行列 式 


15. 求 下 列 变换 的 Jacobi IRE? 
(a)x = ucost,y = using 


(b)x = USINE, y = UCOST. 


16. 求 变换 的 Jacobi 行列 su : no . 
(a)x = ucCosp,y = usinr,z = W 
(b)x = 2u -— l,y = 3v - 4,z = (1/2)(w - 4). 

17. 计算 公式 (10) 的 行列 式 , 以 证 明 从 直角 ogb 空间 到 直角 xyz 空间 变换 的 Jacobi 行列 式 的 值 是 ozsing . 

18. 一 元 积分 的 变量 替换 ”如 何 将 一 元 定 积分 的 变量 蔡 换 看 作 区 域 的 变换 ?在 这 种 情况 下 的 Jacobi 行列 式 是 
什么 呢 ? 举 例 加 以 说 明 . 


用 变量 替换 计算 三 重 积分 


19. 用 对 x,y,z 的 积分 求 例 3 的 积分 值 . 
20. 椭 球 体积 求 椭 球 


指导 你 们 复习 的 系列 问题 ` 1071 > 


= + X + z =< 1! 
a? b? 2e > 
的 体积 .( 提 示 : 令 x = au,y = bv, 和 2 = cow, f uw 空间 一 适当 区 域 上 求 体积 .) 


A. 在 精 球 ;25 + 号 + 与 < 1 上 计算 三 重 积分 : 


I | xyz | dxdydz. 


(提示 : 令 x = au,y = 如 ,和 > = ecw, 再 在 umo 空间 一 适当 区 域 上 求 体积 .) 
22. W xyz 空间 的 区 域 p 由 下 述 不 等 式 定 义 : 
I<x<2, 0< x <2, 0< :<1, 
使 用 变换 
u= x, V= x, WwW= 3z 
通过 在 wvw 空间 一 合适 区 域 C 上 计算 积分 
[ (x2y + 3xyz)dxdydz. 
23. 半 椭 球体 的 质心 ”假设 已 知 半 椭 球体 的 质心 位 于 其 对 称 轴 从 底 到 项 的 3⁄8 处 .证 明 : 通 过 适当 变换 积分 ， 
再 作 计 算 FRERE (xa) + (2262) + (222) < 1,z > 0 的 质心 仍 位 于 z 轴 上 从 底 到 顶 的 3/8 处 .( 作 
此 题 并 不 需要 计算 积分 .) 
24, 柱 体 壳 的 体积 在 5.2 节 中 ,已 学 过 用 “过 ”的 方法 求 旋转 体 的 体积 ;就 是 说 ,车 曲线 y = f(x) fl x WE 


a 到/ 间 所 围 区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 为 | 2xxy(z)dx. 证 明 ; 用 三 重 积分 求 体积 能 得 到 同样 的 结 
果 .( 提 示 : 使 用 柱 坐 标 ,加 上 y 和 z 改变 后 所 起 的 效果 .) 


指导 你 们 复习 的 问题 


. 在 坐标 平面 一 有 界 区 域 上 定义 二 元 函数 的 二 重 积分 . 

. 二 重 积 分 如 何 化 成 累 次 积分 ?与 积分 次 序 有 关系 吗 ?积分 限 如 何 确定 ?给 出 例子 来 说 明 . 

. 如 何 用 二 重 积分 计算 面积 平均 值 .质量 、 矩 .质心 和 旋转 半径 ?给 出 例子 ,并 加 以 说 明 . 

你 如 何 将 一 个 直角 坐标 的 二 重 积分 变 成 一 个 用 极 坐 标 计算 的 二 重 积分 ?为 什么 这 样 的 变换 是 值得 做 的 ? 举 
一 例 说 明 . 

. 定义 函数 fx,y,z) 在 空间 一 有 界 区域 上 的 三 重 积分 . 

. 用 直角 坐标 如 何 计 算 三 重 积分 ?如 何 确定 积分 限 ? 举 一 例 说 明 . 

. 如 何 用 直角 坐标 表示 的 三 重 积分 计算 体积 .平均 值 .质量 E .质心 和 旋转 半径 ?举例 说 明 . 

- 如 何 用 柱 坐 标 和 球 坐 标定 义 三 重 积分 ?为 什么 会 有 人 宁愿 用 这 两 种 坐标 系 之 一 作 计算 而 不 用 直角 坐标 去 
计算 ? 

9. 怎样 用 柱 坐 标 和 球 坐 标 计 算 三 重 积分 ?如 何 找 出 积分 限 ? 举 例 说 明 . 

10. 怎样 说 明 二 重 积分 的 变量 鞠 换 就 可 看 作 是 二 维 区 域 的 变换 ? 举 一 个 计算 例子 加 以 说 明 . 

11. 怎样 说 明 三 重 积分 的 变量 替换 可 看 作 是 三 维 区 域 的 变换 , 举 一 个 计算 例子 加 以 说 明 . 


a U N- 
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实践 习题 


平面 区 域 积分 
Bi 1 - 4 画 积 分 区 域 并 计算 二 重 积 分 . 


3 


10 L p y 
L.f |? yePdzdy 2.| | eždydz 
1 ¿0 “020 


3 2 


Hi 9-4 12-4 
F dsd 4.| | xydxdy 
3 N AT sdt os xydxd3 


改变 积分 次 序 

题 5 -8, 画 出 积分 区 域 并 写 出 相反 积分 次 序 的 等 价 积分 ,然后 计算 这 两 种 积分 . 
4 ((y-4)⁄2 1fx 

s. | dxdy 6.| | :vsdrds 


0. -V4-y 
r 
7. 


(2r3- x 
ydzdy sff 2xdydx 


0 


计算 二 重 积 
计算 题 9 - 12 中 的 二 重 积分 


12 2m 2 
9.| | 4cos( x*)dxdy 10.| le dxdy 
0- 27 ows 


u [f dz 12 | 2a sin ma” a dy 
`JoJyz y! + 1 ` x - 


面积 和 体积 


13. 直线 与 抛物 线 间 的 面积 R xy 平面 内 由 直线 y = 2x + 4 和 抛物 线 y = 4 - x? 所 围 区 域 的 面积 . 

14. 直线 和 抛物 线 所 围 面 积 R xy 平面 内 一 “三 角形 ”区 域 的 面积 ,该 区 域 右 为 抛物 线 y = x?, 左 为 直线 
x+y=2, 上 为 y=4 所 围 成 . 

15. 抛物 面 下 方 区 域 的 体积 求 抛物 面 z = < + 妇 之 下 ,xy 平面 内 由 直线 y = x,x = 0, 和 x+ y = 2 所 转 
三 角形 区 域 之 上 的 立体 体积 . 

16. 抛物 柱 面 下 方 区 域 的 体积 求 在 抛物 柱 面 z = x? 之 下 ,xy 平面 内 抛物 线 y = 6 - x? 和 直线 y = x 所 围 
区 域 之 上 的 立体 体积 . 


Pai 

求 f(x,y) = xy fE 17 18 题 的 区 域 上 的 积分 平均 值 . 
17. 由 直线 x = 1,y = 1 在 第 一 象限 围 出 的 正方 形 . 
18. M * + y? < 1 在 第 一 象限 的 四 分 之 一 区 域 . 


JR R RE 
19. 形 心 ” 求 zy 平面 内 由 直线 x = 2,y = 2 和 双 曲 线 xy = 2 所 围 三 角形 区 域 的 形 心 . 


实践 习题 ， 1073 > 


20. 形 心 ” 求 x+y 平面 内 抛物 线 x + y - 2y = 0 和 直线 x+2y = 0 之 间 区 域 的 形 心 . 

21. RE R xy 平 面 由 y 轴 ,直线 y = 2x,y = 4 所 围 密度 为 3 的 薄 三 角 板 关 于 原点 的 惯性 极 矩 . 

22. RE ” 求 由 下 列 直 线 所 围 区 域 上 ,密度 8 = 1 的 薄 和 矩形 片 关于 其 中 心 的 惯性 极 和 矩 : 
(a)xy 平面 内 ,x =+2,y =l 
(b)xy 平面 内 ,x =+ a,y = + 6. 
(提示 : 求 L. SRI L 公式 求 1,, 再 两 个 由 加 得 I.) 

23. 惯性 矩 和 旋转 半径 求 一 薄板 关于 < 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 ,此 板 密度 为 常数 $ ,覆盖 顶点 为 (0,0) ,(3， 
0) 和 (3,2) 的 xy 平面 内 一 三 角形 . 

24. 可 变 密度 板 ”条 平面 内 由 y = x 和 7 = x? 所 围 的 薄板 ,密度 6(x,y) = r+ 1, 求 其 关于 坐标 轴 的 质心 . 惯 
性 矩 和 旋转 半径 . 

25. 可 变 密度 板 ”一 薄 正 方形 板 在 xy 平面 由 x = + 1,y = 上 工 所 围 区 域 之 上 , 若 其 密度 S(x,y) = x2 + y2 + 
1/3 , 求 它 的 质量 和 关于 坐标 轴 的 一 阶 邱 . 

26. 有 相同 惯性 和 矩 和 旋转 半径 的 三 角形 ” 求 一 薄 三 角 板 关于 x 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 , 它 的 密度 8 为 常数 ， 
底 在 x 轴 上 的 区 间 [0,6] 上 .顶点 在 y = h E,h > 0. 你 将 会 看 到 ,顶点 位 于 直线 上 哪 点 都 没关系 , 即 所 有 
这 样 的 三 角形 关于 x 轴 都 有 相同 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 


W ER 
变换 成 极 坐标 计算 第 27 - 28 题 的 积分 . 
l (V adydx 
z] | S (1 + + Pyr 
29. 形 心 ” 求 由 不 等 式 0 < r < 3, - x/3 < 0 < z/3 定义 的 极 坐标 平面 区 域 的 形 心 . 
30. 形 心 ” 求 第 一 象限 由 射线 9 = 0 和 6 = r/2 及 圆 r =1 和 r -3 所 围 区 域 的 形 心 . 
31. a) 形 心 ” 求 极 坐标 系 中 位 于 心脏 线 r = 1 + cos9 之 内 和 圆 r = 1 之 外 区 域 的 形 心 . 
(b) 画 出 该 区 域 的 图 ,并 在 图 上 标 出 形 心 . 
32. (a) 为 学 而 写 : 形 心 ” 求 由 极 坐 标 不 等 式 0 < r < a, -as 和 bg<a0s<sas<r) 定 义 的 平面 区 域 的 形 心 . 
B a — n 时 , 形 心 如 何 移动 ? 
(b) 画 出 a = 57/6 的 区 域 并 将 形 心 标 在 图 上 . 


33. 在 双 纽 线 上 积分 EWARC + PY- (<2 _ r) = 0 之 一 叶 所 围 区 域 上 对 x,y) = 
积分 . 
34. 将 f(x,y) = 


! 1- 2 2 
2| | mt + y" + l)dzd> 


(1 + x2 + y2)2 


1 
rr 在 下 列 区 域 上 积分 ， 


(a) 三 角形 区 域 ”顶点 为 (0,0) ,(1,0),(1,W3) 的 三 有 形 . 
(b 第 一 象限 xy 平面 的 第 一 象限 . 


用 直角 坐标 计算 三 重 积分 
计算 35 - 38 三 的 积分 


x Pr fr ln7 fln2 flns 
sff cos(x + y + z)dxdyd: 36. | | | e**>*:dr:dydx 
0.0J0 0 Jins 


lnk， 


! x x+y efxfz 
27.| | | (2x - y - z)dzdydx NN! 2Y Jydzdz 
020 “Ü tv1v0 Z 
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3. 体积 “” 米 模 形 区 域 的 体积 ,区 域 侧 面 是 柱 面 > = cosy, - z/2 < y < xz/2,MILE z =- 2x, JS H E 
xy 平面 . 


= 4 - x 
T Ryg 
X 
40. 体积 求 立体 体积 ,该 立体 顶 面 为 : = 4 - 刀 2, 侧面 是 圆柱 面 +y = 4, 底 面 是 xy 平面 . 


41. FHE 求 Kx,y) = 30xz V x° + 在 第 一 卦 限 中 由 坐标 平面 和 平面 x = 1,y = 3,z = 1 所 围 长 方 体 上 
的 平均 值 . 
42. FHE OK o 在 球体 。 < a( 球 坐标 ) 的 平均 值 . 


柱 坐 标 与 球 坐标 


4- 


"ax fy Va 
43. 柱 坐标 到 直角 坐标 将 积分 | | | 3dzrdrdg,r > 0 转化 成 (a) 按 dzdxdy 次 序 的 直角 坐标 积分 ， 


(b) 球 坐 标 形式 的 积分 ,然后 (e) 算出 其 中 之 一 的 积分 值 . 
44. 直角 坐标 到 柱 坐 标 — (a) 将 以 下 积分 转化 成 柱 坐 标 形式 的 积分 ,然后 (b) 计算 转化 后 的 新 积分 . 


LV De rO. 2 
l a2 dzdydx . 
45. 直角 坐标 到 球 坐标 (0) 将 以 下 积分 转化 成 球 坐 标 形式 的 积分 ,(b) 再 计算 新 得 到 的 积分 . 


1 ve ni 
| dd. 


46. 直角 、 柱 与 球 坐 标 BH f(x,y,z) = 6+ 4y 在 第 一 卦 限 的 由 锥 面 : = V xi + 2 RER 2, 2 = 1 和 举 
标 平面 所 围 区 域 上 的 三 重 累 次 积分 .分 别 用 (a) 直角 坐标 ,(b) 柱 坐 标 . 和 (ec) 球 坐 标 .然后 (d) 用 其 中 一 种 
形式 的 积分 ,算出 积分 值 ， 

47. 柱 坐 标 到 直角 坐标 ”建立 与 积分 

PP ra(sinbeosg)zzdzdrdb 
等 价 的 直角 坐 慰 形 式 的 积分 ,使 积分 次 序 是 先 z, 然 后 y, 之 后 x. 

48. 直角 坐标 到 柱 坐 标 ” 一 立体 的 体积 为 

SI ss ldd 

W wna 
(a) 描述 该 立体 ,用 构成 其 边界 面 的 曲面 所 给 的 方程 . 
(b) 将 积分 变 成 柱 坐 标 形式 的 积分 ,但 不 算出 积分 . 

49. 球 坐 标 与 柱 坐 标 ” 有 关 球 形体 的 三 重 积分 并 非 总 是 用 球 坐 标 才 方便 . 有 的 积分 或 许 用 柱 坐 标 更 容易 计 

算 . 为 说 明 这 点 , 求 上 方 由 球面 x* + + 2 = 8, 下 面 是 平面 > = 2 所 围 区 域 的 体积 ,(a) 用 柱 坐 标 ,(b) 用 


00 


附加 习题 :理论 、 例 题 .应 用 ` 1075 ` 


坐标 ， 
50. ER L 求 一 密度 8 = ! 的 立体 关于 MOREE ,该 立体 由 球面 p = 2( 在 上 ) 和 锥 面 $ = x/3( 在 
F) 所 围 (用 球 坐 标 ) 
51. 一 “ 厚 " 球 的 惯性 矩 — 求 密度 为 常数 6 的 立体 关于 一 直径 的 惯性 矩 ,该 立体 由 两 个 半径 为 “和 8(o < b) 
的 同心 球面 所 围 . 
52. 苹果 的 惯性 矩 REES = 1 的 立体 关于 z 轴 的 异性 矩 , 立 体 由 球 坐标 给 出 的 曲面 。= 1 - cost 所 围 ( 像 
一 个 苹果 ). 


附加 习题 :理论 .例题 .应 用 


体积 


1. 沙 堆 ;二 重 和 三 重 积分 ”一 沙 堆 , 其 底 在 x 平面 内 由 抛物 线 x*+ y = 6 与 直线 y = x 所 围 的 区 域 上 . 沙 堆 
在 点 (x,y) 的 高 度 为 x?, 试 表示 沙 堆 的 体积 (a) 以 二 重 积 分 ,(b) 以 三 重 积分 ,然后 (e) 求 出 体积 . 

2. 半球 形 碗 中 的 水 。 半径 为 5 cm 的 半球 形 硫 中 注 人 水 ,水 面 距 顶 3 em, 求 碗 中 水 的 体积 . 

3. 两 平面 间 的 柱 体 ” 求 位 于 两 平面 := O i x + y+z=2 之 间 的 柱 体 xz+yz<l 的 部 分 体积 . 

4. 球 和 抛物 面 REDARE zz + y? + 2 = 2, 下 方 为 抛物 面 : = x? + y? 所 围 区 域 的 体积 . 

5. 两 抛物 面 。” 求 两 扫 物 面 :上 方 为 z = 3 - x? - 2 "3 

为 z = 2x? + 2y? 所 围 区 域 的 体积 ， i 

6. 球 坐标 。 求 由 球 坐标 表示 的 曲面 = 2sing( 见 右 图 ) 
所 围 区 域 的 体积 . 

7. 球 中 洞 一 球体 中 间 钻 一 个 圆柱 形 洞 , 洞 的 轴 即 为 球 
的 一 条 直径 .余下 部 分 的 体积 为 


x ` k dir 
V= af Wi rdrdzd6 . 
1 


(a) 求 洞 的 半径 和 球 的 半径 . 
(b) 求 出 这 个 积分 值 . 
8. 球 和 柱 RRE 2 , 2 < 9 被 柱 面 = 3sin0 MEF 第 6 题 图 


p=2sin ó 
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的 材料 的 体积 . 

9. 两 抛物 面 “ 求 由 曲面 : = + 六 和 z= (x<? + +2) 人 2 所 围 成 区 域 的 体积 . 

10. 柱 面 和 曲面 : = xy 求 第 一 卦 限 位 于 柱 而 r=1 和 r= 2 之 间 , 下 面 是 xy 平面 ,上 方 为 曲面 * = xy 所 界 
出 的 区 域 的 体积 . 


变换 积分 次 序 


pæ salar a _ ee _ eh ~b 
ORED ° Ca ER: RRR = 
` ( h — “a 


e “di 先 构 成 一 个 二 重 积 分 ,再 交换 积 


* 
次 序 ). 
12. RER (a) 通过 改换 成 极 坐 标 ,证 明 : 
LV 
| 」 In( x° + y )dx<xdy = ap( Ina - >) 
其 中 a > 0, 旦 0 < 有 < 5, 


(b) 用 相 友 的 次 序 改写 这 个 直角 坐标 的 积分 . 
13. 将 二 重 积分 化 成 定 积分 “通过 交换 积分 次 序 ,证 明 下 面 这 个 二 重 积分 可 以 化 为 定 积分 : 
eofg gga = Fe = e” f(r)di. 
-0.0 so 
类 似 地 ,也 可 以 证 明 
NI | ea of) drdude = N = DÈ ad fa. 
) Jo 2 


0240.0 


14. 将 二 重 积 分 变换 成 常 积分 限 ”有 些 情况 . 重 积 分 的 变 积 分 限 可 以 换 成 常 积 分 限 .通过 变换 积分 次 序 ， 
证 明 


Pro (hee Do) ax = | (| gle Donarjd 


aiel 
- | | gC la- 7) Fr) f(y) drdy. 
2 Joo 


质量 和 外 

15. WERE ”-- 块 常 密度 薄板 位 于 xy 平面 的 三 角形 区 域 上 ,三 角形 顶点 为 (0,0),(a,0) 和 (a,1/a), 间 4a 
取 何 值 可 使 平板 关于 原点 的 极 抢 最 小 ? 

16. 三 角 板 的 悍 性 极 和 矩 ” 求 一 个 密度 为 3 的 三 角形 薄板 关于 康 点 的 惯性 极 矩 ,其 所 在 区 域 由 7 轴 , 直线 
y = 2x fly = 4 围 成 . 

17. 平衡 器 质量 和 惯性 极 矩 ”一 密度 为 1 的 飞轮 平衡 器 ,形状 为 :由 距离 赔 心 为 6(5 < a) 的 弦 从 半径 为 a 的 
圆 上 截 出 的 一 小 段 弧 . 求 平 衡器 的 质量 和 关于 轮子 中 心 的 惯性 极 矩 . 

18. 飞行 器 形 心 RAF xy 平面 内 两 抛物 线 y? = -4(x-1) 和 Y= -2(x-2) 之 间 的 飞碟 形 飞行 物 的 形 心 . 


理论 与 应 用 
19. 计算 


其 中 a,b 为 正 数 , 且 
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20. 证 明 在 矩形 :xo < x < xy < y < yi 上 ,积分 
I! 2 F(xz,y) 


3 xƏ y 


dxdy 
等 于 
F(xi yi) = F(xoo yi) = F(xi,yo) + F(xro, yo0). 
21. 假设 /( x, oD BSRB P) GO) WIER, F(x), Gy) 分 别 仅 是 * 和 yy 的 函数 . 则 了 在 矩形 域 R: a < x < 
cs 和 ysd 上 的 积分 也 是 一 个 积 的 形式 ,如 下 式 


[yaa = (J Fear) (f eoar). (1) 
D 


其 推 证 如 下 : 
je y)dA = =- (| reo )ay (i) 
-| cof F(x tdr) dy Gii) 
-| (| F(z)dz]G()dy Gii) 
(lro) Leay Gv) 
(a) 为 学 而 写 说明 i 至 iv 步 每 一 步 的 理由 .实际 应 用 中 .等 式 (1) 计算 起 来 省 时 间 , 用 (1) 式 求 下 列 积 
分 值 . 
中 站 六 seos ydydx (Of | Sardy 


22. 设 p. 表示 Hz,y) = 全 二 并) 沿 单位 向 量 u = ai woj 方 向 上 的 导数 ， 
(a) 求 平均 值 ” 求 D 在 第 一 象限 由 直线 * y = 1 截 下 的 三 角形 区 域 上 的 平均 值 


(b) 均值 和 形 心 ” 一般 性 地 证 明 DSE xy 平面 内 一 区 域 上 的 平均 值 就 是 p,f 在 区 域 形 心 处 的 值 . 
23. T(1/2) 的 值 TÆ% 


_ 7 x-l -t 
T(x) = | f edi, 
把 非 负 整数 的 阶乘 函数 推广 到 任意 其 它 实数 .微分 方程 理论 中 特别 感 兴趣 的 数 是 


T(1⁄/2) = asa = F a. (2) 
f 
(a) 若 你 没 做 12.3 的 第 37 题 ,现在 来 证 明 ， 
I = | e: dy = = 


(b) 在 (2) 式 中 作 代 换 , 令 y = Vi ,再 证 明 
(1/2) = 27 = Vx. 

24. 贺 盘 上 的 总 电荷 半径 为 尺 的 圆 盘 上 的 电荷 分 布 为 c(r,b) = kr(l — sing) coulombym (为 一 常数 ) .在 

BL E o 作 积分 求 总 电荷 0. 
CD-ROM 25. 抛物 面 形 雨水 测量 器 ”形状 如 z = x+y,z 从 0 到 10 的 碗 .你 计划 给 碗 上 刻度 使 其 成 为 一 个 测 
t= WAE 1 英寸 十 在 碗 内 的 高 度 是 多 少 ?3 3 sF TE W ? 
26. 卫星 式 盘 中 的 水 一 个 抛物 面 型 卫星 式 盘 2 XAF, 12X2, 其 对 称 轴 从 垂直 方向 倾斜 30 度 . 
paoM (a) 用 直角 坐标 建立 一 个 三 重 积分 (不 用 算 ) 以 表示 盘 中 所 能 感 的 水 量 . (提示 ;建立 坐标 系 使 盘子 成 
c “标准 位 置 ”, 而 水 平 线 所 在 平面 却 是 倾斜 的 ,请 注意 :积分 限 不 太 好 找 .) 
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(b) 为 使 该 盘 没 有 水 的 最 小 倾斜 是 多 少 ” 

27. YAR D 为 半径 为 1 的 ,唯一 的 底面 在 原点 上 方 1 个 单位 的 无 究 正 圆柱 曾 的 内 部 ,其 轴 为 点 
(0,0,1) 至 = 的 射线 .用 柱 坐 标 计算 

a(r + 2)3 dt. 


D 


28. 超 体积 。 我们 已 学 过 | 1dx 表示 (一 维 ) 数 轴 上 的 区 间 长 ， | aa ARUTA) 平面 区 域 R 的 面积 ,和 


R 


中 War 如 表示 二 维 空间 (xys 空间 ) 的 区 域 D 的 体积 ,还 可 继续 有 : 若 Q 为 4 维 空间 (xyzw 空间 ) 一 区 域 ， 


R 


mñ iay 可 表示 @ 的 * 超 体积 "用 将 问题 一 般 化 的 能 力 和 四 维 空间 直角 坐标 系 在 四 维 单位 球 ?+ y+ 
9 


Z + = 1 内 求 超 体积 Vo. 


向 量 场 中 的 积分 


概述 ”这 一 章 介绍 向 量 场 中 的 积分 .本 章 的 数学 内 容 能 
使 工程 师 和 物理 学 家 描述 液体 的 流动 ,设计 水 下 传输 电缆 ， 
解释 星球 内 部 热 的 流动 ,以 及 计算 把 卫星 送 入 运行 轨道 所 需 
要 作 的 功 . 


定义 和 记 法 。 对 光滑 曲线 的 计算 。 可 加 性 。 质量 和 和 矩 的 计算 


当空 间 中 一 曲线 r(1) = g(0)i+ h(ij+ klt)k,a ss 在 空间 中 通过 函数 fx,y，,z) 
的 定义 域 , 则 f 沿 曲线 的 值 就 可 以 用 复合 函数 f(g(1) ,h(i),k(t)) 表示 . 若 关 于 曲线 弧 长 从 4a 
到 8 对 此 复合 函数 积分 ,就 是 沿 曲线 对 了 作 线 积分 . 抛 开 三 维 空间 的 几何 理论 ,实际 上 线 积分 
就 是 一 个 实 值 芳 数 在 实 轴 一 个 区 间 上 的 一 般 定 积分 . 

线 积分 的 重要 性 在 于 其 应 用 .用 线 积分 能 计算 变 力 沿 空间 路 径 所 作 的 功 ,和 流体 沿 曲线 和 
越过 边界 流动 的 速率 . 


定义 和 记 法 
设 f(x,y,z) 为 一 实 值 函 数 ,其 定义 域 包 含 曲线 rf(1) = gatha + k(i)k,a < t < b. 


— 


将 曲线 分 割 成 有 限 弧 段 (图 13.1). 设 典 弄 小 弧 段 长 度 为 As... fe pA KEE ERS (xk, yka z) 并 


N t=% 


图 13.1 昌 线 rt) 从 至 50 被 分 割 成 小 
弧 段 . 典型 小 弧 段 的 长 为 Ag 


Xg Yk Za) 
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s = V. Yke zJ AS. 


如 果 EE, H g,h Mk BH — Br iE 导数 ， 那么 此 和 当 n 增加 且 小 段 弧 长 As 趋 于 零 时 有 极 
限 . 我 们 | 就 称 此 极限 信 为 了 在 曲线 上 从 。 到 4 的 线 积分 . 若 以 一 个 字母 代表 曲线 ,比如 用 C, 
线 积 4 分 可 j iU 为 


| fa)ds “FEC 目的 积分 (1) 


对 光滑 曲线 的 计算 
rU) Æ agta 6b 上 光滑 (v = dr/di 连续 且 非 0). 则 可 用 

s(1) -| jv(r)jdr 第 10.6 节 的 式 (3) ,00 = a. 

表示 (1) 式 中 的 ds = | vr)| di. 则 由 高 等 微 积分 的 一 个 定理 ,可 以 用 下 式 计算 /在 C 上 的 线 积 
| fps)ds = [gC ven la 

这 个 公式 可 以 正确 地 计算 线 积 分 ,不 管 曲 线 的 参数 式 是 怎样 ,只 要 参数 式 光滑 ， 
如 何 计算 线 积分 
要 在 曲线 C 上 对 连续 函数 A(x,y,z) 积分 : 


第 一 步 : 找 出 曲线 c 的 光滑 参数 式 表达 式 
r(t) = g(t)i+ h(t)j + k(t)k, a <t < b 


CD-ROM 


John Colson 


(1760 年 逝世 ) 第 二 步 : 计 算 积 分 
[ Kayaas = f(g) AD, | va) (O) 


如 果 了 取 值 为 常数 1 ,那么 上 沿 C 的 线 积 分 将 给 出 C 的 长 度 . 


例 1( 计 算 线 积分 ) 求 f(x,y,z) = x -37 + 在 原点 与 点 (1,1,1) 连 线段 C 上 的 积分 
(图 13.2). 
解 可 以 想到 用 两 点 连 线 的 最 简 参 数 式 : 


r(t) = ti+ j+ ik, O< i <l. 
其 分 量具 有 一 阶 连续 导数 , 且 jv)| = Ji+j+k| = 
V+ 了 + 人 = V3 之 0, 所 以 参数 式 光滑 .在 C 上 的 积分 即 
l 
| Aayads - [aa Gaya: 公式 (2) 


(1, 1, 1) 


- -3 t) V3dt 
vo 


o 
= _ 2 x a ， 
= .| (2 3) dt (1.0) y 


=/3[ É -el < O. -| m2 例 ! 中 的 积分 路 径 ， 
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可 加 性 
线 积分 县 有 这 样 一 个 有 用 的 性 质 : 车 曲线 C 由 有 限 曲 线段 C1 , C,,…, C. 首尾 相 接 构成 ， 
则 函数 在 C 上 的 积分 等 于 构成 曲线 的 各 分 段 上 的 积分 之 和 : 


| jas = | fds + Las +`” + La (3) 


例 2( 两 相连 路 径 上 的 线 积分 ) 图 13.3 显示 从 原点 到 点 (1,1,1) 的 另 一 路 径 , 如 图 为 直线 
E: C1 与 C, 相 联 .将 f(x,y,z) =x- 3⁄2 + z # C, U C, 上 积分 . 


(1,1, 1) 


(11,0) 


图 13.3 例 2 的 积分 路 径 . 
解 仍 选 Cl,C， 的 我 们 能 想到 的 最 简 参 数 式 ,并 同时 算出 沿路 径 的 速度 向 量 的 长 度 ， 
Cir) = i+ j, Oteli; Ivl = VP + É = 22, 
Cirt) =i+j+tk, O< <1; |v|= /0 +0 + 1 < 1. 
用 这 些 参数 可 得 


oe f(x,y,z)ds -| f(x,y,z2)ds + | f(x,y,z)ds ( 式 (3)) 
= [üo VBa + [YAAD Oa ( 式 (2)) 
0 
-| 4 - 3⁄2 + 0) /2dt + fa ~3+t)(1)dt 
0 0 


EERIE EENE ES | 


关于 例 1 和 例 2 中 的 积分 .有 三 点 应 注意 ,第 一 ,只 要 把 曲线 的 适当 参数 式 的 分 量 代 人 到 f 
的 表达 式 ,积分 就 变 成 关于 / 的 标准 的 定 积分 .第 二 ,f 在 Cl U Cc: 上 的 积分 ,可 通过 将 每 个 路 径 
的 积分 结果 相 加 得 出 .第 三 ,f 在 C 与 /在 CU C, 上 积分 的 结果 不 同 .对 大 多 数 函 数 , 沿 连接 两 
及 路 径 上 的 积分 会 因 两 点 间 路 径 的 改变 而 改变 .但 是 对 某 些 函 数 ,这 个 积分 值 ,保持 相同 ,这 将 
在 13.3 节 讲 到 . 


质量 和 算 的 计算 
在 空间 求 沿 光 滑 曲 线 , 如 沿 螺旋 弹簧 和 螺 线 圈 的 质量 分 布 问题 . 设 其 质量 分 布 以 连续 密度 
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— S B o . — i 
图 数 6(x,y,:)( 每 单位 长 度 质量 ) KR. E H RAI E Bt MO AEM EA MAR 13.1 中 的 
公式 计算 .这 些 公 式 对 细 棒 也 可 用 . 
RBI 在 空间 沿 位 于 光滑 曲线 C 的 螺旋 弹 筑 、 细 棒 和 电线 的 质量 和 和 矩 的 公式 
质量 : = | oC ya)ds | 
J | 
关于 坐标 平面 的 一 阶 矩 | 
M.. = | sds, M. = |yóds. M., = | 5ds 
Je C ` “C I 
质心 坐标 | | 
o M. _ Ma Ma | 
TM 7 MI C mM: 


关于 坐标 轴 和 其 它 直 线 的 惯性 矩 : 
l = |o: +z )óds. L 


(x° + z)óds 
c 


~ 


r 8ds 
“C 


ds h = 


r(x, y3) = MÄA. y,) IAR LEN 


关于 直线 / 的 旋转 半径 : R, = JE. 


例 3( 求 质量 ,质心 ,惯性 矩 ,旋转 半径 ) ”一 螺 状 弹簧 置 于 螺旋 线 r(:) = (cos 4r)i+ (sin 4:)j l 
+ tk,0 < t =< 2x i HERAK 6 = 1. 求 该 弹簧 的 质量 ,质心 和 它 的 惯性 矩 以 及 关于 z 轴 的 旋 
转 半 径 . 

解 ” 作 图 如 图 13.4. 由 于 相关 的 对 称 性 ,可 知 质心 位 


于 z 轴 上 点 (0,0,x). L, 
对 其 它 计 算 ,应 先 计算 va) l: < 一 


vorder (PY. (8) s: 


=v (_ 4sin 4Y + (4cos 4Y + 1 = VI. DON > 
E0 On) 
然后 ,分别 用 表 13.1 的 公式 及 前 面 的 公式 (2)， ~ 
M = | Ods = (DVIT7d = 2r v17 — 
0 


mie ` 
L = | (x? + y*)6ds ~ 
螺旋 线 


= | (eos244 + sin4:)(1) V17dt t 
Jo c 
3 — 4 
o — 1,0, 
-| Vai = 2a VT7. (10.0) ” š 
J0 ; 
(E m Zn : 


= | 一 = 1. 
NM 2x V17 图 13.4 例 3 中 的 螺旋 弹簧 . 
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请 注意 ,关于 z 轴 的 旋转 半径 正 是 螺旋 线 绰 绕 其 上 的 柱 面 半径 . |] 


例 4( 求 弧 的 质心 ) 一 弯曲 的 金属 弧 , 其 下 部 比 顶 部 密度 
大 ,位 于 yz 平面 党 半圆 yY + 2 = lz>0( 图 13.5). 若 弧 上 点 
(x,y,z) 处 的 密度 为 lx, yz) = 2 - z, 求 该 弧 的 质心 . 

解 ”由 于 弧 位 于 和 平面 上 , 且 质量 分 布 关于 z 轴 结 称 ,可 知 
质心 坐标 x = y = 0. 为 求 了 ,把 半圆 方程 参数 化 得 


r(:) = (cos t)j + (sin t)k, 0 <! < z 


= 


于 是 


dx /dy /dz\’ 
MDT = ($5) (2) (F) 图 13.5” 例 4 显示 怎样 求 可 变 
密度 圆 弧 的 质心 . 
=v O + (-— sin t) + (cos t) = 1. ki 
由 表 13.1, 则 得 到 


M -st-| 2- aas s O- smi) 1de s 2-2 
C C 0 


M,, EE = fo — z)ds = | Gin t)(2 — sin t)dt 
; 0 


=| (2sin t — sin:t)di = 8 - 工 
0 2 
M,, 8 -——x 1 8 — x 
= 2 _ . = = 
M ` 2 22 S T = 9:57 


精确 到 百 分 位 ,z = 0.57 ,质心 则 是 (0,0,0.57). 


习题 13.1 


向 量 方程 的 图 
将 第 1 - 8 题 所 给 向 量 方程 与 图 (a) - (h) 配对 . 


(a) (b) 


>a 


Lr) = i+ (1-)j., O< ! < 1 
2.r(() = i+j+!k, -1 过 上 到 1 
3.r(1) = (2cos i+ (2sin j. O < í < 2< 
4r) =t, -l<igl. 
S.r) = i+ 1j+ tk. 0 < ! < 2. 
A 
(0.0.0) 
(1.1,1 
—. 
c, ` 
{1.1.0) 
图 13.6 第 15 
6.r(() = 1j+ 2 - 2k, O< <1. 
7.r(t) = (O -1)j+2tk, — l< ! =<: 1. 
8.r(/!) = (2cos t)i + (2sin t)k, O < t < x. 


计算 治 空间 曲线 的 线 积分 


9 计算 | (x + vds, C 为 从 (0.1.0) 到 (1,0,0) 的 直 


10. 


1. 沿 


12. 


线段 


:=lryr=1l-tiz=0. 

计算 | (x Y+ z- d.C 是 从 (0,1,1) 到 
(1,0,1) 的 直线 段 x = t, 
曲线 ro) = 
计算 | (av + + ds. 
me r(1) = 
SISON], sea 
0,2,3) 到 (0, - 1,1) 的 直线 段 计 算 ry 


2ti+ tj+(2-2t)k (0 


IN 


(4cos t)i + (4sin t)j + 3tk (— 2r 


= x+r+z 的 线 积 分 . 


RR rO = Hi+yj+kGsr< o) R Ax, 
y,s) aBa + 2 + 22) 的 线 积分 . 
18. 8 Ax, yz) = x+ Vy 2 fE FPA (0,0.0) 到 
(1.1,1) 的 所 给 路 径 (图 13.6a) 上 积 
Corl) = ti+ (j. 0 < t< 1; 


Cr = i+j+k,0 < t <l1. 


16. axy) = x + /y - 22 分 别 沿 
(图 13.6b) 从 (0.0,0) 到 (1,1,1) 积分 
CrI) = tk,0 < !t < l; 
C. :r(1) = tj+ k,0 < t < l; 
Cy :r(1) = ti+j+k,0 < t =< 1. 


(b) 
和 16 题 的 积分 路 径 . 
17. 将 fz. v.) = 汪汪 沿路 径 ro) 


Y+ V + 
j+ tk,0O < ú < t < b 


18. 将 /x,yv,2)=-Vrx + Z B DJ) ra) 


t)j + (asin io. < t < 27 积分 . 


ATB 


第 19 - 22 题 ,在 所 给 曲线 上 对 / 作 线 积分 . 

19.Fry) = xy, Ciye x2⁄2,0 < x < 

20. (o) 2 G D/C: y = 
(1.1/2) 到 (0,0). 

21. fxs) = x+Y,C:xi+y=4 在 第 一 
(2,0) 到 (0,2). 

22, fix.y) = xD - y,C i x + y) =4 信 第 一 


分 从 (0,2) 到 (v2 ,V2). 


以 下 路 径 


= (acos 


3 
b. 


x2⁄2 , M 


象限 从 


象限 部 
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质量 和 和 矩 


23. 


24. 


25. 


27. 


29. 


30. 


. 可 变 密度 电线 质心 


电线 质量 求 沿 曲 线 r(1) = (£ -= 1j+ 2tk,0 
< t< 1 电线 的 质量 , 设 其 密度 为 6 = (3⁄2):. 
电线 的 质心 ”密度 为 6(x,y,z) = 15V y+2 的 
EAR H rO) = 人 P-1+a2tk, - 1 < t < 1 3⁄7 
置 . 求 其 质心 ,然后 面 曲线 的 图 并 标 出 质心 . 

可 变 密度 电线 质量 Ri r) = /24i + 
JUj+(4- A)k.0<1<1 放 网 的 细 电 线 的 质量 ， 
设 其 密度 (a)6 = 31, 和 (b)6 = 1. 

求 沿 曲 线 r(1) = 1i+21j+ 
(2⁄3) kK,0 < : <2 放 置 的 密度 8 = 3 
的 细 电 线 的 质心 . 

线圈 的 惯性 矩 和 旋转 半径 常 密度 6 的 圆 电线 
BATF xy 平面 内 圆 x* + y = o 上 . 求 线圈 关于 
z 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 


S+ 


. 细 棒 的 惯性 矩 和 旋转 半径 — 常 密度 细 棒 在 yz 平面 


WARE r) = 可 + (2- 2k)k,0 < 1 < 1 放置 , 求 

细 棒 关于 三 个 坐标 轴 的 惯性 矩 和 旋转 半径 . 

两 个 常 密度 弹簧 一 密度 为 常数 6 的 弹簧 位 于 螺 

旋 线 (1) = (cos t)i + (sin t)j + tk,0 < t < 2xw, 

(a) K /. #u R.; 

(b) 假设 有 另 一 弹簧 ,其 密度 为 6, (a) 中 弹簧 
的 2 信 长 , 沿 该 螺 线 ,0 < 1 < 4r, 你 是 否认 为 
较 长 的 弹簧 的 1 MR 与 短 的 那个 相同 或 它 
们 应 该 不 同 ? 计 算 较 长 弹 得 的 /和 RR 以 核对 
你 的 预见 . 

常 密度 电线 。 一 电线 有 常 密度 8 = 1, 沿 曲线 : 

r(t) = (reos t)i + (tsin Dj + (2/2/73) 2k 


Ogtgi 


= 


31. 


放置 , 求 ,1 和 RR.. 
J 4 BS RA 4 PIE 7, 和 RE,. 


32. 可 变 密度 电线 的 质心 .惯性 和 矩 和 旋转 半径 OR 


密度 为 6 = 1/(t + 1), 沿 曲线 
2/2 


3 Ë 
2j+ 二 2 
3 j+ Zk, Ogtg 


放置 的 细 电 线 的 关于 坐标 轴 的 质心 It P: E I 


r(:) = ti+ 


Š 计算 机 探究 


用 数值 法 计算 线 积 分 


以 下 第 33 - 36 题 ,使 用 CAS 依 以 下 步骤 计算 线 积分 . 
(a) REI r) = zg(t)i+ h(ij+ K(k 的 ds = 


| vl) | dr 


(b) 写 出 作为 参 变量 4 的 函数 f(g(1),h(1)， 


1)) | v(t) | 的 被 积 表达 式 . 


(e) 用 前 面 的 公式 (2) 计算 | a. 


33. 


35. 


. f(x,y,z) 


Fr = /1+302 + 10y, 
r(t) = ti+ j+ 3k, O < t<2. 


r(t) = ti+ +y + f, O<! <2. 


f(x,y,2) = 
r(:) = (cos2/)i+ (sin 2t)j + 5tk, 


ñ 
xy 一 3z 3 


O < t! < 2=. 


1⁄4 
f(x,y,z) = (i+ +) ; 


r(t) = (cos 2t)i + (sin 2t)j + tk, 0 < t < 2x. 


向 量 场 . 功 . 环 量 和 流量 


向 量 场 。 梯度 场 。 空间 中 力 沿 曲 线 所 作 的 功 。 记 法 与 计算 。 流 量 积分 与 环流 量 。 = 
过 一 平面 曲线 的 流量 ( 通 量 ) 


当 人 研究 用 向 量 表示 的 物理 现象 时 ,用 过 向 量 场 路 径 上 的 线 积分 代 痊 闭 区 间 上 的 积分 .用 这 
种 积分 可 求治 一 路 径 移动 一 物体 克服 变 阻 力 所 作 的 功 (如 克服 了 地球 重 力 场 将 飞行 器 送 人 太空 
或 求 一 向 量 场 中 沿 场 内 一 路 径 移动 物体 所 做 的 功 (如 加 速 器 增加 一 粒子 能 量 所 做 的 功 ). 用 线 
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积分 还 可 以 求 流体 沿 着 和 穿 过 曲线 流动 的 速率 . 


向 量 场 

平面 或 空间 一 区 域 上 的 向 量 场 是 个 函数 , 即 区 域内 的 每 一 个 点 都 对 应 一 个 向 量 .三 维 向 量 
场 可 以 用 以 下 式 子 表示 : 

F(x,y,z) = M(x,y,z)i+ N(x,y,2)j + P(x,y,z)k. 
若 各 分 量 函 数 M,N,P 是 连续 的 , 则 这 个 场 就 是 连续 的 , 且 如 果 M, N 和 P 是 可 微 的 , 则 场 就 是 
可 微 场 ,等 等 .二 维 向 量 场 可 以 如 下 表示 : 
F(x,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j. 

如 果 我 们 把 运动 平面 内 子弹 弹道 上 每 个 点 对 应 一 个 子弹 在 该 点 处 的 速度 向 量 , 则 得 到 一 个 沿 
弹道 定义 的 二 维 场 . 若 把 一 个 标量 函数 的 梯度 向 量 与 该 函数 的 等 值 面 的 每 一 点 对 应 ,就 得 到 这 
个 曲面 上 的 一 个 三 维 场 . 若 把 速度 向 量 对 应 流体 的 每 个 点 ,就 得 到 在 空间 一 区 域 上 定义 的 三 维 
场 .这 几 种 场 和 其 它 一 些 场 在 图 13.7 ~ 图 13.15 中 都 分 别 用 图 示 说 明 , 某 几 个 图 还 配 有 公式 以 


说 明 场 . 


y 


A "`" 
图 13.7 ”抛射 运行 图 13.8 FÉ 
\ 的 速度 向量 v(:) É 面 f(x,y,z)=c 上 
š \ 成 沿 抛射 轨迹 的 向 的 梯度 向 量 场 V/. 
O \ 量 场 . 


— 


= 


图 13.9 液体 在 一 柱 形 管 中 流 动 . 柱 体 内 速度 场 图 13.10 风 洞 内 飞机 机 辟 附 近 流 体 的 速度 向 
v = (a? - r)k, Ë K E xy 平面 , 顶 在 抛物 面 量 .由 煤油 烟 做 出 的 可 视 流 线 . (摘自 NCFMF 
zu2_PE， book of Film Notes ,1974,MIT 教育 发 展 中 心 出 版 


#E;Ine.,Newton, Massachusetts. ) 
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= === == $ 
二 -一 -一 一 一 Pw DA ! Z 
== s H Z z 
TSS = ws i 2A 
z Ë A 图 13.12 重力 场 
cO -- $ ; R 
图 13.11 在 压缩 本 内 的 流 线 , 当 村 变 这 ,水 pa SS， 
流速 度 加 快 , 则 速度 向 量 长 度 也 增加 . (摘自 X shak 
NCFMF Book of Film Notes ,1974, 教 育 发 展 中 x i I 
心 MIT 出 版 ,Inc.Newton,Massachusetts . ) 
加 要 图 13.13 ”平面 点 的 — 、 图 13.14 由 一 个 
位 置 向 量 的 径 向 场 Z <| 平面 单位 向 量 F = 
«ly š 人 下 š 
| al u. I F= xi+ yj 请 注意 ， “Z NI1 —“*=s g Rü 
[> 在 要 计算 F 的 点 处 , 约 J7, 7 t 
| `a 定 :用 箭头 尾部 表示 该 al 7 ” MRR RAER 
4$ 点 而 不 是 用 头 . i a 点 无 定义 ， 


Wi ` ws 


`` w 
pa 


, 
£ 
,! 
, 
t 
a 
` 
N 


Z ze... ` 


z: 
1? 
Ç 
六/ 
/7 
A 
77 
FAren 
s 


图 13.15 美国 国家 宇航 
局 (NASA) 的 Seasat 于 1978 
at : 年 9 月 用 雷达 作 了 为 期 3 
TRPP S 天 的 世界 各 大 洋 上 风速 的 

$ 测定 ,采集 了 350 000 个 数 
据 . 箭 头 表 示 风 的 方向 ; 其 
长 度 和 颜色 深浅 等 值 标示 
风速 . 注意 到 强风 暴 在 格 
兰 陵 南方 . 


A 
“¿———— < 


> a 229 
+ 一 Ar 
NN ` 


"J / ú v 0 
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为 本 有 场 咀 数 的 场 , 取 定 义 域 中 有 代表 性 的 点 集 , 弄 面 出 相应 的 向 基 附 在 每 个 点 上 .代表 
向 量 的 箭 拓 从 尼 部 开始 画 , 林 是 从 头 画 . 是 在 那些 计算 出 向 量 顷 数 值 的 点 上 开始 画 箭 头 . 这 与 
时 行 果 和 抛射 物 的 位 置 向 量 的 方法 不 一 样 ,在 那里 是 把 尾部 放 在 原点 ,而 箭头 的 头 部 则 表示 行 
星 或 抛射 物 的 你 置 ， 


梯度 场 
CD-ROM 
$ WEBsite 定义 MEH 
E TO 一 可 微 函数 f(x. y, z) 的 梯度 场 就 是 梯度 向 量 
Wilhelm Weber V f = i + 3 sk 
(1804 -— 1891) 
构成 的 场 ， 


例 1( 求 梯度 场 )” 求 f(x,y,:) = xyz 的 梯度 场 . 
解 ” /的 梯度 场 为 场 F = Vf = yzi + xzj + xyk. o 


在 13.3 节 将 会 看 到 ,梯度 场 对 工程 .数学 和 物理 的 特殊 重要 性 


空间 中 力 沿 曲线 所 做 的 功 Bfr =b 
设 问 量 场 F= M(x,y,z)i+ N(x, yzi+ P(x.y,z)k RÆSA ~ 


某 一 区 域 上 分 布 的 力 ( 可 以 是 重力 或 某 种 电磁 力 ), 叉 

r(t) = g(t)i+ h(t)j+ k(t)k, a < t < b 
为 该 区 域内 一 光滑 曲线 .那么 FE. ET 为 下 在 曲线 单位 切 向 量 方向 上 的 
标量 , 沿 曲线 的 积分 即 为 力 下 沿 曲线 从 a 到 如 所 作 的 功 (图 13.16)， T 


定义 ”在 光滑 曲线 上 的 功 F 
力 F = Mi+ Nj + Pk 沿 一 光滑 曲线 r(:) 从 a #J b 所 做 的 
功 ,为 
W = [Fi Tas. (1) Att=a 


E 13.16 定义 功 的 图 . 


用 第 5 章 推 导 连 续 数 量 值 力 函数 (x) 沿 * 轴 某 一 区 间 上 所 做 的 功 玉 = | P(x)as 的 同样 


的 方法 就 可 得 到 公式 (1). 具体 讲 ,我 们 也 将 曲线 分 割 成 小 段 , 存 每 个 小 曲线 段 上 用 “ 常 力 x 距 
离 ” 求 得 功 的 近似 值 , 青 把 所 有 这 些 近 似 的 微 功 加 起 来 就 得 到 整个 曲线 上 的 功 , 当 小 曲线 段 越 
来 越 短 ,数量 则 越 来 越 多 ,这 个 近似 和 有 极限 ,极限 就 是 所 作 的 功 .要 精确 求 这 一 极限 , 即 积 

该 等 于 什么 , 先 以 通常 方式 分 割 参数 区 间 [a ,5], 再 在 每 个 子 区 间 [4,t441] ERA cx. [ab 
的 分 割 相 应 确定 了 曲线 的 一 种 分 割 ,对 应 点 Pi 为 位 置 向 量 r(4) 的 尖 部 , 且 As, 为 曲线 段 


PP 的 弧 长 (图 13.17). 
EA F, 代表 曲线 上 对 应 + = é 点 的 下 的 值 ,Ti 代表 曲线 在 该 点 的 单位 切 向 量 , 则 F, T 


号 是 在 上 = oc 处 TT 方向 上 的 数值 分 量 ( 图 13.18), 力 F 洪 曲线 段 PiPi,i 所 做 的 功 近 似 为 : 
(在 位 移 方向 上 力 的 分 司 ) x (所 经 过 的 距离 ) = F, TiAs. 
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Pag hn) kG) 


图 13.18 图 13.17 中 小 曲线 段 PP 
图 13.17 [a,b] 的 每 一 种 分 割 产 生 曲 线 ra) = gai 的 放大 图 ,显示 曲线 在 对 应 点 上 = c, 
h(2Dj+ Ck 的 一 种 分 割 . 处 的 力 和 单位 切 向 量 . 


于 是 , 力 下 沿 曲线 从 上 = a 到 t = b&b 所作 的 功 近 似 为 


> F, . T,As, 。 


k=1 


随 着 细 分 区 间 [e ,5] 后 小 区 间 的 长 度 趋 于 零 , 相 应 得 出 的 曲线 段 的 模 也 趋 于 零 , 旦 “和 式 ” 就 
趋 于 线 积 分 (极限 ) 
"W . Tds. 


所 得 积分 值 的 符号 依赖 于 当 + 增加 时 曲线 前 进 的 方向 ,如果 使 运动 反 向 , 则 切线 了 的 方向 相 
反 , 因 而 了 : 工 及 其 积分 值 的 符号 改变 . 


记 法 与 计算 
表 13.2 给 出 6 种 表示 公式 (1) 中 积分 ( 即 功 ) 的 方法 .尽管 它们 形式 各 蜡 , 表 13.2 中 公式 的 
计算 方法 则 完全 一 样 . 


表 13.2 用 分 表示 的 功 的 不 同 写法 
w= W . Tds 定义 式 
- 2 dr 紧凑 的 微分 形式 
= F: Tar 展开 写 出 dy ,强调 参数 ， 和 速度 向 量 dr/dh 
- (u£ n + p deja: 强调 分 量 函 数 
= | M = +N 2 +P Z) ar r 的 分 量 的 简写 
- [was + Ndy + Pdz 约 去 di, 为 最 普通 形式 
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如 何 求 一 个 表示 功 的 积 

为 了 求 一 个 表示 功 的 积分 ,采取 下 述 步 又 . 
第 一 步 : 将 曲线 上 的 下 与 成 参数 ; 的 函数 ; 
第 二 步 : K dr/dt; 

第 三 步 : 将 下 与 dr/di AR; 

第 四 步 : Mi = a 到: = b ER. 


例 2( 求 变 力 沿 空间 曲线 所 作 的 功 ) 求 变 力 FE = (y-x)it(z-y 


(0.0.0) 
` 9(1.1.10) 


1 

" I 
人 —,.a. 

=: i f 

I “ A 
ú I 
f 
I 
1 


人 


x A 
r(()=ti+frj+rk (1. 1,0) 
图 13.19 fJ 2 的 曲线 . 


F =(y- x )it(:- yj+(x- 22)k 
=(P -C)+ (Ú — )j + (t Ok 


dr d : 2. 3 i " 2 
q = gH + j+ Ck) = i+ 2j + 3k 
第 三 步 : 作 点 乘 . 


= jr G: - í)k]: (i+ 24j + 31k) 


= (° = tt) + (t -= ÉGBE) = 24 — 2° + 3 — 


第 四 步 ; 从 4 = 0 到 4 = 1 积分 


1 
W =| (24 -2 + 3: — 3t5)di 
0 


= [2 - 1 
L 5 6 


2)j + (x - Z2)k WH 
krl) = ii + Cj + Pk,0 < t < 1 Azsa(0,0,0) 到 点 (1,1,1)( 图 13.19) 所 作 的 功 . 


re 


na Nt !. 
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流量 积分 与 环流 量 

设 下 代表 通过 一 空间 中 区 域 流 体 的 速度 场 ,而 不 是 力 场 (例如 ,一 个 潮汐 的 小 海湾 或 水 力 
发 电机 的 汽轮机 箱 内 ). 在 这 些 情 况 下 ,FE ' 工 在 区 间 内 沿 曲线 的 积分 就 给 出 流体 沿 曲线 的 流 
B. 


定义 ”流量 ,流量 的 积分 和 环流 量 
E rO) 为 连续 速度 场 了 的 定义 域内 的 一 条 光滑 曲线 , 则 沿 曲线 从 = a # r = 5 的 流量 是 


流量 = | . Tds. (2) 


a 


这 种 情况 下 的 积分 就 称 为 流量 积分 . 若 曲线 是 闭 曲线 ,此 流量 又 称 为 沿 曲线 的 环流 量 ， 
下 面 用 与 计算 功 的 积分 同样 的 方法 求 流量 积分 . 


例 3( 求 沿 螺 线 的 流量 ) ” 设 流体 的 速度 场 F = xi + zj + yk. 求 沿 螺 线 r(t1) = (cos t)i + 
(sin t)j + tk,0 < t < z=/2 的 流量 . 
R “第 一 步 : 写 出 下 在 划 线 上 的 参数 式 
F = xi+zj+yk= (cos t)i + tj + (sin ¿)k 


dr = (- sin t)i + (cos t)j+ k 
BERE: (drdi) 
F. d = (cos t)(— sin t) + t cos t + (sint) ` 1 


= — sin t cos t + t cos t + sin t 


r 


t=b d x/2 
流量 -| F. q: 9: -| (- sin tcos t + tcos t + sin t)dt 
iza 0 


cost . x⁄2 T 1 T 1 
=Í 2 + rsin], = (0+ 3)-(4+0)= 3-4 _ | 


BI 4( 求 绕 曲 线 的 环流 量 ) RAF = (x - y)i+ 如 绕 圆 (cos Di+ (sin t)j,0 s t s 2x h 
环流 量 . 
解 1 在 圆 上 ,FE=(* - y)i + xj = (cos t- sin ¿)i + (cos t)j. 


2. dr = (- sin t)i + (cos 1)j. 
t 
dr : .2 2 
3.F. 本 = — Sin tcos t + sin’t + cost. 
t — C 


1 


nao [ir Ea- fas sin), 128 
4. 环流 量 = | 下 jdt = (15 sin teos dt = [i - 22] = 2x _ | 
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穿 过 一 平面 曲线 的 流量 ( 通 量 ) 

"QN 流体 穿 人 和 穿 出 由 xy 平 面 一 光滑 曲线 C 所 国 区 域 的 速率 ,只 需 计算 F.n 存 CC 上 
的 线 积分 ,这 是 流体 速度 场 在 曲线 的 外 法 向 量 方向 上 的 分 量 .这 个 积分 值 即 是 F 穿 过 C 的 流量 
(Flow) pi 十 拉丁 语 的 流量 (flow)、 但 许多 流量 的 计算 根本 不 涉及 运动 ,着 F 是 电场 或 伐 场 ， 
比如 说 ,Fa 的 积分 仍 称 场 穿 过 C 的 场 的 流量 ( 通 量 ). 


定义 ”平面 内 穿 过 一 闭 曲 线 的 流量 
# C 是 一 平面 中 连续 向 量 场 F = M(x,y)i+ N(x,y)j 的 定义 域内 的 一 条 光滑 闭 曲线 , 及 
n 为 C 的 单位 外 法 向 量 , 则 下 穿 过 C 的 流量 为 


F 穿 过 C 的 流量 = [F nds, (3) 


请 注意 :流量 ( 通 量 ) 和 环 量 之 间 的 差别 .E 的 穿 
过 的 C 的 流量 (flux) 是 Fna 关 于 驱 长 的 线 积 分 ,是 了 
沿 外 法 线 方向 的 分 量 ( 数 量 值 ).F 环绕 C 的 环 最 
(Circulation) JÈ F .T 关 于 弧 长 的 线 积分 ,是 了 在 单位 
切 向 量 方 向 的 分 量 (数量 值 ). 流 量 是 F 的 法 向 分 量 的 
积分 , 环 量 则 是 下 的 切 向 分 量 的 积分 . 
要 用 (3) 式 计 算 积分 ,应 先 找 出 一 光滑 参数 式 x 
“maa agtgb, 


对 顺 时 针 运 动 ， 
k x T 指向 外 . 


过 将 曲线 单位 切 向 量 T 与 向 量 Rata C 的 单位 

外 法 向 量 n. 但 我 们 应 选择 哪 种 次 序 ,T x k 还 是 k x T? t Pa 
哪个 指向 外 ?这 取决 于 当 上 增加 时 ,C 以 什么 方向 运 

行 . 若 顺 时 针 ,k xT 指 向 外 ; 若 道 时 针 ,T x k j Fin 

(图 13.20) .通常 选 n = T xk, EBRE C 以 道 时 针 方 向 pd 


运行 .于 是 ,虽然 公式 (3) 中 流量 的 定义 式 中 对 弧 长 的 * XL C 
积分 的 值 不 依赖 于 C 前 进 的 方向 ,方程 (3) 中 我 们 导 T 
出 的 计算 积分 的 公式 仍 假定 逆 时 针 方向 . 
+1 的 计算 和 分 的 公式 仍 假定 弟 寸 针 方向 图 13.20。 求 尺 平面 内 光滑 曲线 C 的 单位 
MIER: NEE RER 1 增加 ,C BOARTE il, MI 
_ _ (dx, _ dy, _ dy, dx, -Txk 
n=Txk= (Fie ix i- S " 
# F = M(x,y)i+ N(x,y)j, 那 么 
F.n= M(x,y) 人 — N(x,y) s 
因此 
_ dy vdz o La 
[F nads = | Í (m -nt )as = $ Mdy - Ndx. 


KEH- Toi yl Bj Plis OJI — 485 EERI, AR c RE 
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时 针 方向 .要 计算 这 个 积 
上 ,可 以 无 须知 道 mn 或 ds 就 能 求 流量 ， 


MAER t IRM, dy, NI dx, PFM t = 


a lt = b 积分 .事实 


计算 穿 过 平面 一 光滑 闭 曲线 的 流量 的 公式 


F = Mi+ Nj 穿 过 


y= h(t),a < t t < b. 


C 的 流量 = 
FU hs Y tE — 2& Jr IB] 29 8 BF £F Jy 5) BJ 36989 BJ ER C 作 计算 ,C 的 参数 式 为 x = g), 


$ Mdy - Ndx (4) 


例 $( 求 穿 过 圆 的 流量 ) 


解 参数 式 r(:) = (cos t)i+ (sin 1)j,0 


式 (4) 中 用 参数 式 : 
M = x- y= 
N = x = cos t, 
可 得 
流量 = | May - Ndz = 
C 


2 1 2 

Í + COS 一 上 Cos tq 
-| cos2tdt = [7 
0 0 


4 
即 下 穿 过 圆 的 流量 是 rx. 既 然 答案 为 正 ， MSANE 量 是 


RF = (x - y)i+ xj 穿 过 xxy FAENA +y 


cos t — sint, 


2x 2 . . 
(cos“t — sin tcos £ + cos tsin t)dt 
0 


= 1 的 流量 . 
< t < 27, 准 确 地 画 出 圆 , 且 为 逆 时 针 方 向 .在 公 


dy = d(sin t) = cos tdt 


dx d(cos t) = — sin t dt, 


方程 4 


UU S 


0 


- 1: 


向 外 的 . 净 流 量 向 内 得 出 的 是 
负 流 量 . _ 
习题 13.2 
向 量 和 梯度 场 功 
求 1-4 题 函数 的 梯度 场 . 第 7 - 12 题 求 力 正 从 (0,0,0) 到 (1,1,1) 沿 下 述 路 径 


l.f(z,y,z) = (2 + 2 + 22) 1⁄2. 


2.f(x,y,z) = nv x2 + y2 + 22, 
3.g(x,y,z) = e° - In(x2? + y°). 
4.g(x,y,z) = XY + yz + xz. 


5. 给 出 一 个 F = M(x,y)i+ N(x,y)j BJ &iK5sk 1 3 
示 平 面 内 具有 以 下 性 质 的 向 量 场 :F 指向 原点 ,其 
大 小 与 (x,y) 到 原点 的 距离 的 平方 成 反比 .( 场 在 
原点 (0,0) 无 定义 .) 

6. 给 出 一 个 下 = M(x,y)i+ N(x,y)j 的 表达 式 以 表 
示 平 面 中 向 量 场 . 它 具 性 质 : 在 (0,0) 点 F = 0, 又 


在 任 一 其 它 点 (a,b),F 与 加 x*+y = a + b23B 
切 , 且 指向 顺 时针 方 向 ,其 大 小 |F| = V az + 2. 


所 作 的 功 (图 13.21). 


(1, 1,0) 


图 13.21 从 (0,0,0) 至 (1,1,1) 的 路 径 
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(a) EREKE Corl) = 

(b) 曲线 路 径 Cairte) = 

(c) 路 径 C, UG, 由 (0,0,0) 到 (1,1,0) 的 线段 接 上 
(1,1,0) 到 (1,1,1) 的 线段 . 

7.F = 3yi + 2xj + 4zk. 8.F = 1/(x + 1)]ji. 

9.F = Vzi- 2xj+ vyk. 

11.F = (3x° -3x)i+3zj+k 

12.F = (y+ :)i+ (z + x)j+ (x + y)k. 

第 13 - 16 题 , 求 F 在 沿 参数 上 增加 方向 的 曲线 上 所 

做 的 功 . 

13. F = xyi+ yj- yzk, 


ti+ tj + tk,0 < t < 1. 


tiy j+  k,0 < ! =: 1. 


10.F = wyi+ yzj + xzk. 


rlt) = ii+ j+ tk, 0 <! <1. 
14. F = 2yi+ 3xj + (x + y)k, 

r(t) = (cos i+ (sin t)j+ (1/6)k, O =< =< 2. 
15. F = zi+ xj + yk, 

r(:) = (sin /)i + (cos t)j + tk, 
16. F = 6zi+ yj + 12xk, 


r(t) = (sin t)i+ (cos t)j + (1/6)k, O < t < 2x. 


线 积分 与 平面 中 的 向 量 场 
17. 沿 曲线 7 = < JA(- 1.1) 到 (2,4) 计算 | od 十 


(x + y)dy. 

18. 计算 | (x - y)dx + (x + y)dy,C 绕 以 (0,0)， 
(1,0) 和 (C0,1) TIM sa WJ E ff ¿ — B] , Jy 5] A 3: 
时 针 . 

9. 求 向 基 场 了 = vi- yji r= y A (4 ,2) 到 
C, - D 的 线 积分 | F- Tas. 

c 

20. 求 向 量 场 F = yi- xj YA EB] 2 + 2 = 工 从 
(1.0) 到 (0,1) 的 积分 | Far. 

21. 功 求 力 F = xyi+ (y -x)j 在 直线 上 从 (1,1) 
到 (2,3) 所 做 的 功 ， 

22. 功 求 f(r,y) = (x + yy AEE, m Bf r M. 
(2,0) HERE <” + >? = 4 一 周至 它 本 身 所 作 的 
功 . 

23. 环 量 与 流量 ORF = xi+ yj fl F, =- 
xj 绕 及 穿 过 下 列 每 一 种 曲线 的 环 量 和 流 基 . 
(a) 圆 Fr(1) = (cos t)i+ (sin ()j,0 < t =< 2x; 
(b) HR r(t) = (cos t)i+ (4sin :)j,0 < í < 2x 

24. 穿 过 圆 的 流量 KF, = 2xi- 3yj i F, = 2xi 
+ (x -~ y)j FAA 


< 


yi + 


r(:) = (acos t)i + (asin t)j, Og ! < 2zx 


的 流量 . 


环 量 和 流量 
第 25 — 28 题 , 求 场 了 环绕 和 穿 过 闭 半 圆 路 径 的 环 基 和 
流量 ,路径 由 半圆 弧 mi) = Cacos t)i + (asin 1)j; 
Ostan, RERE n) = ti, -agt aH. 
25.F = xi + yj. 26.F = i+ y?j. 
27.F = - vi+ xj. 28.F = - y'i + x2j. 
29. 流量 积 求 速度 场 F= (x + y)i- (x° + y2)j 
ir F xy 平面 内 从 (1,0) 到 (- 1,0) 的 各 路 径 的 
(a) EPR e +y? l; 
(b) 从 (1,0) 到 (- 1,0) 的 线段 ; 
(c) 沿 从 (1,0) #J (0, - 1) 的 直线 段 , 再 沿 从 
(0. - 1) 到 (- 1,0) 的 直线 段 . 
30. 穿 出 三 角形 流量 R 29 题 的 场 F 向 外 穿 出 以 
(1,0),(0,1),(- 1,0) 为 顶点 的 三 角形 的 流量 . 


画图 和 求 平面 场 
31. 螺旋 场 ” 画 出 螺旋 场 
F = - i 一 一 一 | 
x + y x + y 
( 见 图 13.14) 沿 其 在 圆 x*+ y = 4 上 水 平和 垂直 
的 分 别 具 代 表 性 点 的 分 量 . 
32. 辐射 场 ” 别 出 辐射 场 F = xi+ 可 的 图 , 伴 以 圆 


x + y) = 1 上 分 别 有 代 表 性 点 的 水 平 与 乖 直 分 
重 ( 见 图 13.13). 
33. 切 向 量 场 
(a) K xy 平面 内 的 场 G = P(x,y)i+ 0(x,y)j, 
它 具有 性 质 : 在 任何 点 (a,5) < (0,0),G 为 
大 小 等 于 Vas+b 的 向 量 , 与 圆 x? + y? = 
a? + b? BJ, J8 IJ 38 BP a (0,0) 


无 定义 .) 
(b) 为 学 而 写 ” 场 G 与 图 13.14 的 螺旋 场 了 有 怎 
样 的 关系 ? 
34. 切 向 量 场 


(a) 求 xy 平面 内 场 G = P(x,y)i+ 0(x,y)j, 具 
ALFER: EE Ala, b) = (0,0) 处 ,G 
是 与 x* + y2 = oa+82 相 切 的 单位 切 向 量 ， 
方向 为 顺 时 针 方 向 ; 

(b) 为 学 而 写 “” 场 G 与 图 13.14 的 螺旋 场 F 有 怎 
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样 的 关系 ? 

35. 指向 原点 的 单位 向 量 KR o 平面 内 一 场 F = 
M(x,y)i+ N(x,y)j, 该 场 具 性 质 ; 在 任 一 点 
(x,y) = (0,0), F 是 单位 向 量 , 均 指向 原点 .( 场 
在 原点 (0,0) 无 定义 .) 

36. 两 种 "中心 ” 场 ”在 xy 平面 内 求 一 场 F = M(x， 
Dit N(x,y)j, 其 有 性 质 ; 在 每 一 点 (x,y) = 
(0,0),F 指向 原点 , 且 | F| 是 (a) 点 (x,y) 到 原点 
的 距离 ;(b) 反比 于 (x,y) 到 原点 (0,0) 的 距离 . 
( 场 在 (0,0) 点 无 定义 .) 


空间 中 的 流量 积分 
第 37 - 40 题 ,F 是 流体 流 经 空间 中 一 区 域 的 速度 场 ， 
求 沿 所 给 曲线 依 1 增加 方向 的 流量 . 
37. F =-4xyi+8yj+2k， 
r(t) = ti+ j+ k,0 < t = 2. 
38. F = x?i+ yzj + y?k, 
r(t) = 3 二 +4tk,0 < t < 1. 
39. F = (x- z)i+ xk, 
r(t) = (cos t)i + (sin t)k,0 < t < z. 
40. F =- yi + xj + 2k, 
r(t) = (~ 2cos i+ (2sin t)j+2tk,0 < t < 2x. 
41. 环流 量 RF = 2xi+ 2zj+2yk 绕 闭路 的 环 量 ， 
路 径 由 以 下 三 曲线 组 成 ,方向 为 上 增加 的 方向 : 
Cl:r(t) = (cos t)i + (sin 1)j + tk, 
0 < t < x⁄/2; 
Ca:r(t) = j+ (2/2) — t)k, O < t < 1; 


Cs:r(t) = i+ (1- 4)j, O< t! < 1. 


=< 


第 41 题 图 


42. 零 环流 量 设 C 为 平面 2x +3y - z = 0 与 圆柱 
H] x2 + y2 = 12 相 交 的 椭圆 交 线 .直接 证 明 , 即 不 
用 计算 任何 线 积分 , 场 F = xi+ yj + zk 绕 C 任 
一 方向 的 环 量 都 为 零 . 


43. 沿 曲线 的 流量 HF = xyi+ yj- yzk 为 空间 
流体 的 速度 场 , 求 沿 柱 面 y = x* 和 平面 z= * 相 
交 曲线 ,从 (0,0,0) 到 (1,1,1) 的 流量 . (提示 :用 
t = x EBX). 


第 43 题 图 


44. 梯度 场 的 流量 OKE F = yla) 的 流量 : 
(a) 绕 42 题 中 曲线 C, 从 上 面 看 方向 为 顺 时 针 ; 
b) 沿 直 线段 ,从 (1,1,1) 到 (2,1, - 1). 


理论 和 例子 

45. 为 学 而 写 : 功 和 面积 ”假设 Ai) 是 可 微 且 取 正 
值 的 函数 (a < 1 < b). i C HI rl) = tit 
fui < t< b,F = yi, 求 功 的 积分 | F. ar 5 
由 t 轴 ,f(z) 的 图 及 直线 1 = afit = b 所 围 区 
域 面积 之 间 是 否 有 关系 ?请 加 以 说 明 . 

46. 大 小 为 常数 的 辐射 力 所 作 的 功 “一 粒子 沿 光滑 

曲线 y = far) 从 (a,Fe)) 移 动 到 (5 ,AD)) .移动 粒 

于 的 力 的 大 小 为 常数 ,而 且 总 指向 从 原点 向 外 的 

方向 .证 明 力 所 作 的 功 为 


[ F- Tds = kL (+ YOD Ca a Aa) 21 
sj. 
人 《 计算 机 探究 


数值 法 求 功 
第 47 - 52 题 ,使 用 CAS 按 下 列 步骤 操作 以 求 力 F 在 
所 给 路 径 上 所 作 的 功 : 
(a) K dr, 34ER r(t) = g(t)i+ h(t)j + k(t)k; 
(b) 算出 沿路 径 的 力 F( 以 1 为 自 变量 ); 


(O 计算 | F ， ar. 
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47. F = xyi + 3r(ry’ + 2)j; r) =- ti+ tj + 3tk,1 < t < 4. 
rt) = (2cos t)i + (sin ()j.O < :! < 2z. 5L. F = (2y + sin r)i + ( 22 + (1/3)cos y)j + xk; 
48. F = 3 "i+ — 2 j r(/) = (sin ?)i+ (cos t)j + (sin 2:)k, 
l + a° l+ v 


—_ x/2 < t < n2. 
r(t) = (cos i+ (sin ()j,0 < ! < x. 


" 2 x; l s. 
49. F = (v + yscos xyz)i + (x? + xzcos xyz)j + (z+ 52. F = (x v )i + zni + xyk; 
xycos xyz)k, r(t) = (cos t)i + (sin t)j + (2sin2(2) - Ik, 
rt) = 2cos ti + 3sin tj + k.O < t < 2z. 0 < t< 2x. 


50. F = 2xri- yj + ze"k; 


与 路 径 无 关 、 势 函数 与 保守 场 


路 径 无 天 性 。 从 本 节 起 通用 的 假设 :连通 性 。 保守 场 的 线 积 分 。 求 保守 场 的 势 。 全 微 
分 形式 


在 引力 场 和 电场 中 ,移动 一 物体 或 一 电荷 从 一 点 到 另 一 点 所 要 作 的 功 仅 依赖 物体 移动 的 
始点 和 终点 ,不 依赖 这 两 点 间 的 路 径 .本 节 讨 论 表 示 功 的 积分 与 路 径 无 关 的 概念 ,讲解 场 的 这 
种 值得 注意 的 性 质 , 即 在 场 中 作 功 的 积分 是 路 径 无 关 的 . 


路 径 无 关 性 
£ 4 和 B 是 空间 中 一 开 区 域内 的 两 点 ,定义 在 D 上 的 场 F 将 一 个 粒子 从 4 移动 至 B 所 作 
的 功 |F -dr 通常 依赖 于 所 经 过 的 路 径 .可 是 对 有 些 场 ,积分 值 对 所 有 从 4 到 8 的 路 径 都 相同 . 


如 采 这 种 情况 对 D 中 所 有 点 4 和 8 都 是 对 的 ,我 们 就 称 Ra |F ' dr Æ D 内 是 路 径 无 关 的 ,并 
HEFE D 上 是 保守 的 . 


定义 ”路 径 无 关 和 保守 场 . _ 
| 设 F 是 定义 在 空间 开 区 域 D 上 的 场 ,假设 对 DD 内 任意 两 点 4 与 B E: K SU K SE] H Ë 
O a | _ ' 物理 学 ,是 指 那 些 场 ， 

从 4 SUB 所 做 的 功 | F- dr 对 所 有 从 4 到 8B 的 路 径 都 相同 , 则 积 £ E q b ÉE s E FB E 


成 立 ( 在 保守 场 , 原理 
分 |F .dr 就 在 p 内 是 路 径 无 关 的 并 且 称 下 在 D 上 是 保守 场 RD). 


实际 中 当 条 件 满足 时 i5 F ERTH, 3 B IX 4 2 h: 3 B 638 f 的 梯度 场 ; 或 者 说 , 当 生 仅 
当 对 某 个 SF = YA 这 时 了 就 叫做 下 的 势 函数 . 


定义 BAR 


车 为 定义 在 D 上 的 场 , 且 对 空间 的 一 个 开 区 域 D 上 的 某 个 数量 值 函 数 /,F = YA, 则 /就 
称 为 F 在 D 上 的 一 个 势 函 数 . 


13.3 与 路 径 无 关 、 势 函数 与 保守 场 ` 1097 ` 


TERE Ti B [Ë p 9 E 15 R 2 nk ae — 7 Ha, 3⁄ , E JJ 3 ë — 4" 3 Et fB PR 35% , E B!) 
梯度 场 是 重力 场 , 等 等 , 稍 后 将 看 到 ,— EAH F J 3l|— TARR f, 在 FF 的 定义 域内 用 下 述 公 
式 就 可 算出 所 有 的 功 的 积 


[ F- ar = | Vf: ar = (B) -AD (1) 


# AIEA TILA EE Bi pR SX BJ V f 看 作 是 类 似 于 一 元 函数 的 导数 ' , WJ KB R] PIE Z sÀ. 
(1) 看 成 与 微 积 分 基本 积分 公子 


[F Cada = fO) = fa) 


完全 类 似 的 向 量 微 积分 的 相应 公式 . 

保守 场 还 有 其 它 值得 注意 的 性 质 ,我 们 随 之 要 学 到 .比如 , 称 F 是 D 上 的 保守 场 ,等 价 于 说 
F 绕 D 内 每 一 闭 曲线 的 积分 为 零 .自然 地 ,我 们 要 对 曲线 . 场 、 定 义 域 加 些 条 件 , 使 公式 (1) 及 其 
相关 结论 成 立 . 


从 本 节 起 通用 的 假设 :连通 性 

假设 所 有 曲线 分 段 光滑 , 即 曲线 是 有 限 多 条 分 段 首尾 相 接 的 光滑 曲线 组 成 ,如 10.5 节 的 
讨论 ,还 假设 F 的 分 量 有 一 阶 连续 偏 导数 . 当 F = YA 时 ,连续 性 要 求 保证 势 函数 /的 混合 二 阶 
导数 相等 ,这 一 结果 对 揭示 保守 场 了 的 性 质 是 有 用 的 . 

设 D 为 空间 中 一 开 区 域 ,这 意味 着 以 D 内 每 个 点 为 中 心 的 小 球 都 是 完全 位 于 DD 内 的 . 另 
设 D 是 连通 的 ,位 于 一 个 开 区 域内 是 指 ,其 中 每 个 点 都 能 用 一 条 完全 位 于 区 域内 的 光滑 曲线 
与 其 它 男 一 个 点 相连 接 . 


保守 场 的 线 积分 


下 述 结果 为 计算 保守 场 中 的 线 积分 提供 了 一 种 方便 的 方法 .该 结果 说 明 积 分 值 仅 依赖 于 
端点 而 不 依赖 连接 它们 的 特殊 路 径 . 


CD-ROM 定理 1 线 积分 的 基本 定理 F 
WEBsite 1. BF = Mi + Nj+ Pk 是 一 个 向 量 场 ,其 分 量 在 空间 连通 开 区 


历史 传记 域 D 上 都 连续 ,那么 存在 一 个 可 微 函 数 /, 使 得 
t ` Gustav Robert Kirchoff F= Vf= i + j + afk 
[ (1824 — 1887) x y z 


当 且 仅 当 对 内 所 有 点 4 和 ,积分 值 | F .dr 与 D 内 连接 


A,B 的 路 径 无 关 ; 
2. 若 积分 与 4, B 之 间 的 路 径 元 关 , 则 它 的 值 为 


| Pear = AB) -14). 


证 有 明 : 由 F = Vf 可 推出 积分 的 路 径 无 关 性 。” 设 A 与 B 为 D 内 两 点 是 C :ri) = glia 
h(iDj+ hk(Dk,a < t < bH DARET A,B 两 点 的 光滑 曲线 . 沿 此 曲线 ,f 是 ;的 可 微 函数 ,日 
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于 是 
|: dr =| F . Fd - | ar 
AECE AD E) = f(B) - f(A). 


a 


于 是 , 功 的 积分 值 仅 依赖 于 /在 4 和 的 值 而 不 依赖 两 点 间 的 路 径 .这 证 明了 结论 2, 同时 可 推 
出 结论 1 也 成 立 . 这 里 略 去 关于 逆 推 的 诸多 证 明 技 巧 . 


例 1( 求 保守 场 做 的 功 ) 求 保 守 场 下 = yzi + xzj + xyk = Y(xzyz) 沿 任 一 连接 点 (- 1,3,9) 
与 (1,6, - 4) 之 间 的 光滑 曲线 C 所 作 的 功 . 
解 ” 因 f(x,y,z) = xyz, 故 


B B 
| F . dr -| Vf. dr F= vf 
A 4 
= f(B) - f(A) 基本 定理 结论 2. 


= ayz | 


a64) T I | 1,3,9) 
=(1)(6)(- 4) - (~ 1)(3)(9) 
= — 24 + 27 = 3. 


定理 2 ”保守 场 的 环 路 性 质 
以 下 两 命题 等 价 : 


1. 沿 D 内 任 一 闭路 线 ,积分 |F .dr = 0; 
2. 场 F 在 D 上 是 保守 的 . 
证 :(1D) 一 (2) ”要 证 对 D 内 任意 两 点 4 和 8, 在 从 4 到 8 的 任 两 条 路 径 C1 和 C, EF dr 


的 积分 都 有 相同 的 值 .我 们 将 C, 反 向 形成 从 B 到 4 的 路 径 - C;( 图 13.22). Ci 与 - C, 合 在 一 
起 就 构成 闭环 路 C, B. 


B 
-C 
my 
G, 
A 
图 13.22 若 从 4 到 B 有 两 条 路 径 , 可 使 其 一 图 13.23 ” 苦 点 4 与 B 位 于 一 环 上 路 上 ,可 使 环 


反 向 构成 环 路 . 路 部 分 反 疝 形成 从 4 到 B 的 两 条 路 径 . 
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| Far | Farz | Fara] F-dr = |F.dr=0. 
C c, c, - 6, c 


因此 ,积分 在 C, 和 C, 上 给 出 相同 的 值 . 
(2)>(1) ”要 证 在 任 一 闭路 C F F: dr 的 积分 为 零 .我 们 在 C 上 取 两 点 4 和 8B, 则 这 两 点 
把 C 分 成 两 段 :从 4 到 8B 的 Cl 段 接 B 回 到 4 的 C, 段 (图 13.23). T E: 


B B 
brar= | Fears Fears | Fedr- | F.dr-0. g 
C A c, A 4 


下 面 的 图 解 概括 了 定理 1 和 定理 2 的 结果 . 
定理 1 定理 2 
F = V/( 在 D 上 ) .下 在 万 上 为 保守 场 o $F . dr = OCE D KEHEE). 


现在 我 们 已 见 到 在 保守 场 中 要 计算 线 积分 有 多 方便 ,但 还 有 两 个 问题 要 解决 . 
1. 怎样 才能 知道 一 个 所 给 的 场 了 是 保守 的 ? 
2. 若 卫 实际 已 知 为 保守 场 , 又 怎样 求 势 函数 /( 以 使 F = Vf)? 


求 保守 场 的 势 
检验 保守 场 的 方法 如 下 : 


保守 场 的 分 量 检验 
设 F= M(x,y,z)i+ N(x,y,z)j + P(x,y,z)k 为 一 场 ,其 各 分 量 函 数 都 有 一 阶 连续 偏 
导数 .于 是 ,F 为 保守 场 , 当 且 仅 当 


oP _9N 3M 9P IN IM 
ay ` az’ 3: ` 3x’ dx ”97y 


(2) 


证 明 “ 若 了 是 保守 的 , 则 公式 (2) 成 立 ” 由 于 存在 一 个 势 /, 使 
F= Mi+ Nj+ Pk = sti + gfi + Hk 


3z ` 
因此 
aP (9) - 2 
9y 9y\9z 9y9z 
Pf 一 阶 偏 导 连 续 保证 
~ 92z9y 二 阶 混合 偏 导 数 相等 
-2 (2) _ 2N 
=3z\ 3y] = 3z 


公式 (2) 的 另 两 个 也 可 类 似 证 明 . 


证 明 的 男 一 半 ,“ 公 式 (2) 成 立 , 则 FF 是 保守 的 是 Stokes 定 理 的 一 个 推论 ,将 在 13.7 节 讨论 . 
一 旦 知道 F 是 保守 的 ,通常 想 要 求 出 下 的 一 个 势 函 数 , 这 要 求解 方程 9f - 下 或 


9f; L ,9f i, Ni 
3x + yl + gak = Mi+ Nj+ Pk 
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f y of _ v 2f p. 


ox ` dy T dz 
在 下 例 中 将 说 明 这 一 点 . 


例 2( 求 势 函 数 ) 证 明 F = (ercos y + yz)i + (xz 一 ersin y)j + (xy + 2z)k 为 保守 场 ,并 求 
它 的 一 个 势 函 数 . 
解 应 用 公式 (2) 的 检验 法 : 


M = ecosy+yz, N= xz-e'sny, P= xy + z 
计算 
JP JN JM IP oN x 3M 
Jy ` oz aa ag 795 = gy 
这 些 等 式 告 诉 我 们 ,存在 一 个 函数 f ,Vf = F. 
通过 积分 下 列 方程 求 f: 
£ = eřcos y + yz, 7 = xz — esin y, 4. Xy + z. (3) 


对 (3) 的 第 一 个 方程 关于 x 积分 ,将 y 和 z 固定 ,得 f(x,y,z) = e*cos y + xyz + g(y,z). 将 积 
分 常数 写成 了 与 z 的 函数 , 因 它 的 值 可 能 会 随 y,z 的 变化 而 变化 .然后 从 此 方程 计算 avay ,与 
(3) 中 的 90f/9y WIERE. 

Jg 


— e*sln y + xz + = xz — e'sin y, 
Bi o Yy ~ 


所 以 9g/9y = 0, 因 而 g 仅 是 z 的 函数 , 且 /f(x,y,z) = ecos y + xyz + h(z). 再 对 此 式 计算 
9f/9z, 并 再 将 结果 与 (3) 中 的 9f/9: 相 匹 配 , 得 


所 以 klz) = 2/2 + C. 因 而 


f(x,y,z) = ercos y + xyz + Z + C. 
F 实际 有 无 穷 多 个 势 函 数 ,每 个 势 函数 对 应 一 个 值 ， | 


例 3( 证 明 一 个 场 不 是 保守 场 ) WHF = (2x -3)i- zj + (cos z)k 不 是 保守 场 . 
解 ”应 用 公式 (2) 的 分 量 检验 ,由 于 


0 2 
= —(cos z) = 0, 
€ y dy 


两 者 不 等 ,所 以 FF 非 保守 场 ,无 须 再 作 其 它 检验 . 


aN Ə2 
N = —(- z) =-l, 


Jz dz 


CD-ROM 
WEBsite 全 微分 形式 
历史 传记 如 将 在 下 节 及 以 后 叙述 的 ,把 功 和 环 量 积分 以 * 微 分" 形式 


Ernst Mach B 
(1838 — 1916) [Max + Ndy + Pdz 


表示 常常 很 方便 ,13.2 节 也 曾 提 到 过 . 若 Mdx + Ndy + Pdz 是 函数 / 


13.3 与 路 径 无 关 、 势 函数 与 保守 场 ` 1101 ° 


的 全 微分 , 则 这 一 积分 相当 容易 计算 .这 样 
B O C Ə2 
[maz + Ndy + Pdz -| Max + Lay + La; 
2 dr 
A 
= fO B) — f(A). 定理 1 
于 是 


[Par = /(B) - f(A), 
与 一 元 可 微 函 数 的 积分 完全 相似 . 
定义 微分 形式 和 全 微分 形式 
任 一 形 如 M(x,y,z)dx + N(x,y,z)dy + P(x,y,z)dz 的 式 子 都 是 微分 形式 .空间 中 区 域 


D 上 的 微分 形式 是 完全 的 , 若 
Mdx + Ndy + Pdz = Sas + zdy + 了 az = df 
对 某 个 数量 值 函 数 在 整个 D 上 成 立 . 
请 注意 : 若 Mdx + Ndy + Pdz = df 在 D 上 成 立 , 则 F = Mi+ Nj+ Pk 就 是 /在 D 上 的 
梯度 场 .反之 , 兰 F = vf, 则 微分 形式 Mdx + Ndy + Pdz 就 是 完全 的 .因此 检验 “形式 ” 是否 完 


全 与 检验 是否 保 守 是 完全 等 价 的 . 


对 Mdx + Ndy + Pdz 完全 性 的 分 量 检验 

微分 形式 Mdx + Ndy + Pdz 是 完全 的 , 当 且 仅 当 
op ƏN ƏM 39P 
dy gz” 2 dx” d x 


这 与 称 场 F = Mi + Nj + Pk 是 保守 场 等 价 . 


IN oM 


T dy : 


例 4( 证 明 微 分 形式 是 完全 的 ) 证明 ydx + xdy +4dz 是 完全 的 ,并 沿 (1,1,1) 到 (2,3, - 1) 的 


直线 段 计 算 积 
(2,3,-1) 
| ydx + xdy + 4dz. 
(1,1,1) 
E 令 M=y,N = x,P = 4, 并 应 用 完全 性 的 检验 : 
aP o 2N ƏM g 2P ON_)_am 
9y — əz? 9z T T ax? ax Tay 
这 些 式 子 告诉 我 们 ydx + xdy + 4dz 是 完全 的 ,所 以 存在 某 个 函数 f, 
ydx + xdy +4dz = df 


而 所 求 积分 值 等 于 f(2,3, - 1) - f(1,1,1). 
通过 对 以 下 方程 积分 ,目标 在 求 出 / 
af , d 0 
Ox = Y, T = x 3 = 4. 


(4) 
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从 (4) 的 第 一 个 方程 ,得 
f(x,y,z) = xy + g(y,z). 
再 从 第 二 个 方程 ,可 得 


J J ` 9 
FS _ E y, mk “E.O. 


因此 ,g 仪 是 ; AIAR, H 

flx.,y,z) = xy + h(z). 
从 (4) 之 第 三 个 方程 又 得 

=0+ 竺 =4 或 h(z) = 4:+C. 

内 而 

f(x,y,z) = xy +4z+ C. 
积分 值 是 

(2,3, - 1) -AI = 2+ C - (S+ C) =- 3. B 


习题 13.3 


检验 保守 场 计算 全 微分 形式 的 积 


第 1 -6 题 中 哪个 场 是 保守 的 ,哪个 不 是 ? 第 13 - 22 题 , 先 证 明 积 分 中 的 微分 形式 是 完全 的 ,再 
CoM 1.F= zi + xzj + xyk 计算 积分 . 
t 2.F = (ysin z)i + (xsin z)j + (xycos z)k 13. | rda + 2ydy + 2zdz 

(0,0,0) I 


3.F = yi+ (x + z)j—- yk 


六 3.5.0) 
4.F =- yi+ xj 14. yar + Xzdy + xydz 
J2 
S.F = (z + y)i+zj+(y+x)k (1.2,3) A , 
6.F = (e*cos yi _ (exsin y)j + zk 15.| 2ayda + (x 一 z )dy _ 2yzdz 


(3,3,1) 4 
16. | 2xdx - y?dy - I zdz 


求 势 函数 (0.0.0) + 2 
KOLD . 
7.F = 2xi+ 3yj + 4zk 17 j osin ycos Ydx + cos ysin zdy + dz 
8.F = (y+z)i+(x+z)j+(x+y)k z 
aa 18. [C zos vd (+ - 2ssin y} dy + +a 
9. F = er+22(i + xj + 2xk) Joan cos Ydx + y — Zxsln y y + z z 
10.F = (ysin z)i + (xsin z)j + (xycos z)k 2D 22 
， 19. 3x dx + 一 dy + 2zlnydz 
11.R = (Inx +sec(x + y))i OLLI) y 
42,1.1) 2 
+ 人 (see í y) + 一 二 SF + -Šk 20. (2xlny - yz)dz + (= 一 xz) dy — xydz 
< Pr paz 2 (1.2.1) y 
[122.2 1 1 x y 
Oooo, z zo), 21. ode + [+ - yay - Za 
12.F = mip (Tr V1- =s): Jaan y À 17 2 


(2.2.2) 


y 1 2xdx + 2ydy + 2zdz 
+ 一 一 一 + — Ik. 22. 2 2 2 
/| yi z (1 11 X + y + Z 
. (2,3,-1) 
23. 再 访 例 4 得 计算 例 4 中 的 积分 | ” yds + 
(1,1,1 


习题 13.3 


”1103 - 


xdy + 4dz, 通 过 找 出 两 点 (1,1,1) 与 (2,3，- 1) 
连 线 段 的 参数 方程 ,并 沿 该 线段 计算 F = yi+ zj 
+ 4k 的 线 积分 .因为 F 是 保守 的 ,所 以 积分 值 与 
路 径 无 关 . 

24. 沿 连接 两 点 (0,0,0) 和 (0,3,4) 的 直线 段 C ,计算 


|a + yzdy + (y’/2)dz. 
c 


理论 .应 用 和 例题 


路 径 无 关 性 ”证明 25 和 26 题 的 积分 值 不 依赖 从 4 
到 B 所 取 之 路 径 . 


B 
25.| z2dx + 2ydy + 2xzdz 
A 


26. | < ydy + zdz 
À 


第 27 - 28 题 , 求 F 的 一 个 势 函数 . 
2x. 1- xy. 
27. = ia > E 


28.F = (e*"lny)i + (< + sin zjj + ( ycos z)k 
29. 沿 不 同 路 径 作 功 ORF = (2 + y2)i+ (y2 + x)j 
+ zek 沿 (1,0,0) 到 (1,0,1) 的 下 列 路 径 上 所 做 
的 功 . 
(a) EZE x = 1,y = 0,0< z< 1 
(b) 螺旋 线 r(1) = (cos t)i+ (sin t)j+ (t/27)k, 
Ü < t= 2x 
(c) 沿 x 轴 从 (1,0,0) 到 (0,0,0), 接 着 沿 抛物 线 
z= x,y = 0 从 (0,0,0) 到 (1,0,1). 
30. 沿 不 同 路 径 作 功 ” 求 F = e”i+ (xze” + zcos yj 
+ (xye” + sin y)k 沿 (1,0,1) 到 (1,x/2,0) 的 下 列 路 
径 所 做 的 功 . 
Ces (a) 直线 段 * = 1,y = rt/2,z = 1- t,0 < 


tgl 


=< 


(b) 沿线 段 从 (1,0,1) 到 原点 ,接着 沿线 段 

从 原点 到 (1,x72;0) 
(J 沿 直 线段 从 (1,0,1) 到 (1,0,0), 再 从 
(1,0,0) 沿 x 轴 到 原点 (0,0,0) ,再 接着 
沿 抛物 线 y = rx2《/2,z = 0 从 那儿 到 

(1 ,x/2,0). 

31. 计算 功 的 积分 的 两 种 方法 ” 设 F= (x?y?), 并 
S C 为 zy 平面 内 从 (- 1,1) 到 (1,1) 的 一 条 路 
径 , 它 由 直线 段 从 (- 1,1) 到 (0,0) ,再 沿 直 线段 


从 (0,0) 到 (1,1). 试 以 两 种 方式 计算 | F dr. 
(a) 找 出 构成 线段 C 的 参数 式 , 并 计算 积分 . 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


(b) Afasy) = oy 作为 F 的 一 个 势 函 数 . 
治 不 同 路 径 的 积分 FI sy 平面 内 的 路 径 


c, 计 算 | 2xcos ydx - x’sin ydy. 
C 


(a) 抛物 线 y = (x - 122 从 (1,0) 至 (0,1) 

(b) 从 (- 1,x) 到 (1,0) 的 直线 段 

(c) 从 (- 1,0) 沿 * 轴 到 (1,0). 

(d) 沿 星 形 线 r(t) = (cost)i+ (sint)j,0 < t < 
2x 逆 时 针 从 (1,0) 回 到 (1,0) . 

(a) 全 微分 形式 ”常数 ,be 为 怎样 的 关系 ,下 
列 微分 形式 才 是 完全 的 ? 

(ay? + 2czx)dx + y(bx + cz)dy + (ay? + cx? )dz 

(b) 梯度 场 b,c 取 什 么 值 , 场 
F = (y? + 2czx)i + y(bx + cz)j + (y? + cx2)K 
才 是 一 个 梯度 场 . 

线 积分 的 梯度 BEE = Vf 是 一 个 保守 向 量 

场 , 且 


(x,y,z) 


g(x,y,z) = | F - dr. 


(0,0,0) 

证 明 :Vg = F. 

为 学 而 写 : 最 小 功 的 路 径 ”要 让 你 找 出 一 条 路 
径 ,使 沿 这 条 路 径 , 力 场 F 在 两 点 之 间 移 动 一 粒 
子 将 做 最 小 的 功 . 有 一 种 快捷 的 计算 马上 可 以 
证 明 下 是 保守 的 .你 该 如 何 回答 ?说 明 你 的 理由 . 
为 学 而 写 : 揭示 实验 的 秘密 通过 实验 ,你 发 
现 , 一 力 场 将 一 物体 沿路 径 C, 从 4 移 到 8B 仅 为 
沿路 径 C, 从 4 移 到 8B 所 做 功 的 一 半 . 你 能 对 FF 总 
结 出 什么 ?对 你 的 答案 说 明理 由 . 

常 力作 功 。 证 明 常 力 场 F = ai+ bj + ck 移动 
粒子 从 4 到 中 沿 任 一 路 径 所 做 的 功 都 等 于 多 = 


F. AÈ. 
重力 场 
(a) 求 重力 场 
F = CmM xi +_yi + zk 


(x + y2 + 22322 
(C,m fl M 是 常数 ) 的 一 个 势 函 数 . 
(b) 设 两 点 P, 和 P, 与 原点 的 距离 分 别 为 。 和 
s2. 证 明 (a) 中 的 重力 场 移动 一 粒子 从 P 到 
P, 所 做 的 功 是 


ou 人 ( 工 - 工 | 
32 $1 
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平面 的 格林 (Green) 定理 


在 一 点 的 通 量 蜜 度 : 散 度 。 在 一 


点 的 环 量 密度 : 旋 度 的 k - 
数学 假设 。 用 格林 定理 计算 线 积分 。 对 特殊 区 域 格 林 定 理 的 证 明 ° 


分 量 。 格林 定理 的 两 种 形式 。 
将 证 明 拓 广 到 其 它 区 域 


一 


在 前 面 一 节 里 ,已 党 了 如 何 计算 保守 场 的 流量 积分 .我 们 先 要 对 场 建立 势 函 数 , 求 出 它 在 
路 从 端点 的 值 , 于 是 可 以 用 这 些 值 的 一 个 适当 的 差 来 计算 积分 . 


本 节 中 ,我 们 将 看 到 当 向 量 场 不 是 保守 场 时 ,如 何 计算 穿 过 


寸 平面 财 曲线 的 流量 和 通 量 积 


分 ,去 做 这 件 事 的 方法 来 自 著 名 的 格林 定理 , 它 将 线 积分 变换 成 二 重 积分 . 
格林 定理 是 微 积分 的 重要 定理 之 --. 它 的 结论 深究 又 令 人 震惊 , 且 有 着 意义 重大 的 推论 . 


在 纯 数学 
磁 学 和 流体 力学 提供 了 理论 基础 . 


我 们 以 流体 力学 的 速度 场 来 讲解 ,内 为 流体 易于 图 示 . 可是， 
件 下 ,格林 定理 可 以 应 用 于 任何 向 量 场 ,其 有 效 性 并 不 依赖 


在 一 点 的 通 量 密度 : 散 度 

为 学 格林 定理 需要 知道 两 个 新 概念 .第 --- 个 是 向 量 
场 在 一 点 的 通 量 密度 概念 ,数学 上 称 为 向 量 场 的 散 度 . 
这 个 概念 能 用 以 下 方式 得 到 . 

设 Flx,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j 为 一 个 平面 流体 
的 速度 场 ,并 设 M,N EKI R 的 每 一 点 处 的 一 阶 偏 导 连 
续 . 设 (x,y) 为 内 一 点 , 且 设 4 为 一 个 小 和 矩形, 它 的 一 个 
顶点 在 (*,y), 且 整个 小 矩形 均 位 于 R 内 (图 13.24) .矩形 
的 边 平 行 于 坐标 轴 ,长 度 分 别 为 Ax 和 Ar. 液体 从 底 边 穿 


里 , 它 与 微 积 分 学 基本 定理 同等 重要 .在 应 用 数学 中 ,格林 定理 在 三 维 中 的 推广 为 电 、 


应 意识 到 ,在 满足 某 种 数学 条 


于 须 有 特殊 物理 意义 的 场 . 


(Ky +A Ax (x+ Ax, y+ Ay) 
° : 
Ay Ay 
| A 
(x.y) Ax (x + Ax. y} 


图 13.24 用 于 定义 向 量 场 在 -一 点 
(x,y) 的 流量 密度 ( 散 定 ) 的 小 矩形 . 


出 离开 和 矩形 的 速率 近似 为 
F(x,y) (= J)Ax =- N(x,Yy)Ax. 
这 是 速度 在 点 (x,y) 的 外 法 方向 的 分 量 乘 以 线段 的 长 . 比如 ,速度 以 “每 秒 米 ” 为 单位 ,流出 速 


率 将 是 每 秒 米 乘 以 米 ,或 每 秒 平方 米 ,流体 沿 外 法 方向 穿 出 其 它 兰 边 的 速率 可 完全 类 似 估 算 ， 


也 就 是 说 ,有 以 下 结果 


AHRR: 顶 边 : F(x,y + Ay) 
底 边 : F(x,y). 
右边 : F(x + Ax,y) viay = 
左边 : F(x,y). (- i)Ay 


将 对 边 加 在 一 起 ,得 
上 .下边 : 


jar = N(x,y + Ay)Ax 
(-j)Ax =- N(x,y)Ax 


M(x + Ax,y)Ay 


- M(x,yY)Ay. 


(N(x,y + Ay) - N(x.,y))Ax = (Fay) Aas 
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右 、 左 边 : (M(x + Ax,y) - M(x,y))Ay = (Har) Ay. 


再 把 上 两 式 相 加 ,得 


0 2 
M yy JAA. 


穿 过 第 形 边界 的 通 量 ~ (+ 
两 边 再 除 以 AxAy 以 算出 单位 面积 的 总 通 量 或 穿 过 乍 形 的 通 量 密度 . 
穿 过 矩形 边界 的 通 量 [M ñ 2N), 
矩形 面积 dx oy 
最 后 , 令 Ax,Ay 都 趋 于 零 , 就 得 到 下 在 点 (x.y) 的 通 量 密度 的 定义 .数学 上 把 通 量 密度 称 为 F 
的 散 度 . 记 作 div F, 称 为 下 的 散 度 . 


定义 通 量 密度 或 散 度 
向 量 场 F = Mi + NMj 在 点 (*,y) 处 的 通 量 密度 或 散 度 为 


2M EA 


divF = Fa + 57， (1) 


直观 地 说 ,如 果 水 通过 点 (xo,yo) 处 的 一 个 小 洞 流 进 一 个 区 域 , 流 线 在 该 处 发 散 ( 顾 名 思 
义 ) ,因为 有 水 从 (so,yo) 附近 的 一 个 小 矩形 流出 , 故 在 (xo,yo) 处 下 的 散 度 为 正 .如 果 水 从 小 油 
被 排出 而 不 是 流入 , 散 度 当然 是 负 的 ( 见 图 13.25). 


源 : £ 38: 


arein div F (ao) >0 RRE E div F oo <0 
ADEA. y WE 2 i pA tan We 


AY, | 
FS. XC ne 


图 13.25 ”在 流体 穿 过 一 平面 区 域 的 流动 中 ,在 * 源 "处 散 度 为 正 值 ,流体 进 系统 ,在 “ 漏 " 处 散 度 为 负 
值 ,流体 离开 系统 . 


例 1( 求 散 度 ) 求 E(x,y) = (x? y)irt (xy- 
y2)j aa 


(x, y + åy) Ax (x +Ax.y+Ay) 
解 用 公式 (1): 
2M oN a 2 
div F = Jg t Jy = = (x y) + + 97(Y - y`) a a 
=2x + x -2y = 3x - 2y. | 
A 
在 一 点 的 环 量 密度 : 旋 度 的 k - 分 量 S — 


学 格林 定理 需要 知道 的 两 个 新 概念 的 第 二 个 
向 量 场 了 在 一 点 的 环 量 密度 的 概念 , 为 得 到 这 _ 图 13.26 定义 向 量 场 在 点 (x,y) 处 的 环 
念 ,我 们 再 回 到 向 量 场 EEE (curd) 的 小 矩形 . 
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F(x,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j 
和 和 矩形 4. 些 处 图 13.26 再 次 画 出 一 个 小 矩形 域 . 
F 绕 4 的 边界 的 逆 时 针 环 量 是 沿边 界 的 流速 之 和 .对 底 边 ,流速 近似 为 : 
F(x,y)*:iAx = M(x,yY)Ax. 
这 是 F(x,y) 在 切 问 量 i 方 向 上 的 数值 分 量 乘 以 该 线段 的 长 ,而 沿 其 它 边 道 时 针 的 流速 可 以 类 
似 方法 表 出 ,总 之 ,我 们 有 
EW: F(x,y +Ay):(- Ax =- M(x,y + Ay)Ax 
下 边 : F(x,y)*:iAx = M(x,y)Ax 
AM: F(x + Ax,y) -jAy = N(x + Ax,y)Ay 


左 侧 边 : F(x,y) ` (= DAy =- V(x,y)A y. 
把 对 边 的 结果 相 加 ,得 
._ aM 
ESF: - (M(x,y + Ay) Mly) Ar ~ - (FAY)As 


右 与 左 : (N(x + Ax,y)- N(x,y))Ay = (Far) Ay. 


此 两 式 相 加 再 除 以 AxAy, 得 出 关于 小 矩形 的 环 量 密度 的 一 个 估计 : 
绕 和 矩形 的 环 量 IN JM 
和 矩形 面积 ox 2y ` 
然后 再 令 Ax ,ay 趋 于 零 就 可 以 定义 在 点 (x,y) 的 环 量 密度 
平面 上 环 量 密度 的 正 向 规定 为 绕 竖 轴 逆 时 针 旋 转 , 是 xy 平面 上 从 ( 竖 直 ) 单位 k - 向 量 的 
箭头 向 下 看 的 逆 时 针 方 向 (图 13.27). 环 量 密度 值 实际 是 在 后 面 13.7 所 定义 的 更 一 般 的 环 向 
BL) k 分 量 值 ,又 称 为 向 量 场 下 的 旋 度 . 对 格林 定理 ,我 们 仅仅 需要 这 个 k - 分 量 . 


坚 直 轴 


kÍ cl 


AVANS 


yp k <0 


Curl F (wp g) ek >0 Curt F (x, 
逆 时 针 环 量 顺 时 针 环 量 


13.27 ”在 平面 区 域 上 不 可 压 液体 的 流动 中 , 旋 度 的 K - 分 量 可 度量 出 液体 绕 一 点 旋转 的 
速率 .在 旋转 方向 为 道 时 针 的 点 上 旋 度 的 k 分量 为 正 ; 而 在 旋转 方向 为 顺 时 针 的 点 上 为 负 . 


定义 环 量 密度 或 旋 度 的 k - 分 量 
向 量 场 F = Mi + Nj 在 点 (x,y) 的 环 量 密度 或 旋 度 的 k - 分 量 是 数量 值 


ƏN ƏM 


(eurl F) -k = G, ~ y; (2) 
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如 果 在 xy 平面 中 一 个 区 域内 水 在 一 薄 层 中 在 原点 附近 流动 ,那么 在 点 (xo,yo) 的 环 量 或 
旋 度 的 K - 分 量 就 给 出 一 种 方法 度量 一 个 "小 浆 轮 ”将 旋转 多 快 和 以 什么 方向 旋转 , 知 把 它 放 
进 水 中 点 (*o,yo) 处 ,其 旋转 轴 垂 直 于 平面 , 且 平 行 于 k( 坚 直方 向 ,如 图 13.27). 


例 2( 求 旋 度 的 k - 分 量 ) ” 求 向 量 场 F(x,y) = (x<? — y)i + (xy - yj REK k- 分 量 . 
解 用 公式 (2): 


(curl F) . k = 


IN JM a a ; 
Q x T dy = Lay- y -) -= 7 一 y) = y+ 1. 


格林 定理 的 两 种 形式 

格林 定理 的 一 种 形式 是 说 :在 合适 的 条 件 下 , 穿 过 平面 内 一 简单 闭 曲 线 的 向 量 场 向 外 的 通 
量 等 于 该 曲线 所 围 区 域 上 场 的 散 度 的 二 重 积 分 (图 13.28). 请 回忆 一 下 13.2 节 关 于 通 量 ( 流 
量 ) 的 公式 (3) 和 (4). 


简单 简单 


图 13.28 ”在 证 明 格 林 定 理 时 ,应 区 别 两 
类 闭 曲线 ,简单 的 和 非 简单 的 .简单 曲线 

非 简 单 人 
JR, . 


定理 3 Green 定理 ( 通 量 _ 散 度 形式 或 法 向 形式 ) 
(= BF = Mi+ Mj 穿 过 一 简单 闭 曲 线 C 向 外 的 通 量 等 于 div FE C 所 围 区 域 尺 上 的 


二 重 积分 
$F-nds - $ mas - nas = | (Es 3A) axay (3) 
| 向 外 通 量 | 散 度 积分 
格林 定理 的 另 一 种 形式 是 说 ,向量 场 绕 一 简单 闭 曲 线 逆 时 针 的 环流 量 等 于 场 在 该 曲线 所 
围 区 域 上 的 旋 度 的 k 分 量 的 二 重 积 


CD-ROM 


C= 定理 4 Green 定理 ( 环 量 - 旋 度 形式 或 切 向 形式 ) 
Ë F = Mi+ Nj 绕 平 面 简单 闭 曲 线 C 的 逆 时 针 方 向 的 环 量 等 于 (curl F) .k 在 C 
所 围 区 域 R 上 的 二 重 积分 


a 9 
rira fas way = F(E BN)anay (4) 
c C R 


逆 时 针 方 向 的 环 量 旋 度 积分 
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格林 定理 的 两 种 形式 是 等 价 的 .对 场 G = Ni - Mj 应 用 公式 (3) 就 得 到 公式 (4) .而 对 场 
G, = - Ni + Mj 应 用 公式 (4) 就 得 到 (3 ) . 


数学 假设 

为 使 格林 定理 成 立 ,需要 两 类 假设 .首先 ,我们 需要 关于 M 与 N 的 某 些 条 件 以 确保 积分 的 
存在 性 .通常 都 假定 M.N 及 它们 的 一 阶 偏 导数 在 包含 C 和 RR 的 某 开 区 域内 的 每 一 点 都 连续 . 
其 次 ,需要 关于 曲线 C 的 儿 何 条 件 . 它 必须 是 简单 的 , 闭 的 ,分 段 构成 以 便 沿 曲 线 能 对 M 和 WN 
积分 .通常 的 假设 是 C 是 分 段 光滑 的 .我 们 给 出 的 对 格林 定理 的 证 明 , 还 要 对 R 的 形状 作 些 假 
设 .对 条 件 限制 较 少 的 定理 的 证 明 可 在 更 高 级 的 微 积分 教材 中 找到 . 先 来 看 一 些 例子 . 


例 3( 验 证 格林 定理 ) ”验证 格林 定理 的 两 种 形式 :对 场 F(x,y) = (x - y)i+ xj 及 由 单位 
圆 C:r(i) = (cos t)i + (sin 1)j,0 < t 2r MEKE R. 
解 RI 
M = cost —sint, dx = d(cos t) = — sin tdt, 
N = cost, dy = d(sin t) = cos tdt, 
IM _ 2M ON _ | ay 


yl aab ay 9. 


公式 (3) 的 两 边 分 别 为 


f uay — Ndx = | (cos t ~ sin t)(cos tdt) — (cos t)(-— sin tdt) 
C ~ 


2r a 
= | costdt = x 
Jo 


Ea 3 ) dady -|| (1 + 0)dxdy = 


dx 


公式 (4) 的 两 边 分 别 为 


|| dzdy = z. (单位 圆 面积 


k 


$ max + Ndy -| (cos t — sin 1)(— sin (di) + (cos t)(cos tdt) 
Cc 


= | (— sin tcos t + 1)dt = 2x 


0 
JOE- 2M)aa = [|0 - 6 Daras = 2|] dxa = 2x. E 
CD-ROM 用 格林 定理 计算 线 积 分 


WEBsite 如 果 把 一 些 不 同 的 曲线 段 首 尾 相连 地 构成 一 条 闭 曲 线 c ,那么 在 C 
F 历史 传记 上 计算 线 积分 的 过 程 就 会 元 长 .繁琐 ,因为 有 那么 多 不 同 的 积分 要 一 个 

George Grenn 个 地 算 . MAE C 界 出 一 区 域 丸 ,又 在 该 区 域 上 可 应 用 格林 定理 ,那么 ,我们 
(1793 一 1841) 就 能 应 用 格林 定理 把 环绕 C 的 线 积 分 转换 成 R 上 的 二 重 积 分 . 


例 4( 用 格林 定理 计算 线 积 分 ) 计算 线 积分 中 yay - ydr ,其 中 C 为 正方 形 ,是 由 直线 
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x = 1,y = 1 从 第 一 象限 截 出 的 部 分 . 

解 ”这 里 用 格林 公式 的 两 种 形式 各 做 一 次 ,将 正方 形 上 的 线 积分 变 成 以 此 正方 形 为 边界 
的 区 域 上 的 二 重 积 分 . 

L 用 法 向 形式 的 公 臣 (3): 令 M = ay, N = y, H C 和 中 作为 正方 形 的 边界 和 内 部 ,得 出 


in 
$ syay — yidx | (y +2y)dxdy = | | 3yaxay 
0 
C R 


! as 1 3 211 3 
NE izby = | 3ydy = — 0o55 
2. 用 切 向 形式 的 公式 (4): 令 M =- 7N = ay ERAR: 
中 - dz + aydy = (y (-2y))dzdy = 3. _ 


例 5( 求 向 外 的 通 量 ) ”计算 场 F(x,y) = xi+ y 穿 过 以 直线 x =+1 和 y=+1 为 界 的 
正方 形 向 外 的 通 量 . 

解 ”车 用 线 积分 求 这 个 通 量 ,要 算 四 次 积分 (在 正方 形 的 每 一 边 算 一 次 ) 才能 得 到 结果 . 
而 用 格林 定理 ,把 此 线 积分 变 成 一 个 二 重 积分 ,这 里 M = x,N = 22, C 为 正方 形 , RR 为 正方 形 
的 内 部 区 域 , 得 


WN = È F- nds = $ May ~ as 


ƏM J 
-由 [57 + F) dxdy Green 定理 


1 
-| | 0.204644 = | [x +2xy]* dy 
1 
-| Q +4y)dy = [2y + 25211, = 4. | 


对 特殊 区 域 格林 定理 的 证 明 


设 C 为 x 平 面 内 的 一 条 光滑 简单 闭 曲线 ,具有 性 质 :平行 坐标 轴 的 直线 与 C 至 多 交 于 两 点 . 
B RH C 所 围 的 区 域 ,并 设 M,N 及 它们 的 一 阶 偏 导数 
在 某 个 包含 C 和 R 的 开 区 域 上 的 每 一 点 上 都 连续 ,以 下 


> 一 


证 明 格林 定理 的 环 量 - 旋 度 形式 ， PERD Ci y= po 
ð G 
f mar + Ndy = MEN - 3 )dxdy. (5) 
e R 


如 图 13.29 所 示 , C 由 两 段 标明 方向 的 部 分 组 成 : 
7 x < b, 
:y= f.(x),b >= x > a. ; | 
| 十 -— >x 
x b 


六 任何 ab Pa RIO E Ç :从 y=fi(x) 到 y= O| < 
(x) 积分 57 ,得 


| 
| 
P (x. fA) 


Ci y=f@)) 
l 


图 13.29 ”边界 曲线 C 由 Ci :曲线 y = 
Ax) 和 CWR y = f.(x) 组 成 . 
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P 3M y=f(x) 


fa) ayi = MLAN) 


y=f (a) 
= M(x,f,(x)) = M(x, filx)). 
再 对 此 结果 关于 x 从 a 积 到 六: 


由 Maydx -| [M(x,f,(x)) -— M(x, fi(x))] dx 


fla) Iy 


= J mC, 00) 一 | ms f(r))ds 


= -| Maz -| max = - $ mar. 
$ mas - |(-3 : Fy | dzdy. (6) 


(6) 式 是 我 们 要 证 的 (5) 式 的 结果 的 一 一 半 , 另 一 半 结 果 将 通过 对 3N/3%, 先 关于 x 积分 ,再 关于 
7 积分 得 到 ,如 图 13.30 所 示 . 此 图 显示 图 13.29 的 曲线 C 已 被 分 解 成 标 好 方向 的 两 部 分 : 
Ci: x = #(y),d > y> cflC): x = ga(y),c < y < d. 这 个 二 重 积分 的 结果 为 


aN 
$ Nay = Naxdy. (7) 
c R 


结合 (6) 式 和 (7) 式 就 得 到 (5) ,于 是 定理 得 证 . _ | 


因此 


== k x J. l 
O O a b 


图 13.30 ”边界 曲线 C H HH# CI ,x = gi(y) 图 13.31 RX EEE AS KE H jmi 
MHR C; ,x = g,(y) 组 成 . 界 分 成 标 好 方向 的 四 条 线段 . 
将 证 明 拓 广 到 其 它 区 域 


上 面 所 给 出 的 结果 不 可 直接 应 用 到 如 图 13.31 所 示 的 矩形 域 ,这 是 因为 直线 x = a,x = 


b,y =“ 和 7 = d 与 区 域 边界 的 交点 多 于 两 点 .如 果 我 们 把 边界 C 分 成 四 个 有 向 直线 自 ， 
CGiiy=c,a <s x< b, C,: x = b,c < y < d, 


=< 


Cs: y =d,b < x =< a, CG,: x = a,d < y < c, 
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则 可 以 用 下 述 方法 修正 以 上 讨论 . 
如 前 面 证 明 等 式 (7) 的 方法 ,我 们 有 


° "Nak dy = “ENC, y) - N(a.y)]dy 

ceJa Ix c 
= [NG y)dy + [Na y)dy (8) 
= |, Nav + | was. 


BS y W C, # C, 为 常数 , 故 | Ndy + | Ndy = 0, 所 以 我 们 能 把 | Ndy + | 六 dy 加 到 (8) È 
右 侧 , 等 式 仍 成 立 .于 是 有 | 


Ni Mardy = $ vay. (9) 
类 似 地 ,我 们 还 能 证 明 | 
Ni Jy dydx =- P maz. (10) 


用 (9) 减 去 (10) ,就 又 得 出 


图 13.32 其它 应 用 格林 定理 的 区 域 


像 图 13.32 那 种 区 域 ,不 费 更 大 的 力气 就 一 
样 可 解决 ,公式 (5) 仍 可 使 用 .格林 公式 也 可 用 于 y 
如 图 13.33 所 示 的 马 靳 型 区 域 R, 如 图 所 示 可 把 区 
域 R 和 R, 及 其 边界 放 在 一 起 ,将 格林 定理 用 于 
Ci, Ri 和 C,R: ,也 得 到 以 下 结果 


| Mdx + Ndy = (六 一 M) dray, 


y ldx ay 
| - (2% - 24) 
|, Mas + Ndy (7 - Jy dxdy. 


: 图 13.33 ”一 -区 域 R 由 两 区 域 R, 和 RR 结合 而 成. 
当 把 上 两 式 相 加 , 沿 y 轴 的 线 积分 ,在 同一 线段 上 
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沿 C, 从 6 到 a 的 积分 将 抵消 掉 沿 C, 从 a 到 4 的 积分 ,因此 仍 有 
$ maz + Ndy = ME a S) dxdy, 


其 中 C 是 由 x 轴 上 从 -5 到 -及 从 到 2 的 两 线段 和 两 个 半圆 组 成 ,R 为 C 内 区 域 . 

把 各 分 开 部 分 边界 上 的 线 积分 相 加 构成 单个 整体 边界 上 的 积分 的 方法 可 以 推广 到 任何 有 
限 数目 的 子 区 域 .在 图 13.34(a) 中 , 设 C, 为 第 一 象限 区 域内 R 的 逆 时 针 方向 的 边界 ,类似 地 ， 
对 其 它 三 个 象限 , C 分 别 是 区 域 R. 的 边界 ,i = 2,3,4. 由 格林 定理 ， 


as + Nay z TE - f) aras. (11) 
€. R, 
把 (11) R i = 1,2,3,4, 全 加 在 一 起 ,得 (图 13.34b): 
$ (Mds + Ndy) + È (Mdz + Nay) = III [r - Fr )dzay. (12) 
r=b r=a agrgb 


图 13.34 环形 区 域 R 由 4 个 较 小 区 域 组 合 而 成 ,在 极 坐 标 系 中 ,r = a 代表 内 圆 ,r = b 代表 外 
圆 ,a < r < b 则 为 区 域 本 身 . 
aN 3M P SA 
(12) 式 表明 { 2 - 5 在 环形 区 域 R 上 的 二 重 积分 等 于 Mdx + Ndy ER 的 全 部 边界 上 的 线 
积分 ,边界 的 方向 总 保持 为 : 当 在 边界 上 行进 时 ,R 内 部 总 在 我 们 的 左手 边 ( 图 13.34b). 


例 6( 对 环形 区 域 验证 格林 定理 ) EMR R: k < z2 + 22 < 1,0 < h < 1( 见 图 13.35) 
上 验证 格林 定理 的 环 量 形式 (方程 4) , 设 
M A N= x 


9 
x? + 2 x? + y2 


解 R 的 边界 包括 圆 : 
Ci: x = cost,y = sint, OÜ < t= 2<, 
当 i 增加 时 按 道 时 针 方 向 ,和 圆 
C, : x = hcos 0,y = - hsin 0, 0 < 0 < 2x, 
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当 0 增加 时 按 顺 时 针 方 向 ,函数 M 和 W 及 它们 的 一 阶 偏 导 在 整个 R 上 都 连续 ,而且 


M SG DC Di yD) ry 
Oy (x + y2)° G? + y) FP 
所 以 
ƏN 3M > 


Mdx + Ndy 在 R 的 边界 上 的 积分 为 
[max + Ndy = 中 到 一 ydx + 一 ydx 
C € ` 


Lay x + y 
“E h 


2r h?( cos 8 + sin20) 


2x 

-| (cos?t + sin2t )di -| z dô 
0 0 h 

=2r-2r = 0. _ 

y 
C 
I > YV 
图 13.35 格林 定理 可 以 运用 于 环形 区 域 R， 图 13.36 被 圆 C, 和 曲线 六 所 围 区 域 . 


积分 是 沿 如 图 所 示 的 R 的 所 有 边界 .( 例 6) 


例 6 中 的 函数 M 和 WN 在 点 (0,0) 不 连续 ,所 以 不 能 将 格林 定理 应 用 于 圆 C 及 其 内 部 区 域 . 
我 们 必须 排除 原点 .要 这 样 做 ,就 得 排除 C, 内 的 这 些 点 . 

在 例 6 中 我 们 还 可 以 用 一 个 椭圆 或 任 一 其 它 包 围 C, 的 简单 闭 曲 线 K( 图 13.36) EA 
Ci ,结果 仍 成 立 : 


Pm + | I 


I H JP — AA R e , 即 对 任何 这 文 种 曲线 K, 
中 (wax + Ndy) = 2x 


JN ƏM 
[Y — ðy 


)dydx = 0, 


用 极 坐 标 则 可 以 解释 这 个 结果 ,由 
x =rcos 0, dx = - rsin 0d0 + cos 0dr， 


y =rsin0, dy = rcos 0d0 + sin Odr, 
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xdy - ydx 


ri(cos’0 + sin`0)40 


= dð, 


2 2 
X + y 


r 


而 当 沿 尺 道 时 针 方 向 行进 一 阐 时 ,9 正好 增加 2x. 


习题 13.4 


验证 格林 定理 


第 1-4 题 对 场 F = Mi+ Nj 通过 计算 公式 (3) 和 (4) 
的 两 边 验证 格林 定理 .每 一 种 情况 的 积分 域 都 取 圆 
ÈR: + y) < a? 和 它 的 边界 圆 C :r= (a eos t)i 
+ (a sin t)j.0 < t < 2x. 

2.F = yi 


4.F=- xyi + xy?j 


1.F =-~- yi+ xj 
3.F = 2xi- 3yj 


逆 时 针 的 环流 量 和 向 外 的 通 量 
第 5 - 10 题 对 场 F 和 曲线 C 用 格林 定理 求 逆 时 针 环 
量 和 向 外 的 通 量 . 
S.F = (x- y)i+ (y - z)j, 
C: 由 x =0,x=1,y = 0,y = 1 围 成 的 正方 形 . 
6.F = (x + 4y)i+ (x + 所 条， 
C: 由 x=0,x=1,y= 0,y = 1 围 成 的 正方 形 . 
TF= (>° =- x)i + (x + Yj, 
C: 由 y= 0.x = 3, 和 YY = x 所 围 三 角形 . 
8.F = (x+ yj)i- (x? + yj, 
C: 由 y=0x=1 和 y>=x 所 围 的 三 角形 . 
9. F = (x + e"sin y)i + (x + e*cos y)j 
C: RAR r = cos 20 的 右 侧 一 环 . 
10. F = (tan! Xi + In(x? + >°)j, 
C 为 由 极 坐 标定 义 的 不 等 式 区 域 1 < r < 2,0 =< 
9 < x 的 边界 ， 
11. 求 场 F = xyi+ ?可 环 绕 和 穿 过 由 曲线 y = x 和 
y = x 于 第 一 象限 所 围 成 区 域 的 边界 上 的 道 时 
针 环 量 和 向 外 的 通 量 . 
12. 求 场 F = (- sin y)i+ (xcos y)j 绕 和 穿 过 第 一 象 
限 被 直线 = F Ay = 廊 割 下 的 正方 形 的 逆 时 
针 环 量 和 向 外 的 通 量 . 


13. 求 场 F = (ae -1 z a)i + (e* + tan'y)j pl 


心脏 线 r+ = all + cos 0),a > 0 的 向 外 的 通 量 . 


14. 求 下 = (y + e'lny)i + (e*/y)j 绕 由 曲线 y = 
3 一 x 在 二 ) 和 Y= x*+1( 在 下 ) 所 围 区 域 边 界 
AI HY EFIT Ht. 


功 


第 15 与 16 两 题 求 下 移动 粒子 绕 所 给 曲线 道 时 针 一 - 
周 所 作 的 功 ， 
15. F = 2ay`i + 452 yj, 
C :第 -象限 内 由 x 轴 , 直 线 x = 1 和 曲线 y = 
x 所 围 " 三 角形 " 区 域 的 边界 . 
16. F = (4x - 2y)i + (2x - 4y)j, 
C : 圆 (x - 2)*+(y -2)* = 4. 


计算 平面 内 的 线 积分 | 
应 用 格林 定理 计算 第 17 - 20 题 的 线 积分 . 
17. foar + ady), 
C: x=0.x+ y = l,y= 05 FE 43. 
18. PGydx + 2xdy), 
C :区 域 0 < < w,0 < y < sin x BAR. 
19. 中 (6y + x)dz + (y + 24)dy, 
CMa- 22. (y- 3) = 4. 
20. 中 (2x + yl)dx + (2xy + 3y)dy, 


C : 平面 中 任 一 简单 闭 曲 线 ,使 格林 定理 成 立 . 


CD-ROM 


全 ”用 格林 定理 计算 面积 


若 半 面 内 一 简单 闭 曲线 C 及 其 所 围 区 域 尺 满足 格林 
定理 的 假设 条 件 , 则 R 的 面积 可 如 下 计算 : 


格林 定理 面积 公式 


ct 人 人 ,L 


! 的 面积 = + $ zay ~ ydr (13) 


c 
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由 公式 (3) , 倒 着 算 便 可 得 如 下 公式 ; 
R 的 面积 - | dydx = IE + L) dyaz 


R 


= $ Jedy 一 J yar. 


c 


用 格林 定理 面积 公式 (13) 求 第 21 - 24 题 曲 线 所 围 

区 域 的 面积 . 

21. 圆 r(t) = (acos (i+ (asin ,0 < t < 2x. 

22. 椭圆 r(1) = (acos t)i + (bsin 1)j ,0 < t < 2<x. 

23. 星 形 线 ( 图 5$.30)r(i) = (cosit)i+t (sin?'í)j,0 < t 
= 2x. 

24. WR rC) = i+ (843) - j, -3 < t < 6. 
(H FE). 


-IC t<0 


理论 和 例子 
25. 设 C 为 一 区 域 的 边界 ,在 该 区 域 上 格林 定理 成 
立 .用 格林 定理 计算 ， 


(a) f(a + ey)dy 
c 


(b) yas + hxdy,(k,h 为 常数 ). 

26. 积分 值 仅 依赖 于 面积 。 证 明 绕 任 一 正方 形 , 积 
分 值 中 sy?dx + (x?y +24)dy 仅 依赖 正方 形 的 面 
积 ,而 不 依赖 它 所 处 平面 内 的 位 置 、 

27. 为 学 而 写 RIÉ Ar yde + ray 的 特殊 性 是 
什么 ?对 你 的 回答 加 以 说 明 ， 

28. 为 学 而 写 。 积分 中 - dx + ay 的 特殊 性 是 什 
么 ?对 你 的 回答 加 以 说 明 . 


29. 线 积分 表示 的 面积 。” 证 明 : 若 R 是 由 分 段 光滑 
的 简单 闭 曲 线 C 转 成 的 平面 区 域 , 则 
R 的 面积 = f zay =- $ yaz. 


c c 


30. 定 积分 换 成 线 积分 ”假设 一 个 非 负 函数 y = 
(x) 在 La ,0 有 连续 的 一 阶 导数 . 设 C N xy E 81 
内 一 区 域 的 边界 ,该 区 域 下 方 由 x 轴 , 上 方 由 f 的 
图 形 ,两 侧 由 直线 x = a 和 x = 4 所 围 ,证 明 : 


Ke =- f yax. 


31. 面积 和 形 心 ” 设 4 和 x 分 别 为 区 域 R 的 面积 和 
形 心 的 x 坐标 . 尺 是 由 xy 平 面 的 分 段 光滑 的 简单 
闭 曲 线 C 所 围 成 ,证 明 


+ $ ay =-= $ ax 
€ c 


=+ $ ay - xydx = Ax. 


32. 惯性 矩 ” 设 六 为 31 题 的 区 域 关 于 y 轴 的 惯性 
矩 ,证 明 : 


+ $ ay = 一 Pyds 
É € 


= 才 $ ay ~ x2ydx = L. 


c 
33. 格林 定理 和 Laplace 方 程 ”假设 所 有 必要 的 导数 
都 存在 且 连 续 ,证 明 : 如 果 /f(x,y) 满足 Laplace 
方程 2 + TE = 0, 那 么 对 所 有 闭 曲 线 c HA 


Ay 
定理 均 可 用 , 且 有 


3/ 2fi, š 
$a, 一 Ir =0 


( 逆 命 题 也 成 立 : 若 线 积 分 永远 是 零 , 则 /满足 
Laplace 方程 ). 
34. 求 功 的 最 大 值 ” 沿 一 平面 内 的 所 有 光滑 简单 闭 
曲线 ,方向 为 着 时 针 , 求 一 条 闭 曲 线 ,使 沿 着 这 
条 闭 曲 线 ， 
所 作 的 功 最 大 . (提示: (curl F + k) 在 哪儿 为 正 ?) 
35. 有 许多 洞 的 区 域 ”格林 定理 对 有 有 限 数目 的 洞 
KEKR RDR, 只 要 其 边界 曲线 光滑 ,简单 ， 
且 是 闭 的 ,分 别 在 边界 的 每 个 组 成 部 分 上 积分 ， 
其 方向 要 保持 当 沿 边界 向 前 行进 时 区 域 R 总 在 
我 们 的 左 侧 (图 13.37). 
(a) BZ f(x,y) = a(x? + y’) ER C 为 圆 x+ y? 


1 1 ; ; 
F = (Hera 4r) xj 
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= d RAERD 
fys. n ds. 


(b) 设 上 为 平面 内 任意 -一 条 光滑 简单 闭 曲 线 且 
不 经 过 (0,0) 点 . 用 格林 定理 证 明 积 分 


$S r; nas 有 两 个 值 , 依 点 (0.0) 在 K 内 或 


C 
K 外 而 定 . 


13.37 格林 定理 对 多 于 一 个 
洞 的 区 域 仍 成 立 . (第 35 RE) 


36. Bendixson 判别 准则 平面 流体 的 流 线 是 沿 流体 
个 别 粒子 运动 轨迹 画 出 的 光滑 曲线 . 流体 的 速 
度 场 的 向 量 F = M(x,y)i+ N(x,y)j 是 流 线 的 
切 向 基 . 证 明 : 若 流体 在 一 简单 连通 区 域 R 上流 
动 (没有 洞 或 无 定义 点 ), 且 若 在 整个 R E M. + 
N, = 0, 则 没有 一 条 流 线 在 R 中 是 闭 的 . 换 句 话 
说 ,流体 中 没有 任何 粒子 的 运动 在 R 中 形成 闭 
轨 . 准 则 M. + N, < 0 就 称 作 Bendixson 判别 准 
则 ,用 来 说 明 闭 轨 的 不 存在 性 . 


37. 建立 公式 (7) 以 完成 格林 定理 特殊 情况 下 的 证 明 . 

38. 建立 公式 (10) 以 完成 对 格林 定理 拓展 情况 的 讨论 . 

39. 为 学 而 写 :保守 场 的 旋 度 分 量 关于 保守 的 二 
维 向 量 场 的 旋 度 分 量 你 能 再 说 些 什 么 ?说 明 你 
的 理由 . 

40. 为 学 而 写 :保守 场 的 环 量 格林 定理 给 出 什么 
关于 保守 场 环 量 的 信息 吗 ? 这 与 你 所 知道 的 其 
它 什 么 结论 吻合 吗 ? 解 释 你 的 回答 . 


f usis 


求 环 流量 
第 41 - 44 题 ,使 用 CAS 和 格林 定理 求 场 F 绕 简单 闭 
曲线 C 的 道 时 针 环 量 ,执行 下 述 CAS 步骤 ; 

(a) 在 xy 平面 画 出 C 的 图 . 

(b) 确定 格林 定理 的 旋 度 形式 的 被 积 表 达 式 


ƏN ƏM 
ax T Oy 
(c) 从 (a) 的 图 确定 二 重 积分 的 积分 限 并 为 求 环 
量 计算 旋 度 积分 . 


41.F = (2x - y)i+ (x + 3y)j, 
C : HBD zl + 4⁄2 = 4. 
42. F = (2⁄2 — y2)i+ (x? + y2)j, 


43. F = vlei + (elnx + 2x)j, 
C 为 下 方 是 y = 1+ x4, 上方 是 y = 2 所 围 区 域 的 
边界 . 

44. F = xe'i+ 4x’inyj, 
C : 顶点 为 (0,0),(2,0) 和 (0,4) 的 三 角形 . 


曲面 面积 和 有 曲面 积分 


求 通 量 。 BADERE 


面 面 积 。 一 个 实用 公式 。 曲面 积分 。 代 数 性 质 、 曲 面 面 积 微 元 。 定 向 。 曲 面积 分 


我 们 已 学 习 了 如 何在 平面 内 的 平板 区 域 上 求 一 个 函数 的 积分 ,但 车 函数 是 在 一 曲面 上 定 
义 该 怎么 办 呢 ? 怎 样 才能 算出 它 的 积分 ?计算 这 些 所 谓 的 曲面 积分 的 技巧 是 要 把 它 改写 成 坐标 


13.5 曲面 面积 和 曲面 积分 ` 1117 ` 


平面 内 一 区 域 上 的 二 重 积 分 ,坐标 平面 在 曲面 之 下 (图 13.38) .在 13.7 和 13.8 节 中 ,将 会 看 到 
怎样 求 面积 分 ,我 们 需要 做 的 仅 是 将 二 维 形式 的 格林 定理 一 般 化 成 三 维 形式 . 


曲面 f(x, y, z) = c 


/ 


N 


S 在 坐标 平面 上 的 


HARER “EHW” 
图 13.38 ”很 快 就 会 看 到 ,函数 g(x,y,z) 13.39 ”曲面 S 及 其 在 它 之 下 的 平面 上 的 
在 空间 曲面 $ 上 的 积分 能 够 用 在 坐标 平 垂直 投影 ,你 可 以 把 R 想像 成 S 在 平面 上 的 
面 上 5S 的 垂直 投影 或 “阴影 ”上 的 一 个 相 影子 .小 切 平面 AP, 是 对 AA, 之 上 的 小 曲面 
关 的 二 重 积分 来 计算 . F Ac, 的 近似 . 


曲面 面积 

图 13.39 显示 一 曲面 S 位 于 在 它 下 面 的 平面 的 投影 区 域 丸 之 
上 ,曲面 由 方程 Kx,y,z) = c 定义 .如 果 曲 面 是 光滑 的 (V/ 连续 
HES LERA) ,我 们 则 可 以 在 R 上 以 二 重 积分 定义 和 计算 它 的 
面积 

定义 S 面积 的 第 一 步 是 将 区 域 及 分割 成 小 矩形 A4;, 这 类 小 
矩形 块 用 于 在 R 上 定义 积分 . 每 个 Ah 之 上 直接 对 着 的 曲面 上 
Aa, 可 以 用 切 平面 上 分 割 出 的 一 小 片 AP, 近似 .特别 地 ,假设 AP， 
为 AA, 的 后 顶点 C, 之 上 正 对 着 的 点 T,( xu, yas z) 处 小 曲面 的 相 
应 一 片 切 平面 . 若 切 平面 平行 于 RI A P, 与 AA, 全 等 ,否则 它 将 
是 一 平行 四 边 形 ,其 面积 或 多 或 少 比 AA, 的 面积 大 些 . 

图 13.40 给 出 Ao, 与 AP 的 放大 图 ,显示 在 T, 处 的 梯度 向 量 
Vf(xu, y ze) 和 一 个 月 的 单位 法 向 量 p. 图 中 还 标示 出 YF 和 了 之 
MERA Xi. 图 中 其 它 的 向 量 有 u, 和 w ,分 别 位 于 切 平面 片 AP 
的 两 边 .于 是 ,两 向 量 us x v, 和 vf 都 与 切 平面 垂直 ， 13.49 。 前 一 个 图 的 放 

以 下 需要 知道 识 等 向 量 几何 的 结论 , 即 | (ak x v) .P| 表示 由 a eraa a 
u, 和 vi 所 确定 的 平行 四 边 形 , 往 任 一 法 向 量 为 p 的 平面 上 投影 的 面 REPT AP, 的 法 向 量 . 
积 .( 证 明 在 附录 12 给 出 . ) 在 此 处 ,可 以 用 下 式 表示 这 个 结论 
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| (u, x v.) . pi = AA,. 
现在 来 看 , u, x vi | 本 身 就 是 AP; 的 面积 (又 积 的 标准 事实 ) .所 以 上 面 最 后 一 等 式 就 变 成 : 
|u, x v. | |p] cos(u, x Vi 与 p 之 间 的 夹 角 ) = AA, 


^P, 1 与 | eos y, | 相同 . 因 w/ 和 u xy 88 U 9 E 0938 8 B 
或 
AP,|cos yi| = AA. 或 写 为 AP, = EA 
CD-ROM 只 要 cos y, 关 0. 事 实 上 ,只 要 YA 不 平行 于 地 平面 ,就 有 cos y, = 0, H 
WEBsite 有 YA p = 0. 


H FARADH A P, 分 割 近 似 所 有 小 曲面 Ao; ,把 它们 合 在 
一 起 构成 曲面 $, 因 此 和 式 


历史 传记 


t Robert Bunsen 
` (1811 — 1899) SlAP, = Š) [二 (1) 
实际 上 就 是 我 们 称 之 为 曲面 S 的 面积 的 一 个 近似 ,而且 当 我 们 细 分 只 ,这 
一 近似 会 改善 .事实 上 ,(1) 式 右 端的 和 就 是 对 以 下 二 重 积分 的 近似 
J r YTA. (2) 
于 是 就 将 这 个 积分 值 定义 为 S 的 面积 ,只 要 此 积分 存在 . 


一 个 实用 公式 
对 任何 曲面 f(x,y,z) = c, 都 有 |YA.p| = IVf] ipl |cos y| ,所 以 
1 llYH 
[cos y| ` ]V f: p| 
结合 (2) 式 就 得 到 求 面积 的 一 个 实用 公式 . 
曲面 面积 公式 
定义 在 一 有 界 闭 平面 区 域 R 上 的 曲面 f(x,y,z) = c 的 面积 为 
y 
曲面 面积 = | (3) 
其 中 p 是 R WBS EJE HV- p> 0. 


于 是 ,面积 就 是 向 量 YA 的 模 ( 长 度 ) 除 以 Vf 在 R 的 法 向 的 数值 分 量 的 绝对 值 的 二 重 积分 . 

公式 (3) EEES REV p= 0 及 Vf 连续 的 假设 下 得 到 的 .但 是 ,只 要 积分 存在 ,就 把 它 
的 值 定义 为 位 于 R 上 的 曲面 /(x,y,z) = c 的 一 部 分 的 面积 . 

在 习题 中 ,我 们 将 要 证 明 : 若 曲面 由 z = /f(x,y) 定义 ,公式 (3) 怎样 得 以 简化 . 


例 1( 求 曲面 面积 )” 求 从 抛物 面 x? + y? - > = 0 的 底 (z = 0) 到 被 2 = 4 截 下 的 曲面 的 面积 . 

解 画 出 曲面 S 及 其 下 方 平面 zy 平面 内 的 区 域 丸 的 图 (图 13.41). 曲面 S 是 等 位 面 
J(x,y,z) = x + -az n 0 的 一 部 分 ,R 为 xy 平 面 内 的 圆 域 :x? + 和 二 4. 尺 的 所 在 平面 的 单 
位 法 向 量 可 以 取 为 p = k. 


13.5 曲面 面积 和 曲面 积分 . 1119 - 


对 曲面 上 任 一 点 (x ,y,z)， 
f(x,y,z) = + y2 — z 
Vf =2xi+ 27j - k 


IVf] =V (2x)2 + (2y)2 + (— 1} 
=V 4x*+4y + 1 


[Vf p| = |vf: k| = |- 1| 
在 区 域 R 上 ,d4 = dxdy, 因 而 


曲面 面积 = [aa 公式 (3) 
R 


= II V 4x2 + 4y? + ldxdy x? 
r E- 


x +y <4 


2r f2 
= | | V 4r2 + 1rdrd0 极 坐 标 
0 0 图 13.41 例 1 中 抛物 面 的 面积 . 
2. 2 
"rl 2 3⁄2 
= = 1 d 
f [zr +1) |: 0 


Z f tar - 1)d0 = S (9 V17 -1). 


II 
人 


例 2( 求 曲面 面积 ) REM zz + y+2 = 2, 
z > 0 被 柱 面 x* + y? = 1( 图 13.42) 截 下 的 帼 形 的 曲 : 
面 面 积 . | 

解 SESAMA, y) = z2 + 2 + 2 = 
2 的 一 部 分 , 它 一 对 一 地 投影 到 xy 平面 内 的 圆 域 
R:x2 + 7y2 < 1. R 所 在 平面 的 单位 法 向 量 p = k. 

在 曲面 的 任 一 点 上 
f(x,y,z) = x2 + 2 + 2 


Vf =2xi + 2yj + 2zk 
因 | m 


ye 
IVf] Se 2/2 E S 


IVfepl=|Vf-k]= |2z|=2z. :>0 
因而 图 13.42 fj 2 中 半球 面 被 柱 面 截 下 的 帽 
形 曲 面 . 
V 242 dA 
aman = [ryti Pa sa Ja. 
(4) 
对 z 往 下 该 怎么 算 ? 


因 z 是 球 上 一 点 的 z 坐标 ,以 z,y 表示 z 为 z = V2- x2 _ 六 .用 它 代 换 (4) RPH z: 


曲面 面积 = V2 [94 - 5 zU c 
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2af rdrdb s 
-vaf a 换 极 坐标 
2r 1 r=1 
z af | _ (2 ) 让 ae 
三 afo -~ 1)d0 = 2r(2 - v42). _ | 


曲面 积分 

现在 我 们 来 讨论 如 何在 曲面 上 “对 一 个 函数 积 
分 ”, 用 刚才 计算 曲面 面积 的 思想 . 

假设 ,举例 说 ,在 曲面 Kx,y,z) = c。 有 一 个 电荷 5 
分 布 ( 见 图 13.43), 且 设 函 数 g(x,y,z) 给 出 在 S 的 每 
点 处 的 电荷 密度 (每 单位 面积 的 电荷 ) , 则 我 们 可 以 用 
下 列 方 法 用 一 个 积分 求 出 S 上 的 总 电荷 . 

先 把 曲面 下 方 平面 区 域 R 分 割 成 我 们 在 定义 5 
的 曲面 面积 使 用 过 的 小 矩形 AA, ,每 个 A4, 正 上 方 对 
应 一 小 片 曲面 Aa, ,再 用 相应 的 切 平面 上 的 一 个 小 平 
行 四 边 形 AP, 近似 它 . 

至 此 ,以 上 构建 过 程 是 作为 曲面 面积 的 定义 方式 
形成 的 ,但 现在 再 附加 一 步 : 算 出 在 点 (xi,yi,a4) 的 g 
MERER elana AP 近似 小 曲面 片 Aos biy M1343 MAER eE s Ett 
总 电荷 .其 道理 是 ,在 当 R 被 分 割 得 足够 细 时 ,整个 TR Eaa EA 
Ac, 上 的 g 值 接近 常 值 且 AP 5 Ao 很 接近 ,几乎 与 FE 
它 一 样 ,而 S 上 的 总 电荷 就 近似 为 ; 


AA 
总 电荷 < 5(m na)AP = Demona) TnT 


车 函数 /定义 在 曲面 $ 上 , 它 的 一 阶 偏 导数 都 连续 , 且 若 g 也 在 $ 上 连续 , 当 R 按 通常 方式 
分 割 得 足够 细 时 , 则 上 一 式 右边 的 和 式 就 趋 于 极限 


Jero riz = Jesod yaa (5) 


此 极限 就 叫做 g 在 曲面 $ 上 的 积分 ,而 且 是 化 为 在 R 上 的 二 重 积分 进行 计算 的 .积分 值 就 是 曲 
面 $ 上 的 总 电荷 量 . 
你 可 能 会 想到 ,只 要 积分 存在 ,(5) 式 中 的 公式 就 给 出 任 一 函数 g 在 曲面 S 上 积分 的 定义 . 


定义 & 在 $S 上 的 积分 和 曲面 积分 
# R Ah S 的 投影 区 域 ,S 由 方程 f(x,y,z) = cE S R 8 是 定义 在 S$ 上 点 的 连续 函 
数 , 则 z 在 S$ 上 的 积分 为 


Setya) Tra, (6) 


其 中 p 是 R 的 单位 法 向 量 且 Vf . p z 0, 此 积分 也 称 作曲 面积 分 . 


13.5 曲面 面积 和 曲面 积分 ` 1121 ` 


公式 (6) 中 的 积分 在 不 同 应 用 中 有 不 同 的 含义 .如 果 z 仅 取 常 数 1 ,积分 为 曲面 S 的 面积 . 
如 果 g 给 出 一 种 形状 为 S 的 薄 壳 的 质量 密度 ,积分 结果 即 为 薄 壳 的 质量 . 


代数 性 质 .曲面 面积 微 元 
以 下 用 do 表示 (1Y PXIYA pl)d4 使 (6) 式 的 积分 写法 简化 . 
曲面 面积 微 元 与 曲面 积分 的 微分 形式 
vf] 
do = paa Jeso (7) 
曲面 面积 微 元 曲面 积分 的 微分 公式 


曲面 积分 有 与 二 重 积 分 一 样 的 性 质 ,如 两 个 函数 和 的 积分 等 于 它们 积分 的 和 ， 等 等 .区 域 


的 可 加 性 写作 
IE = | gdo + | gdo + … + | eao. 


其 思想 是 , 若 被 光滑 曲线 分 割 成 有 限 光 滑 非 交 曲 面 片 ( 即 sS 分 片 光滑 ) , 则 在 S$ 上 的 积分 就 是 
各 分 片 积分 之 和 . 于 是 ,一 个 函数 在 一 个 立体 表面 上 的 积分 就 等 于 在 该 立体 所 有 各 面 上 的 积 
之 和 .又 如 在 一 个 龟 壳 上 的 积分 ,可 在 互相 联接 的 各 小 片上 积分 ,再 把 所 有 结果 相 加 、 


例 3( 在 曲面 上 的 积分 ) 对 g(x,y,z) = xyz 在 第 一 卦 
限 被 平面 x = 1,y = 1 和 z = 1 截 出 的 正方 体 的 表面 上 积分 | 
(图 13.44). 

解 对 xyz 在 6 个 侧面 之 每 一 面 上 积分 ,再 把 所 有 结果 
相 加 .由 于 在 位 于 坐标 面 的 所 有 侧面 上 xyz = 0, 因 此 在 正 
方 体 表面 上 的 积分 化 成 


j xyzdo = [| wzas + IEZ + IEZA 


T 4 面 Bü Cm 
在 A 面 :f(x,y,z) = z = 1, 投 影 到 xy 平面 正方 形 区 域 / 
Ry : 0 < x < 1,0 = y = 1,#E3Z H IB] AI X Pü R,,, 有 r” 面 8 
p=k, YA=k，|Yrl= 1, 
IVf/-p|= |k.-k|= 1 图 13.44 例 3 的 立方 体 . 


V 1 
do = Vf-p dA = 工 dxdy = dxdy 


xyz = xy(l) = xy 


1r1 1 1 
|| was = | zyazay = | | waxay = | dy = +: 


4 面 R 
sy 


对 称 性 告诉 我 们 ,zyz 在 8 面 与 C 面 上 的 积分 也 是 二 , 故 
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定向 

称 光滑 曲面 $ 可 定向 或 是 双 侧 的 ,如 果 有 可 能 在 S 上 定义 一 个 单位 法 向 量 n 的 场 使 得 n 可 
以 连续 地 随 位 置 变化 ,一 个 可 定向 的 曲面 的 任何 子 部 分 也 是 可 定向 的 .空间 的 球面 和 其 它 光滑 
闭 曲 面 (包围 立体 的 光滑 表面 ) 都 是 可 定向 的 .为 方便 起 见 ,我 们 就 选 闭 曲 面 上 的 法 向 n 指 向 外 
MI. 

一 且 选 定 n, 我 们 就 说 已 给 曲面 定向 , 且 把 带 有 法 向 场 的 曲面 称 为 有 向 曲面 .在 任 一 点 的 
向 量 n 就 称 为 在 该 点 的 正方 向 (图 13.45). 


正 向 


图 13.45 空间 中 的 光滑 闭 曲 面 是 定向 
的 .单位 外 法 向 量 定义 每 点 上 的 正方 向 ， 


图 13.46 中 的 Möbius 带 不 是 可 定向 的 .无 论 你 从 哪儿 开始 构建 一 个 连续 的 单位 法 向 量 场 
(如 图 中 按 钉 头 所 示 ) , 按 图 中 所 示 方 式 绕 曲 面 连续 地 移动 向 量 使 它 回 到 原 出 发 点 ,但 n 的 方向 
与 出 发 时 的 方向 正好 相反 .在 该 点 的 向 量 不 能 同时 指向 两 个 方向 ,但 车 场 是 连续 的 它 必 是 这 
样 .我 们 的 结论 是 这 样 的 场 是 不 存在 的 . 


13.46 要 做 一 个 Möbius 带 , 取 一 长 方 
形 纸 条 abcd ,把 bc 边 扭 一 下 后 ,再 把 纸 条 
粘 合 在 一 起 使 a 对 c ,5 对 d.Mabius 带 是 不 
可 定向 的 ,或 称 为 单 侧 曲面 


曲面 积分 求 通 量 
假设 为 定义 在 有 向 曲面 $ 上 的 连续 向 量 场 ,并 且 n 为 曲面 上 选 定 的 单位 法 向 量 场 ,我 们 
称 F.n 在 S$ 上 的 积分 为 下 沿 正 向 穿 过 S 的 通 量 .因此 , 通 量 就 是 在 外 法 方向 n 的 数量 值 分 
EE S 上 的 积分 
定义 Wm 
三 维 向 量 场 下 沿 外 法 向 n 穿 过 有 向 曲面 S 的 通 量 为 
通 量 = | F- nao. (8) 


此 定义 与 二 维 向 量 场 F 穿 过 平面 曲线 C 的 通 量 的 定义 类 似 .在 平面 (13.2 节 ), 通 量 是 在 
曲线 法 向 上 的 分 量 的 积分 


+ A VA hs NE 山 


13.5 曲面 面积 和 曲面 积分 ”1123 ， 


fr ° nds. 
如 果 下 是 三 维 流体 的 速度 场 ,F 穿 过 S 的 通 量 就 是 流体 在 所 选 正方 向 上 穿 过 $ 的 净 速 率 . 
我 们 将 在 13.7 节 较 详细 地 讨论 这 种 流体 . 
MR $ 是 等 值 面 &(x,y,z) = c 的 一 部 分 ,那么 n 可 以 取 两 个 场 中 的 一 个 


n= YT (9) 


但 要 取决 于 指定 的 方向 ,相应 的 通 量 则 为 


通 量 = | F- ndo 
_ .*+Va) |V el 
-f(r e 用 (9) 和 (7) (8) 


-| rs (10) 


例 4( 求 通 量 ) ORF = yzi+ z2k 穿 出 曲面 S 的 通 
量 ,5 为 柱 面 y + 2 = 1,z > 0 被 平面 x = 0 及 x = 1 N i 
截 下 的 部 分 . 

解 ”S$ 上 的 外 法 向 场 可 以 由 g(x ,7y,z) = y? + 2 BJ 
梯度 计算 得 


证 mi a 2yj + 2zk 
8 V 4 和 2 + 42 + 42° (1,-1,0) 


2yj + 2zk ; Z Che lad 
= B k. y a 
a yj+z 
pa Te 图 13.47 。 例 4 计算 向 量 场 通过 曲面 的 通 
4 
da = eya = T244 = = 量 , 阴 影 区 域 Ray 的 面积 为 2. 
去 掉 绝对 值 是 因为 在 $ 上 ,z > 0. 
在 曲面 上 的 F .mn 的 值 为 
F. n = (yzj + 22k) - (yj + zk) 


=y2z + 2 = z(y? + 22) 
==, ESE, + 2 <=1 
因此 ,F 穿 出 S 的 通 量 为 
fE- nao = Ta) (1a4) = aa = R, 的 面积 - 2 | 


薄 壳 的 矩 和 质量 


薄 帝 形 物体 像 碗 、 金 属 雹 和 圆 顶 , 都 是 由 曲面 定形 的 . 表 13.3 列 出 了 计算 它们 的 矩 和 质量 
的 公式 . 
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表 13.3 ”很 薄 的 克 的 质量 和 和 矩 的 公式 
质量 : MM -= Saydo (3(x,y,z) = 在 (x,y,z) 的 密度 ,每 单位 面积 质量 ) 


关于 坐标 平面 的 一 阶 矩 : 
Mp = | sa， Ma = Joas, My = sao 


质心 坐标 : 
ž = Ms/M, y = M/M, z= M,/M 
关于 坐标 轴 的 惯性 矩 : 


L, = > sao, 1, = See + oao, 
sS s 


Tm fe + y?)ódo, L, = foao, 
5 


5 


r(x,y,z) = 点 (x,y,z) 到 直线 LHES 
关于 直线 L 的 旋转 半径 : R, = /LZ/M 
[二 二 ==- 


例 5( 求 质心 ) 求 半径 为 e ,密度 为 常数 6 的 薄 半球 这 的 质心 . 
解 ”用 半球 形 


f(x,y,z) = 2 + 2 + 2 = ao，z>0 


为 壳 建 模 ( 图 13.48) .球面 关于 z 轴 对 称 说 明 # = 7 = 0. 仅 余下 z 要 用 公式 = M,,/M 来 求 . 


图 13.48 密度 为 常数 的 球 壳 的 质心 在 
对 称 轴 上 从 底 至 顶 的 一 半 . 


球 壳 的 质量 为 
M = [sas = al da = (6)(S 的 面积 ) = 2ra28 . 
要 算 M. 的 积分 , 取 p = k, 作 计算 
[vf|=|2xit2yj+2zk| = 2V + y + Z = 2a 


IVf- p| = ]|Vf:k| = |2z| = 2z 


V a 
do -Tra = Z qA. 


则 
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òa || dA = alna’) = Sra3 


o 


习题 13.5 


曲面 面积 


1. 求 抛物 面 x*+ 2 — z = 0 被 平面 : = 2 截 下 的 曲 
面 面 积 . 

2. 求 抛物 面 xz + 2 -2 = 0 被 平面 :=2 和 :=6 截 
下 的 带 状 曲 面 的 面积 . 

3. 求 被 抛物 柱 面 x = y 3 x = 2 - y 截 下 的 平面 
x+2y+2z=3S 的 区 域 的 面积 . 

4. 求 位 于 xy 平面 内 由 x = /3,y = 0 和 y = x 所 围 
三 角形 之 上 曲面 x* - 2: = 0 部 分 的 面积 . 

5. 求 位 于 xy 平面 内 由 x = 2,y = 0# y = 3x 所 用 
三 角形 之 上 的 曲面 x -2y -2z = 0 的 面积 . 

6. 求 球面 x* + 2 + 22 = 20908: = V x2 + yr R F 
的 帆 形 这 面积 . 

7. 求 从 平面 z = cx 被 圆柱 x* + y* = 1 截 出 的 椭圆 面 
积 (e 为 常数 ). 

8. REE + 2 = 1 夹 在 x* =+ 广 和 y=+ 方 之 
间 的 上 部 的 面积 . 

9. 求 抛 物 面 x = 4- 和 -于 位 于 和 平面 内 环 域 1 < 
x* + y2 < 4 之 上 的 部 分 的 面积 . 

10. 求 抛物 面 x** + y+ 2 = 2 被 y = 0 截 下 的 曲面 的 
面积 ， 

ll. 求 曲 面 x* -2lnx + V1i5y-z=0 在 xy 平面 内 方 
域 R:1<x<2,0< yy 万 1 之 上 部 分 的 面积 . 

12. 求 曲面 2x?2 + 2y? - 3; = 0 在 xy 平面 内 方 域 
R:0<x<1,0<y<1 上 的 部 分 的 面积 . 


曲面 积 

13. 在 第 一 卦 限 由 x = a,y = a,z = aa 割 出 的 正方 
体 表 面 上 对 g(x,y,z) = x+ y + z fay. 

14. 将 g(x,y,z) = y + z 在 第 一 卦 限 由 坐标 平面 , 平 


面 x*=2 和 y+z = 上 1 所 图 部 分 的 边界 上 积分 . 
15. 将 g(x,y,2) = xyz 在 第 一 填 眼 由 平面 x = a, 
y= 上 5b 和 2 = c 截 下 的 长 方 体 表面 上 积分 . 

16. 将 g(x,y,z) = ayz 在 由 平面 + =+ a,y =b, 
z =+ 上 (所 围 的 长 方 体 的 表面 上 积分 . 

17. 8 e(z.y,z) = x+7y+z 在 平面 2* + 2y + z = 2 
位 于 第 一 卦 限 的 部 分 上 积分 . 


18. 将 gx,y,z2) = x V y+4 在 抛物 柱 面 y+4z = 16 
被 平面 + = 0,x = 1 和 = 0 截 下 的 曲面 上 积 


穿 过 曲面 的 通 量 
题 19 和 20, 求 场 F 穿 过 所 给 曲面 沿 特 定 方向 的 通 量 . 
19. F(x,y,z) =- i+ 2j + 3k, 
S: 长 方形 表面 z = 0.0< x < 2,0 < y < 3,72 
向 :k. 
20. F(x,y,2) = yi- 2j + xzk, 

S:y=0,- 1==<x=2,2=< z =< 7,Jri3: — j. 
题 21 - 26, 求 场 了 穿 过 在 第 一 填 限 球面 2 + y + Z 
= a? 的 一 部 分 沿 从 原点 向 外 方向 的 通 量 
21.F(x,y,z) = zk 
22.F(x.y,z) =- yi + xj 
23.F(x,y,z) = vi- xj+k 
24.F(x,y,z) = zxi + zyj + 22k. 
25.F(x,y,z) = xi + yj + zk 
xi + yj + zk 
27. 求 场 F(r,y.z) = zi + zj-3zk 穿 出 抛物 柱 面 z 

= 4- 人 入 被 平面 x = 0,x =1 和 >z =10 所 截 下 部 

分 向 外 的 通 量 . 

28. 求 场 F(x,y.z) = 4xi+4+2k 穿 过 由 抛物 面 

z = x+ y 的 底部 被 : = 1 所 截 向 外 的 通 量 ( 离 

JF z 轴 方 向 ). 


26.F(x,y,z) = 
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29. 


31. 


32. 


设 $ 为 柱 面 y = ex 在 第 一 卦 限 的 部 分 , 它 的 投影 
平行 于 x 轴 为 yz 平面 的 区 域 R,:1<y<2,0< 
z 1( 见 下 图 ). 设 n 为 $ 的 单位 法 向 量 , 指 向 远 
离 六 平面 的 方向 . 求 场 F(x,y,z) = -2i+ 2yj+ 
zk 沿 n 穿 过 5 的 通 量 . 


. 设 5 为 柱 面 y = Inx 在 第 一 卦 限 的 部 分 , 它 的 在 xz 


平面 上 的 投影 平行 于 y 轴 ,是 矩形 域 R。: 1 < x 
< e,0 < z < 1. X n 2 S BJ Š fu E [BJ El ,总 指向 
离开 xz 平面 方向 . 求 F = 2yj + zk 沿 n 方 向 穿 过 
5 的 通 量 . 

求 场 = 2xyi+ 2 yz] + 2xzk 穿 过 第 一 卦 限 由 平面 
x= 4,y = a,z = a 围 成 的 正方 体 表面 向 外 的 通 
BE. 
求 场 F = azi + yzj + k FAERIE x? + y2 + ? < 
25 被 = 3 截 下 的 上 部 帐 形 曲面 向 外 的 通 量 . 


和 矩 和 质量 


33. 


34. 


35. 


37. 


Eo RRE +y + 2 = a? 位 于 第 一 卦 限 
部 分 的 形 心 . 

形 心 求 柱 面 2 + 2 = 9,z > 0 被 平面 x = 0 
和 x = 3 截 出 部 分 的 形 心 (图 如 例 4 的 曲面 ). 
BEREA 。 求 一 薄 壳 的 质心 和 关于 z 轴 的 惯 
性 矩 和 旋转 半径 , 设 其 质量 密度 为 常数 o ME 
为 锥 面 x2 + 22 - z? = 0 被 平面 z = 1 和 :=2 所 
截 下 的 部 分 . 


. 常 密度 的 锥 面 壳 求 锥 面 4x? + 4⁄2 _ 2 = 0,z 


> 0 被 圆柱 面 x? + y = 2x 割 出 部 分 薄 壳 关于 : 

轴 的 惯性 矩 , 设 其 密度 为 常数 6( 见 右上 图 ). 

RK 

(a) 求 半径 为 ,密度 为 常数 6 的 薄 球 过 关于 一 
条 直径 的 惯性 矩 ( 先 对 半球 壳 作 计算 , 再 两 
WAR). 

(b) 用 平行 轴 定 理 (习题 12.5) 及 (a) 部 分 的 结果 
求 关 于 与 球 壳 相 切 的 -一 条 直线 的 惯性 迭 


x á 或 


r=2 cos 0 


第 36 题 图 


38. (a) 带 与 不 带 冰 淇 凌 形 的 锥 面 ” 求 底 半 径 为 a， 


高 为 h 的 锥 体 侧 面 的 形 心 ( 不 含 底面 ). 

(b) 用 Pappus 公 式 ( 习 题 12.5) 及 (a) 中 结果 求 立 
体 锥 全 部 表面 的 形 心 . 

(c) 为 学 而 写 一 个 半径 为 a, 高 为 的 锥 与 一 
个 半径 为 a 的 半球 相 接 ,形成 一 个 类 似 冰 淇 
凌 的 表面 S.F Pappus 公式 及 (a) 中 的 结果 
和 例 5 求 S 的 形 心 . 锥 得 多 高 才能 使 形 心 位 
于 半球 和 锥 的 公共 底 平 面 上 ? 


曲面 z = f(x, y) 


图 13.49 ”对 一 个 曲面 zx = f(x,y), 
求 该 曲面 面积 的 公式 等 式 (3) 也 可 取 
以 下 形式 


4 = | VE Erias. 
R 
xy 


13 .6 
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求 曲面 面 积 的 特定 公式 

E S 为 由 函数 > = f(x,y) 定义 的 曲面 ,f 在 xy 平面 
的 投影 区 域 R 上 的 一 阶 偏 导数 处 处 连续 
(图 13.49), 于 是 5 也 可 看 成 消 数 F(x,y,z) = 
f(x,y) - z 的 等 值 面 F(x.,y,z) = 0. 取 R, 的 单位 
法 方向 为 p = k TEA 

[IVFI= firfj-k|= /fí+ fi +1 
| Vp. p| = |(Gi+ fj-k)-ki= |-1|= 1 


及 
f Whaa = | VFR ridrdy, 
(11) 


类 似 地 ,在 yz 平面 的 区 域 R, 上 光滑 曲面 x = f(y,z) 
的 面积 为 
4 = II Vf? + fè + ldydz, (12) 


R 


在 xz 平面 区 域 Re- 上 定义 的 光滑 曲面 y = f(x,z) 的 


面积 为 
4 = III Vf + f + 1drds. (13) 


用 公式 (11) - (13) 求 题 39 - 44 中 的 曲面 面积 . 

39. 抛物 面 z = x+ y? 被 平面 z = 3 割 出 的 下 部 曲 
面 . 

40. 抛物 面 x = 1-y*- 229 yz 平面 制 下 的 “鼻梁 ” 
形 曲面 . 

41. 锥 面 z = V x + 2 位 于 xy FHAN x+y = 1 
和 椭圆 9x? + 47”= 36 之 间 区 域 之 上 的 部 分 (提示 : 
用 几何 上 求 区 域 面积 的 公式 ). 

42. 平面 2x* + 6y + 3z = 6 被 第 一 卦 限 的 坐标 平面 截 
出 的 三 角形 的 面积 , 用 三 种 方法 计算 ,一 次 用 一 
个 面积 公式 . 

43. 柱 面 y = (2/3)z? 人 被 x = 1 #l y = 16/3 两 平面 
截 得 的 第 一 卦 限 的 部 分 曲面 

44. 平面 y+z = 4 位 于 xz 平面 被 抛物 线 x = 4- 2 
截 出 的 第 一 象限 区 域 之 上 部 分 的 面积 . 


参数 化 曲面 


曲面 的 参数 化 。 曲面 面积 。 曲面 积分 


在 一 个 平面 内 定义 曲线 有 三 种 方式 : 

显 形式 : 

隐形 式 : 

参数 向 量 形式 : 

空间 中 曲面 也 有 类 似 的 定义 方式 : 
显 形式 : 

隐形 式 : 


y = f(x) 
F(x,y) = 0 
rtt) = f ti+ g(t)j, asgstsgb. 


z = f(x,y) 
F(x,y,z) = 0. 


也 同样 还 有 一 种 参数 形式 .是 用 两 个 变量 的 向 量 函 数 给 出 曲面 上 一 点 的 位 置 .本 节 进 -- 步 研究 


用 参数 描述 曲面 面积 和 求 曲面 积分 . 


曲面 的 参数 化 
设 


r(u,v) = /(u,u)i+ g(u,u)j+ h(u,u)k (1) 
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为 由 平面 内 一 区 域 凡 上 定义 的 连续 向 量 值 函 数 , 且 与 
R 内 部 1 - 1 对 应 (图 13.50). 称 r 的 值 域 为 所 定义 的 
曲面 5, 或 由 r 所 画 出 的 曲面 5. 方 程 (1) 连同 它 的 定 
义 域 RR 就 构成 曲面 的 参数 化 .变量 u 和 vw 叫做 参数 ,RR 
称 为 参数 定义 域 . 为 简化 起 见 , 我 们 取 R 为 由 不 等 式 
a <u=b,c <v<d 定 义 的 矩形 域 .要 求 r 与 R 内 
部 的 点 一 对 一 保证 S 不 穿 过 自身 .注意 :实际 上 方程 
(D 是 三 个 参数 等 式 ， 

x = Fun)，y= g(u,o), z= h(u,v) 
定义 的 向 量 . 

例 1( 将 锥 面 参数 化 ) OREN z = Vx +y， 
0 < z < 1 的 参数 方程 . 

解 ”此 处 , 柱 坐 标 为 我 们 提供 一 切 需要 . 锥 面 上 
一 典型 点 (x,y,z)( 图 13.51) 用 柱 坐 标 表示 , 则 为 
x = rcos 0,y = rsin 0 #lz = Vx +y = r, dh 
0 三 r 芝 1 及 0 三 0 三 2r. 在 公式 (1) 中 取 z = r,y = 
0 就 得 到 锥 面 的 参数 式 

r(r,0) = (reos 0)i+ (rsin 0)j + rk, 
0 < r =<1,0 < 9 «2. | 


š (Xx, y, 2) = 
r(r,0)= (r cos D)i (r cos 9, r sin 6. r) 


+ (rsin 0)j +rk 


图 13.51 例 1 的 锥 面 . 


f 参数 化 


曲线 = 常数 


ai 


r(u, v) = f(u, v)i + g(u, V)j + h(u, v)k. 


曲面 上 点 的 位 置 向 基 ( 向 径 ) 


图 13.50 参数 化 曲面 . 


, 


(x, y, z)= (asin ó cos 0, a sin ó sin 0, a cos ó) 


图 13.52 例 2 中 的 球面 . 


例 2( 将 球面 参数 化 ) 求 球面 的 参数 方程 ,球面 为 x**+ 2 + 2 = a. 
解 ” 球 坐 标 正好 提供 给 我 们 所 需要 的 一 切 , 球 面 上 (图 13.52) 一 典型 点 (x,y,z) 换 成 球 
面 坐 标 为 x = asin $sin 0,y = asin $sin 0 fllz = acos $,0 < $ < 7,0 < 0 < 2x, 在 方程 (1) 


Hitu = $,v = 0 就 得 到 球面 的 参数 式 


r($,0) = (asin $cos 0)i + (asin $sin 0)j + (acos $)k, O< $ <z,0< 0 < 2z. | 
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例 3( 将 圆柱 面 参数 化 ) RAH x + (y - 3) = 9,0 < z < 5 的 参数 方程 . 


圆柱 : 
xz2+(y 一 3)2=9 


或 


r=6sinð 


本 


E 13.53 例 3 中 的 柱 面 . 


20, 6 sin?ð, z) 
r=6sin 0 


解 ” 用 柱 坐 标 表示 点 (x,y,z), 得 x = rcos 0,y = rsin 9 及 z = z. 对 圆柱 面 x? + (y - 3)° 

= 9 上 的 点 (图 13.53), 其 方程 与 其 底 在 xy 平面 内 的 圆柱 面 的 极 坐标 方程 是 一 样 的 ; 

x? + (y? -6y + 9) =9 

r? — 6rsin 0 =0 

或 

r = 6sin 0, O< =<. 
圆柱 面 上 一 典型 点 (x,y,z) 的 坐标 因此 为 

x =r cos 0 = 6 sin 0 cos 0 = 3 sin 20 


y =r sin 0 = 6 sin20 


z = z. 
在 方程 (1) PR u = 0 和， = xz, 得 此 圆柱 面 的 参数 式 
r(0,z) = (3sin 20)i + (6sin20)j + zk, 0 < 0 =< zx,0 < z < 5. |] 


ARAR 
以 下 我 们 的 目的 是 要 通过 二 重 积分 来 求 由 参数 方程 
i r(u,v) = f(u,v)i+ glu,v)j+ h(u,s)k, a <u=<b,c < =<4 
确定 的 曲面 S 的 面积 .为 下 面 进一步 展开 讨论 方便 ,我 们 需要 S 是 光滑 的 ,而 光滑 的 定义 要 涉 
X rT u 及 wv 的 偏 导数 : 
ar _ 9f; 98, , 2h ar afi ag ,oh 


u =Ju T Ju +t dt ak r=7, = av ap) aP 


定义 “光滑 参数 曲面 
一 个 参数 化 曲面 r(u,v) = f(u,v)i+ glu,v)j+ h(wu,v)k 是 光滑 的 , 若 r, Ar, 都 连续 


Ë r, x r, 在 参数 定义 域 上 恒 不 为 零 . 


现 考虑 R 内 的 小 矩形 A4,, , 它 的 四 边 在 直线 u = uo u = ut+Auv= vo 和 v= vo + Av 
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图 13.54 一 个 ww 平面 中 的 矩形 面积 元 映射 为 S$ 上 的 一 块 曲面 面积 元 . 


上 (图 13.54).A4 的 每 一 边 在 曲面 $ 上 匹配 一 条 曲线 ， 四 条 曲线 共 围 出 一 个 “小 曲面 元 "Ac , 
以 图 中 记 法 , 边 o = vo 映 过 去 成 曲线 C , 边 u = wo 映 到 G2, 它们 的 公共 顶点 (wo,vo) 映 到 Po. 

13.55 显示 的 是 放大 的 面积 元 Acw. 向 量 r(zo,zo) 在 Po 与 C1 相 切 , 同 理 ,r,(wuo,wvo) 在 
Po 与 C, 相 切 .又 积 rx r, 为 曲面 在 点 Po 的 法 向 ,( 这 儿 开 始 使 用 S 是 光滑 的 假设 ,我们 要 保 
HE r, xr, = 0.) 


图 13.55 放大 了 的 曲面 面积 元 Ao, 图 13.56 由 向 量 Aur, 和 Avr, 确定 的 
平行 四 边 形 近似 曲面 面积 元 Ao,,. 


下 面 我 们 用 切 平面 上 的 小 平行 四 边 形 来 近似 小 曲面 面积 元 Ac，, 它 的 边 长 由 向 量 Awur, 和 
Avr,( 图 13.56) 决定 ,小 平行 四 边 形 的 面积 
|Aur, x Avr, | = Ir, x r, | AuAv. (2) 
ue 平面 内 由 小 矩形 域 A4,, 对 区 域 R 的 一 个 划分 产生 一 个 把 曲面 $ 剖 分 成 小 曲面 面积 元 Ac。 
的 划分 .我 们 以 公式 (2) 的 小 平行 四 边 形 面积 近似 每 个 小 曲面 面积 Acw ,于 是 所 有 这 些小 面积 
的 和 就 是 曲面 S 面积 的 一 个 近似 : 
2 2 lr, x ,|AuAv. (3) 


当 Au 和 Av 独立 地 趋 于 零 , 由 r, 及 r, 的 连续 性 便 保证 (3) 式 中 的 和 趋 于 一 重 积分 
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上 站 ex rdudv. 此 二 重 积分 给 出 曲面 s 的 面积 . 


参数 方程 求 光 滑 曲 面 面 积 公 式 
光滑 曲面 rCu,v) = f(u,v)it glu,v)j+ hlu, v)k,a < u < b,c < v < d 的 面积 为 


drb 
A = | | mxmldad (4) 


r, xT, |dudv 改写 成 dc 以 化 简 公 式 (4) 中 积分 的 写法 . 


同 13.5 节 一 样 ,也 可 以 把 


CD-ROM 


C 曲面 面积 微 元 与 曲面 面积 的 微分 形式 公式 


CD-ROM 
WEBsite do = |r, x r, | dude fao (5) 
历史 传记 ` 
a, = 曲面 面积 的 微 
‘ André Marie Amperé 曲面 面积 微 元 形式 公式 分 


(1775 — 1836) 


例 4( 求 曲面 面积 ( 锥 面 )) 求 例 1 中 锥 面 的 表面 积 (图 13.35). 
解 ” 例 1 中 ,已 找 出 了 锥 面 的 参数 式 
r(r,0) = (reos 0)i+ (rsin 0)j + rk, O < r < 1,0 < 0 < 2x. 
为 应 用 公式 (4) ,得 先 求 r, x ra: 
i j k 


r, xro =| cos sin 0 1 


— rsin Ô rcos 0 0 


= — (recos 0)i — (rsin 0)j + (rcos20 + rsin20)k. 
— s n 


r, x ro | = V rceos20 + risin + r: = /2F = V2r. 锥 面 面 积 为 


于 是 ， 
2x fl 
4=| "| |r,x rldrde 公式 (4) 中 =r,v=0 
0v0 


-| | rarae _ P Bao = F (2r) = xV5( 平 方 单位 )， 


例 5( 求 球面 面积 ) REBA 的 球面 表面 积 ， 
解 ”这 里 用 例 2 得 到 的 球 的 参数 式 
r($,0) = (asin gcos 0)i + (asin $sin 0)j + (acos $)k, 0 < ? < r,0 < 0 < 2x. 


3R r; x rg, 得 


i j k 
rs x ra = | acos $cos 0 acos gsing -— asin $ 
— asin $sin 0 asin gcos 0 0 


= (a2sin2 $cos 0)i + (a?sin? $sin 0)j + (a?'sin écos $)k. 


于 是 
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rs x re| = V atsintócos20 + afsin4gsin20 + atsin cos $ 
= V oa4sin4g + a?sin?”'$cos $ = y atsin'$(sin2$ + cos2$) 
= a?Vsing = a2sin $ 
因 当 0 < é < x 时 ,sin $ > 0. 所 以 球面 的 面积 为 
4 -| em gdgdb = | | 


-| “247d0 = 4xa (平方 单位 ). -| 


曲面 积分 
在 建立 了 用 曲面 参数 方程 求 面 积 的 公式 后 ,我们 就 可 以 讨论 函数 在 以 参数 形式 表示 的 曲 
面 上 的 面积 分 了 . 


定义 ”以 参数 方程 表示 的 光滑 曲面 上 的 积分 
E SEUSAN rlu, v) = flu,v)i+ glu,v)j+ h(u,v)k,agu < b,c < v < dE 
义 的 光滑 曲面 ,又 G(x,y,z) 是 定义 在 $S 上 的 连续 函数 , 则 C 在 $S 上 的 积分 为 


dr 
| etx,7,2)ao -f G(flu,v), glu, v), h(u,v))|r, x r, |dudv. 


s 


例 6( 由 参数 方程 定义 的 曲面 上 的 积分 ) 计算 G(x,y,z) = l EEM z= V 2 + 2.0 < 
z< 1 EWES. 
解 ”继续 例 1 与 例 4 的 工作 ,已 有 结果 |r, x ra| = V2r， 


2x (l 
[ao -Í | (rcos’0) (V2r) drd0 x = rcos 0 
o Jo 


R 
2r 1 2r 
- zJ | ricos20drd0 = 2f cos’ 0d 
o Jo 4 Jo 


V21 0 Es < TV2 
=" [7 + Feino] SS _ 


0 
例 7( 求 通 量 ) RF = yzi+ xj- zk 向 外 穿 出 抛物 柱 面 
y= x2,0 < x < 1,0 < z < 4 的 通 量 ( 图 13.57,n 如 图 所 示 ). 
解 在 抛物 柱 面 上 由 于 有 x = x,y = #l z = z, 因 此 自动 0. 0,24) 
得 到 其 参数 方程 r(x,z) = xi+ xj + zk,0 < x < 1,0 < z < 4,10 
切 向 量 的 又 积 为 


O — = 
© 


指向 曲面 外 的 单位 法 向 量 是 本 
图 13.57 例 7 的 抛物 面 . 
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t = r, x r, = 2xi-j 
|r xm Vari+l 


在 曲面 上 ,y = x*, 所 以 向 量 场 


F = yzi + xj- Zk = x2zi + xj- 2k. 


于 是 ， 
"n= l 2z)(2 x)( — 1 _ (0) Ü 252 - z 
Dn = )(2x) + (x)(- 1) + ( ( c. 
通过 曲面 F 向 外 的 通 量 为 
4f1 2,32; — x 
Jr - ndo -| AEN x r,|dxdz 
4 人 2x3z — x 2 
- E] A V4x% + ldxdz 
4 1 4 1 1 xal 
-|j orz: — x)dxdz = | [去 vs = 2] dz 


4 


-| 1 _ 1)dz = +G -1)? 


0 


1 1 
= 4(9) - 4(1) = 2. 


例 8( 求 质心 ) 求 密度 为 常数 6, 由 平面 z=1 和 z=2 


截 下 的 薄 锥 形 平 截面 z = / x? + y 的 质心 (图 13.58). 

解 ”曲面 关于 z 轴 的 对 称 性 说 明 :z = y = 0. 利 用 例 1 
和 例 4 的 结果 ,以 下 只 须 求 = 有 M,,/M, 因 有 
r(r,0) = rcos ĝi + rsin 0j + rk, 1 =< r <2,0 < 0 < 2n, 


及 


r, x ro | = V2r. a k a 
因此 k. 
2x 2 
M = [sas = | [evardrdo 
s S SN: 图 13.58 由 锥 面 := V x< + 六 被 
2 2 2 2x A 
= 3v3| [5] dg = avaf (2 -jao 平面 = 1 和 = 2 截 下 的 薄 锥 形 平 
0 1 0 


4 截面 .( 例 8) 
s|] = 382 


2r 2x [2 2n r À 
= | azao -| 上 srv5rdrde = avaf | Parao = a 2| [=] a 
i 0 41 0 41 0 3 1 


= 
" 


aaf” Tag =- lrs 
3 3 


— My 14x6V2 1 


Zz = 9 


M ` 3(3z<ë/2) 
于 是 薄 壳 质心 在 点 (0,0,14/9). 


HEA 5 5 8 > 


习题 13.6 


求 曲面 的 参数 方程 

第 1-16 题 , 求 曲 面 的 参数 方程 .( 做 这 些 题 有 许多 
正确 的 方法 ,所 以 你 的 答案 可 以 与 书后 答案 不 
t$.) 

1. Øi z = x’ z < 4. 

2. 抛物 面 : = 9 - < — >2.: > O 

3. 锥 形 平 截面 : = Lt Aps 0M3 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


10 


11. 


12. 


13. 


14. 


的 第 : 卦 限 部 分 . i 

EEFE i: = 2 C +r kE = 28 
z = 4 之 问 的 部 分 . 

BRAI) PR l a l+ oE ENR i E 
z = a + v) RRRA Y. 


RE PR l. l+ 22 =4 在 第 PIR E E zy F 
面 和 锥 面 : = V C y ZRA. 

球 带 Rett = 3 夹 在 平面 : = 5 和 
:= - G 之 则 的 带 状 部 分 ， 

球 冠 ”球面 + 2 + 22 = 8 被 平面 := -2 所 截 


出 的 上 部 . 
平面 间 的 抛物 柱 面 ”抛物 柱 面 : = 4- y? 被 平面 
+=0,x=2 和 ;=0 截 出 的 部 分 曲面 . 


.平面 间 的 抛物 柱 面 ”由 抛物 柱 面 = x 被 平面 
z=0,2=3 和 =2 和 截 汕 的 曲面 . 

Atm AHE +? =9 在 x+ =0 和 x =3 
之 间 的 部 分 . 

Eit m f BE C + z = 4 在 xy 平面 之 上 
来 在 y= - 23 y = 2 之 间 的 部 分 ， 

在 柱 面 内 的 斜 平面 ”平面 x+v+z=1 在 下 列 
曲面 内 的 部 分 . 

(a) EREI x? + 2 = 9, 

(b) #E#EIñI y” + z! = 9 IÑ 

在 柱 面 内 的 斜 平面 r-o + 2: = 2 # F 5) BH BI 
内 的 部 分 . 

(a) 在 柱 而 x+ z = 3 内 ， 

(b) 在 柱 面 y+ 2 = 2 内 . 


15. 圆柱 面 夭 ”性 面 (x* - 2)”+: =4 在 y=0 与 
y = 3 之 问 的 部 分 . 

16. AHM HEI 2 +(z-5$) = 25 夹 在 x = 0. 
x = 10 间 的 部 分 . 

参数 化 曲面 的 面积 


第 17 - 26 是 .用 参数 形式 将 曲面 面积 表示 作 一 个 一 


重 积分 然后 计算 之 . (许多 方法 建立 积分 都 是 正确 


的 ,所 以 你 的 答案 可 以 与 书后 答案 不 一样 .可 是 , 计 

FA OK ME.) 

17. 柱 内 斜 平面 “平面 y + 2z = 20ER 220 2 = 1 
的 部 分 . 

18. 柱 内 的 平面 在 圆柱 x? + > = 4 内 部 平面 
z=- x BJ EB yr. 

19. 锥 形 平 截面 ” 锥 面 夹 在 平面 : = 2 和 :z = 6 之 间 
的 部 分 . 

20. EEFE MH: - YC kE; = 1 和 
z= $ 之 问 的 部 分 ， 

21. AH AEH = 13EZE: = 1 fü: = 4 
之 间 的 部 分 . 

22. AHA AHE a 2 = 10 36 E y = - 1 fi 
y = 1 之 间 的 部 分 . 

23. 抛物 帽 。” 抛物 面 : = 2- <? -被 锥 面 > = 
w+ 阅 截 下 的 帆 状 部 分 . 

24. 抛物 带 抛物 面 zx = y RE = 1 和 >z =4 
之 间 的 部 分 . 

25. 球面 截 下 部 分 RA +r + 2 = 2 被 锥 面 截 


26. 


出 的 下 面部 分 ( 球 冠 优势 部 分 ) . 
球 带 球面 x+ +22 = 4 夹 在 平面 z=-1 
RL: = 3 的 部 分 . 


在 参数 形式 的 曲面 上 积 
第 27 - 30 题 在 给 定 曲面 上 对 给 定 函 数 积分 . 


27. 抛物 柱 面 
O< uw <2.0< : <3FEk. 


28. AHA 


G(x,Y,z) = x ,在 抛物 柱 面 y = x, 


Glx.y,3) = 3, 在 圆柱 面 y? + z? = 4, 
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z > 0,1 < x <4 上 的 部 分 . 

29. 球面 Cr ,z) = C, ERMER +y rol, 
z > 0 F. 

30. 半球 面 Cryy,z) = 2 ,fEMEPRIHNI 22 + y + 2 
= a2,z > 0 E. 

31. 部 分 平面 F(x,y,z) = z, Fi x + y + z = 4 
在 xy 平面 方 域 0 < x < 1,0 < y = 12 E.BJ28 
分 . 

32. 锥 面 
V 2 + 2.0 <z=<1 k. 

33. 抛物 圆 盖 —H(x,y,z) = x? ,/5 -42, 在 抛物 面 
Bak z = 1- 和 -和 zz0 上 . 

34. 球 帆 (x,y,z) = yz, 在 球面 x* +y ?+z = 4 


位 于 锥 面 = V x2 + y? 之 上 的 部 分 . 


F(x,y,z) =z- x, 在 锥 面 + = 


穿 过 参数 化 曲面 的 通 量 . 
第 35 - 44 题 用 曲面 的 参数 式 在 给 定 方向 上 求 


fr. n do. 


35. 抛物 柱 面 F= zi+ xj-3zk 向 外 通过 由 平面 
x =0,x=1 和 z=0 截 下 的 抛物 面 z=4-y 
的 部 分 曲面 (远离 x 轴 的 n). 


36. 抛物 柱 面 F= xj- xzk, 向 外 (从 yz 平面 向 外 
法 向 ) 通过 由 平面 z = 0 和 : = 2 截 得 的 抛物 柱 
面 y = x? 表面 . 

37. 球面 F = zk 从 原点 出 发 以 远离 原点 方向 从 球 


面 x+y+az = o 在 第 一 填 限 部 分 向 外 . 

38. 球面 F= xi+ yj+zk, 以 从 原点 出 发 的 方向 穿 
出 球面 x** + 2 + 2 = ao2. 

39. 平面 F = 2xyi+ 2yzj+2xzk, 向 上 穿 出 xy 平面 
中 方 域 0 < x< a,)< y=< a 上方 的 平面 z+ y 
+ z = 2a. 

40. 柱 面 F = xi+ yj+ zk, 从 被 zx-=0 和 z = afi 
截 下 的 柱 面 x* + yz = 1 向 外 . 

41. 锥 面 F = xyi- zk, 通 过 锥 面 : = / < + y, 
O < z < 18 2F()A z SNE a). 

42. 锥 面 F = yi+ zj- k, 通过 锥 面 : = 
2 / k 2.0 < z < 2 EIROA z EINE). 

43. 锥 形 平 截面 F = -xi- yj + zk, 向 外 (从 = 轴 向 
外 法 方向 ) 穿 出 锥 面 z = V <° + 个 夹 在 :=1 和 
z = 2 之 间 的 部 分 . 

44. 抛物 面 下 = 4xi+ 4yj + 2k, 向 外 (从 z 轴 向 外 


法 方向 ) 穿 出 抛物 面 : = x° + y2 98 z = 1 截 得 的 
下 部 . 


和 矩 和 质量 

45. 质心 惯性、 旋转 半径 求 质 心 和 关于 z 轴 的 惯 
性 矩 和 旋转 半径 , 设 一 薄 这 密度 为 常数 6, 形状 
为 从 锥 面 2. -2 = 039; = 1 #fl : = 2 # 
出 的 部 分 . 

46. ERORE REENE 9 的 薄 锥 这 > = 
V a 2.0 < zs1 关 于 z 轴 的 惯性 矩 ， 


与 参数 曲面 相 切 的 平面 

参数 曲面 FLz,r) = f(u,v)i+ glu,v)j+ hlu, v)k 

在 其 上 一 点 Po(f( uo,v0),g(uo,t0) ,hh(uo,v0)) 的 切 

平面 是 通过 点 Po 法 方向 为 ru(uoyzo) x rr,( uo, vo) 的 

平面 , 此 叉 积 为 在 点 Po 的 切 向 量 r,(uo,vo) 与 

r, (uos vo) AIX FR. 

第 47 - 50 题 求 曲 面 在 点 Po 的 切 平面 方程 ,再 求 出 曲 

面 的 直角 坐标 方程 并 画 出 曲面 和 切 平面 的 图 . 

47. 锥 面 ” 锥 面 r(r,0) = (reos 0)i + (rsin 0)j + 
rkr > 0,0 < 0 =< 2<x fE Po(V2 ,/2 ,2) 对 应 
(r,0) = (2,7/4). 

48. 半球 面 半球 面 r($,0) = (4sin écos 0)i + 
(4sin $sin 0)j + (4cos $)k, 0 < $ < x=/2, 
O = = 2, 在 对 应 ($8,0) = (x/6,z=/4) 的 点 
Po(V2,V2.2V3). 

49. 圆柱 面 ”圆柱 而 r(b,z>) = (3sin20)i+ (6sin20)j 
+ 2k,0 < 0 < x, 在 对 应 (0,z) = (773,0) 的 点 


Po( ,3 o) Aa. 


50. 抛物 柱 抛物 柱 面 r(x,y) = xi+ yj- x°k, 
-<x<%m,-%m<y<%m, 在 对 应 (x,y) 
= (1,2) 的 点 Po(1,2, - 1) 处 . 


其 它 参 数 化 曲面 的 习题 
51. (a) 旋转 环 面 (轮胎 ) 是 由 xz 平面 内 的 圆周 C 在 
空间 绕 : 轴 旋 转 而 成 ( 见 下 图 ). 若 C 的 半径 
r> 0, 贺 心 在 (R,0,0) ,证明 轮 胎 的 参数 方 
程 为 
r(u,r) =((R + rcos u)cos v)i 
+ ((R + reos u)sin v)j + (rsin u)k, 


其 中 0 < u <27, 和 0 < v < 2x 为 角 ( 见 图 ). 
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(b) 证 明 轮胎 的 表面 积 4 = 4 Rr. 


第 51 题 图 


52. 旋转 曲面 的 参数 化 。” 设 参数 曲线 C: (J(u),g(u)) — 53. (a) 椭 球 面 的 参数 方程 ”请 回忆 一 下 如 何 用 
线 x 轴 旋 转 , 其 中 glu) > 0, 对 a <u<b. x = acos 0,ysin 0,0 < 0 < 2z38 ( x?/a?) + 
(a) WA r(u,v) = f(u)i + (g(u)cos v)j + (2⁄2) = 1 参数 化 (第 6 节 例 6) .用 球面 坐 

(g(u)sin v)k 为 旋转 所 得 曲面 的 参数 方程， 标 中 角 9 和 4# 为 参数 ,证 明 椭 球 面 全 + 22, 
其 中 0 < v < 2 为 从 x 平面 到 曲面 上 点 a 
r(w,v) 的 夹 角 ( 见 以 下 附 图 ). 须 注意 fu) 二 = 1 的 参数 方程 为 : 

代表 点 f((u),z(u),0) 沿 旋转 轴 ( 虐 原点 ) 


r(0,$) = (acos gcos $)i 
的 距离 .g(u) 则 为 到 旋转 轴 的 距离 (在 xy 


+ (bsin gcos $)j + (csin $)k. 


FEA). (b) BARRERA EERDER, IH FK. 
(b) 求 关于 < 轴 旋转 曲线 x = yy > O 所 得 曲面 的 
参数 方程 


(f(u), glu), 0) 


K 
z Ja) — 
k: 


第 52 题 图 


13.7 Stokes 定理 ，1137 : 


[3 Stokes 定理 


环 量 密度 HE 。Sstokes( 斯 托 克 斯 ) EER + Ç xFE 的 躁 轮 会 义 。 有 关 匀 面体 的 Stokes Œ 
理 的 证 明 。 有 洞 曲 面 的 Stokes 定理 。 一 个 重要 恒等式 。 保守 场 和 Stokes 定理 


本 节 中 ,我 们 将 把 格林 定理 的 环 量 - 旋 度 形式 推广 到 空间 的 速度 场 . 


环 量 密度 : 旋 度 
如 在 13.4 我 们 看 到 的 ,二 维 场 = Mi + Nj 在 一 点 (x,y) 的 环 量 密度 或 旋 度 是 数量 什 
(说 - 9) .在 三 维 空间 ,描述 平面 中 绕 一 点 的 环 量 密度 是 一 个 向 量 . 此 向 量 为 环线 所 在 平面 


的 法 向 量 并 且 所 指 方向 与 环线 成 右手 关系 (图 13.59) .这 个 向 量 的 长 度 给 出 流体 旋转 速率 ,该 
速率 通常 随 流 线 平面 关于 点 P 的 倾斜 度 的 变化 而 改变 .可 以 证 明 在 F = Mj+ Nj + Pk 的 流速 


Curl F 


图 13.59 ”三维 流体 中 一 平面 内 点 P 的 旋 度 
向 量 .请 注意 对 流 线 的 右手 关系 (法 则 ). 


场 中 最 大 环流 速度 的 向 量 为 
ea (2.3 (m am. 


e F = (i+ a) 


应 注意 (cur F) -k = (3N/2x - 9ƏM/9y) ,与 我 们 在 13.4 节 对 = Mi + Nj 的 旋 度 的 定义 一 
致 ,公式 (1) 中 的 旋 度 curl F 的 公式 常 使 用 符号 算 子 来 写 


Ox ay 


VE (2) 
(符号 RE del”) 于 是 F 的 旋 度 是 x< F; 
i j k 
VxF = 2 人 = 
M N P 
(2E 2w p (2M _ 2P); , (2 ama 
y z az dx 3x ay 
= curl F 


curl F = V x F (3) 
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BIR curl F) RF = (x? — y)i + 4zj + xk HRE. 


解 
curl F =V x F 公式 (3) 


Tife ae - (Z -Zæ -yi 


"I 
— 
s 
< 
QU 


+ [ZG -2 - z- y))k 
L R 
=-4i-2sj+k =l 


后 还 将 看 到 ,Y 还 有 许多 应 用 ,例如 , 当 应 用 到 一 个 数量 值 函 数 F(x ,y,z) 时 ,就 得 到 了 的 
s. 
vfa i 9f; Ify. 


E a 


这 在 此 可 读 作 “del f ”或 “grad f”. 


Stokes 定理 

Stokes 定理 说 的 是 ,在 实际 中 , 当 条 件 被 满足 的 情况 下 ,空间 的 一 向 量 场 绕 定向 曲面 的 边 
界 关于 曲面 单位 法 向 量 场 a( 图 13.60) 成 逆 时 针 方向 上 的 环流 量 等 于 场 的 旋 度 的 法 向 分 量 在 
曲面 上 的 积分 . 


定理 5 Stokes 定理 

[JBL F = Mi+ Nj+ Pk 绕 一 定向 曲面 S 的 边界 
C 沿 与 曲面 单位 法 向 量 n 成 逆 时 针 方 向 上 的 环流 
E FV xF.n 在 3$ 上 的 积分 : 


$F-dr= [v< Fí na (4) 


道 时 针 环 量 旋 度 积分 
图 13.60 边界 曲线 C 的 定向 是 使 该 方 


向 与 法 向 场 n 成 右手 关系 . 


应 注意 :从 公式 (4) 可 知 , 若 两 定向 曲面 S, 和 S, 有 相同 的 边界 C, 则 它们 的 旋 度 积分 相 
等 : 


Noxs. es | wai n,do. 


因为 两 个 族 度 积分 都 等 于 公式 (4) 左 端 的 着 时 针 的 环 量 积分 , 只 要 两 单位 法 向 量 n, 和 n, 分 别 
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对 曲面 定向 正确 . 
CD-ROM 自然 , 我 们 需要 对 F,C 和 5 加 以 数学 上 的 限定 条 件 , 以 确保 
WEBsite Stokes 等 式 两 边 积分 的 存在 .通常 的 限定 条 件 是 所 有 涉及 的 函数 以 及 


历史 传记 


f George Gabriel Stokes 
(1819 1903) 


导数 都 连续 . 
车 C 为 xy 平面 的 曲线 ,定向 为 逆 时 针 , 又 民 为 zy 平面 以 C 为 边 


界 的 区 域 , 则 do = dxd7y, 且 
(Vx E): n = (V x P) ° k = [ 
在 这 些 条 件 下 ,Stokes 公式 就 成 为 
$F. dr = 中 aa F dady, 
这 便 是 格林 定理 的 环 量 - 旋 度 形式 . 相反 地 ， 将 这 些 步道 写 过 去 就 可 以 把 二 维 场 的 格林 定理 
的 环 量 - 旋 度 形式 重新 以 “del” 记 法 写作 
ÊF- ar = [V< F- kaa. (5) 


aN =M) 
gx 9y I 


见 图 13.61. 


Stokes: 


KS 


Æ 13.61 格林 定理 与 Stokes 定理 . 


例 2( 对 半球 面 验证 Stokes AR) WERE S: ety oH, > 0, HURR 
C: 和 + 和 =9,z=0 验 证 公式 (4), 设 了 = yi- xj. 
解 ” 先 计算 绕 C 的 逆 时 针 环 量 ( 如 图 ), 用 参数 方程 r(6) = (3eos 0)i + (3sin 0)j, 
0 三 0 三 2r, 有 
dr =(-3sin 0d0)i + (3cos 0d0)j 
F = yi - zj = (3sin 0)i ~ (3cos 0)j 
F. dr = ~- 9sin20d0 - 9cos20d40 = - 940 


$F ` dr mo 9)d0 = - 18r. 
c 


B F 的 旋 度 积分 ， 


ap ƏN 
L 5 5 S 5 Š 
x F ay T az) t o; T A 


=(0-0)i+ (0- T 2k 
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n = “Í + yj + zk s 单位 外 法 向 


Varya 
dc =Ž44 13.5 节 , 例 5, 半 径 a = 3 
V xF- ndo =- 22 Ža, = 一 2d4 


[Y xF- nao = III (~ 2)d4 =- 18x. 
5 x. y as 


结果 说 明 绕 圆 的 环 量 等 于 在 半球 面 上 旋 度 的 积分 . _| 


BIRKE) RAF = (x? - y)i+4zj+xzk 绕 


锥 z = V x* + y 和 平面 z = 2 的 交 线 C 的 环 量 , 从 上 面 
看 下 去 为 道 时 针 方向 (图 13.62). 


解 ”Stokes 定 理 保证 我 们 能 通过 在 锥 面 上 的 积分 求 eh 
出 环 量 ,从 上 往 下 看 c 为 逆 时 针 方向 ,对 应 应 该 取 锥 面 ”* `~, 
的 内 法 向 n 作为 锥 的 正 向 ,法 向 的 z 分 量 为 正 . 
” 锥 面 的 参数 方程 为 图 13.62 例 3 的 曲线 C 和 锥 面 $， 
r(r,0) = (rcos 0)i + (rsin 0)j+ rk, 0 < r < 2,0 < 0 < 2x. 
于 是 有 
__ F xro _ - (reos 0)i — (rsin 0)j + rk 
n = Tr i Ë 和 13.6 节 例 4 
= 万 (- (cos 0)i- (sin 0)j + k) 
do = r /2d4rd40 13.6 节 例 4 
V x F = - 4i - 2xj + k = - 4i - 2rcos 0j + k 例 1,x = roos 0 
据 此 
VxF.n =- 方 Ceos 0 + 2rcos Osin 0 + 1) 
= zz (eos 0 + rsin 20 + 1) 
环 量 为 
$F . dr - [ç x F - ndo Stokes 定理 ,公式 (4) 
=f fzo 0 + rsin 20 + 1)( r /2drd0) = 4x. _ | 
Vx FHKE 


设 v(x,y,z) 为 流体 的 速度 ,流体 在 点 (x,y,z) 的 密度 为 5(x,y,z), 并 令 F = 6v, 则 
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$F. dr 
是 流体 绕 闭 曲线 C 的 环 量 .根据 Stokes 定理 , 环 量 等 于 Y x 下 通过 以 C 为 边界 的 曲面 S 的 通 量 : 
$F- ar = [v< F: nao. 


假定 我 们 将 F 的 定义 域内 一 点 Q 固定 ,并 设 在 点 0 的 方向 向 量 为 u, 再 设 C 为 以 0 为 中 心 半 
径 为 o 的 圆 , 它 所 在 平面 的 法 向 为 u. 车 VY x 下 在 Q 连续 , 则 VY x 下 的 u 分 量 在 以 C 为 边界 的 圆 
盘 S 上 的 积分 平均 值 , 当 po 一 0 时 趋 于 Y x 下 在 点 0 BJ u YE; 


(V xF: u)o = ma) V x F- u ao. 
如 果 在 这 最 后 一 个 等 式 中 用 环 量 代 换 这 个 二 重 积分 ,得 
(Vx F- wọ = lim- PF- ar. (6) 
等 式 (6) 左边 当 u REV x F 的 方向 时 取 最 大 值 . 当 o 很 小 时 ,等 式 (6) 右 端 的 极限 近似 是 
1 
T° $F ` dr, 
CFTA C 的 环 量 除 以 圆 盘 的 面积 ( 环 量 密度 ) .假设 一 个 半径 为 p 的 小 路 轮 放 人 流体 中 点 9， 


让 它 的 转轴 指向 u. 那 么 流体 绕 C 的 环 量 就 将 影响 这 个 跨 轮 旋转 的 速率 . 当 环 量 积分 最 大 时 ， 
轮子 旋转 得 最 快 ;而 它 转 得 最 快 是 当 轮 轴 指 向 V x F 的 方向 时 ( 见 图 13.63). 


图 13.63 curl 下 的 跨 轮 含义 . 图 13.64 平行 于 zy 平面 的 以 常 角速度 按 正 
向 ( 逆 时 针 ) 旋转 的 稳定 流体 . 


例 4( 分 析 Y x 下 与 环 量 密度 的 关系 ) 常 密度 流体 以 速度 y = ol- yi+ xj) 绕 z 轴 旋转 ， 
其 中 为 常数 , 称 作 旋 转 的 角速度 (图 13.64). 2 p - v, 求 Vx F, 再 考察 它 与 环 量 密度 的 关系 . 
解 因 F = v = - oyi + wxj, 
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ƏP ƏN). /aM ƏP). [ƏN ƏM 
2 5 S ial - Z) l. É 5 
=(0-0)i+ (0-0)j+(w-(-w))k 
=2wk. 
根据 Stokes 定理 ,F 绕 以 VY x 了 为 法 向 的 平面 内 的 半径 为 o 的 圆周 C 的 环流 量 (比如 说 ,平面 为 
xy 平面 ) 等 于 
$F- dr -‖yxF.nac 
= [zox ` kdxdy = (2w)(ro2). 
于 是 
1 
(V x F) ° k = 2% =: 站 
这 与 公式 (6)u = k 时 相 一 致 . | = 


例 5( 应 用 Stokes 定 理 ) 用 Stokes 定 理 计算 | z. i 


BF = xzi+ xyj+3xzk, 曲 线 C 为 平面 2x + y + z =2 在 
第 一 卦 限 部 分 的 边界 , 且 从 上 方 看 , 1 uW Bf £F 3 [al 
( 见 图 13.65). 

解 ” 渔 数 /(x,y,z) = 2x + y+z 的 等 位 面 f(x,y， 
z) = 2 为 平面 .其 单位 法 向 量 

WT pHk = gj k) 
的 方向 与 C 的 道 时 针 方 向 一 致 .要 应 用 Stokes 定理 , 先 (1, O, 038 
求 > s à (0, 2, 0) 

i j k T 3 


9 9 9 


curl F = VxF= |37 P r = (x -3z)j+ yk. 图 13.65 例 5 中 立体 的 表面 为 平面 . 


XZ xy 3xz 
又 在 平面 上 ,z = 2 - 2x - y, 所 以 
VxF= (x-3(2-2x-y))j+yk= (7z+3y-6)j+7yk 


又 
1 
Vx F-n = (r+3y-6+)) = ZG +y - 6). 
而 面积 微 元 为 
do = TA = qay. 
于 是 环 量 为 


$r To 由 x F - ndo Stokes 定理 , 式 (4) 
c s 
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2-2 
-| Hi ' + 4y - 6) /6dydx 


2-2: 
s| (7x + 4y - 6)dydx = - 1. _ 
oJo 


有 关 多 面体 的 Stokes 定理 的 证 明 

设 S 是 由 有 限 个 平面 区 域 组 成 一 个 多 面体 表面 ( 想 
像 成 一 个 “Buckminster Fuller” 式 大 教堂 的 测 地 屋顶 ). 将 
Green 定理 用 于 S 的 每 一 片 平 面 .有 两 类 平面 : 

1. 所 有 边界 均 被 其 它 平面 环绕 的 平面 . 

2. 有 一 条 或 几 条 边界 不 与 其 它 平 面相 邻 的 平面 ， 
此 处 $ 的 所 有 边界 面 A 由 第 2 类 平面 组 成 ,它们 不 与 其 它 
平面 相 邻 .在 图 13.66 中 ,三 角形 EAB , BCE $ CDE H S H 
一 部 分 , 均 属 边界 面 A 的 4BCD 部 分 .依次 对 这 三 个 三 角 
形 使 用 Green 定理 ,再 将 结果 加 在 一 起 ,得 13.66 多 面体 表面 的 一 部 分 


($ ++ $)F ar -I-i )Y xF- nas. (7) 


(7) 式 左边 的 三 个 线 积分 合并 成 一 个 沿边 界 ABCDE 的 线 积分 ， 是 因为 沿 内 部 线段 的 线 积分 一 
对 对 地 抵消 了 .例如 , 沿 三 角形 ABE 的 边界 BE 的 线 积分 正好 与 沿 三 角形 BBC 的 同一 线段 的 积 
分 的 符号 相反 ;对 CE 段 结果 同样 成 立 .因此 ,(7) 式 转换 为 


pF.dr- | vxF.na. 


B ë 


ABCDE ABCDE 


当 我 们 将 Green 定理 用 于 所 有 平面 ,然后 将 结果 加 起 来 ,得 


$F- ar = [92 F. nao. 
A s 


这 就 是 对 多 面体 表面 S 的 Stokes 定理 .在 高 等 微 
积分 教程 中 你 可 以 找到 更 一 般 表 面 (曲面 ) 的 该 
定理 的 证 明 . 


有 洞 曲 面 的 Stokes 定理 

Stokes 定理 可 推广 到 有 一 个 或 多 个 洞 的 定 了 
侧 的 曲面 S 的 情况 ( 见 图 13.67) ,以 类 似 于 Green 
定理 的 推广 的 方法 :Y x 的 法 向 分 量 在 S$ 上 的 面 
积分 等 于 下 的 切 向 分 量 绕 所 有 边界 曲线 的 线 积分 N 
` S 定 了 向 后 而 确定 的 方向 图 13.67 对 有 洞 定 了 便 的 曲面 的 Siokes 定理 


一 个 重要 恒等式 
以 下 等 式 在 数学 及 物理 中 多 次 出 现 
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curl grad f =0 或 VxVf=0 (8) 


上 述 等 式 对 所 有 具有 连续 二 阶 偏 导数 的 函数 Fx,y,z) 都 成 立 .证 明 如 下 : 
i j k 
A oa: 
VxVf= |9x ðy 3z|= (fy - fadi- (f, - fa) + (Z, - fa)k. 
af 9f 3/ 
ax ay əz 
当 二 阶 偏 导 连 续 时 , 圆 括号 中 的 混合 二 阶 偏 导数 相等 ,因而 向 量 为 零 向 量 . 


保守 场 和 Stokes 定理 

在 13.3 节 中 ,我们 已 经 知道 了 .说 场 F 是 空间 一 个 开 区域 D 内 的 保守 场 ,等 价 于 说 F 沿 D 
内 任 一 闭路 上 的 线 积分 为 零 .这 一 点 ,换言之 ,又 等 价 于 说 在 简单 连通 开 区 域 ,7 xF - 0. 区 域 
D 称 为 简单 连通 ,是 指 D 内 任 一 闭路 保持 总 不 离开 DD 而 可 微缩 为 D 内 一 点 .例如 ,DD 是 由 一 条 
线 移动 形成 空间 ,这 样 的 p 就 不 会 是 简单 连通 的 . 因 无 法 不 离开 D 又 能 使 围绕 这 条 线 的 环 路 
缩 成 一 点 .可 是 另 一 方面 ,空间 本 身 是 单 连通 的 . 


ep C o’ 


连通 与 简单 连通 连通 与 简单 连通 连通 但 非 简单 连通 ”简单 的 却 非 连通 .4 5 B Bj 
的 路 径 不 全 含 在 区 域内 . 


图 13.68 ”连通 与 简单 连通 不 一 样 .由 一 者 推 不 出 另 一 者 ,如 以 上 平面 区 域 图 形 所 示 . 要 做 表示 这 些 
性 质 的 三 维 区 域 ,可 加 厚 这 些 平面 区 域 成 柱 体 区 域 


定理 6 旋 度 FF =0 与 闭路 性 质 的 关系 
若 在 空间 一 简单 连通 开 区 域 D 内 每 一 点 上 VxF = 0, 则 沿 D 内 任 一 分 段 光 滑 闭路 C, 均 有 


fr «des 0. 
简要 证 明 ”定理 6 的 证 明 通常 分 两 步 .第 一 步 先 对 简 闭 曲线 .由 高 等 数学 分 支 “拓扑 学 ”中 一 


个 定理 可 知 ,在 简单 连通 开 区 域 D 内 每 一 可 微 简单 闭 曲线 c 都 是 同样 位 于 DD 内 的 一 个 双 侧 光 
滑 曲 面 $ 的 边界 .因此 ,用 Stokes 定理 ， 


$r- ar = vxF.nde = 0. 
c s 
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第 二 步 再 对 如 图 13.69 所 示 的 那些 有 交 的 曲线 作证 明 . 证 明 思 想 是 将 其 分 成 张 开 定 向 曲 
面 的 一 个 个 简单 闭路 ,分 别 应 用 Stokes 定理 ,再 将 所 有 结果 加 起 来 . 


在 空间 简单 连通 开 区 域内 , 自 


图 13.69 Ë jÆ j aPN, 
身 相 交 的 可 微 曲 线 可 以 分 成 一 个 个 环 路 ， 
从 而 可 在 每 个 环 路 上 用 Stokes 定理 . 


下 列 图 示 将 定义 在 连通 的 ,简单 连通 开 区 域 的 保守 场 的 有 关 结果 做 概括 总 结 


F 为 D 上 保守 场 


定理 2， 
13.3 节 


HD 内 任 一 闭路 


Pr-ar=o 
C 


习题 13.7 


用 Stokes 定理 计算 环 量 


题 1 -6 用 Stokes 定理 中 的 面积 分 计算 场 F 绕 指定 方 


向 沿 曲 线 C 的 环 量 . 
1. F = x i+ 2xj+ zk 


C:xy 平 面 中 的 椭圆 4x? + y = 4, 从 上 看 为 逆 时 


针 方 向 . 
2.F = 2yi + 3+j - 22k 


Cixy 平 面 中 的 圆 * + y = 9, 从 上 看 为 道 时 针 方 


向 . 
3.F = yi+ xzj+ 2k 


C :为 平面 x+y+l= 1 被 第 一 卦 限 所 截 三 角形 的 
边界 ,方向 从 上 方 看 为 逆 时 针 . 


定理 1， 
13.3 节 
<L> EDEF=V/ 
向 量 恒等式 (等 式 8) 
(连续 二 阶 偏 导数 ) 
— 在 整个 DE,YxF-0 
区 域 简单 连通 + 
stokes 定理 


4.F= (y + 2)i+ (x? + 2)j + (x? + yk 
C :为 平面 x+y+z = 1 被 第 一 卦 限 所 截 三 角形 的 
边界 ,方向 从 上 看 为 逆 时 针 . 
S.F = (y + 2)i+ (x2 + y+ (52 + yk 
C:ll x = +* 1#l y =+ 上 1 为 边界 的 正方 形 ,方向 从 
.上方 看 为 逆 时 针 . 
6.F = x yi+j+zk 
C: 为 圆柱 面 v+ y? = 4 与 半球 面 z2+ y?+z? = 16, 
z > 0 的 相交 截 口 曲线 . 


度 的 流量 
7. 设 n HRE S:4x2 + 9y? + 3622 = 36,z > 0 的 单 
位 外 法 向 量 ,并 设 : 
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向 量 场 中 的 积分 


Veyz 


3 
F = yi+ x2j + (x? + y1)2sin e k. 


求 积分 | v x F-n do Koti. E ARRAT 
加 的 参数 式 :x = 3cos t,y = 2sin 1 ,0 < t = 2r.) 
8. iZ n 为 抛物 面 沉 


S:4x2 + y + 22 = 4, 
的 单位 外 法 向 量 ( 从 区 域 向 外 指 ) ,并 设 


y > 0, 


F = (- z+ yz )it (any + (a+ z). 
求 积分 | Yx F- n do 的 值 . 


9. 设 5 为 圆柱 面 x? + y= a2,0 < z < h, EAHA 
xz2 + y2 < a2,z = h, 设 F=- yi + xj + x2k, Ħ 
Stokes 定理 求 Y x F 向 外 穿 出 $ 的 流量 . 


10. 计算 | x (yi) -n qo, 其 中 SHERDE a y+ 
5 


z2? = 1,z > 0. 


11. 下 的 施 度 的 流量 E: Yx F-n do 对 一 切 曲 


线 C 上 定向 的 曲面 $ 具 有 同样 的 值 ,并 且 都 可 以 
化 为 同一 正方 向 C 上 的 积分 . 

12. 为 学 而 写 设 下 为 定义 在 包含 一 光滑 定 了 侧 的 
闭 曲面 s 及 其 内 部 的 区 域 上 的 可 微 向 量 场 .n 为 
S 上 的 单位 法 向 量 场 .假设 5 为 两 曲面 $, 和 S, 的 
并 ,其 交 线 C 为 一 光滑 简单 闭 曲 线 . 关于 积分 


[s xF,ndo 可 以 得 出 什么 结论 ?说 明 你 答案 的 
理由 . 


Stokes 定理 用 于 参数 曲 面 


第 13 - 18 题 用 Stokes 定理 中 曲面 积分 计算 场 F 的 旋 
度 沿 单位 外 法 方向 n 穿 过 曲面 $ 的 流量 . 
13. F = 2zi + 3xj + Syk 
S:r(r,0) = (rcos 0)i + (rsin 0)j + (4 - r°)k, 
O < r <2,0 < 0 < 2 
14. F = (y- z)i+ (z — x)j + (z + z)k 
S:r(r,0) = (rcos 0)i + (rsin 0)j + (9 - r2)k, 
O< r =<3,0 < 0 <2= 
15. F = x27i+ 2y°zj + 3zk 
S:r(r,0) = (rcos O)i+ (rsin 0)j + rk,0 < r < 1, 
0 < f < 2x 
16. F = (x ~ y)i+ (y - z)j + (z - x)k 
S:r(r,0) = (rcos 0)i+ (rsin 0)j + (5 - r)k, 


0 < r = 5,0 < 0 < 2x 
17. F = 3yi + (5 - 2x)j + (22 — 2)k 
S:r($,0) = (V3sin écos 0)i + (V3sin $sin 0) + 
(V3cos $)k,0 < $ < x/2,0 =< 0 = 2x 
18. F = yi + 2j + xk 
S:r($,0) = (2sin $cos 0)i + (2sin $sin 0)j + 
(2cos $)k,0 < $ < z/2,0 < 0 < 2r 


理论 与 例子 

19. 零 环 量 ”用 恒等式 Y x Vf = 0( 正 文中 等 式 (8)) 
和 Stokes 定理 证 明 下 列 场 绕 空间 任 一 光滑 可 定 
向 曲面 边界 的 环 量 都 为 零 . 
(a)F = 2xi + 2yj + 2zk 
(b)F = V (z y222) 
(OF = V x (xÍ + yj + zk) 
(d)F = Vf 


20. ERE 设 f(x,y,z) = (x+ y + 22)- 支 .证明 
场 F = YA 沿 顺 时 针 绕 xy 平面 内 的 圆 zz + y? = 
a2 的 环 量 为 零 : 

(a) 用 参数 式 r = (acos 1)i + (asin ij ,0 < 上 一 
2r, 在 圆 上 对 了 了. dr FRES. 
(b) 应 用 Stokes 定理 . 

21. 设 C 为 平面 2x + 2y + z = 2 内 一 简单 光滑 闭 曲 

线 ,方向 如 图 所 示 . 证 明 


中 ydz + 3zdy — x dz 
c 


仅 依 赖 由 C 所 围 区 域 的 面积 而 不 依赖 C 的 位 置 和 
形状 . 

22. WEHR F = xi+ yj+ zk, JAV xE = 0. 

23. 求 具 二 阶 可 微分 量 的 向 量 场 ,使 其 旋 度 为 xi+ yj 
+ zk, 或 证 明 不 存在 这 样 的 场 . 

24. 为 学 而 写 Stokes 定 理 关 于 其 旋 度 为 零 的 场 中 的 
环 量 讲 到 什么 特性 了 吗 ? 说 明 你 答案 的 理由 . 
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25. 令 尽 为 xy 平面 内 一 区 域 , 其 边界 C 为 分 段 光滑 F = — i. 5 x sj + zk 
简单 闭 曲 线 , 另 设 R 关 于 x My 轴 的 惯性 矩 已 ty xy 
知 ,分 别 为 /和 .计算 积分 的 旋 度 为 零 ,但 积分 中 Fdr KEF, Y C 为 x x 
PYON ng, PEDA +y = 1.( 定 理 6 在 此 不 能 用 ,因为 F 


的 定义 域 非 简单 连通 . 场 了 沿 z 轴 无 定义 .因而 无 


其 中 rr = x` + 入 ,结果 用 了 ,人 表示， 
“ 法 不 离开 下 的 定义 域 又 使 C 可 以 缩 成 一 点 .) 


26. 零 旋 度 , 但 非 保守 场 ”证 明 


散 度 定理 及 统一 化 理论 


三 维 空间 中 的 散 度 。 散 度 定理 。 特殊 区 域 上 的 散 度 定理 的 证 明 。 其 它 区 域 的 散 度 定理 。 
高 斯 (Gauss) 定律 :电磁 理论 四 大 定律 之 一 。 流体 动力 学 的 连续 性 方程 。 统一 化 的 积分 定理 


平面 内 散 度 形式 的 Green 定理 讲 的 是 ,向 量 场 穿 过 一 简单 闭 曲 线 的 向 外 净 流 量 , 可 以 通过 
对 由 曲线 所 围 区 域 上 场 的 散 度 作 积 分 而 得 ,三维 空 间 中 相应 的 定理 , 称 为 散 度 定理 ,是 讲 空间 
一 向量 场 穿 过 一 闭 曲面 的 向 外 净 流量 可 以 通过 由 曲面 所 围 区 域 上 场 的 散 度 积分 进行 计算 .本 
节 里 ,我 们 将 证 明 散 度 定理 并 讲解 定理 如 何 简 化 流量 的 计算 .我 们 还 将 推导 关于 电场 通 量 的 
Gauss 定律 和 流体 动力 学 的 连续 性 方程 .最 后 ,将 把 几 章 的 向 量 积分 理论 统一 成 一 个 基本 定理 . 


三 维 空间 中 的 散 度 
向 量 场 F = M(x,y,z)i+ N(x,y,z)j + P(x,y,z)k 的 散 度 是 数量 函数 
div P= VF + + (1) 


“div F” 读 作 “F 的 散 度 ”或 “div F”. SV .下 读 作 “del 点 F.” 

三 维 中 Div F 与 二 维 的 具有 同样 的 物理 意义 . 若 下 是 一 流体 的 速度 场 , 则 divF 在 一 点 
(x,y,z) 的 值 就 是 流体 在 点 (x,y,z) 被 注 人 或 抽 走 的 速率 .或 说 散 度 是 每 单位 体积 的 流量 或 
在 该 点 的 流量 密度. 


例 1( 求 散 度 ) RF = 2xzi -x yj - zk 的 散 度 . 
解 FOREX 
9 


a d 
Y'F = a (2) + 7 ay) tO = 2z- x- 1. o] 


散 度 定理 
散 度 定理 说 的 是 ,在 适当 的 条 件 下 ,一 向 量 场 通 过 
Mikhail Vasilievich Ostrogradsky ”一 闭 曲 面向 外 的 流量 (曲面 定向 向 外 ) 等 于 该 场 通过 曲 
(1801 — 1862) 面 所 围 区 域 的 散 度 的 三 重 积 
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CD-ROM 


Ce 定理 7 散 度 定理 
向 量 场 下 通过 闭 曲面 S 的 沿 其 单位 外 法 方向 的 流量 等 于 Y .下 在 由 曲面 所 围 区 域 


D 上 的 三 重 积分 : 
[fE - nao = II V .下 dT . (2) 


向 外 流量 散 度 的 积分 


B 2( 验 证 散 度 定理 ) X F = xi+ yi+ zk ERM t + y+ 2 = a* 上 分 别 计算 等 式 
(2) 的 两 边 ,验证 散 度 定理 . 
解 由 计算 Ax,y,z) = x` + y + 2 -a 的 梯度 , 求 出 5 的 单位 外 法 方向 向 量 
_ 2(xi+ yj + zk) xi + yj + zk 


n = 
VA(x + y+ 22) 8 
因而 


这 里 因 在 球面 上 ,x+ 和 +2 = a’, 于 是 


Îr- n dø = faas = a [fao = da(4ra2) = 4ra’. 
s 5 S 


0 a d 
V+ F = 元 (xz) tay.) + 5-(z) = 3, 


又 下 的 散记 为 


z 


所 以 
[ç .FdV = I! 3dy = 3( za) = 4ra3， | 


例 3( 求 流量 ) RF = xyit yzj+ xzk 通 过 第 一 卦 限 被 平面 x = 1,y=1 和 z=1 所 截 
正方 体 表面 向 外 的 流量 . 

解 ”这 里 不 再 对 正方 体 六 个 表面 一 个 算 一 次 , 共 作 6 次 积分 ,流量 为 6 个 积分 的 和 ,而 是 
对 散 度 积分 求 流 量 . 


2 可 0 
VvV.F-= Ia D) + yz) + 5; (az) = y+z+ x 


在 立方 体 上 作 积 
流量 = | F: ndc = J| v- rav 散 度 定理 
立方 体 界面 ERR 
raf 
= ARKE + y + z)dx dy dz = >. 常规 积分 _ | 
特殊 区 域 上 的 散 度 定理 的 证 明 


为 证 明 散 度 定理 ,假设 F 的 各 分 量 均 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ,并 假定 D 为 没有 洞 或 气泡 的 串 
区 域 , 如 一 个 球体 ,立方体 ,或 椭 球 , 且 S 为 分 片 光滑 曲面 .另外 ,还 假设 任 一 条 过 区 域 R,( 为 D 


13.8 散 度 定理 及 统一 化 理论 ， 1149 > 


在 xy 平 面 上 的 投影 区 域 ) 的 一 内 点 垂直 于 xy 平面 的 直线 与 曲面 $ 仅 相交 于 两 点 ,而 且 产 生 两 
部 分 界面 

Si: z = /(xz,y),(z,y) Æ R,, A 

Sa: z = fa(x,y), (x,y) E R, W 
对 于 D 在 其 它 坐标 平面 上 的 投影 也 作 类 似 假 设 ( 见 图 13.70). 


有 有 sh 


图 13.70 ”此 处 先 图 13.71 单位 
对 这 类 三 维 区 域 法 向 量 n 的 数量 
证 明 散 度 定理 . 然 分 量 为 它 与 i,j,k 

` 后 再 把 定理 推广 的 夹 角 a,B,7Y 的 
至 其 它 区域 . RZ. 


单位 法 向 量 n = mii+ mj+ nak 的 三 个 分 量 分 别 为 n 与 i,j,k 夹 角 的 余弦 (图 13.71). 这 是 
因为 这 里 涉及 的 所 有 向 量 均 是 单位 向 量 , 于 是 有 


ny =n+i= |n||lilcos a = cos a 

n =n:j= |n] ]jlcos 8 = cos 8 

ns = 有 mn"k = |n] |k]|cos y = cos y. 
因此 

n = (cos a)i + (cos B)j + (cos y)k 
E 


F-n = Mcos a + Neos B+ Pecos y. 
以 分 量 形式 写 散 度 定理 为 
aM ƏN ƏP 


[| Gareos a + Neos B+ Peos y)do = III (7m 
D 


| TOT SE) ds dydz. 
事实 上 要 证 明定 理 只 需 通 过 证 明 下 三 个 等 式 : 


9 
[eos ado = II M Ixdydz (3) 
s D a 
| weos Bdo = II 2N q dyd: (4) 
y 
$ D 
J| Poos ydo = || Zazdyaz (5) 


要 证 明 (5) R, 得 把 左 端的 曲面 积分 转换 成 D 在 x y 平面 的 投影 区 域 R,, 上 的 二 重 积分 
(图 13.72). 曲面 S 由 上 半 部 分 5,, 其 方程 为 z = f(x,y) 及 下 部 分 $1, 其 方程 为 : = fixy) 
构成 .在 S, 上 ,其 外 法 向 n 的 kk 分 量 为 正 值 , 且 
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d4 dx dy 
tas [eos y| — cos y’ 


cos ydo = dx dy 因为 


2 = fí X, y) 
这 里 7 为 锐角 ， 所 以 
do = dx dy / cos y. 
z= fx y) 
L 此 处 y 是 钝 角 ， 故 
y døg = — dx dy / cos Y. 
X 
dA = dx dy ! 
而 dž 
E 13.72 ”此 处 显示 由 曲面 S 和 S, 所 图 13.73 ”这 是 图 13.72 一 小 区 域 放大 
围 三 维 区 域 p 垂直 投影 到 x y 平面 上 了 的 视图 .关系 式 dc = + dx dy/cos y 
的 一 个 二 维 区 域 R... 是 13.5 节 推 导 的 结果 . 


见 图 13.73. 在 5 ,其 外 法 向 n 的 k 分 量 为 负 , 且 
cos ydo = - dx dy. 


因此 
[Poos ydo = | Poos ydo + J Poos ydo 
= || PCs,y, f(x,y)) dx dy — [PG Y.C.) dy 
= PC y. f(y)) @: P(x,y, fi(x,y))]dx dy 
AnD IP jp 
-J| f(xy) gzdz|as dy = 时 ssaray. 
这 就 证 明了 (5) 式 . 


(3) 与 (4) 式 的 证 明 有 相同 的 形式 ;或 依次 置换 *,y,z;M,N,Pia,8,y, 用 (5) 式 也 可 得 
到 (3)、(4) R. 


其 它 区 域 的 散 度 定理 
散 度 定理 可 以 推广 到 那些 区 域 , 即 可 被 分 成 有 限 个 刚 论 及 过 的 简单 区 域 的 区 域 ,和 推广 到 
能 以 某 种 方式 定义 为 更 简单 区 域 的 极限 的 那 种 区 域 .例如 ,假设 D 为 两 同心 球 间 的 区 域 ,F 的 
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分 量 在 整个 了 及 其 边界 曲面 上 连续 可 微 .用 赤道 平面 臂 开 D 并 将 散 度 定理 分 别 用 于 每 一 半 . 
下 半 部 Di, 如 图 13.74 所 示 . D1 的 边界 曲面 5, 由 一 个 外 部 半球 ,一 个 垫圈 形 平 面 的 底 和 一 个 内 


半球 组 成 , 散 度 定理 给 出 
人 maa = ff v- ran, (6) 


E 13.74 两 同心 球 之 间 的 下 半 立 体 区 域 . 图 13.75 ”两 同心 球 之 间 的 上 半 立 体 区 域 . 


其 中 从 D, 向 外 的 单位 法 向 m 从 原点 指向 外 表面 外 侧 , 在 平底 相当 于 k, 而 在 内 表面 却 指向 原 
点 ,再 将 散 度 定理 用 于 D 及 其 表面 5,( 图 13.75): 


mdo, = f V. Fd V3. (7) 


再 看 S 上 的 m, 从 万 向 外 指 ， FE x y 58 DJ B0 38 B JEER n, 即 为 - k ,在 外 球 从 原点 向 外 指 , 而 
在 内 球 指向 原点 . 当 我 们 把 (6) (7) 两 等 式 加 起 来 ,平面 部 分 的 积分 因 m,n, 的 符号 相反 而 相 
抵消 ,于 是 就 得 到 以 下 结果 

ila ndo; = fv: Fdy, 


其 中 D 为 两 球 间 的 区 域 ,D 的 边界 面 4 由 两 球 组 成 ， 而 nn 为 5 从 DD 指向 外 部 的 单位 法 向 . 


例 4( 求 向 外 的 流量 ) 求 场 F = tt u. SA T SARER D: O< a? < 


+ + 2 < 如 的 边界 向 外 的 净 流量 . 
解 ” 求 流量 可 将 Y . FE D 上 积分 ,有 


9p 12 2, n4 _ x 
P; = 2 (w° + y + Z) — 
K 
aM 3, _ 9 1 3⁄2 
Fa = p (zo) = p? A s 二 
P P 
类 似 地 
aN _ 工 37 aP _ 1 32 
y O ` O 及 o 
e e 0 p 


于 是 
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2 2 3 30? 
div F = 3 - SAG + 2 + 2) = — -0 
e e o 
于 是 


| V. Fdy = 0. 
`D 


Y.F 在 D 上 的 积分 为 零 , 亦 即 穿 过 DD 的 边界 面 的 净 流 量 为 零 .进而 ,从 此 例 还 可 学 到 更 多 
东西 . 穿 过 内 球面 S, 流出 D 的 流量 等 于 负 的 从 外 球面 S, 流出 D 的 流量 ( 因 这 些 流量 的 和 是 
零 ). 因 而 了 从 原点 沿 离开 原点 的 方向 穿 过 S. 的 流量 等 于 下 从 原点 穿 出 S, 的 流量 .于 是 了 穿 
以 原点 为 球 心 的 球面 的 流量 与 球 半径 无 关 . 这 流量 到 底 等 于 什么 ? 

求 这 个 流量 ,直接 计算 流量 积分 ,半径 为 a 的 球面 的 单位 外 法 方向 为 


xi+ yj+ zk _ xi+ yj + zk 
Vx + y? + 22 a 


因此 ÆRE, 


Fena Horie 2k xit j+ zk S eyii a 
a? a af at 2 


a 
fr: ndo = aila = = (Ar ) = 4r. 


即 下 穿 过 任意 以 原点 为 球 ， 的 球面 向 外 的 流量 为 4x. 


Gauss( 高 斯 ) 定律 :电磁 理论 四 大 定律 之 一 
从 例 4 还 可 以 学 到 更 多 . 下 和， 人 q 产生 的 电场 为 


q q xi+ yj + zk 
E(x,y,z) = Re Tt tly r) = 4reo |r T = 4neo 3 ; 


e 
其 中 6o 是 一 个 物理 常数 ,r 为 点 (x,y,z) 的 位 置 向 量 ,而 p = |r] 


Lm) 


V F] » = 了 | 三 V x2 + 2 + Z. f] 4 BJ in 
Fo’ 


E = TE 
例 4 的 计算 表明 电场 EE 穿 过 任何 以 原点 为 球 心 的 球面 向 外 的 流量 为 gq/eo; 但 这 个 结果 不 
受 球 的 限制 .E 穿 出 任何 包含 原点 的 闭 曲 面 ( 对 其 应 用 散 度 定理 ) 的 向 外 的 流量 也 是 g/eo. 要 
明白 这 是 为 什么 , 仅 需 要 想象 一 个 以 原点 为 球 心 的 大 球面 S, 和 封闭 曲面 5. 因 为 
V.E-V. -2F--7v.F-0 
4neo 4neo 


当 o > 0,V .EE 在 S$ 和 5 间 的 区 域 D 上 的 积分 为 零 .因此 ,由 和 散 度 定理 


III 了 .ndc = 0, 


D 的 边界 面 
而 且 E 沿 离开 原点 方向 穿 过 5 的 流量 必 与 EE 沿 离 开 原 点 穿 出 S, 的 流量 相同 ,为 g/eo. 以 上 表 
达 ， 71 7aUS 定 


>, BIERA Gauss 定律 ,也 可 应 用 于 电荷 分 布 , 但 要 比 这 里 的 讨论 更 一 般 , 这 是 你 在 任何 -- 本 物 
理 教程 中 都 可 以 见 到 的 讨论 ， 


Causs 定律 : [E:aa = 二 
s 


Le Ç Y - 
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流体 动力 学 的 连续 性 方程 

设 D 为 空间 一 已 定向 的 闭 曲面 S$ 所 围 的 区 域 ,如 果 v(x,y,z) 为 平滑 流 径 DD 的 流体 的 速度 
场 ,8 = 6(1,x,y,z) 为 在 时 刻 1 点 (x,y,z) 处 的 流体 密度 ,而 F = 6v, 则 流体 动力 学 的 连续 性 
方程 如 下 所 示 


96 
V+ F+; = 


如 果 其 中 所 涉及 的 函数 有 一 阶 连续 偏 导数 ,方程 可 自然 从 散 度 定理 得 出 , 见 以 下 分 析 . 


h=(vAn) *n 


4 


Æ 13.76 在 很 短 A: 时 间 内 ,通过 小 片 曲 
面 Ac 向 上 流出 的 液体 充满 一 个 小 柱 体 ， 
其 体积 近似 为 底 x 高 = v.n AocA:. 


首先 ,积分 | F. n do 表示 质量 穿 过 $ 离开 六 的 速率 (离开 是 因为 是 外 法 向 量 ). 要 明白 为 


什么 ,考虑 曲面 上 一 小 片面 积 Ac( 图 13.76). 在 很 短 的 时 间 间 隔 At 内 , 流 过 小 片 液体 的 体积 
AV 近似 等 于 底面 积 为 Ac ,高 为 (vAt): n 的 柱 体 的 体积 ,其 中 v 为 Ac 上 一 点 的 速度 向 量 : 
AV = v ° nAocAt. 
流体 这 块 体积 的 质量 近似 是 
Am = ôv- n Aci, 
所 以 质量 穿 过 小 面积 流出 D 的 速率 近似 为 


Am = V° n Ac. 
这 就 得 到 近似 式 
== Dev . n Ac 


以 它 作为 质量 流出 S 的 平均 速率 的 一 个 估计 .最 后 令 Ac — 0 K At 一 0, 就 得 出 质量 穿 出 5 高 
F D 的 瞬时 速率 为 


这 对 特殊 流动 可 写成 
现 设 B 为 流体 中 以 点 8 为 球 心 的 一 球体 , 则 Y .下 在 B 上 的 平均 值 为 


1 
万 攀 全 各 HER l V- Edr. 
它 是 散 度 的 连续 性 的 一 个 推论 ,事实 上 ,VY .正在 B 中 的 某 点 P 处 取 这 个 值 .因而 
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(V. mv- 再 丽人 页 || Y. ray = Ta 
_ 质量 穿 出 表面 3 离 江 8 的 速率 (8) 
B 的 体积 
右 端的 分 数 表 示 每 单位 体积 流体 质量 的 减少 量 . 
令 B 的 半径 趋 于 零 而 保持 中 心 点 Q 不 动 .(8) 式 左 端 将 收敛 于 (VY .FF)o , 右 端 则 收敛 于 
( -96/91)o. 这 两 个 极限 相等 就 得 到 连续 性 方程 


-S 
此 连续 性 方程 能 解释 Y .了 的 意义 :F 在 一 点 的 散 度 就 是 流体 密度 在 该 点 减少 的 速率 . 
于 是 散 度 定理 


|F. nas = | V> Fd V 
又 可 以 这 样 讲 , 即 区 域 D 内 流体 密度 的 净 减 少量 正 是 液体 质量 通过 曲面 5 被 移 走 的 量 .因此 ， 
定理 表达 了 质量 守恒 律 (练习 31). 
统一 化 的 积分 定理 
假如 把 一 个 二 维 场 F = M(x,y)i+ N(x,y)j 看 成 一 个 k 分 量 为 零 的 三 维 场 ,那么 7 .了 = 
2M ON ,而 Green 定理 的 法 向 形式 可 写作 


dx + gy? 
[° a 
fF: nds = i M + pakE dy = i FdA. 
R 


类 似 地 ,Vx FF.k = 2 UM Sb Groen 定 于 的 切 向 形式 可 以 写作 


Jx J 


IM 
$=. x- JI (E-S Jaz ay = [vx F. k dA. 
R 


用 记号 VY 写 出 的 Green 定理 的 两 个 等 式 ,让 我 们 看 出 它们 与 Stokes 定理 和 散 度 定理 的 关系 . 


Green 定理 及 其 三 维 空间 的 一 般 化 形式 
Green 定理 的 法 向 形式 中 F. nds = | 


散 度 定理 : IF- nao = | V.EFdr 
D 


Green 定理 的 切 向 形式 ， PF.dr= [V F. kad 
R 


Stokes 定理 : i A 


请 注意 Stokes 定理 将 平面 中 一 块 平面 上 的 Green 定理 的 切 向 ( 旋 度 ) 形式 一 般 化 成 三 维 空 


SA AA AE t r u. 
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间 中 一 曲面 的 相应 形式 .每 一 种 情况 下 ,在 曲面 内 部 上 了 的 旋 度 的 法 向 分 量 的 积分 都 等 于 了 绕 
边界 的 环 量 . 

同样 地 , 散 度 定理 将 平面 上 一 个 二 维 区 域 的 Green 定理 的 法 向 (流量 . 通 量 ) 形式 一 般 化 到 
空间 中 一 个 三 维 区 域 的 相应 形式 .在 每 一 种 情况 下 ,F 的 散 度 VY.F 在 区 域内 部 的 积分 都 等 于 场 


F 穿 过 边界 面 的 总 流量 . 
这 里 还 应 该 进一步 讲 , 所 有 这 些 结果 都 可 以 考虑 为 f I 
一 个 单一 的 基本 定理 的 不 同形 式 .回想 起 4.5 节 中 的 微 n= n= ， 
积分 学 基本 定理 . 它 讲 , 若 f(x) Ela, b] 上 可 微 , 则 4 b 
f Lax = f(b) - fla). 图 13.77 一 维 空间 [a,b] 边界 的 向 外 单 


位 法 方向 ， 
若 我 们 令 在 整个 La ,5] 上 下 = fO), MWI = 9.F. 若 再 
定义 对 [a b] 边界 的 单位 外 法 向 量 场 n 为 在 点 5 是 二 在 点 a 是 iC 13.77), 
f) -fla) =f(b)i: Gi) + fla)i. (— i) 
=F(b):n+F(a): n 
=F HEJ[a,b] 边界 的 向 外 总 流量 . 
基本 定理 就 可 以 写 为 


F(b).n + F(a) +n = | V- Fas 


[a.b] 
微 积分 学 基本 定理 ,Green 定理 的 流量 形式 ,和 散 度 定理 都 是 讲 微分 算 子 了 .与 场 F 在 一 区 域 上 
的 点 乘 运算 的 积分 等 于 在 该 区 域 的 边界 上 场 的 法 向 分 量 的 和 . (这 里 我 们 把 在 边界 上 Green 定 
理 的 线 积分 和 散 度 定理 中 的 面积 分 解释 为 "和 ”. ) 
Stokes 定理 和 Green 定理 的 环 量 形式 是 讲 , 当 适当 定向 后 ,在 一 个 场 上 旋 度 运算 结果 在 法 
向 上 分 量 的 积分 等 于 在 曲面 边界 上 场 的 场 向 分 量 的 和 . 
以 上 这 些 解 释 的 美 引 出 下 述 这 个 十 分 了 不 起 的 原理 ,或 许可 表述 如 下 . 


微分 算 子 对 场 作用 后 在 一 区 域 上 的 积分 等 于 在 该 区 域 边界 上 场 的 适当 分 量 的 和 . 


习题 13.8 

计算 散 度 用 散 度 定理 计算 向 外 流量 

第 1 -4 题 , 求 场 的 散 度 . 第 5- 16 题 ,用 散 度 定理 求 F 穿 过 区 域 D 的 边界 的 向 
1. 图 13.14 的 自 旋 场 外 流量 . 

2. 图 13.13 的 径 向 场 S. 立方 体 FE = (y - z)i+ (z — y)j + (y - z)k 

3. 图 13.12 的 引力 场 D: 立方 体 ,其 边界 面 为 平面 x =+1,y =+ 上 1 和 
4. 图 13.9 的 速度 场 z =+1 
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6. F = x?í+ y2j + zk 
(a) 立方 体 D : 被 平面 x =1,y = 1,z = 1 #R H B) 


第 一 卦 限 的 立方 体 . 

(b) 立方 体 D : 由 平面 x =+1,y =+1 和 z=+t1 所 
界 的 立方 体 . 

(c) MER D: 圆柱 x? + y* < 4 被 平面 := 0 和 
z = 1 和 截 出 的 区 域 . 


7. 圆柱 与 抛物 面 F= yi+ x yj- zk 
D :圆柱 x2 + y? < 4 夹 在 平面 : = 0 和 抛物 面 = 
x2 y ABER. 
8. 3K F = x? + xzj + 3zk 
D : RE x2 + y' < 4. 
9. 部 分 球 F= xi- 2xyi + 3xzk 
D : 被 球面 x* + y? + 22 = 4 截 出 的 第 一 卦 限 的 区 


域 . 
10. MH F = (6x? + 2x y)i + (2y + x2;)j + 
4x2y3k 
D :第 一 卦 限 被 柱 面 z2 + y = 4 和 平面 z = 3 所 
截 出 的 区 域 . 


11.8 F= 2xzi- xyj- zk 

D ;第 一 卦 限 被 平面 y+ z = 4 和 椭 柱 4x? + y? = 
16 割 出 的 棉 形 体 . 

12. 球 F = xi+ yj+ 2k 
D: 为 球体 x? + y2 + 2 < a2. 

13. MPR 56 (thick sphere) F = V x: + yl + z2(xi + 
yj + zk) 
D :区 域 1 < z + y2 + 2 < 2. 

14. ERE 下 = (zi+ yj + zk)/ V 52 + y' + 2 
D: EER 1 < 2 + 2 + 2 < 4 

15. MRA F= (5x2 + 12zxy2)i+ (y? + esin z)j + 
(5z3 + ercos z)k 


D : 在 两 球面 x 2 2 + 22 = 1352. 2 + 2 = 


2 之 间 的 立体 区 域 . 
16. 厚 圆 柱 形 简 FF = ln(x?+ 7)i- (in? =>); 
+ z Vx? + yk 


D : 厚 墙 形 圆柱 简 1 sety < z, - 1 < z < 2. 


旋 度 和 散 度 的 性 质 
17. div(curl G) = 0 
(a) 证 明 : 若 场 G = Mi+ Nj + Pk 的 分 量 涉及 的 
偏 导 都 连续 , 则 Y.VYxG = 0. 


(b) 为 学 而 写 “” 若 成 立 的话 ,你 对 场 V x G 穿 过 
一 闭 曲 面 的 流量 能 总 结 出 什么 ?说 明 为 什么 
你 那么 回答 . 
18. 恒等式 。” 设 Fl 和 下, 均 为 可 微 向 量 场 , 且 设 a 和 
b 均 为 任意 实 常数 ,证 明 下 列 恒等式 ， 
(a) V: (aF, + bE) = aV - F, + bV - E, 
(b) V x (aF, + bF,) = aV x F, + bV x F, 
(c) V: (F, x F,) = PF, * V x F. - F, ° V x F, 
19. 恒等式 。” 设 F 为 一 可 微 向 量 场 ,并 设 glay) 
为 一 可 微 数量 值 荡 数 . 验 证 以 下 恒等式 . 
(a) V: (gF) = zV - F+ Vg ° F 
(b) Vx (gF) = gV x F+ Vg x F 
20. 恒等式 ” 若 F = Mi+ Nj+ PKk 是 一 可 微 向 量 场 ， 
定义 记 法 F. V= M + N+ PP 于 ,对 可 微 
m B: F, 和 F,, 验 证 下 列 恒等式 . 
(a) Vx (F, x F) = (F: V )F, - (F, ° V)F, + 
(V :FF - (V ° F,)F, 
(b) V (F, - F,) = (F, - V )F, + (F, - V )F, + F, 
x (V x F.) + F, x (V x F.) 


理论 与 例 

21. 为 学 而 写 : 有 界 散 度 “ 设 F 为 一 场 ,其 所 有 分 量 
在 包含 区 域 D 的 空间 部 分 都 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 光 滑 闭 曲面 S 为 D 的 边界 面 .车 |F| < 1, 能 


否 说 III V. F dy 的 值 有 界 ?说 明理 由 . 

22. 为 学 而 写 :位置 向 量 的 流量 下 图 所 示 的 是 类 
长 方 体 的 封闭 曲面 ,其 底 为 x y 平面 内 的 单位 正 
方形 .四 个 侧面 分 别 位 于 x = 0,x = 1,y = 0 和 
y = 1 内 ,其 顶 为 任意 光滑 曲面 , 它 的 方程 未 知 . 


Pe 侧面 A 


(1, 1, 0) 


习题 13.8 


` 1157 > 


IEF = xi-2yj+ (z+3)k 并 假设 F 通 过 侧面 4 
向 外 的 流量 为 1, 而 通过 侧面 p 的 流量 为 - 3. 你 
能 否 对 通过 顶 面向 外 的 流量 总 结 出 什么 ?说 明 你 
答案 的 理由 . 

23. (a) 位 置 向 量 的 流量 ”证明 位 置 向 量 场 F = xi+ 
yj + zk 通 一 光滑 闭 曲面 5 的 向 外 的 流量 为 由 
曲面 所 围 区 域 体 积 的 三 倍 . 

(b) 设 n 为 3 上 的 单位 法 向 量 场 .证 明 F 在 $ 上 每 
一 点 处 与 n 正 交 是 不 可 能 的 . 
-ROM 24. 最 大 流量 ”在 所 有 由 不 等 式 0 < x <a, 
”0g<gyz<b,0<:<1 定 义 的 长 方 体 中 , 求 场 
F = (- x? -4xy)i-6yzj + 12zk 通 过 6 个 侧面 向 
外 流量 最 大 的 一 个 长 方 体 ,最 大 的 流量 是 多 少 ? 
25. 立体 区 域 的 体积 设 F < xi+ yj + zk, 并 设 曲 
面 S 和 区 域 D 均 满足 散 度 定理 的 假设 条 件 ,证 明 
D 的 体积 由 以 下 公式 给 出 


人 的 体积 = [|F n do 


26. 稳 恒 场 的 流量 证 明 稳 恒 场 F - C, 对 其 应 用 散 
度 定理 , 则 它 穿 过 任何 财 曲面 向 外 的 流量 为 零 . 


27. 调和 函数 MRAK, y z) EKR D EWE 
Laplace 方程 
Vf = Ç. Vf = of MEZA of 


Ie tap t 922 7 

那么 就 称 / 在 该 区 域 是 调 合 的 . 

(a) 假设 在 整个 由 光滑 曲面 $ 所 围 有 界 区 域 Dp 
上 是 调 合 的 ,又 以 mn 表示 S 上 单位 法 向 量 . 证 
明 :/ 在 nm 方向 的 方向 导数 YA n 在 S$ 上 的 积 
RAF. 

(b) 证 明 : 若 /在 D 上 是 调和 的 , 则 


Jør n da = | |v fl?qdr. 

28. 梯度 场 的 流量 设 S SPK. yl + 2 < a2 f 
于 第 一 卦 限 的 部 分 的 表面 ,又 设 f(x,y,z) = ln 
V x? y y2 + 了 .计算 || wy n dosna N fis n 
方向 的 方向 导数 )， 

29. Green 第 一 公式 假设 /和 g 在 整个 区 域 D 上 有 
连续 的 一 ,二 阶 偏 导数 ,区 域 D 由 分 片 光 滑 的 闭 
曲面 $ 所 围 , 证 明 

22: -ndo = II (fy a Vf: Ve)dV. (9) 
公式 (9) 称 为 Green 第 一 一 公式 .( 提 示 : 对 场 F = 


~ 人 


用 散 度 定理 .) 


fw 


30. 


31. 


32. 


Green 第 二 公式 ( 接 29 题 ) 将 (9) 式 中 的 了 与 g 
互 换 就 得 -个 类 似 的 等 式 . 然 后 从 (9) 式 减 去 这 
个 等 式 能 证 明 


| ve 一 gf) ` n dc 


= | (fVy-NgV2 f). (10) 


质量 守恒 ” 设 v(1,x,y,z) 为 空间 区 域 D 上 的 连 
续 可 微 向 量 函 数 ,并 设 p(t,x,y,z) 为 连续 可 微 
数量 函数 ,变量 :代表 时 间 , 则 质量 守 便 定律 可 


表示 为 
àr | (t,x,y,z)dV = - vina. 
s 


其 中 3 YD 的 边界 面 . 

(a) 若 v 是 流速 场 ,p 表示 时 刻 1 在 点 (x,y,z) 流 
体 的 密度 ,给 出 质量 守恒 定律 的 一 种 物理 意 
X. 

(b) 用 散 度 定理 和 Leibniz 法 则 : 

n Ji p(t,x,y,z)dV = i Bay, 
EUR MSE EAE ERE E 


V ° pv + Š -o 


等 价 .在 第 一 项 V . pth, 变量 : 当 作 固定 


M TEBI H, D 中 点 (x,y,z) 假设 
是 固定 的 ). 
热 扩 散 方 程 ” 设 7T(1,x,y,z) 表示 空间 一 立体 
KE D 上 点 (x,y,z) 处 在 时 刻 上 的 温度 函数 ,并 
设 此 函数 有 连续 二 阶 导 数 . 若 立体 的 热 容量 和 质 
量 密度 分 别 以 常数 c 和 p 表示 ,数量 co7 称 作 立 
体 的 每 单位 体积 热能 . 
(a) 解释 为 什么 - VT 指向 热流 方向 ， 
(b) $ -AVY7 代表 能 量 流 向 量 ( 这 里 常数 上 称 为 
SRE) .在 习题 31 中 假定 质量 守重 定律 中 令 
- kVT = vð oT = pp, 推导 出 热 扩散 方程 


0 > 
T -= KYT, 
ut 


EPK = kV(co) > 0 为 扩散 常数 .( 请 注意 ， 
ETO, O 代表 两 端 绝热 良好 的 匀 导 热 棒 内 
点 x 处 在 时 刻 ! 的 温度 , 则 war = PT i R k 


时 扩散 方程 就 化 为 第 11 章 附 加 题 的 一 维 热 
HE.) 
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指导 你 们 复习 的 问题 


1. 什么 是 线 积分 ?如 何 计算 线 积分 ?举例 说 明 . 
2. 你 怎样 用 线 积分 求 弹簧 的 质心 ?请 解释 . 
3. 什么 是 向 量 场 ?什么 是 梯度 场 ?举例 说 明 . 
4. 怎样 求 力 沿 曲 线 移动 粒子 所 作 的 功 ?举例 说 明 . 
5. 什么 叫 流量 . 环 量 和 通 量 ( 流 量 )? 
6. 与 路 径 无 关 场 的 特点 是 什么 ? 

7. 你 该 怎样 叙述 一 个 场 是 保守 的 ?如 何 求 保守 力 场所 作 的 功 ? 

8. 什么 是 势 函 数 ?举例 说 明 如 何 求 保守 场 的 势 函 数 . 

9. 什么 是 微分 形式 ?微分 形式 是 完全 的 是 指 的 什么 意思 ?你 怎样 检验 这 种 完全 性 ?举例 说 明 . 
10. 什么 叫 向 量 场 的 散 度 ? 你 怎样 解释 它 ? 

u. 什么 是 向 量 场 的 旋 度 ?你 怎样 解释 它 ? 

12. Green 定理 的 两 种 形式 是 什么 ?如 何 解释 这 两 种 形式 ? 

13. 举例 说 明 如 何 计算 曲面 的 面积 ? 

14. 什么 是 定向 曲面 ?如 何 计算 一 三 维 向 量 场 穿 过 一 定向 曲面 的 流量 ?举例 说 明 . 

15. 什么 是 曲面 积分 ?用 曲面 积分 能 计算 什么 ? 举 一 例 说 明 . 

16. 什么 是 参数 曲面 ?你 怎样 求 参 数 曲面 的 面积 ?举例 说 明 . 

17. 举 一 例 说 明 你 如 何在 一 个 参数 曲面 上 对 -个 函数 作 积 分 ? 

18. 什么 是 Stokes 定理 ?你 怎样 解释 这 个 定理 ? 

19. 总 结 本 章 有 关 保 守 场 的 结论 . 

20. 什么 是 散 度 定理 ?你 怎样 解释 这 个 定理 ? 

21. 散 度 定理 如 何 将 Green 定理 一 般 化 ? 

22. Stokes 定理 如 何 将 Green 定理 一 般 化 ? 

23. 如 何 能 将 Green 定理 ,Stokes 定理 ,和 散 度 定理 看 成 一 个 单一 的 基本 定理 的 不 同形 式 ? 


实践 习题 - 1159 > 


实践 习题 


计算 线 积 


1. 以 下 两 图 显示 空间 连接 原点 和 点 (1,1,1) 的 两 条 
折线 路 径 . 沿 每 条 路 径 对 f(x ,y,z) = 2x - 3⁄2 — 
2z + 3 作 积分 . 


2. 下 列 图 显示 连接 原点 和 点 (1,1,1) 的 三 条 折线 路 
径 . 在 每 条 路 径 上 对 f(x,y,z) = x? + y -zz 作 积 


3. ÆW E r(t) = (acos t)j + (asin t)k,0 < t < 2x 
XL f(z,y,z) = Vx? + ERG. 

4. 将 f(x,y,z)= / x? + 2 EM r(t) = (cos t 
+ tsin)i + (sin z — teos 1)j,0 < t < 3 作 积 分 . 

计算 第 5,6 题 中 的 积分 . 


š s: dx + dy + dz 
CLLD Vx + y+ z 


(10,3,3) 
6.| dx -A/ 三 dy -a/ Tdz 
(1,1,1) y z 


7. 将 F = - (ysin z)i + (x sin z)j + (x y cos z)k 绕 球 
HI x? + y?+z?=5 被 平面 z = -1 截 下 的 圆 积分 ， 
方向 为 从 上 方 看 为 顺 时 针 

8. 将 F = 3xz2yi+(xz3+1T)j+9zzk 绕 球面 x+y2+ 
2 = 9 被 平面 x = 2 截 下 的 圆 积 分 . 

求 第 9 和 10 题 中 的 积分 . 


9. ss sin y dx -8y cos x dy,C 为 由 x = > fi y = 
至 截 出 的 第 一 象限 的 正方 形 . 


10. | yas + dy, C 为 圆 x? + y2 = 4. 
C 


计算 面积 分 

11. 椭 网 区 域 面积 RAH x? + 22 = 工 被 平面 x + 
y + z = 1 截 出 的 椭圆 形 区 域 的 面积 . 

12. 抛物 冠 形 面积 ” 求 抛 物 面 2 + 2 = 3x 被 平面 
x = 1 截 出 的 冠 形 曲面 面积 . 

13. 球 冠 的 面积 RRE 2 + y? + 2 = 1 被 平面 
z = /2⁄2 截 下 的 顶部 冠 形 面积 . 

14. (a) MERER RERE x? + y? + 2 = 4, 
z 20 被 圆柱 xz+yz = 2x 截 下 的 曲面 面积 
(如 下 图 所 示 ). 

(b) 求 位 于 半球 内 柱 面 的 那 部 分 面积 . (提示 : 投 


影 到 = 平面 ,或 用 积分 | xds 计算 ,其 中 为 
圆柱 的 高 ,ds 为 x y 平 面 内 圆 x? + y? = 2x 上 


I 半球 面 


z= /4-— r2 


圆柱 面 / 


2 cos 0 》 
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的 弧 微 元 . ) 

15. 三 角形 的 面积 REM- +7 + = l(a,b, 
c > 0) 截 在 第 一 赴 限 内 三 角形 的 面积 .再 用 一 种 
适当 的 向 量 运 算 检 验 你 的 答案 . 

16. 平面 截 出 的 抛物 柱 面 ”将 下 列 函 数 在 由 平面 
x = 0,x =3 和 z=0 从 抛物 柱 面 yY? -z= 1 上 
截 出 的 曲面 上 积分 . 


EF 2 2 2: = 
(a)g(x,y,z) waw =s 


(b)g(x,y,z) = 


Vay i 

17. AAEE ”在 位 于 第 一 卦 限 内 的 圆柱 面 ” + 
z? = 25 夹 在 平面 x = 0 与 x = 1 之 间 , 且 上 方 由 
z = 3 截 下 的 部 分 上 ,对 g(x,y,z) = x*y(y? + 
2) 作 积 分 . 

18. 怀俄明 州 面 积 (X) 怀俄明 州 由 西 径 子午 线 
111°3' 与 104°3' 和 北纬 圆 线 41° 与 45° 的 界 .假设 
地 球 是 半径 R = 3959 英 里 的 球体 , 求 怀俄明 州 的 
HUB. 


参数 曲面 

求 习 题 19 - 24 中 曲面 的 参数 方程 .( 由 于 做 这 些 题 有 

很 多 方法 ,所 以 你 的 答案 可 能 与 书后 给 出 的 不 一 

样 .) 

19. RË ety tzr = 36 夹 在 平面 :=-3 和 
z = 3V3 之 间 的 部 分 . 

20. WAF MAD- -E EPE: = -2 上 的 
部 分 . 

21. 锥 面 z=1+Vx +y ,ze3. 

22. 正方 形 上 的 平面 ”平面 4x + 2y + 4z = 12 在 第 
一 象限 内 正方 形 0 < x < 2,0 < y < 2 上 的 部 分 . 

23. 部 分 抛物 面 ”抛物 面 y = 2(x? + 2),y < 2 在 


zy 平面 上 方 部 分 . 
24. 部 分 半球 PR 22 + 2 + 2 = 10,y > 0 Es — 
卦 限 部 分 ， 


25. 曲面 面积 “” 求 曲面 面积 , 设 曲面 
r(u,v) =(u + s)i+ (u-v)j 
+ sk,0 < u < 1,0 < ç < 1. 
26. 曲面 积分 求 /(x,y,z) = xy- xz 在 25 题 的 曲 
面 上 的 积分 . 
27. 螺旋 面 面 积 求 螺旋 面 r(r,0) = rcos Oi + 
rsin0j + 0k,0 < 0 < 2x*,0 < r < 1 HER 


向 量 场 中 的 积分 


(ARE). 


r“ * 


28. 曲面 积分 “计算 积分 | V+ 到 + ida, 其 中 3 
为 27 题 中 的 螺旋 面 . 


保守 场 


第 29 - 32 题 的 场 哪 一 些 是 保守 场 , 哪 一 些 不 是 . 
29.F = xi+ yj+ zk 

30.F = (xi+ yj + zk)/(x? + y? + 2)3⁄2 

31.F = x ei + yeřj + zeřk 

32.F = (i+ zj + yk)/(x + yz) 

求 第 33 和 34 题 的 场 的 势 函数 . 

33.F = 2i+ (2y + z)j + (y + 1)k 


34.F = (zcos xz)i + e"j + (x cos xz)k 


功 和 环 量 | 
对 第 35 和 36 题 , 求 沿 第 1 题 从 (0,0,0) 至 (1,1,1) 的 
各 种 路 径 , 下 列 场所 做 的 功 . 

35.F = 2x yi+j+ xk 36.F = 2x yi+ x?j + k 
37. 用 两 种 方式 求 所 做 的 功 求 由 场 F = 


FPS 以 两 种 方式 沿 平 面 曲线 r0) - 


(xz 

(etcos t)i + (e'sin :)j 从 点 (1,0) 到 点 (ez ,0) 所 

作 的 功 . 

(a) 用 曲线 的 参数 方程 计算 功 的 积分 . 

(b) 通过 计算 FF 的 势 函 数 . 

38. 沿 不 同 路 径 的 流量 RF = V(x) 的 流 

R. 

(a) 绕 平 面 *+y+z = 1 交 柱 面 x? +z = 25 B 
椭圆 C 一 周 的 流量 ,从 > 轴 正 向 看 为 顺 时 针 
方向 . 

(b) 沿 第 27 题 的 螺旋 面 边界 曲线 ,从 (1,0,0) 到 
(1,0,2x) 的 流量 . 
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第 39 和 40 题 ,用 Stokes 定理 中 的 面积 分 求 场 下 绕 曲 

线 C 沿 指定 方向 的 环 量 . 

39. 绕 椭 圆 的 环 量 场 F = yi- yj+3zk 泊 平面 2* 
+6y-3z=6 交 杜 面 x+y = 1653896080 C ME 
看 为 逆 时 针 方 向 . 

40. 绕 圆 的 环 量 ZF = (x+ y)i+ (x + y)j+ (452 
- z)k 沿 平面 > = - y EjPR 2 + 2 + z = 4BJ 3 
线 , 圆 的 坏 量 , 从 上 看 为 道 时 针 方 向 . 


质量 和 算 

41. 密度 不 同 的 铁丝 RATAR r(1) = V2ti+ 
v2 可 + (4- P)k,0< t <<1 的 细 铁 丝 的 质量 , 设 其 
在 :处 的 密度 分 别 为 (a)6 = 3: 和 (b)6 = 1. 

42. 密度 可 变 的 铁丝 ” 求 位 于 曲线 r(1) = ti+2tj+ 
(2⁄3) °K, 0 < t < 2 上 的 细 铁 丝 的 质心 , 设 其 
在 t 处 的 密度 为 8 = 3V5+1. 


43. 密度 可 变 的 铁丝 求 位 于 曲线 = ii 242 


+ EKO < t < 2) 的 细 铁 丝 的 质心 .惯性 垂 和 半 


于 坐标 轴 的 旋转 半径 , 设 其 :1 点 的 密度 8 = 


1 
t + 1 


44. 弓形 的 质心 -个 细 金 属 马 形 位 于 x y 平面 的 


半圆 y = V a? -x 上 , 它 在 点 (x,y) 的 密度 为 
6(x,y) = 2a - y. RED. 

45. 常 密度 铁丝 ERS- 1 的 铁丝 ,位 于 曲线 r(1) 
= (e'cos t)i + (e'sin t)j + ek, 0g t < In 2 E, 
RZ, 和 RR.. 

46. 常 密度 螺旋 线 RRITAR r(t) = (2sin 1)i+ 
(2cos t)j + 3:k(0 < t < 27) 放置 的 常 密度 铁丝 
的 质心 . 

47. 贝克 形 惯量 ,旋转 半径 、 质 心 ” 求 被 平面 z = 3 
截 出 的 球 的 上 部 分 .密度 8(x,y,z) = z BWE 
形 曲 面 的 1, R, 和 质心 . 

48. 立方 体 的 惯性 矩 ” 求 由 平面 x = 1,y = 13; = 
1 截 出 的 第 一 卦 限 的 立方 体 表面 关于 z 轴 的 惯性 
W , 设 其 密度 68 = 1. 


穿 过 一 平面 曲线 或 曲面 的 流量 
第 49 和 50 题 对 场 及 曲线 使 用 Green 定理 求 着 时 针 环 
量 和 问 外 流量 . 


49. 正方 形 F = (2x=z y + xzj)i+ (x y — y)j 

C: 为 x = 0,x=1,y=0 和 y= 1 所 界 正方 形 . 
50. 三 角形 F = (y - 6x?)i+ (x + y2)j 

C: 为 由 直线 y = 0,y = x 和 x = 1 所 成 三 角形 . 
51. PERI ”用 Green 定理 证 明 沿 任何 闭 曲 线 C , 
积分 


Pin z sin ydy - az =0 


52. (a) 向 外 流量 和 面积 “用 Green 定理 证 明 向 径 场 
= xi+ 订 党 任 一 闭 曲线 的 向 外 流量 ,等 于 
该 闭 曲线 所 围 区 域 面 积 的 两 倍 . 
(b) W n 为 对 其 应 用 Green 定理 的 一 闭 曲线 的 单 
位 外 法 法 向 量 .证 明 在 C 上 每 点 F = xi+ wj 
都 不 与 n 重 直 . 
第 53 - 56 ERF D 的 边界 面向 外 的 流量 
53. 立方 体 F = 2x yi+ 2yzj + 2xzk 
D :为 平面 x = 1,y = 130 = 1 从 第 一 卦 限 截 
下 的 立方 体 . 
54. SK F = xzi+ yzj+k 
D: AIAR ty + 22 < 25 98 z =3 截 下 的 
上 球 冠 的 整个 表面 
55. 球 冠 F =-2xi-3yj+ zk 
D :为 立体 球 x?+ y+ 2 < 2 88303 z = x+ 
y 截 出 的 上 半 部 区 域 . 
56. 锥 与 圆柱 


D :为 电 锥 z= v x2 y Ë Hy = 1 K 
标 平面 所 围 在 第 一 封 限 内 的 区 域 . 

57. 半球 .圆柱 与 平面 É S 为 这 样 的 曲面 ,其 左 侧 
WER 22 < 2 + 2 = a2,y < 0 所 界 ,中 部 由 加 

柱 面 x? + 22 = a2,0 =< y < a, ft flj 3J SE TBI 
y = a 所 界 . 求 场 F = yi+ zj+ xk 穿 过 5 向 外 的 
流量 . 

58. 圆柱 与 平面 RHF = 3xzi+ yj- zk 穿 过 由 
圆柱 面 <° +4y = 16 和 平面 y = 2z,x = 05; 
= 0 所 围 第 一 封 限 中 立体 的 表面 向 外 的 流量 . 

59. AMHER ”用 散 度 定理 求 场 R = x 73i+ x2yj + 
yk 通过 由 柱 面 x2 + y* = 1 和 平面 := 1 与 zy =- 
1 所 围 区 域 的 表面 向 外 的 流量 . 

60. 半球 求 场 F = (3z + 1)k 穿 过 半球 面 x? + y+ 
z = a2,z 之 0 向 上 的 流量 (a) 用 散 度 定理 和 (b) 

[ 接 用 求 流量 的 积分 计算 . 


F(6x + y)i- (x + z)j + 4yzk 


， 1162 + 第 13 章 向 量 场 中 的 积分 


附加 习题 :理论 .例子 、 应 用 


x( 一 圈 ) 
ra p gp 
用 Green 定理 求 面积 4. 泪珠 状 曲线 x = 2acos t - asin 2t,y = bsin t, 
使 用 习题 13.4 的 (22) RRI Green 定理 的 面积 分 式 , 求 9 < t< 25. 


以 下 1 -4 题 曲线 所 围 区 域 的 面积 . 
1. 蜡 线 x = 2cos t — cos 2t,y = 2sin t — sin 2t,0 < 
t < 2x. 


= 


= 


2. 曲 三 角 角形 x = 2cos t + cos 21， y = 2sin t ~ sin 2t, 理论 与 应 用 
0 =< : < 27. 5. 非 零 旋 度 场 

(a) 举 这 样 一 个 向 量 场 F(x,y,z) 的 例子 , 它 仅 在 
一 点 值 为 0 而 各 处 旋 度 curl F 全 都 非 零 .请 鉴 
别 这 一 点 和 算出 它 的 旋 度 curl F. 

(b) 举 这 样 一 个 向 量 场 F(x,y,z) 的 例子 , 它 只 在 
一 条 线 上 的 值 为 0, 却 在 各 处 下 的 旋 度 curl F 
都 不 为 零 .鉴别 这 条 线 并 计算 curl F. 

(c) 举 这 样 一 个 向 量 场 F(x,y,z) 的 例子 , 它 在 一 
曲面 上 的 值 为 0, 却 在 各 处 下 的 旋 度 curl F 都 
不 为 零 .请 鉴别 这 张 曲面 并 计算 cur F. 

3.“8 字形 ”曲线 < = Lesin 2t,y = sin 20 < t < 6. 正 交 于 球面 的 场 ”在 球面 x? + y* + z? = RER 
所 有 点 (a,6b,c), 使 该 点 处 向 量 场 F = yz + xz2j 
+ 2xyzk 与 球面 正 交 而 F(a,b,c) = 0. 

. 最 小 流量 ”在 所 有 和 矩形 域 0< * < a,0< y=< b 
中 , 求 一 个 使 F = (x2+4xy)i-6yj 穿 出 四 边 向 外 
的 总 流量 最 小 .该 最 小 流量 是 多 少 ? 

EATE ” 求 一 过 原点 的 平面 方程 ,使 得 流 场 F 
= zi + xj + yk 绕 该 平面 与 球面 x**? + 2 + 22 = 4 
截 口 圆 的 环 量 最 大 . 

9. 在 一 条 强 上 作 的 功 ”一 强 置 于 第 一 象限 内 圆周 x? + 

y? = 4 上 从 点 (2,0) 至 (0,2) 处 , 强 的 密度 o(x,y) = 
xy. 


- 


ow 
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(a) 分 割 绳 成 有 限 段 ,证 明 由 重力 移动 绳子 竖 直 向 
下 至 x 轴 所 作 的 功 为 ; 


W = lim > gxy1A S, = fe yds, 
SEE kzl € 


HP g 为 引力 常数 . 
(b) 通过 计算 (a) 中 的 线 积分 求 总 功 W. 
(c) 移动 质心 ”证 明 所 作 的 总 功 等 于 竖 直 向 下 移 
动 绳子 质心 (x y) 至 x 轴 所 要 作 的 功 . 
10. 在 一 薄板 上 作 的 功 ”一 薄板 置 于 平面 x+y+z 
= 1 在 第 一 卦 限 的 部 分 上 ,薄板 (三 角形 ) 的 密度 
为 6(x,y,z) = xy. 
(a) 分 割 薄板 成 有 限 小 块 , 证 明 由 重力 移动 薄板 
竖 直 向 下 到 x y 平面 所 作 的 功 为 
W = lim 27 gxuyz Ao, = 22 


k=1 s 


其 中 g 为 引力 常数 . 
(b) 通过 计算 (a) 的 面积 分 求 所 作 的 总 功 . 
(e) 移动 质心 ”证 明 所 作 的 总 功 等 于 竖 直 向 下 移 
动 薄 片 质心 (x,y,z) 至 xy 平面 所 要 作 的 功 . 
11. 阿 基 米 德 原理 。 若 一 物体 ,比如 一 个 球 放 在 液 
体 中 , 它 或 沉 入 底部 ,或 漂浮 ,或 沉 到 某 一 距离 ， 
保持 悬浮 在 液体 中 .假定 液体 比重 为 常数 w, 并 
设 液 面 与 平面 z = 4 齐 平 . 一 球 悬 在 液体 中 ,占据 
区 域 +y + (z - 222 < 1. 
(a) HEBH :由 液体 压强 施加 在 球 上 的 总 压力 下 的 
大 小 等 于 面积 分 
F = lim X w(4 - 4)Ao, = feu - z)do. 


k=l 


(b) 浮力 积分 若 球 不 动 ,是 有 液体 浮力 维持 的 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


缘故 .证 明 ;作用 在 球 上 浮力 的 大 小 为 
浮力 = IZE -4)k. n do, 


EF Fn Al, yz) 处 的 单位 法 向 量 . 此 式 

表述 阿 基 米 德 原理 为 :作用 在 悬浮 在 液体 中 

物体 上 浮力 的 大 小 等 于 排 开 的 液体 重量 . 
(ce) 使 用 散 度 定理 求 (b) 中 浮力 的 大 小 . 
重力 场 不 是 ( 某 场 的 ) 旋 度 iU 


_ GmM. 
lr 


在 r 关 0 定义 了 重力 场 .用 13.8 节 的 Gauss 定 律 证 
明 , 不 存在 连续 可 微 的 向 量 场 H, 使 F = V x H. 
相等 的 曲线 与 曲面 积分 # f(x,y,z) fl glx, 
y, z) 都 是 定义 在 以 C 为 边界 曲线 的 定 了 向 的 曲 
面 S 上 的 数量 值 函 数 ,证 明 


2 Vg) ° ndo = $ rv “dr. 


有 相等 散 度 与 相等 旋 度 的 声 假设 在 区 域 D 上 
V. F, = V: F, BV x F, = Vx F,, D HE f l] BJ 


且 其 单位 外 法 向 为 的 曲面 S 所 围 ,又 在 S 上 


F, ° n =F, n. 证 明 在 整个 D 上 F, =F. 
零 向 量 场 ? 证明: 是否 成 立 :着 VY:'F = 0 BV xF = 
0, 则 有 FE = 0. 


位 置 向 量 场 的 流量 作为 体积 — 证明 空 间 中 由 定 
向 曲面 S 所 围 的 区 域 Dp 的 体积 V 为 


其 中 nn 为 $ 的 单位 外 法 向 量 ,r 为 也 内 点 (x,y,z) 
的 位 置 向 量 . 
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数学 归纳 法 


许多 公式 , 像 
n(n + 1) 
5 
就 能 用 一 个 称 作 数学 归纳 的 原理 来 证 明 它 对 每 一 个 正 整 数 n 部 成 立 . 用 这 个 原理 作证 明 又 叫 
用 归纳 法 证 明 一 个 公式 的 步骤 如 下 : 
第 一 步 : 检 验 公式 对 n = 1 成 立 ， 
第 二 步 :证 明 : 假 若 公式 对 任 一 正 整 数 n = 上 成 立 , 它 对 下 一 个 整数 nn = 及 + 1 也 成 立 . 
一 旦 这 两 步 完 成 (原理 讲 ) ,也 就 是 公式 对 所 有 正 整 数 n 成 立 .用 第 一 步 说 明 n = 1 成 立 . 
用 第 二 步 说 明 对 n = 2 成 立 , 因 此 也 由 第 二 步 知 n = 3 成 立 , 又 由 第 二 步 知 n = 4 也 成 立 , 等 等 . 
若 第 一 枚 多 米 诺 骨牌 倒 下 ,而 当 第 个 多 米 诺 骨 有 牌 倒 下 , 它 永 证 会 识 到 第 + 1 个 牌 也 倒 下 ,最 
后 所 有 多 米 诺 骨牌 全 会 倒 下 . 
从 另 一 种 观点 , 设 有 一 列 语 句 8 ,52,… ,5,，,… ,每 一 句 对 应 一 个 正 整 数 .假设 我 们 也 可 以 
证 明 ,车 语句 中 任 一 句 正确 就 可 顺 次 推出 下 一 句 正确 ,最 终 假设 又 可 以 证 明 S, 是 正确 的 .那么 
就 可 以 得 出 结论 ,从 S, 开始 的 所 有 语句 都 正确 . 


例 1 证 明 对 每 一 正 整数 n, 有 


1+2+ +n = 


1 +2+ +n = ——. 


解 我 们 依 上 面 所 说 的 两 步 完 成 证 明 . 
第 一 步 :公式 对 n = 1 成立 , 因 
1(1 + 1) 
2 
第 二 步 : 若 公 式 对 n = 成立, 它 是 否 对 n = 有 +1 也 成 立 ? 管 案 是 对 的 ,以 下 说 明 为 什么 : 
假设 


1 = 


1+2+ k s HEAD, 


1166 
那么 
2 2k + 2 
1424 (k D EED aap T Pta + 
_(k+1)(k+2) _ (k + )((k + 12 + 1) 
u 2 _ 2 : 


这 一 串 等 式 中 的 最 后 一 个 表达 式 即 为 对 应 n= (k + 1) 时 的 n(n + 1)/2 的 表达 式 . 
数学 归纳 原理 在 此 保证 了 原 公 式 对 所 有 正 整数 n 都 成 立 . 须 注意 ,应 该 做 的 全 部 就 是 执行 
第 1,2 步 ,数学 归纳 原理 则 做 了 余下 的 一 切 . _ | 


例 2(172 HRM) 证明 对 所 有 正 整数 n, 
1 1 1 1 
a tl 
解 以 下 通过 执行 数学 归纳 法 的 两 步 完 成 证 明 . 
第 一 步 : 公 式 对 n = 1 成 立 . 因 


2! 2: 
第 二 步 : 若 
1 1 1 
Ji + 22 十 > = 1- TE 
则 
1 1 1 1 1 1 1.2 1 
2 t> + Tok t ysi =l- 2k t Ska = 2 2 takvi 
2 1 1 
5l- +t ysi = 1 - Kz: 
于 是 原 式 只 要 对 n = 成立 ,对 n = (k + 1) tB pR SZ ,由 于 证 完了 以 上 两 步 ,数学 归纳 原理 就 保 
证 了 公式 对 每 个 正 整数 n 都 成 立 . _ | 
其 它 起 始 整 数 


代替 从 n = 1 开始 ,有 些 归纳 法 变量 从 另 一 整数 开始 . 这 样 的 归纳 法 步骤 如 下 . 


第 一 步 : 检 验 公式 对 n = ni( 第 一 个 合适 的 整数 ) 成 立 . 
第 二 步 : 证 明 :“ 若 公式 对 任 一 整数 nn = k > n RA, C n = (k+) ERZ.” 


一 且 完 成 了 以 上 两 步 的 证 明 ,数学 归纳 原理 保证 对 所 有 n > n ARERI. 


例 3( 阶 乘 大 于 指数 ) ”证 明 对 足够 大 的 n,n! > 3". 
解 ”多 大 算 足 够 大 ?我 们 列 出 实际 数据 : 


n 1 2 3 4 5 6 7 
n! 1 2 6 24 120 720 5040 


3" | 3 9 27 81 243 729 2187 


看 起 来 n > 7 就 有 n! > 3". 为 确信 这 一 点 ,我 们 用 数学 归纳 法 .第 一步 取 n，= 7, 然 后 试 证 第 二 步 . 
假设 对 上 二 7, 有 kk! > 3*, 进 而 
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(k+l)! =(k+1)(k!) > (k+ 1) > 7.3 > 3t, 


于 是 , 当 > 7, 由 


数学 


k! > 3t > (k+1)! >34", 


归纳 原理 保证 对 一 切 a > 7,n1 > 3". _ | 


练习 题 A.1 


10. 
11. 


12. 


. 平方 和 证明 前 n 个 正 整 数 的 平方 和 为 


. 一 般 三 角 不 等 式 。 设 三 角 不 等 式 |a + bj 和 |al+ |b| IERT a 5b 成立 ,证 明 对 任 n 个 数 成 立 . 


[wi + xa + + | | xl | + |x] + | x, | 


,几何 和 证 明 : 车 r+ xz 1, 则 对 每 个 正 整数 


2 
I+r+r + + r" = 


. ES 3k Se nl 0 (x) = 1, 证 明 对 每 个 正 整数 n, 


d n 
a C") = 


RER RAS) B PEBE f(x x) = f(x ) + f(x2), 其 中 x ,x 为 两 任意 正 数 .证 明 对 任意 个 正 数 


XxX1,X2，… ,Xn, 有 
Srixon) = f(x.) + fr) + + fn). 


. 几何 和 “证明 对 所 有 正 整数 n ,成 立 


.证 明 : 若 了 足够 大 ,有 n) > nw. 
. WEA: E n EBEK, E? > n2. 
. 证 明 : 对 ns-3, 有 2" > 1⁄8. 


n(n) (n+) 


3 
立方 和 证 明 前 n 个 正 整数 的 立方 和 为 (2 D) 
有 限 和 的 运算 法 则 。 证明 下 述 有 限 和 的 运算 法 则 对 每 个 正 整数 ,都 成 立 . 


(Dr b) = > + (bh) PCa, = b) = - Da 
(> = e: >a (ec 为 任 一 数 ) (dya = nc (3 a, 为 常数 c) 


k=l k=1 


EEMERRANM 证 明 : 对 每 个 正 整数 n 和 每 个 实数 x, 有 |x*| = |x|". 


A.2 1.2 节 极 限定 理 的 证 明 


这 个 附录 证 明 1.2 节 的 定理 1 和 定理 4. 
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定理 1 极限 性 质 
车 limf(x) = L,limg(x) = M(L tš M 为 实数 ), 则 以 下 法 则 成 立 : 


1. 加 法 法 则 : lim[/(x) + g(x)] =L+M 
2. 减法 法 则 : liml f(x) — g(x)] =L - M 


w 
# 
Ë 
£ 
= 


limf(x) + g(z) = L+ M 
limk f(x) = kL (任意 常数 上) 


PF- 
38 
Ezy 
BD 
= 


s. 商 的 法 则 ; im f) -= L 3 M > 0 
6. FREU: — 车 m 和 n HER ONH p 是 实数 时 ,有 


lim[/(z)]* = L” 


加 法 法 则 的 证 明 ” 设 任 意 给 定 。 > 0, 要 找 一 个 正 数 $ 使 得 对 一 切 * ,由 
0< |x- el< = f(x) +g(x) - (L + M)| < c. 
重组 各 项 ,得 
[f(x) + g(z)- (L + M)| = |(£€x) - L) + (g(x)- M)| 
三 角 不 等 式 : 


larbls lal+ lol 


<|/(x)- L|+ |g(x)- Mi. 
因 limf(x) = 了 ,存在 一 个 正 数 8，> 0 使 得 对 一 切 x, 当 


0< |x-ecel< ô= (a) - L| < 3. 

类 似 地 , 因 limg(z) = M.,fFfr—B ó, > 0 使 得 一 切 x , 8 

£E 

>: 

SS= minló,,6,1, 8 ó, 5 6, 的 较 小 者 .车 0 < Ix-c|< 6, 则 |x-c|< 5, 所 以 
|/x) - L| < 2. B |x -c| < &, X 8] z(x) - M| < e/2, 因 此 


0< |x-c|< &= |g(x) - M| < 


[f(x) + (z) - (L+ M)| < Z + > = ë, 
这 就 证 明了 lim(A(z) + g(x)) = L+ M. 口 
减法 法 则 可 在 加 法 法 则 中 以 - g(x) 代替 g(x), 并 以 - 1 代 换 
CD-ROM M 得 证 , 数 乘法 则 是 乘法 法 则 g(*) = 天 的 特殊 情况 , FEAE WIJ 3k ZE 
E VEBsite 更 高 等 教程 中 去 证 明 ,但 这 里 可 证 明 乘 积 和 商 的 法 则 . 
人 ”历史 传记 极限 的 乘积 法 则 的 证 明 ”要 证 明 对 任意 给 定 的 。 > 0, 都 存在 
WT 6 > 0 使 得 对 了 与 g 的 定义 域 的 交集 Dh 上 的 所 有 x%， 
(1616 — 1703) 0< lz-cl< j>]|/(xz)g(x) - LIM| < e. 


对 任意 给 定 的 正 数 。 > 0, 把 f(x) 和 g(x) 写 为 
f(x) = L+ (f(x) - L), g(x) = M + (g(x) - M). 
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将 f(x) 与 g(x) 乘 起 来 ,再 减 去 LM: 
f(x)g(x) -1M = (L + (f(x) - L))(M í g(x) - M))- LM 
= LM + L(g(x)- M) + M(f(x) > L) + (f(x) - L)(g(x) - M) - LM (1) 
= L(g(x) ~ M) + M(/(xz) - L) + (f(x) - L)(g(x) - M). 
ASA g ix- c 时 有 极限 L 和 以 , 故 存在 正 数 61,6;,6;,5, 使 得 对 D 内 的 所 有 x， 
O< |z- el< 8 |f(x)- L| < Ve 
0< |x- cl< & = lglx)- M|< /c (3 (2) 
O< |x=- ce] < 6 一 [f(x) — L| < eZ(3(1 + |M |)) 
0< |z“ -c| < ó, = |g(x) - M| < e/(3(1 + |L|)) 
若 取 9 为 ó, 至 à, 所 有 4 个 正 数 中 最 小 的 , 则 (2) 中 右边 的 不 等 式 将 同时 成 立 , 对 0 < |x - c| < ó, 
于 是 对 刀 内 所 有 x, 当 0 < |x- cl<6， 
LACxz) g(x)- LM| 
< |Ll|l|g(z)- MI+ |M||/G) - L|+ Aa) - L|lzg(z)- M| 对 (1) 应 用 三 角 不 等 式 
< (+ |L|)l]z(z)- M|+ a+ [MDI -ZL + IAs) L| |g) -M| 


+ AS - 从 (2) 可 得 


这 就 证 完了 极限 乘法 法 则 . L) 


极限 的 商 的 法 则 的 证 明 EROE) = 1⁄M ,再 用 极限 的 乘法 法 则 


lim A x) _ ls 一 本) = limf(x) ， limg(x) = L: N = A 
当 


Cs 


1 | 
`M °: 


给 定 e > 0, 要 证 lim -一 PTEN) ) = 


o< le- el< > ZO l 
glx) 


由 于 | MI > 0, 存 在 一 正 数 581, 使 对 一 切 x, 当 


0< |x-cl<6=» |g(x)-M|< x”. (3) 
男 由 于 对 任何 数 4 及 B8, 可 以 证 明 |4|-|18|<|14-B| 和 |B|- 
CD-ROM [Als 14 -8|, 因 此 得 出 ||4|- |Bj|<|14-B8|. 以 A-= 
| WEBsite g(x),B = M, 就 有 
fi 历史 传记 lle(x)]|- Us |e(x)- M|, 


Gilles Personne 再 结合 (3) 右 端的 不 等 关系 ,进而 得 
de Roberval 


(1616 — 1703) let) |- |m] <il 
-IML cjelo- || < HE 
中 < goD1 < HM (4) 


[M| <2|e(s)]| <3| M] 
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1 2 < 3 
[g(x)| Su) [g(xz)|' 
于 是 , 当 0 < a 6 ,就 有 


I| IM- g(x) lI | 1 ， 
(x) K Melx) |S TaT TDT M - e) (5) 
1 2 
因此 对 (1/2)| M| e > 0, 存 在 ó, > 0, 使 得 对 一 切 x: 
0 < |x- c| < ó> |M - g(xz)| < > | M 2. (6) 


FAR 6 为 61 与 ó, 中 较 小 者 , 则 (5) (6) 式 对 一 切 满足 0 < |x - c] < 6 的 x 都 成 立 .结合 这 些 
结果 , 便 有 
1 


`M < E. 


0< |z- |< è> | 证 


以 上 便 是 极限 商 的 法 则 的 证 明 . 


定理 4 KERE 
假设 g(x) < f(x) < h(x) 对 含有 c 的 某 开 区 间 内 的 所 有 x( 可 能 不 包含 c) 成 立 .又 设 
limg(x) = limh(x) = ,那么 limf(x) = 


先 证 右 极限 设 lim g(x) = lim A(x) = 上. 则 对 任意 给 定 的 。 > 0, 存 在 9 > 0, 使 得 对 


所 有 满足 不 等 式 。< x < c + 6 的 x, 都 有 
L-e<e(x)<L+e 和 LL-e<h(x)<L+e. 
这 些 不 等 式 再 结合 g(x) < f(x) < h(x) 得 
L-e <g(x) < /(x) < h(x) < L +. 
L-e <f(x) < L +€. 
-e <f(x)- L < e. 
因此 对 一 切 x* ,满足 c < x < c + 6 BE | f(x) - L| < e. 
再 证 左 极限 设 lim g(x) = lim h(x) = 工 . 则 对 任意 的 es > 0, FE 8 > 0, 使 得 对 所 有 
满足 不 等 式 。_ 8 < x < c 的 x ,都 有 
L-e<g(x)<L+e 和 LL-e<h(x)<L+e. 
于 是 同 前 面 , 对 一 切 满足 c-6<x<e 的 x, 都 有 |f(x)-L|< e. 
证 双 侧 极限 若 limg (x) = limh(x) = 工 , 则 g(x) 和 有 h(x) 两 个 函数 当 x 一 c+ 和 x — c° 
时 都 趋 于 工 ,所 以 lim f(x) = L H lim f(x) = ,因此 limf(x) 存在 并 等 于 L. 
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练习 题 A. 2 


1. 一 般 化 的 极限 加 法 法 则 BIRR A) f(x) 和 f(x) 4 ro e DAA RER L, La 和. 证明 它们 的 和 
的 极限 是 L + L, + 六 .再 用 数学 归纳 法 (附录 D 将 这 个 结果 推广 到 任意 有 限 个 函数 的 和 . 
2. 一 般 化 的 极限 乘法 法 则 用 数学 归纳 法 和 定理 1 的 极限 乘法 法 则 证 明 ; 如 果 函 数 f(x) ,p(x),… ,f(x) 当 
xz 一 (时 有 极限 六 ,六 La ARA 
lim fi Of) f(x) = 
3. 正 整 数 的 法 则 用 limw =“ 及 题 2 的 结果 证 明 : 对 任 一 正 整数 n > 1 ,极限 limx" = c", 
4. 多 项 式 的 极限 用 事实 lim( 外) = 上 ,上 为 任 一 数 , 连 同 题 1, 题 3 的 结果 证 明 , 对 任 一 多 项 式 函 数 


xz) = a," + a, ax" + + aíx + ao. 


有 limf( x) = f(e). 
5. 函数 之 比 的 极限 “用 定理 1 和 题 4 的 结果 证 明 : 如 果 f(x) 和 g(x) 都 是 多 项 式 函 数 , 且 gle) = 0, 那 么 
imf LW 


“me glx) g(x) 


& f 
— ‘”n 
Gh Òs < —. Ôg Ó — — £ € 
— h Y p amama —"—r_— h 
— . 二 -二 一 
€ Jo) EO 


图 A.1 两 个 连续 函数 的 复合 仍 连续 的 图 解 , 且 对 任 有 限 个 函数 的 复合 ,连续 性 仍 
成 立 .唯一 的 要 求 是 每 个 函数 在 所 应 用 的 点 是 连续 的 .图 中 ,yj 在 点 c 及 g 在 点 Ac) 
必须 是 连续 的 . 


6. 连续 函数 的 复合 ”图 A.1! 对 两 个 连续 函数 的 复合 仍 是 连续 的 证 明 给 出 一 种 图 解 ,请 从 这 个 图 解构 建 证 明 
证 明 可 以 如 下 表述 ;车 /在 点 c 连续 ,又 g 在 f(c) 连续 , 则 g。/ 在 点 c 连续 . 
设 c 为 /定义 域 一 内 点 ,f(c) 为 g 定义 域 的 一 个 内 点 ,于 是 所 涉及 的 双 侧 极限 成 立 . (对 单 侧 情 况 的 讨 
论 完全 类 似 .) 
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链 式 法 则 的 证 明 


此 附录 用 3.6 节 的 思想 证 明 2.5 节 的 链 式 法 则 


定理 4 链 式 法 则 
Efu) Eu = gla) AMA, ga) EA x AA WEERA. g)(x) = f(g(x)) 就 在 
点 x 可 微 , 且 
(f° g) (x) = f'(g(x)) : g'(x). 
用 Leibniz 记 法 , 若 y = fu) u = g(x), 则 


dy _ dy , du 
dx du dz’ 


Bpi 是 在 w = g(x) 的 导数 . 


证 明 “为 更 简洁 起 见 , 我 们 证 : 若 z 在 点 xo 可 


微 , 又 /在 g(xo) 可 微 , 则 复合 函数 在 点 xo 可 微 且 y D 
y= fü 


dy 
dx 


= f'(g(xo)) ° g' (xo). 


t= x 
0 


令 Ax 为 + 处 的 一 个 增 量 ,Au 和 Ay 分 别 为 变量 
u Fy 的 增 量 .如 图 A.2 所 示 ， 


Ay 
DRAR = ir 


Ay 


| Ax | 

dy ,Ay | | 
dx | 7 PS Aw | | | 
° 0 Xo x Ax Eg 

所 以 以 下 只 要 证 明 这 个 极限 A(g(xo)) ° Z'(xo). i 0 
用 3.6 节 中 的 式 (3) 图 A.2 + 为 的 函数 的 图 示 .y 在 点 x = x 


Au = #'(xo)Ax + eAx = (g'(xo) + Ee1)Ax, 
其 中 , 当 Ax 一 0,sl 一 0, 类 似 有 
Ay = f'luo)Au + eAu = (六 (uao) + ez)Au， 
其 中 , 当 Au > 0, e 一 0, 注 意 到 当 Ax 一 0 也 有 Au > 0.28 Au 与 Ay 的 两 个 等 式 ,得 到 
Ay = (f'(uo) + e2)(g' (x0) + el)Ax， 


的 导数 是 lim x. 
Axz—0 x 


故 
AE = f’ Cuo)g' Cao) + eg' (x0) + f (uo)er + ezen: 
因 e, 和 e> 当 Ax 一 0 时 都 趋 于 零 ,在 取 极 限 过 程 中 四 项 中 的 三 项 全 趋 于 零 ,就 只 有 
lim $ = f'(uo)g'(ao) = f'(g(xo)) ° g' (20). 


证 毕 . 口 
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EZS = 


LARE - 复数 系 . Argand 图 RECEU 公式 : 积 : 商 ' S SER ES šB(De Moivre) E 
JE . 根 : 代数 基本 定理 


复数 以 a +ib 表示 ,其 中 a ,6b 为 实数 ,i 用 来 记 v - 1.“ 实 " 数 与 “ 虚 ” 数 讲法 不 幸 常 让 人 把 
V- 看 得 好 象 不 如 Y2 那么 令 人 宠爱 .实际 上 ,从 创新 意义 上 讲 , 实 数 系 的 构建 也 需要 丰富 的 
联想 ,实数 系 是 微 积分 的 基础 .在 本 附录 里 ,我 们 要 回顾 发 现 构建 实数 的 各 个 阶段 ,进一步 再 讲 
复数 系 的 发 明 将 不 会 感到 奇怪 . 


实数 的 发 展 
数 发 展 的 最 早期 阶段 是 来 自 对 记 数 1,2,3,…, 的 认识 ,我 们 现在 将 它们 称 为 自然 数 或 正 
整数 .这 些 数 作 加 法 和 乘法 其 结果 都 不 会 出 正 整 数 系统 ,也 就 是 , 正 整数 系 对 加 法 和 乘法 运算 
HA. RIY m 和 nn 为 任意 正 整数 , 则 
m+n=p 与 mn=g (1) 
仍 是 正 整 数 . 
在 (1) 式 中 任 一 等 式 左 边 任 给 两 个 正 整数 . 都 会 在 右边 相应 得 出 一 个 正 整 数 . 再 者 ,我 们 
有 时 还 可 以 对 特定 的 正 整数 m 和 p, 求 一 个 正 整数 nn 使 m + n = Pp-. 例 如 从 3+ n = 7 可 唯一 
解 出 n 为 正 整数 ,可 从 方程 7+ n = 3, 却 解 不 出 正 整数 n ,除非 数 系 扩大 . 
数 零 和 负 整 数 的 发 明 是 源 于 解 象 7 + n = 3 的 方程 .在 认识 所 有 整数 
,3,2,-1,0,1,2,3,.… (2) 
的 文明 发 展 过 程 中 ,一 个 受 教育 者 总 能 在 方程 m + n = p 已 知 两 个 整数 情况 下 求 出 那 未 知 的 整数 . 
假定 受过 教育 的 人 们 也 知道 怎样 将 (2) 中 的 任 两 个 整数 作 乘法 ,比如 , (1) 式 中 给 定 mn 和 
q ,就 会 发 现 有 时 能 求 出 n, 有 时 却 不 能 . 若 他 们 的 想像 仍 处 于 良好 运行 状态 的 话 , 也 就 会 激发 
灵感 进一步 发 明 更 多 的 数 和 引进 有 序 整 数 对 m 与 4 作为 分 数 m/n. 数 “ 零 " 性 质 有 些 特别 或 许 
要 难为 他 们 一 下 ,但 他 们 终于 发 现 很 方便 表示 所 有 整数 的 比 为 m/n. 仅 那些 分 母 为 零 的 不 包 
括 在 内 .这 一 系统 , 称 为 有 理 数 集 , 对 它们 进行 所 谓 的 算术 有 理 运算 是 极 


其 丰富 多 彩 的 : 
1. (a) 加 法 2. (a) 乘法 | 
(b) 减法 (b) 除法 
运算 可 在 有 理 数 系 内 的 任 两 个 数 间 进 行 , 只 是 不 能 用 零 去 除 . 
单位 正方 形 的 几何 性 质 (图 A.3) 和 勾 股 定理 表明 :可 以 作出 一 几何 I 
线段 ,以 某 基 本 长 度 单位 说 ,其 长 度 等 于 Y2. 因 而 他 们 可 以 用 几何 构造 方 
式 解 方程 图 A.3 BERAN 
22 规 可 以 作出 一 条 长 为 


无 理 数 的 线段 
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可 是 他 们 又 发 现 ,表示 v3 的 线段 和 表示 长 度 单位 1 的 线段 有 同 单位 性 .这 意味 着 比例 V371. 不 
能 表示 成 某 个 或 许 更 基本 长 度 单位 的 两 个 整数 倍数 之 比 . 也 就 是 说 ,这 些 受 了 教育 的 人 们 再 无 
法 找 出 方程 O = 2 的 有 理 数 解 ， 

他 们 无 法 做 到 这 一 点 是 因为 不 存在 有 理 数 其 平方 等 于 2. 党 弄 清 这 是 为 什么 ,无 妨 假设 存 
在 这 样 一 个 有 理 数 , 即 可 找到 除了 1 以 外 没有 公 因子 的 整数 ， 和 ， 使 得 

(E) =2 或 p? = 242. (3) 

Wp 和 g 都 是 整数 ,p 必 是 个 偶数 ;否则 它 与 自身 的 积 就 应 是 奇数 .用 式 子 说 明 应 是 p = 2, ,其 
中 pi 是 一 个 整数 .这 又 导出 2p? = g?, 这 又 说 明 q 必 是 偶数 ,比如 说 ，- 29 ,也 是 整数 这 
就 推 得 2 是 p,q 的 公 因 子 ,这 已 与 p 与 g 除 了 1 之 外 没有 公 因子 矛盾 .于 是 不 存在 有 理 数 ,其 平 
方 等 于 2. 

虽然 这 些 人 们 没 能 找到 方程 v = 2 的 有 理 数 解 , 却 设法 得 到 一 列 有 理 数 


1 7 41 239 
l' 5” 29° 169° (4) 


它们 的 平方 形成 一 数列 
l 49 1681 57121 _. (5) 
l' 25° 841° 28561 
以 2 作为 其 极限 .这 次 想像 建议 他 们 需要 有 理 数列 极限 的 概念 . 若 我 们 接受 “一 个 上 有 界 的 递 
增 序列 总 有 根 限 ”, 而 又 观察 到 (4) 的 数列 具有 这 些 性 质 , 则 我 们 想到 此 数列 该 有 一 极限 L.i 
一 假设 对 (5) 又 意味 着 D = 2, 因 此 过 不 是 一 个 有 理 数 . 若 我 们 把 所 有 有 界 递增 的 有 理 数列 的 
极限 都 加 到 有 理 数 集中 ,就 达到 所 有 真实 (real) 的 数 的 系统 .这 个 词 “真实 "(real) 在 这 里 使 用 
是 因为 它 不 像 任 一 其 它 数 学 系统 ,实数 系 中 不 存在 什么 或 “更 真实 " 或 “ 较 少 真实 " 的 数 . 


复数 系 
在 实数 系 发 展 的 许多 阶段 都 曾 借助 于 想像 .事实 上 ,至 此 我 们 所 讨论 的 构建 这 些 系 统 过 程 
中 至 少 有 三 次 曾 需要 创造 性 思考 想象 的 艺术 . 
1. 第 一 次 发 明 的 系统 :从 计数 的 数 构建 出 的 所 有 整数 集 . 
2. 第 二 次 发 明 的 系统 :从 整数 构建 出 的 有 理 数 集 . 
3. 第 三 次 发 明 的 系统 :从 有 理 数 构建 出 的 所 有 实数 x 的 集合 . 
这 些 被 发 现 的 系统 形成 一 个 有 层次 系统 ,其 中 每 一 系统 包含 前 一 个 系统 .每 个 系统 也 都 比 
它 的 前 者 宠 大 ,系统 内 允许 执行 附加 的 不 出 系统 的 运算 如 下 : 
1. 在 所 有 整数 的 系统 中 ,可 以 解 所 有 形 如 
Y+a=0 (6) 
的 方程 ,其 中 a 可 以 是 任 一 整数 ， 
2. 在 所 有 有 理 数 的 系统 中 ,可 以 解 所 有 形 如 
ax + b = 0 (7) 
的 方程 ,只 要 a,b 为 有 理 数量 a > 0. 
3. 在 所 有 实数 系统 中 ,可 以 解 所 有 (6) (7) 形式 的 方程 ,加 之 所 有 二 次 方程 
ax + bx+c=0, 其 中 wx0 H b° -4ac > 0. (8) 
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你 可 能 对 由 以 下 公式 给 出 的 方程 (8) 的 解 很 熟悉 , 即 


W i= " 
2a 
而 且 也 知道 当 判 别 式 d = 刀 -4ac 是 负数 时 ,方程 的 解 就 不 属于 以 上 所 讨论 的 任 一 数 系 .事实 
上 , 连 十 分 简单 的 二 次 方程 
x +1=0 


也 不 可 能 有 和解 ,要 是 所 能 使 用 的 数 系 仅仅 是 上 面 提 到 已 发 明 的 三 种 数 系 的 话 . 

于 是 ,我 们 必然 要 来 到 第 四 次 被 发 现 的 系统 , 即 所 有 复数 a + ib 的 集合 .用 符号 i 和 使 用 如 
(a,b) 的 记 法 就 可 完全 构建 这 一 系统 .当然 也 可 以 简洁 地 说 用 一 对 实数 a 与 46. 由 于 在 代数 运 
算 下 , 数 对 a 与 4 的 处 置 有 点 不 同 ,简直 说 ,基本 上 要 保持 “ 序 " .因此 ,我 们 可 以 讲 , 复 数 系 是 由 
所 有 “有 序 实数 对 "(a ,5) 的 集合 构成 ,连同 下 面 所 列 的 那些 相等 .加 法 .乘法 法 则 等 .下 面 讨论 
中 两 种 记号 :(a,b) 与 a + ib 都 用 . 称 复数 (a,b) 的 a 为 实 部 .4b 为 虚 部 . 


以 下 给 出 定义 . 
a +ib = c + id `4 BEN“ 两 复数 (a,65) 与 (c,d) 相等 , 当 且 仅 当 a = c 
a= cellb = d. Hb = d. 
(a +ib) + (c + id) PAER lab) 与 (c,d) 的 和 为 复数 
= (a +c) + i(b + d) (a+ c,b + d). 

乘法 
(a + ib)(e + id) W & W Cab) 和 (c,d) 的 积 为 复数 
= (ac — bd) + ilad + bc) (ac - bd,ad + bc). 


— 3 e 与 复数 (a ,5) 的 积 为 复数 (ac ,be). 


cla +ib) = ac + ibc 


所 有 其 第 二 数 b 为 零 的 复数 (a,6) 的 集合 具有 实数 a 的 集合 的 一 切 性 质 . 举例 来 说 ， 
(a,0) 与 (c,0) 的 加 法 和 和 尼 法 就 有 
(a,0) + (c,0) =(a + c,0) 
(a,0) +` (c.,0) =(ac,0), 
这 是 那 类 虚 部 都 等 于 零 的 数 .再 者 ,如 果 我 们 把 一 个 “实数 "(a,0) MAX C, d) 相 乘 ,得 
(a,0). (c,d) = (ac,ad) = ale,d). 
特别 地 ,复数 (0,0) 起 到 复数 系 零 的 作用 , 且 复 数 (1,0) 充当 单位 元 的 作用 . 
数 对 (0,1) , 它 的 实 部 等 于 零 , 虚 部 等 于 1 ,而 它 的 平方 
(0,1)(0,1) = (- 1,0), 
实 部 等 于 负 1, 虚 部 等 于 零 . 于 是 在 复数 (a ,6b) 系统 ,存在 一 个 数 x = (0,1), 它 的 平方 加 上 单位 
元 (1,0) 得 零 (0,0), 即 
(0,1) + (1,0) = (0,0). 
因此 在 这 个 新 的 数 系 中 ,方程 x* + 1 = 0 有 一 个 解 x = (0,1). 
比 起 记 法 (a,b) 来 .你 可 能 对 记 法 a + i 更 熟悉 些 ,而 由 于 有 序数 对 的 代数 运算 法 则 又 可 
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使 我 们 写 出 
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + (0,.1)， 

其 中 (1,0) 就 像 单位 1 而 (0,1) 就 像 负 1 的 平方 根 ,因此 以 (a.5) RE a + ib BJ 57188 2521; 
殉 . 紧 跟 i 的 5 抑 侍 虚 部 后 像 个 跟踪 者 ,我 们 可 以 如 愿 从 有 序数 对 (a ,5b) 的 王国 跨越 到 表达 式 
a +ib MPI 还 有 ,一 旦 我 们 学 习 复 数 系 (a.b) 的 代数 运算 律 ,记号 (0,1) = i 不 
比 记号 (1,0) = 1 更 少 什么 真实 . 

KAMEA ARAR 个 单一 的 复数 ,应 该 运用 基本 代数 运算 法 则 ,无 论 在 哪儿 
出 现 都 应 用 - 1 代 换 六 .当然 ,我 们 不 能 用 复数 (0,0) = 0 + i0 去 除 .可 是 ,车 a + ib > 0, 我 们 
就 可 以 如 下 做 除法 : 


c+id (c+iqd)(a — ib) Cac + bd) + ilad- be) 
a +ib = (a+ib)la-ib) = a? + b° 


结果 仍 是 一 个 复数 x + iy ,其 中 


ac + bd ad — bc 


= 二 y = —<—— 


= 2 3.2. = 3 29 
a` + b° a" + b° 


MH. a+ b? 0, AX aib = (a,b) = (0,0). 

数 a - ib 用 作 因 式 以 消 掉 分 母 的 i, 又 叫 作 a + ib KRAER. AJEN RR: Wi 
复数 ; 即 

z= a+ib, z= a-ib. 

用 分 母 的 共 思 e 复 数 同 时 乘 以 分 式 5 二 34 的 分 子 和 分 母 总 可 把 分 母 换 成 一 个 实数 . 

例 1 复数 运算 

(a)(2+3i)+(6-2i) = (24+6)+(3-2)i=8+i 

(b)(2+3)-(6-2i) = (2-6)+(3-(-2))i=-4+5i 

(e)(2 + 3i)(6 — 2i) = (2)(6) + (2)(- 2i) + (3i)(6) + (3i)(- 2i) 

= 12 -4i + 18i - 6Ë = 12 + l4i + 6 = I8 + ldi 


(d)2+3i -2+36+2 12+4+l8i+6r -6+22 3 ll | 
6 - 2i 6-2i6+2i 36 + 12i - 12i - 4? 40 20 20 

Argand 图 (复数 的 图 示 Argand 图 ) 

复数 z = x + iy 有 两 种 几何 表示 : N 

1. 以 xy 平面 内 的 一 点 P(x,y) RIR; 个 PEO) 

2. 以 原点 到 P 的 向 量 O0F 表示 . | 

在 每 种 表示 法 中 ,x 轴 都 叫 实 轴 ， LA ' 图 A.4 RA Argand 图 表 
y 轴 叫 虚 轴 ,两 种 对 x + iy 的 表示 法 都 示 z = x + i), 它 同时 可 作 
叫 Argand 图 (图 A.4). y 为 一 个 点 PCr, y), b n] fE 

x 和 y 用 极 坐标 表示 ,为 of + o HAROP. 

x = reos, y = rsinĝ, 
于 是 
z= x+ Iy = rcos0+jsin0)， (10) 


我 们 将 复数 x + iy 的 绝对 值 定义 为 从 原点 到 点 P(x,y) BJ Bt OP W K -,3E PW zp q F 32 2 
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x + iy 的 绝对 值 , 即 
|x + iy; = Vx + yy. 
一 般 总 选 极 坐 标 r 与 0, 使 r 非 负 , 则 
r = |x + 1y|. 
而 极 角 0 uuu ; 的 幅 角 , 记 作 2 = arg z. 当 然 了 ,9 角 加 上 27 的 任 一 整数 倍 就 可 产生 另 一 相应 
的 幅 角 . | 
以 下 等 式 是 一 个 有 用 的 公式 , 它 联系 了 一 个 复数 :, 它 的 共 罚 复数 3, 以 及 它 的 绝对 值 | z| ,为 
zz 
欧 拉 {Euler) 公式 
等 式 
e = cos + isin0 
称 为 欧 拉 公式 ,由 它 就 可 以 把 (10) 式 写 为 z = re”. 进 而 ,从 这 个 公式 可 得 出 计算 复数 的 积 , 商 ， 
寡 , 根 的 下 列 法 则 .因为 cosg + i sin 9 是 从 (10) 式 令 r = 1 得 到 的 ,所 以 我 们 可 以 说 ef 代表 一 
个 单位 向 量 , 它 与 x 轴 正 向 的 夹 角 为 90( 图 A.5). 


K Cibo-cosO+isinO " el cos 0 + isin 0 
(cos 8, sin 0) 
y 
O -> Y 
(a) (b) 


图 A.S e? = cos0 + i sin 0 É Argand 图 (a) WHERO) 点 的 形式 . 


H 
两 个 复数 作 乘 法 ,只 需 把 它们 的 绝对 值 ( 模 ) 相 乘 , 幅 角 相 加 ，, 令 

z = nei, z = re, (11) 

则 
| 本 | = r arg 21 = 0 |z] = r arg z = fz. 
于 是 
ziz = rnei e reh: = rrethit? 

因而 

azl = nr = zl: |z] 


arg (2122) = O, + 0, =arg z; + arg zs. (12) 
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因此 ,两 个 复数 的 积 可 以 用 一 个 向 量 表示 , 它 的 长 度 ( 模 ) 为 两 因子 长 度 之 积 , 它 的 幅 角 为 两 个 
幅 角 的 和 (图 A.6). 特 别 地 ,一 个 向 量 乘 以 e ,只 需 把 幅 角 逆 时 针 旋 转 0 f. RA JEFE o0°,3E 
以 -1 旋转 180°, 乘 以 - i 旋转 270°, 等 等 . 


图 A.6 z 5 z; 相 乘 ,|z1z2| = rr, 图 A.7 将 两 个 复数 相 乘 ,等 于 它们 的 绝对 值 相 乘 , 幅 角 相 加 . 


arg (z122) = 0 + 60,. 
例 2( 求 两 复数 的 积 设 z = 1+i,z = v3 - i. 作 出 两 复数 的 Argand 图 (图 A.7), 从 图 

中 马上 可 读 出 它们 的 极 坐标 表示 : 
Zz = Vei, Z, = 2e-i%. 


则 
ixw im in 
3422 = 2V2exp| Ë - ix) = 2 /2exp[ 5) 注 :exp(4) RŽ et. 
x” ，， T . 
= 2.2 [cos 5 + i sin 5) ~ 2.73 + 0.23. _ | 
12 12 
商 
假设 (11) 式 中 的 ra = 0, 那 
z _ re Ti O -0,) 
Z2 T rye: T Ta 
于 是 
?1 no Jal (2])= _ 
| 5 = Tal H ag z = ĝi- 0, = arg zj - arg zx. 


也 就 是 ,两 者 长 度 相 除 , 幅 角 相 减 . 


例 3( 求 复数 的 商 ) ”与 例 2 一样 , 令 z = 1 +i, =v/3-i W 


l 十 I ed _ 2 E 
V3 -i 2e-% 2 
~0.183 + 0.683i. 


== 0.707[ cos 32 + 1 Sin =) 
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AHA H (De Moivre) 定理 

设 ”为 正 整 数 ,应 用 (12) 式 积 的 公式 即 有 

= n 个 因子 
以 z = re? 写法 ,可 得 
z = (reb) = rett nA 
Dre. (13) 

RUKEA r= |z| 的 n K AE REAA 0 = arg z 的 n 售 . 

若 在 (13) ARP r = 1, 就 得 到 De Moivre 定理 . 


RH H (De Moivre 定理 ) 
(cos + isin0)" = cosng + isin nô. (14) 


如 果 将 (14) 式 的 左边 用 二 项 式 定 理 展 开 ,并 把 结果 化 成 a + ib 的 形式 ,我们 就 得 到 cos 6 
和 sin 0 次 的 n KEMA. 


例 4( 推 导 cos 39,sin 30 的 公式 ) ”以 cos 0 和 sin 0 表示 cos 30 ,sin 30. 
E ”在 棣 莫 弗 (De Moivre) 公式 ((14) R) PS n = 3, 即 
(cos 0 + isin 0) = cos 30 + i sin 30. 
等 式 的 左边 为 
cos’0 + 3i cos Osin 0 - 3cos gsin20 — i sin°0. 
其 实 部 必 等 于 cos 30, 虚 部 必 等 于 sin 39. 因 此 ， 
cos 30 = cos'0 - 3cos Osin’0, 


sin 30 = 3cos20sin 0 ~ sin°0. | 


根 
车 z= re 为 非 零 复数 ,n 是 一 个 下 整数 , 则 恰 存 在 z 的 个 不 同 的 次 方 根 wo, wo, 
w, 为 弄 清 这 一 点 , 设 w = pe“ z = re n 次 方 根 , 则 有 


w = z, 或 pe'™ = rei?, 
于 是 
0 = Nr 


K r 的 实 止 n 次 方 根 .至 于 幅 角 ,虽然 不 能 说 na 必 等 于 0, 却 可 以 说 它们 仅 可 能 相差 一 个 2x 的 
整数 倍 , 即 

na = 0+2krx, k=0,+1,+2,.… 
因此 


于 是 ,z = re? 的 所 有 nn 次 方 根 可 以 表示 成 
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Vre ? = fe [2 + 所] ， k=0,+1,+2,.…. aD 


由 于 对 无 穷 多 个 正 数 大 可 能 会 出 现 无 穷 多 个 不 同 的 
答案 ,不 过 (15) RK k= n + m jk = m 给 出 同样 答案 ， 
而 我 们 仅 需 取 ”个 对 大 相连 的 值 就 可 获得 z 的 ”个 不 同 的 
n 次 方 根 .为 方便 起 见 ,就 取 

k=0,1,2,.",n-1. 

所 有 re”? 的 n 次 方 根 全 部 位 于 以 原点 为 圆心 ,半径 等 
于 7 的 实 正 n 次 方 根 的 加 上 ,其 中 一 个 幅 角 为 。= 上 ,其它 
的 都 绕 圆 间 隔 规 则 地 分 布 ,每 一 个 与 相 邻 的 一 个 幅 角 相差 
一 个 笃 . 图 人 .8 显示 了 复数 = re? 三 次 方 根 wo, wi, w: 的 
分 布 . 

例 5( 求 四 次 方 根 ) R - 16 的 四 次 方 根 . 

解 ”第 一 步 先 作出 - 16 的 Argand 图 (图 A.9) ,并 确定 它 的 极 坐 标 形式 re ,对 z=- 16, 
r = + 16, 幅 角 0 = r,16ez BJ DHIK IR 2 — H 2el2 EE 


图 A.8 ¿= re” 的 三 次 方 根 . 


Pe 


的 依次 在 第 一 个 幅 角 上 加 企 = Z FE 
x 
J 16 exp (iz) = 2exp i[ =, `E, S= Jm ， O | Ds 
: 2 
四 个 方 根 分 别 为 2 N 
[| > 
wo ale + 1sSin 一 =] = V2(1 + i) -16 | 
| x=]. ¿ 
w; = 2 cos 27 T bisan] = V3( 11+1i) wi w 
2 r | 一 3 
wa as + i sin $z] = V2(-1- i) 
103 = 2[ cos zi sin 28] = V2(1 - i). o] 图 A.9 -16 的 四 次 方 根 


代数 基本 定理 


有 人 可 能 会 说 v - 1 的 发 明确 实 不 错 , 并且 还 引出 一 个 数 系 , 它 比 实数 系 要 广 得 多 ,但 这 
个 过 程 到 哪儿 才 算 完 呢 ? 难 道 要 发 明 更 多 系统 以 表示 尽 - 1,-1 或 是 什么 别 的 ?到 此 应 该 讲 
清楚 完全 没有 这 个 必要 .这 些 数 早已 能 用 复数 系 a + ib 表示 .事实 上 ,代数 基本 定理 表明 ,由 于 
复数 的 引入 ,我 们 有 足够 的 数 把 每 个 多 项 式 分 解 成 线性 因子 ,从 而 有 足够 的 数 去 解 每 个 可 能 的 
多 项 式 方程 . 
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代数 基本 定理 
每 个 多 项 式 方程 
ai + a, iz + aZ" 2 k e + aiz + ao = O, 
其 系数 oo,al,， a, 为 任意 复数 ,最 高 次 n > 1, 且 最 高 次 项 系数 a, 不 为 零 , 则 方程 在 复 
数 系统 中 仅 有 n 个 根 ,只 是 对 每 个 m 重 的 重 根 , 记 为 m 个 根 . 


这 个 定理 的 证 明 几 乎 可 以 在 任 一 本 有 关 复 变 函 数理 论 的 教程 中 找到 . 


练习 题 A.4 


复数 运算 
1. 计算 机 如 何 计 算 复 数 乘法 Rla,b)- (c,d) = (ac - bd,ad + be). 
(a)(2,3) . (4, - 2) (b)(2, = 1) - (= 2,3) 


(Cc)(- 1, - 2) - (2,11) (这 就 是 计算 机 作 复 数 乘法 的 方法 .) 
2. 解 下 列 方程 ,求实 数 x,y. 


(a)(3+4)° -2(x — iy) = x + iy w(i) + l =l +i 
(ce)(3 — 2i)(x + iy) = 2(x - 2iy) + 2i- 1 


作 图 与 几何 性 质 
3. 几何 上 看 下 列 复数 可 以 怎样 由 z = x + iy 得 出 ?画图 说 明 . 
(a)z (b) (- z) (c) — z (d)1/z 


4. 证 明 :Argand 图 中 两 点 z 与 z, 间 的 距离 为 | Z1 一 zz | . 
在 第 5 - 10 题 中 ,作出 点 x + iy 的 图 ,使 其 满足 所 给 的 条 件 . 


5. (a)|z|=2 (b)|z| <2 (c)|z| > 2 
6.1: -1|= 2 7. |z +1] = 1 8.|z+1|= |z -1| 
9.|z+i 计 = |z-1| l 0. |: +1|]> |z| 


以 re 形式 表示 11 - 14 题 的 复数 ,其 中 r > 0, 且 -rr< 0 < x, 并 对 每 个 计算 结果 画 出 Argand 图 . 


11.(1+ V3)’ 12. Iti g, Li 14. (2 + 3i)(1 - 2i) 
RMR 

使 用 定理 以 cosg ,sing 表示 第 15,16 题 中 的 三 角 函 数 . 

15. cos 40 16.sin 40 

17. 求 1 的 三 个 立方 根 . 18. R i 的 二 个 平方 根 . 

19. k - 8i 的 三 个 立方 根 . 20. R 64 的 六 个 6 次 方 根 . 

21. 求 方 程 2* - 22 + 4 = 0 的 四 个 解 . 22. RHE 2f + 223 + 2 = 0 的 六 个 解 . 


23, RIFE xt + 4x* + 16 = 0 的 所 有 解 . 24. 解 方程 x+ + 1 = O. 
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理论 与 例子 


25. 
26. 
27. 


复数 与 平面 内 的 向 量 “用 Argand 图 证 明 复 数 的 加 法 法 则 与 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 一 样 . 
共 施 复数 的 算术 运算 “证明 两 个 复数 z),z, 的 和 ( 积 或 商 ) 的 共 红 等 于 它们 共 轿 的 和 ( 积 或 商 ). 
实 系数 多 项 式 复 根 共 罗 成 对 . 
(a) 推广 26 题 的 结果 .证 明 : 若 实 系数 多 项 式 
fz) = az" + an lz + + ajz + ao 
ao, ,an 为 实数 , 则 f(z) = Fa). 
(b) E z 是 方程 f(z) = 0 的 根 ,f(z) 为 (a) 中 的 实 系数 多 项 式 , 证 明 ,z 也 是 方程 的 根 . (提示: 令 f(z) =u+ 
iw = 0; 则 4 与 sv 全 为 零 .再 用 f(z) = flz) =u- iv.) 


. 共 轿 的 绝对 值 ”证 明 |z| = |z|. 
29. 
. KEMER F Rele) 代表 z 的 实 部 ,Im(z) 代表 z 的 虚 部 .证 明 对 任意 复数 2,2 和 z,, 下 述 关系 成 立 . 


当 z = z 车 z 和 z 相等 ,关于 点 :在 复 平面 内 的 位 置 你 能 讲 出 什么 ? 


(a)z+z = 2Re(z) (b)z - z = 2ilm(z) 
(e) |Re(z)| < |z| (D| za + z|? = |z|? + |22|? + 2Re(ziz;) 


(za tzl lal] 121 


wp. 
Ri 


I Simpson 三 分 之 一 法 则 


对 积分 | (x)ax 的 近似 计算 的 Simpson( SE 38 38) 法则 ,原理 是 用 抛物 线 弧 近似 f(x) 的 图 形 ， 
抛物 线 弧 


抛物 线 》 
y=Ax2+Bx+C 1 


A.10 Simpson 法 是 用 若干 小 抛物 弧 段 近 似 曲线 . 图 A.11 从 -大 到 六 积分 得 到 的 


阴影 面积 为 二 (yo + 47 + y) 
图 A.11 中 在 抛物 线 下 阴影 的 面积 为 


h 
A = yy +4y+ y2). 


A.6 Cauchy 中 值 定 理 和 上 Haopital 法 则 的 较 强 形式 + 1183 ， 


这 个 公式 就 是 著名 的 Simpson 三 分 之 一 法 则 . 
我 们 可 以 如 下 推导 公式 .为 简化 代数 运算 ,用 图 A.11 的 坐标 系 .抛物 线 下 的 面积 ,无 论 y 
轴 在 哪儿 ,只 要 保持 垂直 就 都 是 相同 的 . 设 抛物 线 的 方程 为 y = Ax? + Bx + C, 则 从 x = -天 到 
x = 抛物 线 下 的 面积 
A Be 


h 
2 Dx 
4 -| (Ax + Bx + C)dx = | 3 十 2 + Ca] 


h 
-h 


3 
-2 +2Ch = taak +60). 


因 曲 线 经 过 点 (有 ,yo),(0,y1) MOR, y), KA 
Yo = Ak? - Bh + C, y= C, y= Aè + Bh + C. 
从 这 些 方程 可 得 
C = yi 
Ak? — Bh = yo - y 
Ak? + Bh = y> — yi 
2Ah2 = yo + ya - 271. 
用 这 些 代 换 C 和 24j2 ,就 有 
面积 = A QAM +6C) = E + y2 ~ 2y) + 6y1) = tin + 471 + y2). 


Cauchy 中 值 定理 和 1 Hopital 法 则 的 较 强 的 形式 


此 附录 证 明 洛 必 达 法 则 (7.6 节 定 理 2) 较 强 形式 的 有 穷 点 极限 情况 .法 则 如 下 所 述 


洛 必 达 法 则 ( 较 强 形式 ) 
H fo) = g(xo), 且 与 8 在 包含 点 xo FKA Ca, b) 上 可 微 . 另 设 在 (a,b) 内 除 点 xo 
外 的 任 一 点 处 g(x) = 0, 则 


im f(x) . f'(x) 
s(n) Š lim (x) (1) 


假定 右 侧 的 极限 存在 ， 


较 强 形式 的 洛 必 达 法 则 是 根据 Cauchy 中 值 定理 证 明 的 ,这 个 定理 是 涉及 两 个 函数 而 不 是 
一 个 函数 的 中 值 定 理 . 以 下 先 证 明 Cauchy 定理 ,然后 再 说 明 如 何 从 它 导出 洛 必 达 法 则 . 


Cauchy 中 值 定理 
设 函 数 / 与 g 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 微 ,又 在 (a,6) 上 有 pg (x) #0, 则 存在 (a， b) 
内 的 一 点 。, 使 在 该 点 


E'l) f(b)- fa) 
g(x) = gO- gla) (2) 
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一 般 的 中 值 定理 (3.2 节 定 理 4) 为 g(x) = x 的 情况 . 
Cauchy 中 值 定理 的 证 上 明 以 下 将 两 次 使 用 3.2 节 的 中 值 定理 .首先 用 它 证 有 明 gla) > 
8g(5b). 因 如 果 g(5) 与 g(a) 相等 , 则 由 中 值 定理 会 得 出 
g'(c) = g(b) - gla) =0 


b-a 


c 为 a,b 之 间 的 某 个 数 ,但 不 会 有 这 种 情况 发 生 ,因为 在 (ac ,2) 内 g'(x) = 0. 
其 次 我 们 将 中 值 定 理 用 于 以 下 辅助 函数 
F(x) = f(x) - f(a) - AET = Kelela) - g(a)]. 
此 函数 由 /和 8& 的 性 质 而 连续 .可 微 , 且 F(b) = Fla) = 0. 因 此 在 a 与 8 之 间 存 在 一 数 。 ,使 
F'(c) = 0, 这 个 等 式 用 三 与 g 表示 为 


F'(c) = f'(c) - (b) - Ca) [ec = 0 


g(b)- gla) 
或 
Ac) _ /(b) - f(a) 
g'(c) ` g(b) - gla)’ 
这 便 证 明了 等 式 (2). 门 


强 形式 的 洛 必 达 法 则 的 证 明 ” 先 证 (1) 式 的 x — xé 情况 .然后 几乎 无 须 什 么 改变 就 可 得 
到 x 一 xo 的 情况 的 证 明 , 两 种 情况 合 在 一 起 就 得 到 结果 . 

假设 x 位 于 xo 的 右 侧 , 则 由 g'(x) 0, 可 在 闭 区 间 [xo,xj] 上 应 用 Cauchy 中 值 定理 ,于 是 
存在 一 数 c fE xo 和 x 之 间 , 使 得 


f'(c) Sa) - f(xo) 
g'(c) g(x)- glx) 


但 f(xo) = g(xo) = 0, 所 以 
f'(e) f(x) 


g (ce) g(x) 
由 于 当 x HT axo BJ, E c 位 于 x%,xo 之 间 也 将 趋 于 xo, AE 
这 就 证 完了 x 从 xo 右 侧 趋 于 xo 情况 的 洛 必 达 法 则 . 当 x 从 xo 左 侧 趋 于 xo 情况 的 证 明 只 须 在 
闭 区 间 [x,xo],x < xo 应 用 Cauchy 中 值 定 理 就 可 证 明 . 
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这 个 附录 将 证 明 8.1 节 表 8.1 的 极限 (4) 2 (6). 
极限 4: 若 | x| < 1, W lim a” =0 我 们 需 证 明 任 给 e > 0, 都 存在 一 个 足够 大 的 正 整 数 N， 


使 得 对 一 切 n > NA |a| < e. 因 en 一 1, 而 |z| < 1, 定 存在 一 个 正 整数 N, 使 得 让 > |l. 
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换 句 话说 , 即 


|x] = |z] ` < e. (1) 

这 正 是 我 们 要 找 的 那 一 个 正 整数 ,因为 , 若 |zx| < 1, 那 么 
la| < ll, 对 一 切 n > N. (2) 
结合 (1) (2) 式 可 知 , 对 一 切 n > N, RA | < e. WE. 口 ] 


极限 5: 对 任 一 数 *,lim{1+ Z] = e 令 a, = (1+ 2] . 则 
Ia, = (14 2] = nln( 1 + Ž)> z, 
如 下 所 示 ,这 可 用 洛 必 达 法 则 得 出 ,下 面 关 于 n 求 导 : 


x) pn mO + x/n) 
limnln(1 + Z) = lim 1/n 
1 2 
o aa) (en) n x 
= ~ 1⁄n2 C aea ] + x/n ` 
再 用 8.1 节 定 理 3./(x) = er ,就 得 到 (1+ Z] = a, = ens > es, 口 


极限 6: 对 任 一 数 x, lim 和 = 0 因为 有 


n! 人 PnP， 
所 以 只 需 证 | < "¿a ! 一 0. 然 后 再 用 数列 的 夹 逼 定理 (8.1 节 定 理 2) 即 可 推出 ¿"/n! -> 0. 
证 明 |x1"/n! 一 0 的 第 一 步 , 找 一 个 整数 M > |x| ,使 得 (1x|/M) < 1 再 用 刚刚 证 完 的 
极限 4, 即 得 ( | x |/M)" — 0. 然 后 将 注意 力 集 中 于 n > 计 . 对 这 样 的 n 值 ,可 有 


alt _ [x |" 
n! 1+2. M- (M+1XM+2) >n 
(n- M) 4 I f: 
|x |" a Ml) 
SMI!M Y T nM ~ MI\ M 


于 是 ， 


M n n 
易 知 常数 WT 当 增加 不 再 改变 . 于是, 夹 通 定 理 告诉 我 们 因 ( EL ”一 0 而 | 一 0，。 o 


A.8 Taylor 定理 的 证 明 


本 附录 以 下 面 的 形式 证 明 Taylor 定理 (8.7 节 , 定 理 16). 
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定理 16 Taylor 定理 
若 f 及 其 前 n 阶 导数 /',f”",… ,A” 痢 在 [a,bj 或 [8,a] 上 连续 , 且 f) 在 (a,b) 或 在 
(b,a) 上 可 微 , 则 在 a 与 b 之 间 存 在 一 个 数 c, 使 


f(b) = fla) + f'(a)(b- a) Aoa- a) + 
n) + 
+ -a (e) la- a)". 


n + 1)! 


证 ”以 下 在 a < b HRI FHE Taylor €, a > 6 的 证 明 儿 乎 一 样 ,对 区 间 [a,5| 的 任 
— x, Taylor 多 项 式 


” n) 
P(x) = fa) + f'(a)(x -a) ‘Ewu -aY + UO), - a)" 


和 它 的 前 n 阶 导数 在 点 x = a WESS RRS RER n 阶 导数 在 x = a 的 值 相 等 , 现 再 另 加 一 
项 K(x - a) HEF KKE- W 3 NX EE — I K n 阶 导 数 在 x = a 全 是 零 , 新 函数 
$ (x) = P(x) + Klx- a)"r! 
及 其 前 项 导数 仍 与 f 及 其 前 n 阶 导数 在 点 x = a 的 值 相 同 . 
现 选 的 一 个 特殊 的 值 使 得 曲线 y = # (x) 与 原 曲 线 y = f(x) 在 点 x = b 的 值 相同 .以 
式 子 表示 ， 
FD) = PCD 
(b _ a)"*! . 
AX K BJ Y KE F) = f(x) - $ (x) 表示 [a,b] 内 任 一 点 x 的 原 函 数 f 与 近似 函 
数 多 的 差 . 
用 (3.2 节 )Rolle 定理 . 因 Fla) = f(b5)=0 且 F 与 Fr 均 在 [a,b] 上 连续 ,可 知 存在 某 个 
c € (a,b), {E 


fb) = P,(b) + Kb -aY 或 天 = (1) | 


F'Ce) = O. 
第 二 步 , 因 Fa) = Flea) = 0, F' F” Ejfela,c ] 连续 ,于 是 存在 某 个 o € 
(ayci) ,使 
F"(e) = 0, cx € (a,c). 
依 些 不 断 地 用 Role 定理 于 F”, 玉 ~“,…,F'"0 ,可 得 
存在 c3 € (a,c), (E1 F7(c,) = 0 
存在 < c4 € (a,c;), 使 得 (e) = 0 


EH o, € (a, cn1), E15 Ple, ) = 0. 
最 后 , 因 F) 在 [a ,cj] 连续 ,在 (a,c) 可 微 , 且 F a) = F (Ce,) = 0, 用 Role 定理 又 知 存 
在 cn, € (a,c), 使 得 
FOD (er) = 0. (2) 
各 将 F(x) = f(x) - P,(x)- Klx - a)" 一共 微 分 n+ 1 次 ,得 
FOO) = fx) - 0 - (n + D !K. (3) 


Prva a ann iire 由 | 


A.9 向 量 又 积 的 分 配 律 ` 1187 ` 


H (2) 和 (3) 就 能 得 到 


a a c = cn 为 (a,b) 中 某 个 数 . (4) 

再 由 (1) 及 (4) 得 
fb) = Pb) + FAs en, 
这 即 完成 了 证 明 . 


PIR unsyis 


在 此 附录 里 ,将 证 明 10.2 节 性 质 2 中 的 分 配 律 
ux(v+Ww) = uxv+upxw. 
证 ”要 得 到 这 个 分 配 律 ,我 们 以 一 种 新 方法 作出 ux v, 如 图 A.12 从 一 个 公共 点 0 画 出 u 
A v 并 作出 一 个 平面 过 点 0 且 垂 直 于 u. 然 后 将 v 正 投影 到 平面 M 上 得 一 向 量 v' ,其 长 度 为 
|v|sin6. 再 把 v' 关于 以 正 的 意义 方式 旋转 90° 产生 一 向 量 v". 最 后 ,再 以 ua 的 长 度 乘 以 v7”. 
所 得 向 量 |ulv” 就 等 于 u x v, 因 为 v” 由 它 的 构成 方式 (图 A.12) 与 mx v 有 相同 的 方向 ,并且 


lul |v”|= lallv = lullvlsing = [ux vl. 


A.12 如 上 文 所 解释 uxv= |ulv”. 


换 句 话说 ,以 上 三 种 运算 各 为 
1. 正 投影 到 平面 M 上 
2. 关于 旋转 90° 
3. 以 数量 |u| 作 乘 法 
当 把 以 上 运算 应 用 到 一 个 三 角形 ,其 所 在 平面 与 不 平行 ,就 将 产生 另 一 个 三 角形 .车 我 们 从 
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三 边 为 v,w 和 v + w 的 三 角形 开始 (如 图 A.13) ,应 用 上 面 三 步 ,依次 获得 以 下 结果 ， 


A.13 向 量 v,w,y + w 以 及 它们 在 垂直 于 的 平面 上 的 投影 . 


1. 产生 一 个 三 角形 三 边 为 v',w’ 和 (vy + w)', 且 满足 以 下 向 量 方程 


V+w = (v + w) 
2. 又 得 一 三 角形 三 边 为 v",w” 和 (v + w)” 满足 向 量 方程 
Y” + w” = (v + w)” 


(每 个 向 量 的 双 上 撤 号 与 图 A.12 有 同样 的 意义 ). 
3. 得 一 个 三 角形 , 它 的 边 长 为 |ulv”,|u|w” 和 |u|(v + w)" 且 满足 向 量 方程 
lulv” + |alw” = lul(v+ w)”. 
把 前 面 讨论 的 结果 |ulv” = ux v,|u|w"” = ux w, lu|(v + w)” = ú x (v + w) RAZR 
就 得 到 
axVv+uxw=ux(v+w). 


这 便 是 我 们 要 证 的 分 配 律 . 
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成 全 形状 排列 的 数 ,如 4 = |? ， I Erea T 
为 2x3 和 矩阵 ,因为 它 有 两 行 三 列 , m x n EENE miin, | 
而 第 ; 行 第 j 列 的 值 或 叫 元 素 ( 数 ) 记 为 a,. EBE ! 
Pe 1 3 J I 
1 0 -2 | 
的 元 素 为 S Tu waww e 二 -可 
Gn =2, ap=1, a= 3, 
ana =1, ap, = 0, an = 一 2， ! eS: 
JERE KO 47 38 55 p| BOA T KED E. 如 果 行 数 与 列 数 都 
是 ”就 称 作 是 m” 阶 方 阵 . 注 : 记 法 |ay| 中 的 坚 直 线 不 是 绝 


对 每 个 方 阵 4 都 有 一 个 数 与 之 对 应 记 作 det 4 或 | cy |. YE. 


. g (ALA UK ton 一 
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称 作 4 的 行列 式 ,行列 式 的 值 是 用 4 的 元 素 以 下 述 方式 计算 的 ,对 n = 1 和 n = 2, 定 义 


detla] = a (1) 
G, “a 
det| | = aan — 71 G|. (2) 
dr an 
对 3 阶 方 阵 ， 
Ql CD qa 
det4 = det G| a az | = 所 有 形 如 + aiiazja34， 的 有 号 积 之 和 (3) 
a3) Q3 0G33 


其 中 站 六 大 为 1,2,3 以 某 种 序 的 排列 ,共有 31! = 6 个 这 种 排列 .所 以 和 共有 6 项 , 当 排列 的 指标 
为 倘 数 时 符号 为 正 ,而 指标 为 奇数 时 符号 取 负 . 


定义 ”排列 的 指标 

任意 给 定数 1,2,3,…,n 的 一 个 排列 ,并 以 让， 忆 六 二 代表 这 个 排列 ,在 这 种 安排 下 ， 
某 个 跟 在 i 后 的 数 有 可 能 比 去 小 ,这 些 数 的 数目 称 为 在 这 个 排列 中 属于 的 逆序 数 , 同 
样 地 ,属于 其 它 一 些 “ 的 每 一 个 都 有 逆序 数 , 且 在 该 种 排列 中 跟 在 那个 特别 的 ;后 的 指 
标的 数 也 比 它 小 ,排列 的 指标 即 是 所 有 属于 不 同 指标 的 道 序 数 之 和 . 


例 1( 求 排列 的 指标 ) ”对 ”= 5, 排 列 
53124 
属于 第 一 元 素 5 的 道 序数 为 4, 属 于 第 2 个 元 素 3 的 道 序数 为 2, 此 外 再 没 更 多 的 道 序 ,所 以 这 个 
排列 的 指标 为 4+ 2 = 6. o 


下 列 显 示 数 字 1,2,3 的 全 部 排列 ,每 种 排列 的 指标 ,以 及 等 式 (3) 行列 式 计 算 结果 中 的 相 
应 的 一 项 带 符号 的 乘积 . 


一 _ _  _  _ _ _ _ 
排列 指数 有 号 积 
1 2 3 0 + ai] a22 033 
1 3 2 1 — aj] a23 G35 
2 1 3 l 一 G12 0421 03 
2 3 1 2 + Q12 0273 a3) 
3 1 2 2 + dada 
3 2 1 3 一 ajz Un a3 
` [=} 
这 6 个 有 号 积 的 和 是 
aj (an a33 一 G23 432) 一 a az a33 - Gxa31 + a (an az - ana) 
ZI an qas 
an az aza az | an an| 
= G! _ G| + G 3; = |Ga4i an az 
G3 Q33 a3) G33 [aa az] 
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aan a23 a?) (323 a7 dn 
a21 G> G | = qa) 一 Qa + Ql3 (4) 
Gs G33 | G31 G33 C31 G32 
Gy U32 G35 
将 一 个 3 x 3 行列 式 的 计算 化 简 到 3 个 2 x 2 行列 式 的 计算 . 
有 些 人 则 在 计算 3 x 3 和 矩阵 的 行列 式 的 6 个 有 号 积 时 宁愿 记忆 以 下 方案 ; 
øy y BERSA) 
G 
(5) 


+ + "+ 人 保持 这 些 符号 (为 正 ) 


子 行列 式 和 余子 式 


等 式 (4) 右 侧 的 二 阶 行列 式 叫做 它们 所 乘 的 那些 元 素 的 子 行列 式 (minor determinants)( 简 
记 为 :minors) ,于 是 


az G 


3 ,_ a2) az 
是 a, 的 子 行列 式 ， 
3 3 


是 an 的 子 行列 式 ， 


a32 Q3 31 a3 


等 等 .矩阵 4 的 元 素 a; 的 子 行列 式 是 删 掉 ay 所 在 行 与 列 之 后 所 尚 下 矩阵 的 行列 式 . 


_ di a3 
:dz 的 子 行列 式 为 |a, aj 
a a, 
11 12 13 a ap 
21 - ; a,3 的 子 行列 式 为 a a 
` 31 32 
d, G 33 
故 o 的 余子 式 4 等 于 (- 1): R a 的 子 行列 式 ,也 就 是 
! 
Gn as G, “dar 
A. = (- 1)2+2 一 | 
a3) Gas Q31 Q33 
As = (- 1253 Gn Ga _ _ Ga an 
C31 az Q31 a3 


当 +7 是 奇数 时 ,因子 (- 1) Mal T FITIR T BBS GB) REE Jin Z k ns 
符号 的 改变 : 


十 ~ +. 
在 左上 角 ,i = 1,j = 1, 故 (-1)1*! = 1. 在 从 任 一 方 格 向 同一 行 或 同一 列 的 方 格 走 过 去 时 ,我 们 
总 是 将 i 变化 1 或 改变 1, 但 并 不 同时 改 , 所 以 指数 不 是 从 侦 改 为 奇 ,就 是 从 奇 改 为 偶 ,结果 则 
符号 由 “+" JS". aE" B|“, 
现 将 等 式 (4) 以 余子 式 的 方式 写 , 即 有 
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det 4 = al40 + apAÀA + ai2403， (6) 
2 1 3 
例 2( 用 两 种 方法 求 行列 式 的 值 ) 求 4 = | -1 - :sme 
2 3 1 
解 1 用 公式 (6) 
余子 式 分 别 为 
1+1] T l -2 1.2 3 -2 
An = (- 1) | Án = - 1) 2 Hi 
An = (= 1) ,| 
要 求 4 的 行列 式 的 值 , 将 4 的 第 一 行 的 每 个 元 素 乘 以 它 的 余子 式 再 相 加 : 
y 3 -2 Faa 
det A =2 + (— 1) +3 
3 2 1 2 3 


=2(-~-1+6)-1(3+4)+3(9+2) = 10 - 7 + 33 + 36. 
解 2 用 方案 (5) 


-6 六 12 Q 改变 这 些 数 的 符 导 


3 一 一 ] 
SUS 4 37 Q 保持 这 些 数 的 符号 


det4=-(-6)-(-12)-3+(-2)+(-4)+27 = 36 _ j 


用 列 或 其 它 行 展 开行 列 式 
方 阵 的 行列 式 可 以 用 任 一 行 或 任 一 列 的 余子 式 展开 作 计算 .如果 在 例 2 中 由 第 三 列 的 元 

素 及 其 余子 式 展开 ,就 得 
2 ae 
-(- 2) 

3 


2 1 2 A 
+3 
2 


2 3 3 -1 
=3(9+2)+26-2)+1(-2-3) =33+8-5 = 36. 


| 


关于 行列 式 的 一 些 有 用 的 性 质 

性 质 1: 如 果 两 行 (或 两 列 ) 相等 ,那么 行列 式 的 值 为 零 ， 

性 质 2: 交换 两 行 (或 两 列 ) ,将 改变 行列 式 的 符号 . 

性 质 3: 行列 式 的 值 等 于 第 i 行 ( 任 一 个 i) 的 (或 列 的 ) 元 素 与 它们 的 余子 式 的 积 的 和 . 

性 质 4: 矩阵 转 置 的 行列 式 与 原 和 矩阵 的 行列 式 的 值 相等 , (矩阵 的 转 置 是 由 把 行 写 作 列 得 
到 的 . ) 

性 质 S: 用 常数 。 乘 以 其 行 (或 列 ) 的 每 一 个 元 素 等 于 行列 式 的 。 售 . 

性 质 6: 如 果 主 对 角 线 以 上 (或 以 下 ) 的 所 有 元 素 全 是 零 ,那么 行列 式 的 值 就 等 于 主 对 角 线 
上 元 素 的 积 ( 主 对 角 线 是 指 从 左上 角 到 右 下 角 ). 
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例 3( 说 阴性 质 6) 

3 4 7 
0 -2 5 
0 0 5 


= (3)(- 2)(5) = - 30 


性 质 7: 如 果 任 一 行 的 元 素 与 另 一 不 同行 相应 元 素 的 余子 式 相 乘 再 将 这 些 积 加 起 来 ,那么 


和 一 定 是 零 


_ 


例 4( 说 明 性 质 7) ”如 果 41,41,413 是 4 = (aj) 第 一 行 各 元 素 的 余子 式 ,那么 (第 二 行 的 


元 素 分 别 乘 以 第 一 行 元 素 的 余子 式 ) 
anA + axÀA + as A), 与 az Ái + ai42 + azAg 


WEF. 


性 质 8: 如 果 任 一 列 的 元 素 与 另 一 不 同 列 相应 元 素 的 余子 式 相 乘 再 将 这 些 积 加 起 来 ,那么 


和 一 定 是 零 . 


性 质 9: 如 果 将 一 行 的 每 一 个 元 素 都 乘 以 一 个 常数 c ,再 把 结果 加 到 另 -- 不 同 的 行 上 ,那么 


行列 式 的 值 不 变 .对 列 也 有 类 似 结果 . 
例 S( 把 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ) 设 


2 3 
2 3 1 


2 1 3 
s| -3 -8|， 


2 3 ] 


det B = - (- 18) - (- 48) - (— 1) + (— 6) + (— 16) + (— 9) 
=18 +48 +1 - 6 - 16 - 9 = 67 - 31 = 36. 


例 6( 用 性 质 9 求 四 阶 行列 式 的 值 ) ”计算 四 阶 行列 式 

1 -23 1 

2 1 0 2| 

-1 2 1 -2| 

0 l 2 1: 

解 ”从 第 2 行 减 去 第 1 行 的 2 倍 ,并 将 第 1 行 加 到 第 3 行 ,得 


— 
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再 将 第 一 列 的 元 素 乘 以 它们 的 余子 式 即 得 


5 -6 0 
| 
D= 0 4 -1 =5(4+2)-(-6)(0+1)+0 = 36. _ 
1 2 1 
s Pv SA (Cramer) 法 则 
P Gi G 
如 果 行 列 式 忆 = det A = = 0, 那 么 方程 组 
az 422 


anx + apy =b, 


anx + any = b; (7) 
或 者 有 无 穷 多 解 或 者 根本 没有 解 .如 方程 组 
x+y=0 
2x + 2y =0 
它 的 行列 式 为 
i | 2-2=0 
2 3 
它 有 无 穷 多 个 解 , 因 对 任 一 给 定 的 y 都 能 找 出 相应 的 * .方程 组 
x+ y =0 
2x +2y =2 


却 无 解 . 因 若 x+y=0, 则 2x+2y = 2(x + yy) 不 会 等 于 2. 
WR D ¿ 0, 那 么 方程 组 (7) 有 唯一 一 组 解 ,克拉 软 法 则 讲 的 是 ,(7) 的 解 可 以 用 以 下 公式 

求 出 

|an bi 


| Gl b; 


D ; y = D . (8) 
KT s 的 公式 的 分 子 是 将 4 的 第 一 列 , 叫 x 列 用 常数 列 证 和 5,( 又 叫 b- 列 ) 置换 得 到 的 .而 用 
b- 列 换 y- 列 就 得 y- 解 的 分 子 . 


例 7( 用 克拉 默 法 则 )  ” 解 方程 组 


x = 


3x _ y = 9 
x +2y =- 4. 
E ”使 用 公式 (8) ,系数 矩阵 的 行列 式 为 
f -1! 
= = 6 +l = 7. 
1 2 | 


因而 
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9 -1 
i ,| 18-4_14_, 
T D T 7 7 
3 9 
l "| smo a., 
D 7 7 
三 个 未 知 数 三 个 方程 的 方程 组 可 用 同样 方法 求解 . 若 
Gi Ga än 
D = det A = |an ax an) = 0， 


则 方程 组 
Qx + any + G 52 = bi 
anx + any + anz = b, 


a3% + any + azz = bs 


有 无 穷 多 解 或 根本 无 解 .如 果 D zx 0, 那 么 方程 组 有 唯一 解 , 由 克拉 默 法 则 给 出 : 


b, ap as au bí an aii 
x = 1 b, ax an y = L an b an z= L 221 
D , D , D 
b3 an az az b; az G31 
更 高 维 的 解 的 形式 完全 类 似 ， 


练习 题 A. 10 


求 行 列 式 的 值 
计算 下 列 行列 式 
1 2 3 4 
2 3 1 2 -1 -2 
0 1 23 
ja 5 2 2.|-1 2 1 3. 4. 
0021 
1 2 3 3 0 -3 
0 0 3 2 
计算 下 列 行列 式 的 值 ,通过 展开 (a) 第 3 $r (b) 第 2 列 的 余子 式 
2 -1 2 1 0 -1 O 
0 0 -21 
5.1 0 3 6.10 2 -2 7. 8. 
0 -1 0 7 
0 2 1 20 1 
3 0 2 1 
方程 组 


用 克拉 默 法 则 解 下 列 方程 组 . 


Q12 


= = O OO 


O = — ° 


> =- Qo o 


>O N N N 
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9. x< +8y = 4 10. 2x + 3y = 5 1l. 4x -3y = 6 12.x+y+z=2 
3x- y = - 13 3x-— y = 2 3x —2y = Š 2x— y+z=0 
x+2y- z = 4 
13.2x + y— z = 2 14. 2x -4y = 6 15.x-z=3 16. x, + x) — Xs + x4 = 2 
x— y+ z =? xX+yY+z=1 2y—- 2:2:=2 XxX1— X2 + Xs + x¿ = —- ] 
2x+2y +: = 4 5y + 7z = 10 2x+z=3 xi + x; + x3 — x4 = 2 
xi + X; + X¿ = — Í 
理论 与 例子 
17. 无 穷 多 解 或 无 解 ” 求 与 的 使 方程 组 
2x + hy =8 
x+3y =k 
(a) 有 无 穷 多 个 解 与 (b) 无 解 . 
x x 1 
18. FITIR ”x 取 何 值 可 使 2 0 5 = 0? 
6 7 1 


19. PIR BR u,v 和 zw 都 是 x 的 二 阶 可 微 函数 且 满 足 关 系 式 au + 如 + cw = 0, 其 中 a,b,c 均 为 常数 ， 
且 不 全 为 零 , 证 明 


u’ v' w'l=0Q. 
20. 部 分 分 式 Wm 拆 开 成 部 分 分 式 , 即 要 求 C,D 的 值 使 下 述 等 式 
ax + b C D 


(x -r(x 5) rn x 
对 所 有 x RL. 
(a) 求解 确定 C, D 的 线性 方程 组 . 
(b) 为 学 而 写 在 什么 条 件 下 (a) 中 的 方程 组 有 唯一 解 ? 也 就 是 , 什么 时 候 方程 组 系数 矩阵 的 行列 式 
非 零 ? 


A. lI 混合 导数 定理 和 增 量 定理 
本 附录 推导 混合 导数 定理 (11.3 节 定 理 2) 和 二 元 函数 的 增 量 定理 (11 .3 节 定 理 3). 欧 拉 
(Euler) 于 1734 年 在 他 所 写 的 流体 动力 学 论文 集中 首次 发 表 了 这 些 定理 


定理 2 混合 导数 定理 
车 fx,y) 及 其 偏 导数 Sfr Sey B Sa DEBE Ala, b) 的 整个 开 区 域 有 定义 ,并 且 都 在 
Alab) ESE JJ f. (ab) = f(a,6b). 


证 /.(a,b) H fala, b) 的 相等 关系 可 以 通过 四 次 应 用 中 值 定理 建立 (3.2 节 定 理 4). 
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根据 假设 ,可 设 在 zy 平面 ,点 (a,b) FEER RAR, ERE, SS Sf fa f, 均 有 
定义 . 令 有 和 上 为 这 样 的 数 ,使 (a + 天 ,5 + k) 仍 位 于 及 内 ,我 们 来 考虑 差 


A = F(a + h) - Fla), (1) 
其 中 
F(x) = f(x,b + k) - f(x,b). (2) 
对 FF 应 用 中 值 定理 ,FF 显然 连续 (因为 它 可 微 ) ,于 是 等 式 (1) 变 成 
A = hF' (cl), (3) 


其 中 ci 位 于 ao 与 co + 之 间 , 从 等 式 (2)， 

F' (x) = f(x,b + k) - f,(x,b), 
所 以 (3) 又 变 成 

A= h[L(ci,b + k) -cp)]， (4) 
进而 再 对 g(y) = Alay) 使 用 中 值 定理 ,有 

g(b+k)- g(b) = kg'(d,), 
或 
f. cb + k) fle,b) = kfe.,(ci, di) 
di 是 某 个 位 于 5 与 5 + k 之 间 的 值 .把 这 个 结果 代 人 式 (4) ,又 得 
A = hkf.,(ci, di) (5) 

点 (cl, di) 为 矩形 R 内 的 某 个 点 , 尽 的 四 个 顶点 分 别 为 (a,5),(a+ 瑚 ,b)(a + h,b + k) 和 
(a,b + 上)( 见 图 A. 14) 


y 


图 A.14 EHA, a,b) = fala, b) BJ 3: 
键 是 无 论 R' ZAD, fey 和 f,, ER 内 某 处 
取 等 值 (并 不 一 定 要 在 同一 点 ). 


—— = ——— 


通过 把 (2) 代 人 等 式 (1) ,进而 可 以 写 出 
A=f(a+h,b + k)- fla + h,b) — fla,b + k) +/(a,b) 
=[f(a + h,b + k) - f(a,b + k)] - [fla + h,b) — f(a,b)] (6) 
=%(b +k) - %(b), 


其 中 
Cy) = f(a + h,y) - f(a,y). (7) 
现 再 对 (6) 应 用 中 值 定理 ,得 
A = k#'(d,) (8) 
di 位 于 65 与 b+ 上 之 间 . 对 (7) 式 求 导 ， 
#'(y) = fla + h,y) -f(a,y). (9) 


再 把 (9) 式 代 入 (8) 式 , 得 


+ NAMA IU apr ~ š 
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A= klf (Ca + h,d,) - f,(a ,d,) l. 
最 后 对 方 括 内 的 表达 式 再 应 用 中 值 定 理 ， 
A = khf,.(c,,d;,) (10) 
其 中 cj 在 a 与 a + h Z]. 
在 (5) 式 与 (10) 式 放 在 一 起 ,可 见 
f. (codi) = fyrlc2,d2), (11) 
其 中 (ei,di) 和 (cs,d;) 都 位 于 矩形 域 R 内 (图 A.14). 等 式 (11) 并 非 为 我 们 想 要 的 结果 , 因 它 
只 说 ,在 (ci,di) H fy EC, di) 有 相等 的 值 .可 是 我 们 讨论 中 的 hh 和 名 , 却 可 以 让 它们 要 多 
小 就 有 多 小 .由 条 件 , 因 f:, Mf 都 在 (a ,56) 连续 , 即 意味 fy(c1,d1) = fy,(a,b) + E1, f, 
(c;,d,) = fala, b) + e2, kP h,k — 0E} e, e, 一 0. 因此 ,车 令 h — 0,k — 0, 就 得 到 : 
fyla,b) = fla,b). 口 


fayla, b) 5 fala, b) 的 相等 也 可 以 在 比 此 定理 更 弱 的 假设 条 件 下 作出 证 明 .如 ,只 要 f, 
f. Bf, ERES, Ela, b) 连续 的 条 件 就 足以 了 WA fa REC, b) 存在 且 与 /在 该 点 
的 值 相 等 . 


二 元 函数 增 量 定理 


(xo,yo) 连续 ,那么 RPA ro, yo) 移 至 另 一 个 点 (x + Ax, yo + Ay) 引起 的 /函数 值 的 
改变 满足 下 述 等 式 

Az = f.(xo,yo)Ax + 万 (xoyyo)Ay + elAx + ezAy， 
其 中 当 Ax,Ay > 0 Rf, e, e2 > 0. 


证 以 下 在 以 A(xo,yo) 为 中 心 的 和 矩形 域 7 了 中 作证 明 ,了 又 位 于 RR 之 内 ,假定 Ax f Ay 都 
取得 足够 小 使 连接 4,B(xo + Ax, yo) 的 线段 与 连接 B,C(xo + Ax, yo + Ay) 的 线段 均 在 了 的 
内 部 (图 A.15). 


Co+Ax ygt Ay) 


Alo: Yo) 2 


B(x0+ Ax yo) 图 A.15 增 量 定理 证 明 中 的 矩形 域 7. 图 中 画 出 


的 Ax 和 Ay 都 是 正 的 ,但 增 量 既 可 为 零 也 可 为 负 
ñ. 


我 们 可 以 把 Az 当 作 两 个 增 量 的 和 , 即 Az = Az, + Az ,其 中 
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Azı = f(xo + Ax, Yo) - fl xo: yo) 


为 从 4 到 B 的 f 值 的 改变 ,而 
Az, = f(xo + Ax,yo + Ay) - f(xo + Ax, yo) 


为 从 也 到 C 的 f 值 的 改变 (图 A.16). 


i 
Alxo, Yo) S 


Yot åy 


(xo + Ax, yo) ey 


W A.16 曲面 z = J(x,y) 在 Pol tos Yos fC xo, yo)) 附近 部 分 .点 PsP” # P” 
在 xy 平面 上 方 有 相同 的 高 度 zo = f(x0, Yo). 


Cix + Ax, yy + Ay) 


“方向 的 改变 量 为 Az = P'S. 改 变量 
Azı = f(zo + Ax, yo) - f( xo, yo), 
图 中 显示 为 P"0 = P'O, Æ x 从 xo 变 到 xo + Ax 引起 的 ,而 保持 y 始终 等 于 yo. 然 后 ,让 x 保 
FE xo + Az, 
Az, = f(xo + Ax, yo + Ay) - f(xo + Ax, yo) 
则 为 从 yo 到 yo + Ay Ay 的 改变 而 引起 的 z 的 改变 量 , 图 上 以 Q'S 代表 ,z 方 向 上 总 的 改变 量 
正 是 Az, 与 Az KA. 
在 从 xo 到 x+Ax 的 x 值 的 闭 区 间 上 ,函数 F( x) = f(x, yo) Œ x AIARRA ATER), 
其 导数 为 
F'(x) = f(x, yo0). 
由 中 值 定理 (3.2 节 定 理 4) , 知 存在 一 x ÍË c fE xo 与 zo + Ax 之 间 ,使 
F(xo + Ax) - F(xo) = F'(c)Ax 
或 
Jf(zo + Az,yo) - f(xo,yo) = 上 (csyo)Ax 
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Az, = f.(c, Yo) Ax. (12) 

类 似 地 ,G(y) = (xzo+Axr:y) 是 yo 到 yo+Ayr 的 闭 区 间 上 关于 y 的 可 微 函 数 (因而 连续 ) ， 

其 导数 为 
G'(y) = f(xo + Ax,y). 
因此 ,存在 yo 和 yo + Ay 间 的 一 个 y 值 4, 有 
Glyo + Ay) - G(yo) = G'(d)Ay 
或 
J(xo + Ax, yo + Ay) ~ flxo + Ax,y) = f(xo + Ax,d)Ay 


Az: = f(xo + Ax,d)Ay. (13) 


于 是 , 随 着 Ax 与 Ay 一 0, 知 c-> xo, d — yo. 因此 ,由 于 f. 和 在 (xo,yo) 是 连续 的 ,下 两 
个 量 


E1 = fs(c,yo) — f.(xo,yo), sz = f(xo+Ax,d) - f,(x0, yo) (14) 
当 Ax 和 Ay 一 0 时 都 趋 于 零 . 
最 后 
Az = Azı + Az; 
= falc, Yo)Ax + f(xo + Ax, d)Ay 从 (12) 和 (13) 
= [A(xo,yo) + eiJAx + [f(xo,y0) + 82 ]A y J (14) 


= fC xo, yo)Ax + f,(xo,yo)Ay + elAx + ezAy， 

其 中 当 Ax ,Ay 一 0 时 ,sisz 一 0, 而 这 正 是 我 们 要 证 的 结论 . 

相似 的 结论 对 任意 有 限 多 个 独立 变量 的 函数 都 成 立 . 设 w = /f(x,y,z) 的 一 阶 偏 导数 在 包 
含 点 (xo,yo,zo) 的 整个 开 区 间 上 有 定义 , 且 f.,f 与 f. 都 在 点 (xo, yos zo) 连续 , 则 

Aw = f(x + Ax, yg + Ay, zo + Az) — fÈ xo, Yos zo) 
=f.Ax + fAMy + fAz + elAx + exhAy + Ee3Az (15) 

其 中 当 Ax,Ay 和 Az 一 0 时 ,ei,e2,e3 一 0.(15) RE AS, f. 都 要 取 点 (xo,yo,zo) 处 的 值 . 

(15) 式 可 以 通过 处 理 Aw 为 以 下 三 个 增 量 的 和 : 


Aw, =f(xo +Ax,yo,z0) ~ f( xo, Yos zo) (16) 
Aw, = f(xo + Ax,yo + Ay,zo) — f(xo + Ax, yo, zo) (17) 
Aus = f(xo + Ax,yo + Ay,zo + Az) — f(xo + Ax, yo + Ay,zo), (18) 


再 分 别 对 这 三 个 增 黄 用 中 值 定理 而 得 证 .方法 仍 是 在 这 些 偏 增 量 Awi Aw, Aw 中 的 每 一 个 都 
先 让 两 个 坐标 保持 不 变 , 仅 一 个 在 变 .例如 ,在 (17) 式 中 , 仅 y 变 , 因 为 x 一 直 等 于 x + Ax 而 z 
一 直 等 于 zo. 由 于 f(xo + Ax,y,z0o) 对 y 连续 且 有 一 阶 偏 导 数 /, ,根据 中 值 定理 ,有 

Au, = f(xo + Axyyiyzo)Ay 
yu 是 在 yo 与 yo + Ay 间 的 某 个 值 . 
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平行 四 边 形 在 平面 上 投影 的 面积 


本 附录 证 明 13.5 节 需要 的 结果 , 即 ,|(u xvY):p| 是 以 u 和 和 vY 为 边 的 平行 四 边 形 在 任 一 平 
面 上 的 投影 的 面积 ,p 为 该 平面 的 法 向 ( 见 图 A.17). 


A.17 空间 两 向 量 a 和 v 确定 的 平行 
四 边 形 和 平行 四 边 形 在 平面 上 的 正 投影 . 
所 作 投 影 线 , 都 与 平面 正 交 , 且 都 平行 于 
单位 法 向 量 p. 


定理 
空间 中 两 向 量 u 与 v 确 定 的 平行 四 边 形 在 一 个 单位 法 向 为 p 的 平面 上 的 正 投影 的 面积 为 : 
面积 = |(ux v): pl. 


证 ”用 图 A.17 的 记号 ,图 中 显示 一 个 典型 的 由 u 和 Y 确 定 的 平行 四 边 形 与 它 在 单位 法 向 
量 为 p 的 平面 上 的 正 投影 , 
u= PP +w + Q'0 


= w + PP - 00 (0C5 =- 605) 


= U + sp. (IPP - 00 平行 于 p,s 为 某 数量 ) 
类 似 地 
v=V' +tp 
因此 


uxv=(w +sp)x(v' + tp) 


=(w xv')+ s(px v') + t(W x p) + st (p x p). (1) 


向 量 pxv' flu xp 都 与 p 正 交 . 因 此 ,再 在 (1) 两 边 都 点 乘 p, 右 端 仅 留 下 (w x v') p, Ri 
有 
(uxv):p= (W x v') ° p. 
特别 有 
|uxv .pl|= |w xv')- pl.. (2) 
右 侧 的 绝对 值 是 由 w ,v' 和 p 确 定 的 “盒子 "的 体积 .这 特殊 的 盒子 的 高 为 |p| = 1, 所 以 此 盒子 
的 体积 值 在 数值 上 与 它 的 底面 积 的 值 相 等 ,该 面积 即 平行 四 边 形 PORS 的 面积 ,将 此 与 (2) 


A.12 平行 四 边 形 在 平面 上 投影 的 面积 ， 1201 ° 


合 起 来 就 给 出 

P'Q'R'S' 的 面积 = |w < v). p| = |(uxv).:p|, 
这 就 是 说 ,由 u 与 v 确 定 的 平行 四 边 形 在 一 个 单位 法 向 量 为 p 的 平面 上 的 正 投影 的 面积 就 等 于 
| ux v) p| ,证 毕 . 口 


例 1( 求 一 投影 面积 ) RHA P(0,0,3),0(2, - 1,2),R(3,2,1) 和 5(1,3,2) 确定 的 平行 
四 边 形 在 x y 平面 上 投影 的 面积 . 


P(0, 0, 3) 


图 A.18 例 1 计 算 平 行 四 边 形 PORS 在 


xy 平面 上 正 投 影 的 面积 . 
解 
u = PQ = 2i - j - k, v= PŠ < i+3j - k, p = k, 
面积 为 
2 -1 - 
4=(uxv).p= |]! 3 - -| en 
0 1 3 


S$.(a) x =2,y = 3 
7.(a)y = 1(x-1)+1 
9.(a) 3x - 2y = 0 

11. (a) y= 3x -2 
13.y = >a 


15.(a) (i) BPR: - — 
(iit)y - 截 距 :3 (iii) 


y 


y = x +1, 这 是 和 例 5 一样 的 方程 . 


(b) Ax = 2,Ay =-4 


(b) m =- + 


(b) < =- 1,y = + 
(bi x =- I(x+1)+1 


(by =- x +2 


(b) (i) 斜率 ; - 1 
Gi)y - 截 距 :2 (iii) 


y 


(b) y=-2z- iy = Te+3 


21.y=-1 
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25.(a)k = 2 (b)k = 一 了 
27. 5.97 大 气压 (上 = 0.0994) 
29. (a) 是 的 , - 和 0 下 和 - 40% 读数 相同 ， (b) 三 条 直线 都 过 点 (- 40, - 40). 


33. (a)y = Pa -a)+b 


— B2a + AC - ABb A2b + BC- 22a) 
JA > » 
(b) 点 Q 的 坐标 是 ( 个 古人 p 


Aa + Bb-C 
(c) 距离 = J, m 
35. 40.25 英尺 
37. (a) y = 0.680x + 9.013 
(b) 斜率 为 0.68. 它 表示 每 月 以 磅 计 的 近似 平均 体重 增加 . 
(e) (d)29 磅 


y = 0.68x + 9.013 


39. (a) y = 5632x - 11,080,280 
(b) 在 该 中 间 价 格 处 以 每 年 美元 计 的 变化 率 是 增加 的 . 


(c) y = 2732x - 5,362,360 (a) 东北 部 
第 P.2 节 
V3 2 d 2 dš 
1.4 = 一 ; = 3 3. = 一 ,4 = 2d 四 = 一 一 
4 x, p x x 万 3 万 


5. (a) 不 是 x 的 函数 ,因为 对 一 些 x 的 值 有 两 个 y fË 
(b) 是 x 的 函数 ,因为 对 每 个 * 只 有 一 个 y 值 . 
7.(a) D: (<a oo),R:[loo) (b) D:[0,%),R:(- %,1] 
9. D:[-2,2],R: [0,2] 
11. (a) 关于 原点 对 称 (b) XF y 轴 对 称 
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13.(a) 对 每 个 正 的 x 值 ,有 两 个 y 值 . (b) 对 每 个 x 0 有 两 个 y 值 . 


>x 


15. (a) fB A% (b) 奇 函 数 
17.(a) 偶 函 数 (b) E% 
19.(a) 既 不 是 偶 函 数 也 不 是 奇 函 数 (b) R% 


21.(a) 定义 域 = 全 体 实数 , 值 域 = (- % ,2] (b) 定义 域 = 全 体 实数 , 值 域 = [- 3,%) 


y 


23. (a) 
4- 刀 对 于 x<1 
y= ptdr lexe3 
Y 【x+3 对 于 XY>3 
(b) 全 体 实 数 (e) 全 体 实数 


25. 因为 ,如 果 垂 直线 法 则 成 立 ,那么 对 每 个 * 坐标 至 多 存在 一 条 曲线 上 一 点 的 y 坐标 .这 个 y 坐标 对 应 于 x 坐 
标的 指定 值 . 因 为 只 有 一 个 y 坐标 值 ,这 种 指定 是 唯一 的 . 


2, 0<=<x<1 
x, O< <x=<1 0, 1< x <2 
27. (a)f(x) = (b)/(x) = 
-x+2, 1 < x <2 2, 2gx<3 
0, 3grg4 
-x+2, 0<x<2 -3x-3, - l< x <0 
Oad 1 5 DSa) = | 
-本 x+ 了 本， 2<x<5 -2x+3, O < x <2 
29. (a) 位 置 4 (b) 位 置 1 


(a) 位 置 2 (b) 位 置 3 
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31. (a42) a (3) 49 — 33.y+ 1 = (x - 22 35.7 = >= 


C+2 + (y + 3)2 = 49 


37. (a) 2 (b) 22 (c) x? + 2 (d) x? + 10x + 22 
(e) 5 (f) -2 (g) x + 10 (h) xt- 6x* + 6 
39. (a) 4-5 W$ -s 
4 5 1 32 
of x? -5) a(z) 
—1 — 1! _ 
(0) 和 (D (和 3 
41. (a) g(f(x)) (b) ;(g(x)) (c) g(g(x)) 
(d) j(j(x)) (e) g(A(/(x))) (Ü) h(j(/(x))) 
43. (a) g(x) = x? (b) z(z) = —— (c) fa) = 全 
(d) f(x) = x* (注意 该 复合 函数 的 定义 域 为 [0, % ).) 
45.(a)D : [0,2],R : [2,3] (b)D :[0,2],R : [- 1,0] (c)D : [0,2],R : [0,2] 


y=2f(x) 


(d)D:[0,2],R:[-1,0] (D: [-2,0],R : [0,1] (fD :[1,3],R : [0,1] 


y=f(x+2) 
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(g)D :[-2,0),R : [0,1] (hD : [-1,1],R : [0,1] 


y=-f(x+1)+1 


47. (a) 因为 原来 圆周 的 周 长 为 8x, 去 掉 了 长 为 x 的 一段 圆 弧 


(Dr = E = 4 Z (Oh V16- P < V l6xx - <° 
x 2x 2x 
1 > (8r - x)? V 16rxz — x? 
(da) V = z h = 24 
49. (a) 是 的 ,因为 (f. g)(—- x) = f(— z): g(- z) = Hzxz) g(x) = (Ag)(z), 所 以 函数 (/ g)(x) 也 是 
CEFE 


(b) RAER, AAC- g)(- x) = (f: g)(x). 
53.(d) (g ° f)(x) = V4- x2;D(g ° f) = [-2,2];R(g ° f) = [0,2] 


Sega) = 4- (Vx) =4-x SET z > 0; D(f° g) = [0,%@); Rf. g) = (— = ,4] 
55. (a) y = 4.44647x0.50414 


(b) 
y (km/h) 
xL 9 数据 
一 Wiki pa ~ 
20} 3 
iSF ~- * 7 
10 上 上 | 
sH- ' 
0 L L i L L 上 l 1 L 1 l L l. 1 1 i L. —1 L i — x (meters) 
0 1 2 3 4 56 7 8 9 10 it 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
(c) 15 km/h 
(d) 14 km/h, y = 0.913695x + 4.189976; (a) 的 知 沙 数 回归 曲线 拟 合 该 数据 更 好 . 
第 P.3 节 
1.(a) 3.(e) 5.(b) 
7. 定义 域 :全 体 实 数 ; 值 域 (- o ,3)， 9. 定义 域 :全 体 实 数 ; 值 域 (- 2, o )， 
x - 截 距 : < 1.585, x - WIE: ~ 0.405, 


y- 截 距 :2 y- 截 距 :1 
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11.3“ 
15. 


19. 如 果 线 性 函数 x 的 改变 量 不 变 ,例如 说 Ax = c, 那 么 y 的 改变 量 也 不 变 ,为 Ay = me. 


21. a = 3,k = 1.5 23. x = 2.3219 25. x = - 0.6309 27. 7609.7 百 万 

29. 19 年 后 

31.(a)A(:) = 6.6(1⁄2)' (b) KA 38 天 后 

33. = 11.433 年 35. = 11.090 年 37. = 19.108 年 39.2% ~ 2.815 x 10" 


41. (a) 回归 方程 : P(x) = 6.033(1.030)*, 其 中 x = 0 表示 1900 年 
(b) 大 约 6.03 百 万 ,这 和 实际 人 口 并 不 接近 . 
(c) 年 增长 率 约 为 3% . 


y 


P = 6.033(1.030)” 


S p.4 ñ 
1. 一 对 一 的 3. 不 是 一 对 一 的 5. 一 对 一 的 
7.D : (0,1],R : [0, œ) 9.D( 广 ) = [0, œ); R( F!) = [0,%) 第 41 88 ll 

s4 y= f) = x3⁄2 yx 

4 上 

3 上 


yaf =x 


oC 
11. 广 (xz) = /x1 13. 广 (xz) = Viti 1S./'(x)= Vi-1 17. (x) = z3 
19.f' (x) = (+1) Rx- 1 21.f (x) = - x! R — /x 


1 


1 
x 


23.f-!(x) = 2- (-— x)? RE 2 - / x 25.f' (x) = 


29. y = e"? | 


1 _1 _1-3x 
aR E APO) = Y 


N 


(a)D = (-— oo) (b) R =(-1,%) 
31. y = 1-— In x 

(a)D = (0,%) (b)R = (- om，o) 

(c)( 如 右 图 所 示 ) 


_ _In2 22x5) 
33.t = ni ogs = 15.75 35.x = in( = — 0.96 或 0.96 


习 症 答案 


”1209 > 


37 y = e2t+4 


39. (a)f' (x) = bel 100 z) (b)f'1(x) = bm a[ 可) 
41.(a) HRE = 8(1⁄2) 2 (b)36 小 时 
43. ~ 44.081 年 45.10 分 贝 
49. (a)(1.58,3) (b) 没有 交点 
51. /和 8g PIRAM, AHS. gX) = (g ° f)Xx) = x. 
(a) (b) 和 (ec) 


47.(4,5) 


y fe) 
t fu) = x° 
3H gaa? H 


ga) 


(f ° Rw) 
(g ° f)Q) 


x 3 > x 
S ° g)@) = 
g e f)0)= x 
53. /和 8 THRA, AHS. gX) = (g ° Pa) = x. 
(a) (b) 和 (ec) 
y 
4 
3 
2 
1 
432 EE 
Gega) = 
(g.'f)(x) =x 
55. (a)y, 的 图 形 看 来 是 y, 的 图 形 的 垂直 平移 ， (b) 
2 2 


1 L5 


y= nax) 3} Fa = 2,3,4,5 
y,= In x 


y = In(ax) — In x 
对 于 4=1,2,3,4,5 


(c)ys = yi- y2 = Ipax — Inx = (Ina +Inx)- Ix = Ipa,a X. 


57. x = - 0.76666 
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59. (a) y(x) = - 474.31 + 121.13 In x;1982 年 生产 了 59.48 百 万 公吨 而 在 2000 年 生产 了 83.5( 百 万 公吨 ). 
(b) 


7 y= -474.31+ 121.13 nx 


yeH JAME) 


H 

I 

| 

30 1 @ 数据 i 
1 一 回归 直线 1 

I 


[i 
0 Lee L Li 1 1 1 l L. 
95 100 105 


50 55 60 65 70 75 80 85 90 
x (1990 4F.) 


(c) (82) = 59 和 7y(100) Ü< 84 


第 P.5 节 


1.(a)8rx m (b) ” m 
3. 


5. (a)cos x =- $ tan x =- Ž (b)sin x =- YZ tan x =- 2/2 
7. (a) 周期 为 x (b) 周期 为 2 


PENAN MA fe 


习题 答案 ll: 


11. 周期 35 ,关于 原点 对 称 


s 


= cot 2⁄ 


-I 


= 


EE |------------- 
= 


13.(a) - cos x (b) - sin x 
19. (a)A = 2,B = 2xz,C =-x,D = -1 (b)A = 1⁄2,B = 2,C = 1,D = 1⁄2 


一 1 
2 


1 
1 

y= Lsin tex -m + L 

2 i 2 


21. (a)37 (b)365 (c) 向 右 101 (d) 向 上 25 
T T T 
23. (a) 7 (b) - > w 
A 3 us 
25. (a) > (b) + (0) 
37, (a)c = V7 = 2.646 (b)c = 1.951 


39. (a) sin x 的 值 趋 于 x 的 值 .在 原点 处 它们 都 等 于 o. 
(b) 它们 都 趋 于 零 ,但 在 任 给 的 异 于 零 的 x* 处 ,sin x 的 值 只 是 % 的 值 的 小 的 百分数 . 


41. (a) 定义 域 : 除 形 为 村 + kx 外 的 所 有 实数 ,其 中 上 为 整数 ; 值 域 : -Deye T 


2 2 ` 
(b) 定义 域 : - w < x < om; 值 域 -m < y < @ 
43.x = 1.190 和 x = 4.332 4S.x ~- 1.911 fll x = 1.911 
47. (a) 


X = Sin x + cos x 


(b) 幅度 ~ 1.414 ,周期 = 2x, 水 平 位 移 ~ 5 sin < 相 比 为 - 0.785 或 5.498 ,垂直 位 移 ;0 


- 1212 > 习题 答案 


49. (a)p = O.6sin(2479; - 2.801) + 0.265 


上 p = 06 sin (2479; - 2.801) + 0.365 
@ 数据 
— EH 


0.002 


— 
0.004 


— — (sec) 
0.007 


02 9901 


0.00 


(b) = 395 Hz 
51. (a)y = 3.0014 sin(0.9996x + 2.0012) + 2.9999 (b)y = 3 sin(x +2) + 3 


第 P.6 节 
1. 3. 5. 


习题 答案 1213 > 

19, (a)x = acos t.y =- asint Q0 < t < 2x (b)x = acos t,y = asin t,0 < t =< 2x 

(c)x = acos t,y =-~ asin t,0 < t < 4x (d)x = acos t,y = asn t,0 < t < 4x 
21. 可 能 的 答案 :x =-1+51,y =- 3+4,0 < t < 1 
23, 可 能 的 答案 :x = 已 +l,y = ttg 25. 可 能 的 答案 :x =2-3t;y=3-4t,t>0 
27. (c) ,视窗 : -4,4] x (- 3.3],0 < t < 2xz 29. (c). WA :i- 10,10] x [- 10,101,0 < t 2r 
31. 33. 
35. 37. 
3.1 < i <3 4. -5gt<-3 
49.x = 2cotty = 2sinztQ < t < x S1. (a) 曲线 从 右 向 左 行进 而 且 从 原点 向 两 个 方向 无 限 延 伸 . 


第 P.7 节 


1. (a) 图 形 支持 * 与 x 成 比例 的 假设 .从 回归 直线 的 
斜率 来 估算 比例 常数 为 0.166 


y 


y = 0.166x 


8 
6 
4 
° 数据 点 
2 — HVAR 
0 L l => x 
0 20 40 60 


3. 二 次 回归 给 出 y = 0.064555x? + 0.078422x + 
4.88961. 二 次 回归 拟 合 数据 很 好 . 


v (fn 


400 
350 
300 
250 
200 
150 


y = 0064555x + 0.07842 1r + 4.88961 


o 数据 点 


100 
so 一 :次 四 归 
ol- 1 - ly x 
X a 4 SO 0 10 90 V mpi) 


(b) 图 形 支 持 y 与 x'“ 成 比例 的 假设 .从 回归 直 
线 的 斜率 来 估算 比例 常数 为 2.03. 


9 3 

8 y= 2.03x12 

7 

6 

5 

4 

3 四 

N e 数据 点 

1 — in! 

0 一 -人 1 i laat? 
1 2 3 4 5 


5. (a) 指数 回归 给 出 y = 0.5(0.69*) = 0.$e-03717. 


yung) 


y z 0.510.699 


e 数据 点 
— 指数 回归 


> 


À 


(b) 指数 函数 拟 合 数据 很 好 . 
(e) 该 模型 预测 12 小 时 后 ,血液 中 地 高 辛 的 含量 
将 低 于 0.006 mg. 


4 5 


` 1214 ` 习题 答案 


7. (a) 指数 回归 给 出 C = 770(0.715!') = 770 et“, 
(b) 看 来 指数 函数 抓 住 了 这 些 数 据 的 趋势 . 
(c) 该 模型 预测 12 天 22 小 时 后 血液 浓度 将 降 到 低 于 10 ppm. 


w {0Z) 
C (ppm 60t 
1000 F- e Run 
900 C = 7700.715 505 WDNR 
800 
700 40 一 
sn . 
500 | y = 0.008435: = 0.008435 À 
sof 30 
300 ; 
200 10 g 
or O c adao l L. — 1 . LF ün’ 
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 
第 7 题 图 第 9 题 图 
9. 回归 直线 的 斜率 为 0.008435 ,所 以 该 模型 估算 作为 ! 的 函数 的 重量 w = 0.008435 (W 4 FEB). 
11. K (c) 13. E (ce) 


15. (£) 一 种 可 能 的 描述 ; 设 y 表示 你 们 学 校 得 了 流感 的 人 数 , 而 x 表示 第 一 个 人 得 了 流感 后 的 天 数 .一 开始 流 
感 的 传播 并 不 很 快 ,因为 只 有 几 个 病人 在 传染 流感 .但 随 着 更 多 的 人 得 流感 ,流感 的 传染 就 会 更 快 ,最 
具 爆 发 性 的 状态 是 有 一 半 人 得 病 时 的 状态 ,因为 从 此 以 后 很 多 人 在 传染 流感 ,很 多 人 也 仍然 可 能 得 流 
感 .当时 间 继 续 ,而 且 更 多 的 人 得 了 流感 ,能 被 传染 上 流感 的 人 越 来 越 少 ,从 而 流感 传播 的 速度 开始 慢 
下 来 ,可 以 用 像 (f) 表示 的 函数 作为 模型 来 定性 地 描述 这 种 行为 . 

17. 


6 -D0 + 门 对 于 Drsl 
-4.50- DU0-3) 对 于 1<t1&3 
-4.3750 - 3X - 5) 对 于 3<1&5 
-2.5311 -5X1 -7) 对 十 5<rg7 
—1.898(r — 7) — 9) XE F-.7 < :5<9 


高 度 (fb h= 


所 经 过 时 间 


19. (a) (b) 


速度 (mph) 


RH ft _ eD ln ZE” 
100 0 USYA FOIA FAREA (ft) a= [100-5740 -et 4P 0<:<4 


5 4 45.342695 FA < r<10 450 182.9 + St — 669.4 0™ 对 于 4<1<16 


1 L> jiju] (sec 
123456 时 间 (seo) 


+ — L 
7 8 9 I0111213141516 


0 1 
so 12345678 9101 i sec) 


21. (a) 该 图 形 可 表示 单 摆 摆 动 时 它 和 垂直 线 之 间 的 夹 角 .y 表示 角度 而 x 表示 时 间 . 由 于 阻力 的 原因 ,振幅 如 
该 图 形 所 画 的 样子 训 减 . 当 y 为 正 时 , 单 摆 在 垂直 线 的 一 边 , 当 y 为 负 时 , 单 摆 在 垂直 线 的 另 一 边 ， 
(b) 该 图 形 可 表示 小 孩 在 游乐 场 里 荡 秋 干 “前 后 荡 动 ” 让 秋千 功 起 来 时 秋千 和 垂直 线 之 间 的 夹 角 .y 表示 
角度 而 x 表示 时 间 . 因 为 小 孩 不 断 地 把 机 械 能 注 人 该 系统 ( 秋 干 + 小 孩 ), 所 以 振幅 如 该 图 形 所 画 的 样 
子 增长 . 当 y 为 正 时 ,秋千 在 垂直 线 的 一 边 ; 当 y 为 负 时 ,秋千 在 垂直 线 的 另 - 边 ， 


` 1215 ` 


预备 知识 章 的 实践 习题 

l.y= 3x — 9 3.x = 0 S.y = 2 7.y =-3x + 3 

9.7 =- 了 了 x- 多 Hy = 了 x+ 二 13.4 = arC = 2rr4 = É 15.x = tan 0,y = taf 
17. 原点 19. 两 者 都 不 是 21. 偶 通 数 23. 偶 函 数 

25. 奇 郴 数 27. 两 者 都 不 是 

29.(a) 定义 域 :全 体 实数 (b) 值 域 :[- 2,o ) 31.(a) 定义 域 :[- 4,4] (b) 值 域 :[0,4] 

33. (a) 定义 域 : 全 体 实数 (b) 值 域 :(- 3,%) 35.(a) 定义 域 :全 体 实 数 (b) 值 域 :[- 3,1] 
37.(a) 定义 域 :(- 3,o) (b) 值 域 :全 体 实 数 39.(a) 定义 域 :[ - 4,4] (b) 值 域 :[0,2] 


1-x, 0=<=<x<1 
aj). l< x=<2 
d3.(a)1 (b) = Q /2Z (oreo (0 1 ' 
2.5 5 VI Vasa? ! 
45. (a)(f° g)(z) =- x,x m-2,(g ° f(x) = V4 


(b 定义 域 (f。g) :[- 2,%), 定 义 域 (g 。/) : 


2,2) 
(c) ERS g): (- œ ,2], 值 域 (g 。/) : [0,21 


47. 用 x < 0 部 分 图 形 的 镜 象 替代 z < 0 的 部 分 作出 关于 y 轴 对 称 的 新 的 图 形 . 
49. 不 改变 图 形 . 
51. 把 x > 0 部 分 图 形 的 镜 象 加 进去 作出 关于 y 轴 对 称 的 新 的 图 形 . 
53. 把 y < 0 部 分 图 形 关 于 x 轴 反 射 即 得 . 
55. 把 y < 0 部 分 图 形 关于 * 轴 反 射 即 得 . 第 47 题 图 
57. (a) 关于 直线 y = x 对 称 59. (a) tO) = “3 
(b) 


61. (a)/(g(x)) = (yi)’ 


(b) 


第 61 题 (b) 图 


第 63 题 (a) 的 图 


. 1216 ` 习题 答案 


63. (Df x) = r- (EAER) 
(b)/''(x) = x -0 广 : 的 图 形 是 与 /的 图 形 平 行 的 直线 .上 和 广 : 的 图 形 位 于 直线 y = x 的 两 侧 而 且 与 之 
WE. 
(c) 它们 的 图 形 互相 平行 且 位 于 与 直线 y = x 等 距 的 两 侧 . 
65.2.718281828459 


67.(a)7.2 (b) +L, (e) Ž 
x“ y 
69. (a)l (b)1 (c) — x° y 
71. = 0.6435 弧度 或 36.8699。 
73. cos 0 = Ñ sin 0 = VD ang = v... 0 = — + ese 0 = Feot 0 = 5 
75. 周期 为 4r 


77. 


79.(a)a = 1;b = V3 (b)c = 4/43;a = 2/43 81. (a)a = — 5 (b)e = nA 
83. 因为 sin(x) 的 周期 为 2x,(sin(x + 2r))3 = (sin(x)). 该 函数 的 周期 为 2r. 图 形 表明 没有 更 小 的 数 能 作为 
周期 . 


V6 +V2 x x x x 5r x 
87. 一 于 89.(a) 6 (b) - 1 (c) 3 91. (a) + (b) F: (c) 3 
93.2 95.- + 97. /4 s9, IE 


101. (a) 有 定义 ;存在 一 个 角 ,其 正切 为 2 (b) 没有 定义 ;任何 角 的 余弦 都 不 等 于 2. 

103. (a) 没有 定义 ;任何 角 的 正 割 都 不 为 0. (b) 没有 定义 ;任何 角 的 正 弱 都 不 等 于 2. 

105. ~ 16.98 m 107. (b)4r 

109. (a) (1/5) + (y/2)2 = 1; 全 部 111. (a)y = 2x +7; 从 (4,1$)to(- 2,3) 
(b) 起 点 :(5,0) ,终点 :(5,0) (b) 起 点 :(4,15) ,终点 :(- 2,3) 


y=2x+7 
—2x< x<4 


习题 答案 < 1217 > 


113. 可 能 的 答案 :x =-2+6t,y=5-2,0gtial 115. 可 能 的 答案 :x =2-3t,y=5-5t,0 gt 


预备 知识 章 的 附加 习题 
1.(a) (b) 


(c) (d) 


3 
y=-2f(ie + 1) + 1 


3. (a)y = 100,000 — 10000x,0 < x < 10 (b)4.5 年 后 


5 


11. 


13. 
15. 


21. 


23. 


HUA) ~ 15.6439 年 后 .( 如 果 银行 只 在 年 底 付 利息 ,那么 将 要 用 16 年 的 时 间 .) 
EHO (b) 并 非 总 是 如 此 .如 果 /是 奇 函数 ,那么 h ERM 
是 的 ,例如 :f(x) = 二 而 g(x) = 十 ,或 Kxz) = 21 Mgl) = Z, R Aa) = er 而 g(x) = Mz. 
如 果 [(x) 是 奇 函 数 , 那 么 g(x) = f(x) -2 不 是 奇 丽 数 .gs(x*) 也 不 是 偶 函 数 ,除非 对 一 切 <, f(x) = 0. 如 
果 /是 偶 函数 ,那么 g(x) = fr) - 2 也 是 偶 函数 . 


BERETES 


WR f(x) 的 图 形 能 通过 水 平 直线 法 则 ,那么 g(x) = - /( <) 的 图 形 也 一 样 能 通过 水 平 直 线 法 则 ,因为 & 的 
图 形 关于 x 轴 反 射 后 和 /的 图 形 是 一 样 的 . 

(a) 定义 域 :全 体 实数 : 值 域 :如 果 a > 0, 那 么 (d,m ); 如 果 a < 0, 那 么 (- % ,d). 

(b) EX: (c, œ), ER: EEK. 
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25. (a) 图 形 并 不 支持 y x x` 的 假设 . 
(b) 图 形 支 持 y < 4* 的 假设 .从 回归 直线 的 斜率 估算 得 到 的 比例 常数 为 0.6; 所 以 ,y = 0.6(4"). 


Y 
À 
12.000 F- 


° 数据 点 
一 四 直线 


10.000 e 数据 点 
oooh ~ MNAR 


6000 H 
60 4000 - 
y=064) 
30 2000 H 
o . LL 1 iay? 0 A 1 L — 4' 
10 20 30 40 50 5000 10000 15000 20000 
(a) (b) 


27.a) 因为 当 压 力 为 5007) 0b in.?) 时 弹簧 的 伸 长 为 零 , 所 以 应 该 从 每 个 压力 数据 值 减 去 这 个 值 来 调整 数 
据 . 这 就 给 出 了 下 面 的 表 , 其 中 s = s- 5(10-3). 


Z an py g a (297 — SUO) _ 8 e- 8 或 。- SYON -3 
图 形 的 斜率 为 (75 5)010 -到 = 4.00(10 ) 而 模型 为 。= 4(108)5 Re = 4(108)(s -5(10-3)). 


e x 105 


e° 数据 以 
一 看 归 直线 


l 
I 
j 
l 
' 
l 
1 
l 


1. 11. L. 1 L L L Í | 1 1 _ a 2 
10 30 30 40 30 60 70 80 90 100™ ° 10 in 


sx102 0 5 15 25 35 45 55 6 75 85 95 
ex10 0 19 57 94 134 173 216 256 297 343 390 


(b) 该 图 形 拟 合 数据 很 好 . 
(c) e = 780(10°)(in./in.). R X s = 200(10-2)(1bZin.2) 远 在 该 模型 用 到 的 数据 范围 之 外 ,所 以 ,如 果 没 有 
弹簧 的 进一步 的 测试 ,人 们 不 应 该 对 这 个 预测 感到 满意 . 
29. (a)y = 20.627x + 338.622 (b) 约 为 957 
(e) 斜率 为 20.627. 它 表示 美 籍 西班牙 裔 学 生 每 年 获得 博士 学 位 的 年 增长 . 
31. (a)f(x) = 2.000268 sin(2.999187x - 1.000966) + 3.999881 
(b)/(x) = 2 sin(3x - 1) + 4 
33. (a)Q = 1.00(2.0138*) = 1.00e0.7z 
(b)1996 年 的 消耗 为 828.82. 这 期 间 的 年 增长 率 为 7.25% _ 


y = 20.627x + 338.622 


(能 源 消 耗 ) 
1200 


° 数据 点 
800 一 HR) 


Q= en 


ER 


习题 答案 - 1219 . 


第 1 章 
第 1.1 节 
Lal (MDI 3.(a)- £ œ) - 3 
S. 在 驱动 行驶 期 间 锅 有 形 可 能 会 上 移 ,所 以 你 的 估计 可 能 和 这 些 数据 不 完全 -一致 . 
(a) 
p | PO | Po | Po 
- | 合适 的 单位 为 每 秒 米 . 
43 | 46 | 49 | 50 
(b) = 50 m/sec 或 180 km/h 
7. 下 界 ;a = 23.55 fi/sec, 上 和 界 :b = 28.85 ft/sec, v(2) = arb = 26.20 ft/sec. 


9. (a) 不 存在 . 当 * 从 右边 趋 于 1 时 ,sg(x*) 趋 于 0. 当 >* 从 左边 趋 于 1 时 ,g(x) 趋 于 1. 不 存在 数 工 当 x 一 1 时 
能 使 g(x) 的 全 部 值 任意 接近 了. (b)1 (c)0 

11. (a) 对 (b) 对 (c) 不 对 (d) 不 对 (e) 不 对 (f) 对 

13. 当 % 从 左边 趋 于 0 时 ,x/|x| 趋 于 -13; 当 > 从 右边 趋 于 零 时 ,xy|x| 趋 于 1. 不 存在 数 工 当 * -> 0 时 能 使 该 
函数 的 值 任 意 接 近 L. 

15. 不 能 说 什么 . 17. 不 一 定 

19. (a)f(x) = (x? - 9)/(x + 3) (c) lim f( z) =- 6 


- 2.999 -2.9999 -2.99999 - 2.999999 


— 5.999 — 5.9999 -5.99999 ~- 5.999999 


- 5.99 - 5.999 


- 0. 126582 — 0. 1251564 - 0. 1250156 


- 5.9999 _ 5.99999 _ 5.999999 


- 0. 1250016 — 0. 12500016 - 0. 12500002 


-6.1 - 6.01 - 6.001 


_ 0.123457 — 0.1248439 _ 0. 1249844 


_- 6.0001 - 6.00001 - 6.000001 


— 0. 1249984 — 0. 12499984 - 0. 12499998 
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(c) lim G(x) =- + = -0.125 
x 


23. (a)g(0) = (sin 0)/0 


0.1 0.01 0.001 


0.998334 0.999983 0.999999 


0.0001 0.00001 0.000001 


0.999999 0.999999 0.999999 


-0.1 - 0.01 - 0.001 


0.998334 0.999983 0.999999 


_ 0.0001 — 0.00001 - 0.000001 


0.999999 0.999999 0.999999 


25. (a)f(x) = “0-2 


0.9 0.99 0.999 


0.348678 0.366032 0.367695 


0.9999 0.99999 0.999999 


0.367861 0.367878 0.367879 


1.1 1.01 1.001 


0.385543 0.369711 0.368063 


1.0001 1.00001 1.000001 


0.367898 0.367881 0.367880 


limf( x) = 0.36788 
人 


27.8 = 0.1 29.8 = = 31.(3.99,4.01),ó = 0.01 33.(- 0.19,0.21),8 = 0.19 3s. Í 


37.[3.384,3.387] .为 保险 起 见 , 左 端点 往 大 伟人 ,而 右 端点 往 小 含 人 ， 

39. (b) 一 个 可 能 的 答案 :ao = 1.75,5 = 2.28 (c) 一 个 可 能 的 答案 :a = 1.99, = 2.01 
41. (a)14.7 m/sec (b)29.4 m/sec 

43. (a) 


- 0.001 — 0.0001 


_ 0.000827 - 0.000031 


习题 答案 ”1221 ， 


(b) 
x 0.1 0.01 0.001 0.0001 
f(x) ~ 0.054402 _ 0.005064 — 0.000827 ~ 0.000031 


看 来 极限 为 0. 
45. (a) 


(b) 
x 0.1 0.01 0.001 0.0001 


f(x) | 2.5893 2.3293 2.3052 2.3029 


看 来 极限 大 约 为 2.3. 


第 1.2 节 
1.(a)3 (b) - 2 (c) 没有 极限 (d)1 
3.(a) - 4 (b) -4 (c) -4 (d) -4 
5.(a)4 (b) -3 (ce) 没有 极限 (d)4 
7. (a) 商法 则 (b) ŽAR E N (c) 和 以 及 乘 常 数 法 则 
9.(a) -10 (b) - 20 (c) -1 (da) 总 
11.(a) -9 (b) -8 (e) +£ (a) > 
13.(8) -7 (b) - + (c)4 (d) - sin( 1⁄6) = - 0.1659 
， x? 0 . N . x sin : 
soy ç]= 1- ç = 1 而 lm = AREER izt i = 
(b) 对 于 * 关 0,y = (x sin x)/(2 - 2 cos x) 位 于 下 图 所 示 的 另 两 个 图 形 之 间 , 从 而 当 > -> 0 时 该 函数 的 
HEKK. 
1 l 
. (+A P . [> ,)- (5) . -h 1 
9 h SMAG- 2A) 4 
21. (a) 对 (b) 对 (c) 不 对 (d) 对 
(e) 对 (f) 对 (g) 不 对 (h) 不 对 
(Gi) D3} (j) 不 对 (k) 对 (l) 不 对 


23. (a) 不 存在 (b) 存在 ,0 (c) 不 存在 


1222 : 


25. (a)D:0 < x< <2,R:0 < y< 1K y = 2 


VI-x, 0<x<1 
(b)(0,1) U (1,2 (c)x = 2 (dx = 0 y=1 1, 1<x<2 
27. V3 29 过 31.(a)1 (b)21 35. (a)4 (b) — 2 
V5 
37. 是 39.6 = elnwvxr-s=0 41. 是 ,lim x) =-— 3 
xt rÜ 
第 1.3 节 
L(a) (Or 3.a) -Š œ- 
aa 1 sin 2 1 si 
5. 由 夹 通 定理 , -了 < H o LS lim YA -0 T. (a) $ (b) 全 
9.(a)- œ (bde (De (b)- œ (a). (b)- 3 CO a Do 


21. 下 面 的 图 形 是 一 种 可 能 . 


27. 
x? +1 
_ x 
31. y = — = x+ 一 一 
x-l x-l 
y 
A " . 
u f 
n A 
n A 
" . 
3 L 
" Jo 
ysi vl 1 .. | 
vol ! xç 
r `. 
dl `a -a 
一 一 一 一 + > + 
四 i 2 
l ' 
i 
i 
y= 
' 


23. 下 面 的 图 形 是 一 种 可 能 


25.y = 1/(x - 1) 


J- 


O Ka LLL 


` 4 
` A t 
` , 
' i 
` ; 
` i 
2a h i 
y= x ` ' L ` 7 , 
` ` X +1 
` 1 /Y= 
` a 2 
1 ` ’ x 
y=— IF x 
2 A 
x t 
_- : ` 
= — => y 
1 1 
33.7 = 一 一 
x° + 4 
y 


2| yx=8/G2r4) 


”1223 : 


35. 图 (a) 37. 图 (d) 39. (a)e” (b) - 2x 41.(a)x (b)x 


43.(a) 二 (b) 45. 至 多 有 两 条 


5S1. 在 mw:%m, 在 -~w:0 53. 在 wm:0, 在 -~%:0 55.1 57.3 


s=. Ei r o 当 其 中 一 项 占 优势 时 函数 的 图 形 就 以 该 项 为 主 . 


x+1 ` x+l 


63. (a)y 一 o( 见 附 图 ) (b)y 一 o( 见 附 图 ) 
(c) # x =+ 上 1 有 尖 点 ( 见 附 图 ) 


_! m l 
-六 
第 59 题 图 第 61 题 图 第 63 题 图 
第 1.4 节 
1. 不 连续 ;在 x = 2 间断 ;在 x = 2 没有 定义 3. 连续 
5.(a) 存在 (b) 存在 (c) 在 在 (d) 存在 7.(a) 没有 定义 (b) 不 连续 9.0 


13. 在 x = 2 间断 15. fF: = 3 FR t = 1 间断 17. Æ 0 = 0 [3] Ëf 

19. 在 区 间 | - 2.) — 21.0; 连 续 。 ”23.1; 连 续 

25. fx) 在 [0,1] 上 连续 而 且 /(0) < 0,f(1) > 0 一 由 介 值 定理 知 /( x) H J 
SO 和 f/(1) 之 间 的 任何 值 与 方程 f(x) = 0 在 x =0 和 <* = 1 之 间 至 少 有 
一 个 解 . 

27. 由 于 连续 函数 的 中 间 值 性 质 ,5 个 陈述 要 求 的 都 是 同样 的 信息 . 

29. 回答 的 例子 可 能 不 同 .例如 ,f(x) = EEP 在 * = 2 间断 ,因为 /在 
x = 2 没有 定义 .但 这 个 间断 是 可 去 的 ,因为 x 一 2 时 /有 极限 ( 即 1). 


y = fix) 


AO) 


， 1224 - 习题 答案 


71 ， 
31. ri = 1- 21 = — 1.791,r; = r3 = r4 = 0, 而 rj = Leva = 2.791 A y=36.500(1.035ym: 
2 MESETA: 
35. 正确 ,由 中 间 值 性 质 35000 <> <45000 
39.(b) RRE t = 1,2,3,4 外 ,在 区 间 [0,5) 的 一 切 点 上 连续 ， 
45.x = 1.8794. - 1.5321, - 0.3473 47.x = 1.7549 
49. x = 3.5156 51.x = 0.7391 
第 1.5 节 
5 1 
1.Pi:m,= 1,P; : m; = 5 3.Pi:m = > Pi mi =- > 
S.y = 2x+5 7.y = 12x + 16 
9.y+1 =- 3(<x- 1) ll.y -— 3 = - 2(u — 3) 
1 
1. - + 15.(- 2, - 5) 
17. WR x = 0,y =- (x+1); 如 果 x = 2,y =- (x — 3). 
19.19.6 m/sec 21.67 23.3.72 m/sec 25. 有 27. 有 y 
1 -2 3 y= 005722 0.1514x + 1.3943 

29. (a) — Š. = 0.432 (b) —— Š ~ 8.684 o<x<10 

2 ~ 0<y<4 
31.(a) - É =- 1.273 0). esa 


33. (a) 每 年 3 亿美 元 (b) 每 年 5 亿美 元 (ec)y = 0.057x? - 0.1514x + 1.3943 
(d) 从 1994 到 1995 :每 年 3.1 亿美 元 ,从 1995 到 1997 :每 年 5.3 亿美 元 : 
(e) 每 年 6.5 亿美 元 第 33 题 图 

35.(a) 没有 37.(a) 在 x =0 39. (a) 没有 41.(a) 在 *=1 43.(a) #E x = 0 


第 1 章 实 践 习题 
1. #E x = - 1: lim f(x) = lim f(x) = 1, 所 以 lim f(x) = 1] = f/(- 1); 


r= 1" 


在 x = - 1 连续 

在 x = 0; lim f(x) = lim f(x) = 0, 所 以 limf( x) = 0. 但 是 ,f(0) > 
0, 所 以 f 在 x = 0 间断 .重新 定义 K0) = 0 就 可 以 把 间断 
性 去 掉 . 

在 x=1: lim f(x) = -1 而 lim f(x) = 1, 所 以 limf(*) 不 存在 x = l, 


该 函数 在 x = 1 间断 ,而 且 间 断 是 不 可 去 的 . 


3 -2 (9 (0 (1 (el (07 -7 -4 
5.4 7. (a)(- @% , + œ) (b)[0, œ) (e)(- %,0) 和 (0,%) (a)(0, œ) 
9. (a) 不 存在 (b)0 11. 4 13.2x 15. - + 17. 三 19.0 21. - œ 


23.0 25.1 27.0 29. (a) 1.324717957 


第 1 章 附 加 习题 
3.0; 因 为 函数 对 > c 没有 定义 ,所 以 需要 左 侧 极 限 . $.65 < t < 75; 在 5 下 的 范围 内 
7. (a) lim r, (a) = 0.5, lim r, (a) = 1 (b) lim r. (al) 不 存在 ，lim r_ (a) = 1 


+ 
ar -上 


9.(a) 对 (b) 错 (c) 对 (d) # 


+ 
a*-] 


习题 答案 ` 1225 ， 


第 2 = 
第 2.1 节 


2 3 2 
L -2x6.0 3030225 5 71029408x 
+ 2 39 


ll.y' = 22 -3x =- lay = 6r? -3 y” = l2x > y? = 12 — y" = 0, 对 所 有 mm > 5 


13. (a) È = 3a? ay-1= 8-2) (b)[-4,>) 
(c) 4 x =2 时 (a) 中 已 求 得 这 样 的 一 条 曲线 的 切线 的 方程 .在 点 (- 2,1) 处 的 曲线 
的 切线 方程 为 y-1=8xz-(-2)). 
15.(b) 17.(d) 
19. (a) Æ x = 0,1,4 处 f' 没有 定义 .在 这 些 点 处 左右 侧 导 数 不 同 . (b) 见 右 图 . 
21. lim f+ 9) = 0, lim 0 Aa AD = 1 > 导数 /'(0) 不 存在 . 


ho h0 第 19 题 (b) 图 
23. (a) 在 其 定义 域 - 2 < x < 3 上 消 数 是 可 微 的 . (b) 没有 这 样 的 点 . (e) 没有 这 样 的 点 . 


25. (a) 在 -1<x<0 和 0<x<2 上 . (b) 在 x=0 (c) 没有 这 样 的 点 
27. (a)y = - 2x 


(b) 
Y 
1 
F ooy 

”一 人 一 一 

at 

(c)x < 0,x=0,x > 0 (d) -%@ < x < 0,0 < x < @% 

29. (a)y = x? 
(b) 


(c)x 关 0,x = 0, 不 取 负 值 . (d) - > < x < o ,不 会 递减 . 
31.y = 3⁄2 永 不 为 负 . 33. 有 ;y+ 16 =- (x - 3) 是 在 点 (3, - 16) 处 的 切线 方程 . 
35. 没有 ;函数 y = int x 不 满足 导数 的 中 间 值 性 质 . 37. 是 ;(- fy (x) =- (f'(x)). 
第 2.2 节 
1. (a)As =- 2m,v,, =- 1 msec 


(b)|>(0)| = 3 m/sec, |v(2)| = 1 m/sec,a(0) = a(2) = 2 m/sec (c) fE 


3. (a)As = - 9m, va = ~ 3 msec 


(b)|>(0)| = 3 m/sec, | v(3) | = 12 m/sec,a(0) = 6 m/sec? 而 a(3) = - 12 m/sec? 


5. (a)a(1) = - 6 m/sec? H] a(3) = 6 m/sec? (b) | v(2)] = 3 m/sec 
(c) 总 距离 = |s(1) - s(0)1+ |s(2)- s(1)]| = 6 m 
7. 在 火星 上 1 ~ 7.5 sec, fEKE E t = 1.2 sec 9.zg, = 0.75 m/sec? 


3 
2 


(e) 从 不 改变 方向 


11. (a)v = - 321, | v | = 32¢ ft/sec,a = 32 ft/sec? (b)r = 3.3 sec (c)u = 107.0 ft/sec 


13. (a)t = 2,! = 7 (b)3 <t <6 
(c) (d) 


[v| (m/sec) 


15. (a)190 ft/sec (b)2 sec (c)8 sec,0 ft/sec (d)10.8 sec,90 ft/sec 
(f) 发 射 后 2 sec (g) 在 2 和 10.8 sec 之 间 ，- 32 ft/sec? 


17.(a) 了 sec,280 cm/sec (b)560 cm/sec,980 cm/sec? (c)29.75 次 闪光 /7 秒 


19.C = 位 置 ,B = 速度 ,4 = 加 速度 21.(a) $2  (b)$2 (c)O 


(e)2.8 sec 


23. - 8000 gal/min, — 10,000 gal/min 25. (a) 16x f /Ë (b)3.2z ft 27.80 V19 ft/sec, = 238 mph 


3 3 3 
29. (a): = $ w) Efo) 上 向 左 ,在 { 之 ,5] 上 向 右 
(c): = + (q) 在 (这 .5] Eme elo) rate 
(e) 在 + = 5 最 快 ,在 := 3 最 慢 OURE 
31. (a): = Say 


o) [0,6 =) y (HB a] Egg 6 05] ras 


(c)t = Ss 5 


(在 (5 六 区 ,2)U (65 a) eme efo) u [2 S+ 75) aga 


(e) 在 1 = 0,4 最 快 ,在 ! =- $: CD 最 慢 (D: = 62 y5 
第 2.3 Ë 
1.932 S 12x = 102 1022, a 12-301 3 dr. -2 5 dr_ 2 5 
dy "dx? ds 3 t'as 7 $o o 


5. (a)y’ = (G- 2). Eaa) (ar) 3 
x dx 


(b)y =- x° +4x) -x - 3x + 3 => y =- 5x +12x -2x -3 


习题 答案 


1 1 
7. y' > 9./'(t) = > 11.f'(s) = ————— 
Y F (3x* - 2) f (1 + 2)2 Vs (s + 1) 
ds - -3 s _ or? -4 dw _— -2_ q Ču 
15. dr =- $1 +2 "= 10: — 6t 17. q; "z "Je 
d afa) - Af). 
19. (a) gow) =7 (b) Fp ps | =-13 (c) 了 
l x=0 x= 0 x= 0 
21.y = 4x 在 (0,0),y = 2 在 (1,2) 23.a = b = 1M c = 0, 所 以 y= 
d de du du _ 
25. zre) = us q t € dx 7Y O+ cq = 
27. (a) dd (ow) = Uw + ww + u'vw 
dx 
(b) E Cn ususua) = UUaus + Up UzUh Ug + DU Uaus + U) latg la 


(e) E Cuu) 


dP nRT 


Uni Un + U U Un-2Un- gUn + 


29 


第 2.4 节 
1. — 10 — 3 sin x 


11. x2cos x 


` dV "` (V nt 


13.sec?t — 1 


= ujur” + ujuy 
2an? 
y 
— csc? x 


3. 5.0 


2 
— esc x cot x — — 3 
Vx (1 + cot x) 
— 2 cse t cot 上 


15. 
(1 — cse t)? 


17. - 0(Ocos O + 


u 


< 1227 © 
13 dy _ -4 -3x + 1 
` dx ` (x? - 12022 + x + 1)2 
= 2z-3 
13 d 
25 (d) Ji? - 2u) p = 8 
x2 + x. 


< TE — 乘 常数 法 则 是 积 法 则 的 特殊 情形 . 


n 


9.4 tan x sec x — csc2x 


2sin 0) 


19.sec gesc g(tan 0 - cot 0) = sec20 — csc20 21.sec2q 23.sec2 q 
25.(a) 2csc'x — cse x (b) 2secsx — sec x 
27. 29. 
y -3x 
P2 
31. 有 ,在 x= x ”33. 没有 35.( - 至 ，- 1) (Za) , 见 右 图 
37.(ajy =-x+ 工 +2 (b)y = 4-⁄3 


2 
39. - V2 m/sec ,/2 my 


第 2.5 节 
1.12xY3 3.3 cos(3x + 1) 
7. $ uu = (4- 3xz),y 


sec ,/2 m/sec? N2 m/sec2 4.c = 9 43.sin x 


5.10 sec2(10x - 5) 


„9. dy _ dy du 
` dx ` du dx 


= Ou. (— 3) =- 27(4 - 3x)? 


”1228 - 


2 3 1 
9. 令 w= (二 zy +1+ L) = [£ +x- L) (#4145) 


d 
: dy -= d du = (- cose) (二 ) = 一 二 ese (x - +) 
dx x x° 


1. $u = [= - T]. = cotu = qu dx m 
13. — = 15. — s 17.2x sintx + 4x sin xcosx + cos 2 + 2x cos 2 x sin x 
6 1 2 2sin 0 
19. (3x - 2) — ; 21. Vrse?(2/x) + tan( 2 /x) 23. —— z 
° [ 1 ) (1 + cos 0) 
| 4 - 一 
2x7 
+) afl esef 二 
as. see 9) | "Peel 0 sec ( 0 )] 27.27 sin(rt — 2)cos(rt — 2) 29 ( z) 3 
2 — 
2⁄0 0 [i + cos( 7 )] 
(1 Y] 3 £ 2{ 二 _ dy _ 
31 [i+ ae (2) ] [el Eel) 33.y = 一 e 
2 2 2 
35.y = (+ L dy =-2 37.y = xQ 4,92 = 39.y = 2,32 =-1 
4 dx 1⁄4 dx” j ， 2 dx 
t= tz- t=n/2 
a. Shia t) (142) .2cscGz -loal3z-D 4 3 a- 4.0 
x x 2 4 
S1. (a) (2r+5 (0915-8 OF Ol W 5 0) — 5 
AE 6 24 32 3. 
53.5 55.(a)l (BDI S7Z.l((a)y = xx +2- x (b) > 59. 速度 .加 速度 和 急 推 分 别 乘 2,4 和 8. 
6l.v(6) = z m/sec,a(6) = - 5 m/sec? n21) ,7 = 2x 在 t = 0,y =-—- 2x fEt = x 
第 2.6 节 
9 sa 7 2x? + 1 ds 2 js 
1. -一 ` 万 - zj . = 
4 * 3 2(x + 6)! (x? + 1)12 7 dt 了 
2 
9, 5) ost C27 4 5) g (a) e 2000722) p or 
d: 3 3 x° + 2xy 
2 2 
15. E = Deosy A. = x 23._ Vr 
3y° — x y(x + 1)° y sn( =) - cos( +-) + xy N] 
y y x) 
1⁄3 1⁄3 
= ,.. [> SS a 3 o O NY pn 1 
25. 0 27y = 人 x ) 3 3y! 2⁄2 2. = Vy + 1 (Vy + 1) 
31. - 2 33.0 35. -6 37.(- 2,1):m =- 1,(-2, - 1):m = 1 
7 
39.(a)y = +z -二 (b)y=- $r Dy (b)y= z+3 
2 2 1 
43.(a)y =- 本 x+ (by = <r- S 45. (a)y = 2nx - 2r (b)y =- xç * >Z 
47. 点 :(-Y7,0) 和 (VY7,0) ,斜率 ; - 2 49. & [3 3) ,m == [2.1 ,m = "3. 
27. mo Z, mo Z., mo 21 
51. (~ 3,2);m =- 8 ;(~ 3, ~ 2): m = 8 ;(3,2):m = 3 3,- 2):m =- 8 
53.(a) 不 对  (D) 对 (CO) 对 (dd) 对 55.G3,-1) sa = + 
s9, dy _ +2 dz + dz _ 1 
dx x? + 3xy2 dy y? + 2xzy dy ` dy/dx 


AAAA lát t= Yr r> -L 


习题 答案 ` 1229 + 
第 2.7 节 
dA dr dV 2 dh dV _ dr dV _ o dh dr 
1. 7 = 2rr q: 3.(a) q = Je (b) dr = 2xhr q: (c) dr "r q + 2nhr PP 
dy V dł 3 
5. (a)l volt/sec (b) - + amp/sec (c) 2 = ( q ` T q) (d) -5 °hms/sec; R 是 增 的 . 
ds x dx ds x dx y dy dx y dy 
7.(a) = (b) = -= 十 (c) T = 一 
dt /i y: d: dt = y dt E y dt dt x dt 
9. (a) 44 = 3 abeos 0 SÈ 0) $ = F obeos 0 IÊ + L bsin g 38 
(e) "n = > abcos 0 s + 3 bsin 0 了 十 ; asin 0 ° 
11.(a)14 cm*/sec, 增 (b)0 cm/sec, PE (c) - 5 cm/sec, 减 
13.(a) - 12 ft/sec (b) - 59.5 ft/sec (c) - 1 rad/sec 
15.20 ft/sec 17.(a) dh = 11.19 cm/min (b) d = 14.92 cm/min 
-1 . 5 d 5 . 
19. (a) ym m/min (b)r = V26y- ym (c) T = - 3887 m/min 
21.1 ft/min,40r ft/min 23.11 ft/sec 25. p466. L/min 增加 27.1 rad/sec 29. - 5 m/sec 


31. — 1500 ft/sec 33. -> in./min, È in.*/m 
72x 3 
37. (a) -~ 32/ V 13 = ~ 8.875 ft/sec 
d0 dê 
(b) PPI =- É rad/sec, 52 = ë rad/sec 
dg db 
(c) Er =- + rad/sec, 2 = + rad/sec 
第 2 章 实践 习题 
1.5x* - 0.2Sx +0.25 3.3x(x -2) 


o _ 1L 
` 2 /:(1 + V1)? 


1l.2sec2xtan x 


5.2(x + 1)(2x?2 + 4x + 1) 


13.8cos; 


1681 


35.7.1 in. min 


In 


7.3(02 + sec 0 + 1)2(20 + sec Otan 0) 


(1 — 2t)sin(1 ~ 21) 15.5(sec t)(sec t + tan t)° 


17 eos 0 + sin ó 19, Sa Y < V20 21.x cse( 2 ) + csc( 2 ) set 2.) 
' ~ 20sin 0 ` 20 ' x x x 
23. — x'sec(2x)?[16tan(2x)? - x-2] 25. — 10x csce2( x2) 27.8x3?sin(2x?)cos(2x2) + 2x sin? (2x?) 
B.ED 3 a U l 7 3.20 3 Sari 
8! (x + 1) 22(1+ 1) - (cos 0 - 1)° 
x 
Sx + cos 2x ] y+2 -3r -4y+2 y 1 
39. — of (5x? + sin 2x)? 41. — A +3 43. 4x 万 45. - 1 47. 2y(x + 17 L D 
d 6q - 4p dr 
49. = ww _ 
dq = 3p7 + 49 51 FP (2r - 1)(tan 2s) 
dy 一 2ay? _ 2x4 dy — 2xy? - 1 
53. = dy _ -2s2- 1 
(a) da? y (b) Ja? xy 
55. (a)7 (b) -2 (c)5/12 (d)1/4 (e)12 (f)9/2 (g)3⁄4 
57.0 59. V3 61. - + 


` 1230 ` 习题 答案 


-2 
63. (2: + 1)2 
65.(a) 见 下 图 . (b) 是 (c) 是 67.(a) W FBI. (b) 是 (ce) 否 
A ro fe o<] 
hon cre? 


> 
> 


iwl £. l<. <0 
` x. 0I 


5 9 3 1 ' 
69. [ z2 ) 和 ( z,- +) 71.(- 1,27) 和 (2,0) — 73.(a)(- 2,16),(3,11) 


77. 79.4 81. 切线 ;y =- x+ 二 .法 线 :y = 4r -2 


4 
1 7 5 、 
83. 切线 :y = 2x - 4, 法 线 :y = - x + > 85. UJ iy =- T x +6, 法 线 


11 
5 5 


iy = xX- 


(b) (0,20), (1,7) 


87.(1,1):m =- (1, -Dim 没有 定义 s.y = (B) 1.1 91.8 = /的 图 形 ,4 = /' 的 图 形 


93. 


95.(a)0,0 (b)1700 头 兔子 ，~ 1400 头 兔子 


ds dr ds dh ds dr dh dr r dh 
97. (a) T= (4rr + 27h) q: (b) gr = 2rr dı (c) dy = (4rr + 2xzh) q: + 2rr FP (d) dt TIT 
99. - 40 m/sec 101.0.02 ohm/sec 103.2 m/sec 
105. (a)r = Za (b) - ft/min 107. (a) + km/sec 或 600 m/sec (b) £ rpm 


JAER -1231 ， 


第 二 章 附加 习题 
1. (a) sin 20 = ?sin gcos 0;2c0s 20 = 2sin 0(- sin 0) + cos 0(2 cos 0);2 cos 20 = - 2 sin2:0 + 2cos20; 
cos 20 = cos 0 — sin 0 


(b) cos 20 = cos’ ~ sin20; — 2sin20 = 2cos 0(- sin 0) — 2sin O(cos 0);sin 20 = cos sin 0 + sin Geos 0; 


sin 20 = 2sin gcos 0 


3.(a)a = Lb = 0.c =- + (b)b = cos a,c = sina M 
5.h=-4,k = 2a = s 7.(a)0.09y (b) 以 每 年 1% 的 速率 增长 
9. 答案 的 图 形 会 有 所 不 同 . 这 里 的 图 形 是 一 种 可 能 . 见 右 图 . > / 
ll.(a)2sec,64 ft/sec (b)12.31sec,393.85 ft 

) 3 9 第 9 题 图 
1$.(a)m =- 一 (bbm =-— 1,b = x 17.(a)a = —,b = 一 

x 4 4 


19. f 是 奇 函 数 > 是 偶 函 数 23. k 有 定义 但 在 x = 0 不 连续 ;KW 有 定义 且 在 * = 0 连续 . 


第 3 章 


第 3.1 节 

1. 绝对 最 小 值 在 x = c,, 绝 对 最 大 值 在 x = b 3. 绝对 最 小 值 在 x = c, 没 有 绝对 最 小 值 

5. 绝对 最 小 值 在 x = 4, 绝 对 最 大 值 在 x = < 7. 局 部 最 小 值 在 (- 1,0) ,局 部 最 大 值 在 (1 ,0) 
9. 最 大 值 在 (0,5) 。 11.(c) ”13.(d) ”15. 绝对 最 大 值 : - 3; 绝 对 最 小 值 ，- P . 见 下 左 图 


L 


17. 最 大 值 为 1, 在 * = 也 ;最 小 值 为 - 1, 在 * = 等 ;局 部 最 小 值 在 (0, 广 


) :局 部 最 大 值 在 ( Zo). 


y y 


个 
_ oa, | 绝对 最 大 值 
2-1 0 1 2 3 >x 
(2, -0.25) 
L 绝对 最 大 值 
(3,-3) 


v= - 工 ,05< re 
2 


` @ (0.5. -4) 


(2. 19/3) 绝对 最 小 值 


绝对 最 小 值 7 上 AWA 
第 15 题 图 第 17 题 图 第 19 题 图 
19. 绝对 最 大 值 : - 0.25, 绝 对 最 小 值 : - 4, 见 右上 图 21. 最 小 值 为 1, 在 * = 2. 


23. 局 部 最 大 值 在 (- 2,17) ;局 部 最 小 值 在 { 4 ,，- 4) 25. 最 小 值 为 0 在 * = _ 1 和， = 1. 


27. 在 (0,1) 有 -个 局 部 最 小 值 ， 。 29. 最 大 值 为 了 在 * = 1; 最 小 值 为 - TL go = - 1, 


1 
2 


。1232 > 习题 答案 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


45. 


47. 


81. 
55. 


极 值 类 型 
局 部 最 大 值 


局 部 最 小 值 


临界 点 导数 极 值 类 型 值 
x =-2 没有 定义 局 部 最 大 值 0 
x = 0 最 小 值 -2 
x = V2 0 最 大 值 2 
x = 2 没有 定义 局 部 最 小 值 0 
临界 点 导数 | 极 值 类 型 | 值 
x = 1 没有 定义 最 小 值 2 
临界 点 导数 极 值 类 型 值 
x =-1 0 最 大 值 5 
x= 1 没有 定义 局 部 最 小 值 1 
x=3 0 最 大 值 5 


(a) 不 存在 (b) 对 x 2 的 x, 导 数 有 定义 且 非 零 . 还 有 f/f(2) = 0 和 f(x) > 0,x x 2. 
(c) 不 矛盾 .因为 (- o, w) 不 是 闭 区 间 . (d) 答案 和 (a),(b) 一 样 ,只 要 用 a 替换 2. 


(a) C(x) = 0.3 V 16+ x° +0.2(9 - x) 百 万 美元 ,其 中 0 < x < 9 英里 .为 使 建造 成 本 最 低 , 管 线 应 该 从 
船坞 设备 到 点 8, 从 点 4 沿岸 3.58 英里 ,然后 沿岸 从 点 B 到 炼油 厂 . 
(b) 理论 上 讲 ,每 英里 水 下 管线 的 成 本 p 可 以 趋 于 无 穷 来 实现 管线 直接 从 船坞 铺设 到 点 4( 即 ,x。= 0) .对 
F p > 0.218864 的 所 有 p 值 ,总 存在 (0,9) 中 的 一 个 x, 给 出 C 的 最 小 值 . 只 要 看 一 下 C”) = 
16 


Ge, yn a p > 0 人 恒 为 正 就 证 明了 这 一 点 . 


. 管线 长 为 L(x) = /4 + x: + /25 + (0 - RO g 10. C x P 10-x D 


2 mi 
x = 2 = 2.857 英里 . 


(a) 最 大 值 为 144 在 x = 2. — (b) £T. Ë Kk 8139 144 立方 单 
位 且 在 x = 2 处 达到 . 


25 + (10 - x)? 


最 大 可 能 的 面积 为 A[5) -Bom 49 = ts 第 43 题 图 

不 矛盾 ”5$3.g 在 - e 处 取 到 局 部 最 大 值 . 

(a) f'(x) = 3ax2 + 2bx +e 是 二 次 多 项 式 , 所 以 它 可 以 有 0,1 或 2 个 零点 ,它们 是 f 的 临界 点 .例子 ; 
函数 /(x) = x? - 3x 有 2 个 临界 点 在 x =-1 和 % = 1. 图 见 下 页 . 
函数 f(x) = x? - 1 有 一 个 临界 点 在 x = 0. 图 见 下 页 . 


函数 fx) = x) + x 没有 临界 点 .图 见 下 页 . 


习题 答案 ` 1233 > 


(b)2 个 或 没有 . 


57. 最 大 值 为 11 在 x = 5; 最 小 值 为 5 在 区 间 [ - 3,2j 上 ;局 部 最 大 值 在 (- 5,9). 
59. 最 大 值 为 5 在 区 间 [3, œ 上 ;最 小 值 为 - 5 在 区 间 (- x< , - 2] 上. 


第 3.2 节 


1. 
7. 


9. 


11 


13 


45. 


不 满足 3. 满足 5. 不 能 用 Rolle 定理 ,因为 /在 x = 1 处 不 连续 . 
由 推论 1,f'(x) = 0 对 所 有 xz 成 立 > f(x) = C, 这 里 C 是 常数 .因为 /(- 1) = 3,848 C = 3 — 对 所 


2 3 4 
(a)y = Z +C (by = + +C (Oy = + Ç 


a)r = Ç + C (b)y = 0 + + + C y= 56 - + + C 


fx) = x° x 15.r(0) = 80 + cot 0 -2x — 1 17.s = 4.922 + 25: + 10 19.5 2 L= cos(zi£) 


T 


.s = 162 + 20t + 5 23.s = sin(2:) -3 25.48 m/sec 27.14 m/sec 
.(a)s = 1022 _ 6142 (b)s = 452 _ 4⁄2 
. 因为 7(:) 是 温度 计 在 * 时 刻 的 温度 ,于 是 7(0) = - 19 而 7(14) = 100 和 .由 中 值 定理 知 , 存 在 0 < to < 14 


wa TURTO = 8.5 Ç/ses = 7'(10), 当 测量 温度 计 水 银 柱 上 升 时 量 得 的 在 := to 时 刻 的 温度 变化 率 . 


. 因为 平均 速度 约 为 7.667 节 , 从 而 由 中 值 定 理 知 三 列 桨 船 在 航行 过 程 中 至 少 有 一 次 速度 超过 7.5 节 . 


1 1 


hinaman 5 = - 点 一 e( 2 二 和) = a- bae- Va. 


-a 


ab 


. 由 中 值 定理 知 f(x) 在 a 和 5 之 间 至 少 有 一 处 为 零 . 现 假设 在 a 和 上 之 间 至 少 有 两 点 使 Fx) = 0, 那 么 ,由 


FRERAO) EO) 的 两 个 零点 之 间 至 少 有 一 个 零点 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 在 (a,5) 上 /0. 所 
以 f(x) 在 a 和 6 之 间 有 和 且 只 有 一 个 零点 . 
1.09999 < /(0.1) < 1.1 


第 3.3 节 


。 1234 ` 习题 答案 


7. (a) 零 :x =+ l;iIE;(- œ, -1 了 ) 和 (1,%); 负 :(- 1,1) (b) 零 :x = 0; 正 :(0,%); 负 :(- % ,0) 
9. (a)(- æ, - 2; 和 [0,2] (b)[- 2,0] 和 [2,%) 
(c) 局 部 最 大 值 :x = -2 以 及 x = 2; 局 部 最 小 值 :x = 0 
11. (a)[0,1],[3,4] 和 [5.5,6] (b)L1,3] 和 [4,5.5] 
(c) 局 部 最 大 值 :* = 1,x = 4( 如 果 / 在 x = 4 连续 ), 和 * = 6, 局 部 最 小 值 :x = 0,x =3 和 x = 5.5 
13. (a) 临界 点 在 -2 种 1 (b) Æl- %, -2] 和 [1,%) 上 为 增 ,在 [-2,1] 上 为 减 . 
(c) 局 部 最 大 值 在 < = - 2 而 局 部 最 小 值 在 x = 1 
15. (a) 临界 点 在 - 2,1 和 3 (b) 在 [- 2,1] 和 [3,%) 上 增 ,在 (- œ, -2] 和 和 [1,3] 上 减 
(e) 局 部 最 大 值 在 x = 1, 局 部 最 小 值 在 x =-2 和 %=3 


17. D| e) -e oe (gd) 无 处 四 向 下 
(e) 局 部 (和 绝对 ) 最 小 值 在 { 方 , - 2) (D 没有 损 点 


. LV 1 _ 1 1 
19. (a)[- 1,0] AILI, œ) (b)X(- œ, - 1 和 [0.1] f- .- 8) [2] w( 55) 
(e) 局 部 最 大 值 在 x = 0; 局 部 (和 绝对 ) 最 小 值 在 x = + 1. 


21. (a)[- 2,2] (b)[- V8, -2] 和 [2,V8] (ce)( -V8,0) (d)(0,/8) 
(e) 局 部 最 大 值 :(-V8,0) 和 (2,4); 局 部 最 小 值 :(- 2, - 4) 和 (V8 ,0) (£)(0,0) 


B. a-e,- al-F) wf- -了 | oo( 2.2) wf- e,- 7) 


(e) 局 部 最 大 值 :(- 2, - 40) ;局 部 最 小 值 :( - 2. - E) wf- A- 22) 
25. (a)(- %,%) (b) 无 处 为 减 (c)(- œ ,0) (d)(0, œ) (e) 没有 局 部 极 值 (f)(0,3) 
27. (a)[1,%) (b)(- œ,1} (c)(- %,-2) 和 (0,%) 
(d)(- 2,0) (e) 局 部 最 小 值 .(1, - 3) (£) = (- 2.7.56) 和 (0,0) 
29. (a) 约 在 [0.15,1.40] 和 [2.45,%) (b) 约 在 (- w ,0.15],[1.40,2) 和 (2,2.45] 
(e)X- %,1) 和 (2,%) (d)(1,2) 
(e) 局 部 最 大 值 : = (1.40,1.29); 局 部 最 小 值 : = (0.15,0.48) 和 (2.45,9.22) (1,1) 


31. (a)[0, 9) (b) 无 处 为 减 wf, a) (a) (0.3) 


(e) 局 部 (和 绝对 ) 最 小 值 : (0,0) (2 24 WES = (1.8.5.56) 


3. (8) 没有  (b)EÆEr=2 (©QEr=-1Mx=: 2 


3 
35. (a) 绝对 最 大 值 在 (1,2) ;绝对 最 小 值 在 (3,- 2) 
(b) 没有 拐点 (e) 一 种 可 能 的 答案 见 第 35 题 图 : 
37. y 的 零点 是 y 的 极 值 点 .y” 右边 的 零点 是 y 的 拐点 .拐点 在 x = 3. 局 部 最 大 值 点 第 35 题 图 
在 x = 0, 局 部 最 小 值 点 在 x = 4. 


v= axa? +8) M 
100 


x 


3 
-50f x= 1 + 16r2 25 


VY “= I6G3+ 2) 


第 37 题 图 第 39 题 图 


习题 答案 ”1235 > 


39. y 和 y 的 零点 分 别 是 极 值 点 和 拐点 . 损 点 在 x = - 如 ,局 部 最 大 值 在 % = - 2, 局 部 最 小 值 在 * = 0. 图 见 上 页 . 
43. (a)v(t) = 2: -4 (b)a(t) = 2 


(c) 在 位 置 * = 3 质点 开始 向 负 方 向 运动 . 当 上 = 2 时 它 运 动 到 位 置 = - 1, 然后 改变 方向 ,此 后 沿 正方 向 
运动 . 
45. (a)v(i1) = 32 -3 (b)a(t) = 6t 
(c) EME s = 3 质点 开始 向 负 方 向 运动 . 当 1 = 1 时 它 运 动 到 位 置 = 1, 然后 改变 方向 ,此 后 沿 正方 向 


47.(a): = 2,2,6,9.8 (b): = 4.8,11 


4. 不 一 定 .8 一 定 在 该 点 有 一 条 水 平 切线 ,但 在 该 点 的 两 边 可 能 都 是 增 ( 或 减 ) 的 ,所 以 没有 局 部 极 值 . 
51. -一 种 可 能 的 回答 : 53. 一 种 可 能 的 回答 : 


y+ 


63.(b) f'(x) = 3x? + k; - 128 为 正 若 大 < 0, 为 负 若 k > 0, 为 零 若 hk = 0; E k < 0 则 f' 有 两 个 零点 ,车 
k= 0, 则 f' 只 有 一 个 零点 ,车 > 0 则 f' RARA. 


bx 
65. (a) 应 用 CAS 的 求 导 功能 ,六 (z) = EEE G EA A Ca) 的 正 负 导 和 积 abe 的 正 负 号 是 一 样 的 . 


a) 
(b) G) = - see) y a > 0, 由 在 分 子 中 的 因子 (cx - a) 当 = 四 4 时 广 改 变 正 负 生 ， 
从 而 在 该 点 处 有 一 个 拐点 . 
第 3.4 节 


t.y = (y +2)(y —- 3) 
(a)y = - 2 是 一 个 稳定 平衡 点 而 y = 3 是 一 个 不 稳定 平衡 点 . 


y = 207+2{y -十 )(7-3) 


y>0 ' Y<0 © vy>0 
' 


4 + O; 2 4 
y" <0 ! y0 H v'<0 ' y> 
' 


' 
0.5 


5.y = /y,y > 0 


(a) 没有 平衡 点 ， (Wr = 工 


7. y = (y— 1)(y - 2)(y -3) 
(a)y = [1 和 >y=3 是 不 稳定 平衡 点 而 y = 2 是 稳定 平稳 点 . 
(DY = (3y°- 12y + 11)(y - D (y -2)(y -3) 


2 
Ji P 
9. g2 =1-2P 有 -- 个 稳定 平衡 点 在 己 = +. = - 2 
y 
15 
1 
0.5 
P'>0, P”<0 
一 上 L L 一 i f 
0.75 1 1.25 1.5 1.75 
0.5 
第 9 题 图 


11. $Ë = 2P(P -3) 有 一 个 稳定 平衡 点 在 P = 0, 


和 一 个 不 稳定 平衡 点 在 P = 3;3 = 2(2P - 


3) P = 4P QP - 3)(P - 3). REER. 

13. 在 灾变 前 , 群体 呈现 逻辑 斯 说 增长 而 且 
PO) 递增 地 趋 于 稳定 平衡 点 M. 灾变 后 ， 
群体 数 逻 辑 斯 请 地 下 降 而 且 P(:) 递减 地 
趋 于 新 的 稳定 平衡 点 M. MAR. 


(e) 


KE REK 


第 13 题 图 


习题 答案 ”1237 ， 


和 
平衡 点 :地 = 8- n” = 0 一 : -a£ 四 性 :4 = 一 2 m”) di = 2 m” 8- n? 
(a) (b) 

N 

. mg 
£o ' eco yx £ 
dr dr 

T o” FN ` 
dv ' dy 
gmo’ 1 a27? 
Ya” v k 
>: 


(c)rwam = 和/ 了 = 178.9 ft/sec = 122 mph 


17.F = Fp - F,;ma = 50 - 5| >| ;于 = 二 (50 -5| | BEF = 0 时 达到 最 大 速度 或 ，= 10 fi/sec. 
19. HAR.: 
>0 KET . 
0 di ži ' 
43<0 > 
aR 
eg R 


如 果 开 关 在 上 = 0 合 上 ,那么 i0) = 0, 解 的 图 形 像 上 右 图 所 示 的 那样 . 


第 3.5 节 


1-l6in.,4in. x4in. 3. (a(xl (40) = 2x(1- x) (e) Ç 平方 单位 ,1 x T 


5. 4 x > x 3 in, 2580 in .3 7. 80 000 m2;400 m x 200 m 


9. (a) 桶 的 最 优 尺寸 是 : 底 边 长 为 10 t MRA S ft. 
(b) 极 小 化 桶 的 表面 积 就 极 小 化 了 给 定植 壁 厚度 的 桶 的 重量 . 钢 制 桶 壁 的 厚度 大 概要 由 诸如 结构 要 求 等 其 


他 方面 的 考虑 来 决定 . 
11.9 x 18 in. 13. > IS.h ir = 8: x 


17. (a)V(x) = 2x(24 - 2x)(18 - 2x) (b) 定义 域 :(0,9) (c) 3 x = 3.39 in. 时 ,最 大 体积 = 1309.95 in. 
(d)W'(x) = 24x? - 336x + 864 ,所 以 临界 点 在 xz = 7 - VB, REET) 中 的 结果 、 
(e)x =2in. 或 x = 5 in. 
v RAT 


X=3. 394448? Y=1309,9547 y 124, 10368) 


绝对 最 大 值 


第 17 题 图 N n 第 21 题 (b) 图 


5 10 15 20 25 30 35 


19. = 2418.40 cm 21.(a)h = 24,w = 18 (b) 见 上 右 图 


， 1238 - 习题 答案 


13 zy 1⁄3 
23. 如 果 是 半球 的 半径 ,1 是 加 柱 体 的 高 度 而 上 是 体积 , 则 = (3) ma = (3) . 
25.(b)x = > (c)L = ll in. 27. 半径 = V2 m, 高 = 1 m, 体 积 为 笃 m 


31. (a)v(0) = 96 ft/sec (b)256 ft Œ t = 3 sec (c)s = 0 时 的 速度 为 1(7) = - 128 ft/sec 
33. = 46.87 fi 35.(a)6 x 6V3in . 
37. (a)10r = 31.342 cm/sec; ¥ t = 0.5 sec,1.5 sec,2.5 sec,3.5 sec 时 ;s = 0 处 的 加 速度 为 0 


(b) 离 静 止 位 置 10 em; 速率 为 0 


39. (a)s = (a2 ~ 12t)? + 64)? (b) - 12 knots,8 knots (c) 互相 看 不 见 
(e)4V13. 这 个 极限 是 两 船 各 自 速率 平方 之 和 的 平方 根 . 
41.x = s, v= a° 43. > + 50 45.(a) tem (b) 


49. (a) WR mill fE # EOT pe 单位 的 原材料 以 保证 下 次 送 货 前 名 用。 


(a+ 5) d Zd 3pd 
(ce) 平均 天 成 本 = 2 = + rs WENE WEL 给 出 最 小 值 . 


(d) 当 -= Ea 时 直线 和 抛物 线 相交 .对 * > 0 rge =/= = x°. 当 运 送 平均 天 成 本 等 于 贮存 平均 天 


成 本 时 就 极 小 化 了 平均 天 成 本 ， 
C . 
51.M = > S7.(a)y =- "š pe at 
59. (a) Baki m YŠ. 


(b) 最 短 距 离 就 是 点 (3/2,0) 到 y = Vx 的 图 形 上 的 点 (1,1) 之 间 的 
距离 ,在 x = 1 处 取 到 这 个 距离 ,图 中 距离 的 平方 D(x) 在 x = 
1 处 取 到 最 小 值 . 


61. (Vs) = Z (HE) N a- (2 二) 
4x6 43. 5V6 5⁄3 
(b) a = 4: r= h= 3; 当 = 5 r= s h = yi 
Masér = 26, = 2V3; M a s Bir =Ü ELp Q B 
(6) 因为 ， ma s ah MARAT = D. 
第 3.6 节 
1.L(x) = 10x - 13 3.L(x) = 2 5S.L(x) = x — w 
7.f(0) = 1. 还 有 ,f(x) = k(l + zx)! TA fO) = .这 就 意味 着 在 x = 0 的 线性 化 为 L(x) = 1 + E. 
9 b =-1,L(x)=-5 1L. 中心 = 1,L(x) = Toa 二 ,或 中 心 = 1.5,L(x ) = 5i 
2 3 2 - 2x? l1- 
3. ， . .[3x° - —— dx 二 一 x —— 4 
13.(a)1.01 (b)1.003 15 ( TAL 17. Tm sya 19. as 


21. 


本 3 
eolvad 23. (4x?)sec?( £) dx 25. (a)0.21 (b)0.2 (c)0.01 


2 > 
27.a) -È (b) - + (c) ss 29.4razdr 31.3a2dx — 33.(a)0.08x m  (b)2% 


35.dV = 565.5 in? — 37. 4% 39.0.05 % 
41. 比值 等 于 37.87, 所 以 月 球 上 重力 加 速度 的 变化 约 为 地 球 上 重力 加 速度 变化 的 38 倍 . 


47. im Lt = 1+0 = l = 1 
RGI 40) 
2 2 

第 3.7 节 

5 13 51 5763  _ 2387 
1.x =- 了 ,5 3.x, = — 314945 5.x = 2000 
7.x, 和 以 后 的 近似 都 等 于 x*o， 9. 见 右 图 . 
ll. y = x` jf y = 3 IRE y = x -3x 和 y = 1 的 交点 和 (i) 的 零点 或 者 v- S 

(iv) 的 解 具 有 同样 的 < 值 ， 

15.1.165561185 第 9 题 图 


17. (a) 两 个 解 (b)0.35003501505249 和 - 1.0261731615301 
9. + 1.30657629648764, + 0.5411961001462 21.x = 0.45 23. 该 零点 为 1.17951. 


jan 


25. (a) X} J' xo =- 2 3È vo =- 0.8,x; —— 1 `M ¿ % 8 R K FF. 

(b) 对 于 ro = - 0.5 32 xo = 0.25,x; ~ 0 4 i 变 得 很 大 时 . 

(c) 对 于 xo = 0.8 或 x。= 2,x; 一 1] 当 i 变 得 很 大 时 . 

(d) 对 于 xo =- V21/7 或 xo。= V21/7,Newton 法 不 收 和 敛 . 当 i 增 大 时 ,x, 的 值 在 - V21/7 和 V2177 之 间 交 蔡 . 
27. 答案 将 随机 器 的 速度 变化 . 29.2.45,0.000245 


第 3 章 实践 习 题 

1. 全 局 极 小 值 为 方 在 * = 2 

3. (2)[ -3, -2 和 [1,2] (b)[- 2,1] (0 局 部 最 大 值 在 x = -2 和 x = 2; 启 部 最 小 值 在 x=-3 和 w=1 
s. 没有 7. 没有 最 小 值 , 绝 对 最 大 值 :f(1) = 16. 临 界 点 :x = 1 和 号 


11 不 能 13.(b) 一 个 解 15. (b)0.8555996772 
21. 23. 35: 


27. (a) 局 部 最 大 值 在 x = 4, 局 部 最 小 值 在 x = - 4, 拐 点 在 x = 0 (b) 见 附 图 


X=4 


kaa K (t 局 部 最 大 位 


kat] ñ 


x=—4 


第 27 题 (b) 图 第 29 题 (b) 图 
29. (a) 局 部 最 大 值 在 * = 0. 局 部 最 小 值 在 > = - 1 和 BAE EI REL 


. 1240 ` 习题 答案 


31. (a): = 0.6,12 (b): = 3.9 (c)6 < t < 12 (d)O < t < 6,12 < t < 14 
33. (a)v(t) =- 32 — 6: + 4 (b)a(t) =- 6: — 6 
(c) 质点 从 位 置 3 沿 正方 向 减速 运动 .大 约 在 上 = 0.528 时 到 达 位 置 4.128 并 改变 运动 方向 开始 沿 负 方 向 运 
动 .此 后 质点 继续 沿 负 方向 加 速 运动 . 


35.f(x) = - += - Feos 2x +C 3.fx) =- = + Te +a C x >0 39.5(1) = 4.9 + 5: + 10 
41. (a)y =- 1 是 稳定 的 而 y = 1 是 不 稳定 的 . 
dy dy _ 2 
(b) ge S a de 7 (7 -1) (e) 
y 
A 
y=-1 y=1 
dv ' dy ' dy ' dy 
—> 0 —<0 —<0 一 >0 
下 > a a ,下 > ， 
dy d2y ' d2y d2y 7? x 
— <0) = >00 ' —<0 |! —>0 2.5 
de 2 (OÓ ide 
y=0 
43.r = 25 ft M s = 50 ft 45. È = 2, %42 -/2 


47.x = 5- /5 B+ = 276 个 轮胎 ,y = 25-45) 百 个 = 553 个 轮胎 
49. 斥 寸 : 底 为 6in. x 12 in., 高 = 2in.; 最 大 体积 = 144 ir. 


-2 
= (b) Lia) =- -Vix BO 


Sl.(a)L(x) = 2x + 


_ A 
-FA2 -4 pe 
y =-V2x+ N2 (4 -ny4 


53. L(x) = 1.5x+0.5  55.dV = Srrohdr 57.(a)4% (b)8% — (c)12% 
59. x5 = 2.195823345 — 6l.xz = - 0.828361 


第 3 章 附 加 习题 

1. 如 果 M 和 mm 分 别 是 最 大 值 和 最 小 值 ,那么 m < f(x) < 以 对 所 有 x C IRI. WR m= M ,那么 了 在 7 上 
等 于 常数 . 

3. 极 值 点 不 可 能 在 开 区 间 的 端点 处 . 

5. (a) 局 部 最 小 值 在 x = - 1, 拐点 在 x = 0 和 x = 2 


(b) 局 部 最 大 值 在 + = 0 而 局 部 最 小 值 在 * = - 1 和 * = 2, 拐 点 在 * HA 
9. 不 矛盾 .推论 1 要求 对 某 个 区 间 1 中 所 有 的 x Af a) = 0, 不 是 在 /中 单个 点 处 f(x) = O. 


习题 答案 < 1241 ` 


h RH 4 
la=1,6=0,c=1 13. 是 AS. y = -7i 17.r= zg pj H < 2R,r = RH = 2R 


21. (a)0.8156 ft (b)0.00613 sec (c) 慢 了 约 8.83 min/day. 


— 
第 4 章 
第 4.1 节 
8 8 4 
lla) F (c) $ Q 352 + 8 3.(a) i O) -zh (+ 


5. (a) x? (b)x!3 (e) 163 7.(a)tan x (b)2 tan [ =) (c) — — an [ 3 ) 


4 2 
x 


2 
9. C + x+ C n. Z- E gI C 13. T, 15.4- Etac 


yc D-CA. -2o40 Binds — 25. cos 0 + 0 + C 
y 


/i 3 

31. (a) mi Esin Y + c) = 学 sin x 十 eos x = xsinx + Zoos x 

(b) iÈ- xcos x + C) =- cos x + xsin x 

(c) mC xcos x + sin x + C) =- cos x + xsin x + cos x = xsin x 
33. b 35.y = x? -7x +10 37. y = 9x!2 + 4 
39. s = sin t ~ cos £ 4. = 2 sec t+ > 43.y = x -x + dx + 1 
45.y = x) - 4x + 5 47.s = 4.92 + 5 + 10 49.s = 16t + 20: + 5 
51. y = 2°? ~ 50 53.y = z- 22 + — SS.y = - sin x — cos x — 2 
57.48 米 / 秒 59.1 = ,k= 16 


61.(a)v = 1022 _ 6412 (b)s = 42 -482 
65. (a) (i)33.2 单位 , (ii)33.2 单位 ,( 证 )33.2 单位 (b) 真 


% 4.2 $ 


1. - Joos 2x + C 3. =- (17x -2) 1 C S. —- 6(1-_ mm) + C 


7. +O - 1) - Tsin? DIC  9.(a)- T (eo20) +C b- 地 (csc?20) +C 


H.- (3-2, C B. IC 8. -40-320 m. 二 (+V24+ C 
19. Lian(3x +2) 4C 21. Jtn =) +C B. - Žoos(241)+€ 2 1! ce 
3 4 2 -3 ` ZQ D 
27. - leot)? +C 29.2sin Vt +3)+ C 31. - 2 +C 
sin v80 
6 6 6 
33. (a) - —, c -É _— 6 
(a) 2 + tan3x + (b) 2 + tanx +€ (e) 2 + tanx +€ 


Laan 4 
7 (3t -1) -5 


35. sin V3Qr 12 +6+C Is 
T 


39.5 = 4i = 2sin( 21 + Æ) 49 4l. s = sin( 2t - Z) + 100:4 1 43.6 X 


. 1242 . 习题 答案 


第 4.3 f 
1. = 44.8,6.7 升 /分 3.(a)87 英寸 (b)87 英寸 5.(a)3490 英尺 (b)3840 英尺 


7.(a)80x (b)6% — 9.(a) 号 < ,过剩 估 计 (b)9% 


ll.(a)118.5z 或 = 372.28 X? (b) 误差 ~ 11% 
13.(a)10r, 不 足 估计 (b)20% 
15.(a)74.65 ER / #b (b)45.28 R / (ce)146.59 英尺 


31 
车 19.1 


21. (a) 过 剩 估计 = 758 H£ ,不 足 估计 = 543 JH 
(b) 过 剩 估计 = 2363 加 仑 ,不 足 估 计 = 1693 ME 
(c) = 3.14 h, = 32.4 h 


x= 


23. (a)2  (b)2 VŽ = 2.828 (o)8 sin( = ) = 3.061 


(d) 每 个 面积 小 于 圆 的 面积 . 当 = 增加 时 ,多 边 形 面积 趋 于 x. 


第 4.4 节 
1. ech + sa =7 3.cos(1r) + cos(2r) + cos(3r) + cos(4r) = 0 5.sin x — sin 3 + sin 3 = 2- 2 
7.(a) (b) (e) 


J@)=x2—_1, 


9. (a) (b) Ce) 


f(x) = sin x, 
-NEXEN 
AIRA 


-REXIN 


JG) = sin x, JO) = sin x, 
右 端点 N" 


习题 答案 ，1243 > 


17. 面积 = 21 平方 单位 19. 面积 = 2.5 平方 单位 21. 面积 = 2⁄2 平方 单位 


23.av( f) = 25.av(f) = 27. (2)0 (b -8 (eo)-12 (dl (e)-2  (®)16 


aja 


29. (a)5 (b)5 3 (c) -5 (d) -5 31. (a)4 (b) -4 


33.4 = 0 和 1 = 1 使 积分 取 最 大 值 ， 37. ER = 1, 下 界 = 5 — 39.37.5 英里 /小 时 


第 4.5 节 
2 16V2 - 19 [ 1 ) 5 
1.6 3.1 5.x 7.0 9. 11. 48 13.16 15. (cos V x) A 17.4: 
19. V+ 21.- J V2sin x Bi 230 2. > +sin2 29.y = | sec tdt + 3 
2 
31.y = [eonisin tdt -1 33. > 3.8 37.r 39.(a)9.00 美元 (b)10.00 美元 
0 

ds df’ 、 

41. (a)v = j = ds = f(t) 二»v(5) = /(5) =2 米 / 秒 


(b)a S 是 负 的 ,因为 在 ， = 5 的 切线 的 斜率 是 负 的 ， 


(e) s = [Ade = EOG) = 2 米 ,因为 积分 是 由 y = f(x),x 轴 和 x = 3 转 成 的 三 角形 的 面积 ， 

(d: = 6 因为 从 上 = 6 到 : = 9, 区 域 位 于 x 轴 之 下 . 

(e) 在 ， = 4 和 ， = 7, 因 为 在 该 处 有 垂直 切线 . 

(D) 在 1: = 6 和 + = 9 之 闻 向 着 原点 ,因为 速度 在 这 个 区 间 是 负 的 .在 + = 0 和 + = 6 之 间 离 开 原点 , 因 在 这 
段 时 间 速度 是 正 的 . 

(g) 在 右边 或 正 的 一 边 ,因为 从 0 到 9 的 积分 是 正 的 ,x 轴 上 方 的 面积 大 于 下 方 的 


8 
43. | «(64 - x2)dx = gy 45.2r -2 47. 3. + 5 
4 


49. (a) 真 . 因 为 了 是 连续 的 ,而 根据 微 积分 基本 定理 部 分 1,g 是 可 微 的 . 
(b) 真 :g 是 连续 的 ,因为 它 是 可 微 的 . 
(c) 真 ,因为 g'(1) = f(1) = 0. 
(d) BR AX g") = f'(1) > 0. 
(e 真 ,因为 g'(1) = 0 和 8g"(1) = f'(1) > 0. 
WO Big”) = f'(x) > 0, 于 是 g" 永 不 改变 符号 . 
(g 真 ,因为 g'(1) = /(1) = 0 而 g'(x) = f(x) 是 x 的 增 函 数 (因为 f'(x) > 0). 


125 25 2 
51. (a) 6 (b) = 1 (d) + bh 
第 4.6 节 


TOR o) $ 3.2 (02  5.(a)0 (车 T. (a) — (b) + 


1244 ° 习题 答案 


3 1 I mx n 
9. (a)0 (b)0 11.2V3 1. 15. Ç 17. y(t) = 二 (3 - tan Z) 19. 2 
128 38 1 8 
21. 5 23. = 25.(a)6 (b)7 -4 27.(a)0 (b) 
29, 32 31. È 33.8 35.4 37. 4 39.1 41. 32 
3 3 x 
第 4.7 节 


1. I:(a)1.5,0 (b)1.5,0 (c)0% H:(a)1.5,0 (b)1.5,0 (c)0% 

3. 1:(a)2.75,0.08 (b)2.67,0.08 (c)0.0312 = 3% II: (a)2.67,0 (b)2.67,0 (c)0% 

5. I:(a)6.25,0.5 (b)6,0.25 (ce)0.0417 = 4% H:(a)6,0 (b)6,0 (c)0% 

7. I:(a)0.509,0.03125 (b)0.5,0.009 (c)0.018 ~ 2% I:(a)0.5004,0.002604 (b)0.5,0.0004 (c)0.08% 
9.1: (a)1.8960,0.161 (b)2,0.1039 (c)0.052 ~ 5% II; (a)2.00456,0.0066 (b)2,0.00456 (c)0.23% 


11.(a)0.31929 (b)0.32812 (c) 村 ,0.01404,0.00521 


13.(a)1.95643 (b)2.00421 (c)2 ,0.04357，- 0.00421 
15.15 990 英尺 17.1.032 英里 或 5443.5 英尺 19. <= 10.63 英尺 21.4,4 
23. (a) x0.8427 (b) | E,| < = 6.7 x 10 25. 样本 答案 :3.1416442 27. 样本 答案 :1.3707622 
29. (a) Tio = 1.983523538 , Tio = 1.999835504, Tiow = 1.999998355 
(b) 


[Er] = 2 - T, 


0.016476462 = 1.6476462 x 10-2 
1.64496 x 10-4 


(c) | Eion | æ 1074] E, | y = -4 sin(x2) + 2 cos(x?) 
2 N 
(d)b-a=xz,h? =- 2. M = 1 
n 
工 =) x m _2 
kak zl |= pi Fels 200n = |E] x 


31. (a)f”’(x) = 2cos(x2) = 4x2sin( x?) (b) RARI. 
(c) 图 象 显示 对 于 - 1 sgl -3 sg f"(x) g2. 


=< 


1- (O 2 2 EE 
(d) | Er | < LEDka) - + (e) | Er | < < 2 < 0.01 第 31 题 (b) 图 
(f)n > 20 
第 4 章 实 践 习题 
4 
L340 sol ,ec 
4 2 t 2( r + 5) h (feet) 
T- (2-0). C 9, (+, C 1.10mn 5 + C 70 
1 1 x 500 
.一 到 . x — sin — ; 400 
13 gae v 26 + C 15 2 * — sin — + C 300 
7 4 1⁄2 i 4 10 
17. — 4(cos x)' + C 19. 本 + 了 +C — (sec) 


21. (a) 2J 680 英尺 (b) WER. 
第 21 题 (b) 图 


习题 答案 - 1245 ` 


23.| Q+ - 1) dx = 2 x. | cos dx = 2 27. (a)4 (b)2 (c) -2 (d) -27 (e) + 


2 

29.16 31.2 33.1 35.8 37. 28 39. > 41. /3 43.6V3 - 2x 45. -1 
8 1 $ x2 

47.2 49.1 51. v2 -1 53. 本 55.62 57.1 59. 局 6l. z+ Z -1 


63.4 65. 最 小 值 : - 4; 最 大 值 :0: 面 积 :2 67.y =x- + -1 69.r = 462 +, 42 -Bt 


73.y = | (SE) a -3 70Db (bb 79.23 cosx 81. —7 83.7=n9=x 
y5 


85.25F 87. 费用 ~ 12518.10 美元 (梯形 法 ), 不 能 89. 对 91.y= | SEE 


5 
93. (a)0 (b) -1 (c) -x (d)x = 1 (e)y = 2x +2 — x (f)x =—- 1,x = 2 (g)[- 2x,0] 


95.600,18.00 美元 97.300,6.00 美元 


第 4 章 附 加 习题 
1.(a) 对 (b) 不 对 5.(a) + (b) Z12 7.f(x) = = 9.y =x +2x - 4 
x + 
36 1 2 13 
11. 了 13. > _ 元 15. 3 


1 2 sin 4 sin 
17. — 19. 二 21. Y _ SULY 
2 x Vy 2V7 
== 
第 5 = 
第 5.1 f 
1. (a)A(x) = x(1 — x?) (b)A(x) = 4(1 - x2) (c)A(x) = 2(1 - x?) (d)A(x) = /3(1 - x?) 
3.16 5. 18 7.(a)2V3 (b)8 9.8x 11. (a)s?°h (b) sh 13. zz 15.4 - x 
17. = 19.36x 2.x 23.x( = +242- =) 25.21 IIx 29.3x 
3L. -2r 33. = 35. m. 37.r(r -2) 39. = h 
m2 
48n 43. E 4.(g (ar (OM a 
6 5 3 15 Vrn + 3 -4 
16x 56x 64r 2 
DT DT OPE V= 2a br 
_ mhl(3a — h) 1 ' ° 
Sl.(a)V = — (b) DOr 米 / 秘 2m ñ 


55.V = 330 EX? — 57. (a)c = 2 (bc=0 (© RHM. 第 57 题 (ec) 图 


` 1246 ` 习题 答案 


59. (a)2.3,1.6.2.1,3.2,4.8,7.0,9.3,10.7,10.7,9.3,6.4,3.2 
6 
(b) L f (Cly) Ydy (c) = 34.7 英寸 3 
4n “0 


(d) 用 Simpson 法 得 了 >= 34.75 英尺 ”Simpson 法 估计 比 梯形 估计 会 证 精确 . 当 h = 0.5 英寸 时 ,Simpson 法 
佑 计 的 误差 正比 于 ht = 0.0625 ,而 梯形 法 估计 的 误差 正比 于 k = 0.25, 是 一 个 更 大 的 数 . 


第 5.2 节 
l4r Sr Tr 16r 8r 
1.6x 3.2x 5. 3 7.87 9. 洁 11. Tš 13.(b)4r 15. -5 (3./2 + 5) 17.5 
dn 16r 6r 4n 

19. 3 21. 3 23. (a) 5 (b) 3 (c)2x (2x 
25. (a) 围绕 * 轴 :Y = GE yV 于 (b) 围绕 * 轴 :y = KS le y y = £ 

Sx án 2x 4n a Ix 24n 48r 
27. (a) 3 (b) 本 (c)2z (d) F 29. (a) Ts (b) 30 31. (a) E (b) 30 


33.(a) 于 Z 35. 圆 盘 :2 个 积分 ; 垫 轿 :2 BU RAE: 个 积分 


53 123 99 
1.12 3. 6 5. 32 7. 8 9.2 11.2xa 


13.7 15. a 17. 对 ,f(x) =+tx+C, 其 中 C 是 任意 实数 . 
19. (a)y = Vx, 从 (1,1) 到 (4,2) (b) 仅 有 一 个 .我 们 知道 函数 的 导数 及 在 x 的 一 个 值 的 函数 值 . 


2 x 
21. (m) | wV1+4rdx (ec) = 6.13 23. wf V l+cosydy (c) = 3.82 
-i 0 


25.a) Vi (y+1)2dy (c) = 9.29 27.(a)| sec xdy (Ce) = 0.55 29.21.07 英寸 . 
-1 o 


第 5.4 节 
1.400 R - Bš 3.780 焦耳 $.72900 英尺 . 磅 9.400 牛顿 / 米 11.4 cm,0.08 焦耳 
13. (a)7238 磅 /英尺 (pb)905 英尺 . 磅 ,2714 英尺 . 磅 
15. (a)1497600 # | . É (b)1 小 时 40 分 
(c)W = | ez.4020y)dy = 374400 英尺 - Æ =t = W/250 = 1498 #b = 25 分 


(d) fE 62.26 R / RR? :(a)1494240 ER -E (b)1 小 时 40 分 ;在 62.59 磅 “英尺 3:(a)1S02160 英尺 . 磅 
(b)1 小 时 40 分 
17.38484510 焦耳 19.7238229.47 英尺 . FË 21.(a)34583 $R + I (b)53483 英尺 + 52 
23.15073,10.75 焦耳 27. = 85.1 英尺 . 磅 29. ~ 64.6 英尺 . 磅 31. = 110.6 ÆR . 磅 


33. (a)r(y) = 60 - V 502 - (y - 325)2 对 于 325 < y < 375 英尺 


(b)AV = a[60 - V 2500 - (y ~ 325)2]Ay (c)W = 6.3358 - 10' 英 尺 . 磅 
35.91.32 英寸 . ## =l] 37.5.144 x 101 焦 耳 


第 5.5 节 


1.1684.8 磅 3.2808 磅 S.(a)1164.8 磅 (b)1194.7 Fš 7.1309 Fš 9.41.6 Fš 


2 2 
11.(a)93.33 磅 (bj3 英尺 nB. (í) + (2) =1 (b)L(y) = s: 316 — 16y? (c)3008 m 


3 88 3 3 - 1247 ° 
15.a) $ (0) [22]. A7.(a)374.4 88 (D7.5 英 寸 — (©) 不 是 19.4.2 磅 — 21.1035 英尺 ， 
第 5.6 f 
L L 5 
H Fa — _— = M = > = 1 
1.4 英尺 3.7.) 5.M = 8 8,3 
15 9 5 73 . _ 3 _ -3z = 
7.Mo = 3 M = 3 |x = 3 9.Mo= ç M = 5,x = 30 l1l.Mo = 3,M = 3,x = 1 
12 . 3 -_ d6. 8 
13.x = 0,y = 5 15.ž = 1,7 =- 5 17.x = 105° 15 
_ = - 2 2 y 
19.x = 0,y = 8 21.x = 1,7 = 5 1 
2 3 1 
23. = y = n 235. = y Y = > 
27. (a) 2 (b)* = 2,7 = O, 
(e) WA I - > 
b 
31.x = y = + 33.2 = 4 Y = + 
136 ,an 
35. — 37.2 = 0,7 = % aL 
第 5 章 实践 习题 第 27 题 (c) 图 
9r 3 727 12x 26x 
1. 280 3.x 5. 35 7. (a)2r (b)x (c) 5 (d) 5 
10887 512x r(3V3 - n) 16r Br 8n 32r 
9. (a)8r (b) 15 (c) EG 11. 3 13. (a) IS (b) 5 (c) 3 (d) 5 
15. 2 17. $ 19. 全 21.10 23. = 25.4640 焦耳 。 27.10 英尺 . 磅 ,30 英尺 . EË 
29.418208 ,81 英尺 . 磅 31.225007 英尺 ， 磅 ,257 秒 33.332.8 ÉZ 35.2196.48 磅 
,8 3 12 2. H8 
37.¢ = 0,y = 5 39.x = 2 = 5 4l.x = r 10 
第 5 章 附 加 习题 
7 
1.f(x) = ee 3.f(x)= VOC-1x+4, 其 中 C1 5.30 英尺 
` n N "a 1 
9. 质心 在 ( 9, 元 2 十 ) :质心 的 极限 位 置 是 (0, 古 ). 
4( a? b + b2 2b 、 4 N 
13. (az = y = Ke tabir b) Obja = y = 32, 这 是 半径 为 5 的 四 分 之 圆周 的 质心 
3r(a + b) x 
第 6 f- = =] 
= 
第 6.1 f 
_ _— 2 2 3 -lnt ]n x 
1. 3. - — 5. 7.2(In t) + (In 1) 9.x3ln x l. = 13.1- ry 本 
1 2 tan(]n 0) lal 
15. Wem nin 2) 17.sec 0 Dm 2. C 23.2xln| x|- xln 万 
25.In( 3) 27.in| y? 25l+ C 293 30n22 33. 35.In|6+3tant|+C 


. 1 — (1 1 ) - 2x +1 
37.In2 39%m27 41.ln(l + Vx) + C eu + 


—_ 


45. VO + 3(sin 0) [ 9 5 )= 32.66 +2 


+2 
Osinð / 1 1 1 ETDE =) 
五 -=> 51. A 
49. ae 8 + cot 0 z tan o) 1 3 i x + 一 


5 + cot 9) 47. r+ G + 2) E 


1 / (In x)’ 、 3ln 2 1 
53.y = x+mlzl+2 55. a Í z )+ C 57. 5 59.(n 10)nlmnxl+c 61.23 
2(ln r) N: _1l 
63. On DnA) 65.sin(log;0) + " 7 了 cos(log7 0 ) 
67. (a) 最 大 值 = 0 在 x = 0, 最 小 值 =-In2 在 x = 3 
(b) 最 大 值 = 1 在 * = 1, 最 小 值 = cos(In2) 在 + = + Ñx = 2 
69.1n 16 71.4r ln 4 73.r ln 16 75. (b)0.00469 
第 6.2 节 
2 2 1 s £ — sin # 1 
— Se-5* — +2 (Wara) 2 7 E cos f — sin t _— jí _ 
1. - 5e (Z zJ S.x“e 7. 8 1 9. on ETIS 
. y _ i 
13. P 15. esr 17, 2e cosl + 3y) 19. Las Seta C 21.86 4 C 
x 1 - yersin x ee 3 
23. -24+ C 25. -e4 C 27.e 29. Leen +C 31.ln(1 +e) + C 33.2*ln 2 
{xr-1) sec 0 2 -e — -2 
35.nx 37.7% "(ln 7)" (sec 0 tan 0) 39. (1 — e)t 41. TD DT 
43. (cot 8 -tang -1- n 2)( 355) 45. (a + D(H + In(z + D) 47. (sin x)“(In sin x + xcot x) 
i xy f In a? 1 222- 1 x a 
49. (x )[ n ) 51. n3 53. JEE) 55. 万 + Ç 57. I 59.y = 1 - cos(e' — 2) 


61.y = 2(e +x)- 1 63. 最 大 值 :1 在 x = 0, 最 小 值 :2- 2In 2 在 x=In2 65. 绝对 最 大 值 元 在 x = £ 
e 


k 
67. x= Tk = — HM k— % 时 ,x 一 0> lim (1 +) = lim(1 + x)”%* = lim((1 + x)U)' 
x k x k x—0 r=0 
k 
= (lim (1 + a), 因为 w 是 连续 的 ,但 是 ,lim(1 + a) = (由 定理 2); 因 此 , lim ( 1 + 了) = =. 


二 (b) 因为 对 所 有 正 数 * x e,ln 的 图 象 在 该 直线 图 象 下 方 


(c) 乘 以 ee(in z) <x, Rina < x. (d) 部 分 (c) 的 不 等 式 两 端 取 指 数 . (e) < = "就 看 出 nw < e 
79.(a)L(x) = 1 + (lIn2)x = 0.69x + 1 


77. (a)y = 


第 6.3 节 
1 1 _ Í 
1. — —— —n 3. ——— s. 5. ——— 
|x] x 1 |2s+1] +s Vi- řê 
1. 一 e} -= 
7. — 9. - = 
(tan lx)(1 + x°) Vl- (et) V1 e 11.0 
，_ 1 ， - ] 5x 
13. 1 L un 1 -1| 2 
3.sin `! x 15 z Sin (2x) + c 17. see k +C 
19. © 21. Dsin-i2(r -1) + C 23. L sin’ y? 
-T6 -75i r- + "Hsin y + C 
x 


25. 5 27.sin (x -2) + C 29. tan! 2) +C 


í 


习题 答案 ， 1249 > 


31.sec' |x +1l+ C 33.e™ "+ C 35.In|tan ly | + C 
2 2 2 
41.y = sin“! (x) 43. y = sec! (x) + For > 1 51. > 53.(a) > (b)2x 
第 6.4 节 
1. (a)2y + 3y = 2(— e7") + 3e* = e 


(b)2y' + 3y = 2(- e Jesa) + 3(e-x 十 e 32)x) = e! 


(c)2y' + 3y = 2( - e *— Ž cem.) +3(e + Ce?) = en 


3.y' = i + (— 2xe"" )(x -2)=>y' = e" = 2xy;y(2) = (2 -— 2)e” = 0 


5. 12 -x° = C 7.er -ex = C 9. -x+2tanVy = C 
ll.e r+20" = C 13.y = sin(x? + C) 


15. (a)p = poe® ,po = 1013;k =- 0.121 (b) = 2.389 millibars (c) = 0.977 FX 
17. = 585.35 T 19. = 92.1 F 


21. (a) SE = kQ + -其 中 上 是 正 的 常数 WEU) = a(o- i)e (O+ 


23. (a) Ape? (b)17.33 年 ;27.47 Œ 25.0.585 H 

29.(a)17.5 分 (b)13.26 分 31. -3€ 33. 2 6658 年 35.41 年 

37.(a)168.5 Æ (b)41.13 秒 39.s(1) = 4.9(1 — e (2.3639.92)1) 

41. 43. 45. 
| i 
Z N 
⁄ š 
Z X 
Z š 
ER = 
-6 = 
` zz 


第 6.5 节 
e+ C _ C - cos x 1l 1 “C 
l.y = x ,x > 0 3y = 3 „x > 0 Sy= z- y t os > 0 
7.y = xe? + Ce”? 9.y = x(ln x) + Cx 11.s = — i 
= y 5 ws EZG 14 7 G- GIy 
13.r = (ese 0)(In|see 8| + C),0 < 8 < r2 15.y = 3 一 +e 
1 : 
17.y =- — cos 0 + Z 19. y = 6e% — £ 21.y = yg” 23.(b) 是 正确 的 但 ,但 (a) WE. 
0 20 x+] 
25. (a)10 磅 “分 (b)(100 + í) 加 个 oal i)a 
dy _ 4r = . 450 _ 
(d), = 10 100 4 7:00) = 50,y = 2(100 + 1) — ! V7 
+ 15] 
(e) 浓度 = — 25) 188.6 _ 1.5 磅 /加 他 


am. BE hik k = 125 


< 
= 


+ 1250 : 习题 答案 


L N 
27.y(27.8) = 14.8 磅 ,1 = 27.8 分 29.1 = T In 2 
31. (ai = X Ee? = -ÉO e) = 0.95 小安 培 (b)86% 
: = R° R R 
第 6.6 © 
1.y( 精 确 ) = 1 — e ~ 0.5416, y, = 0.2,y, = 0.392,y, = 0.5622 


3.7( 精 确 ) = 3e ?33 ~ 14.2765,y = 4.2,y = 6.216, y3 = 9.697 
5.y = 2.48832 ,精确 值 是 e. 


7. 
— 2 _  _  _  _ _ _ amaaa — — 
x z y- 近似 y 精确 误差 
0 1 3 3 0 
0.2 4.2 4.608 4.658122 0.050122 
F 
0.4 6.81984 7.623475 7.835089 0.211614 
0.6 11.89262 13.56369 14.27646 0.712777 
9.(a)P(t) = — 150 (b) 约 17.21 周 :21.28 周 
1 + 24e 2 
8x 10 7 
ll. (a)y(:) = p pTI) = 2.69671 x 10 FH (b): = 1.95253 年 
+ 4e 
， . _ 40 _ Po Aro pb _ S 
13.(a)y = 2e'- 1 (b)y(:) = I x 1996 7; 1S.(a)P(/) = 这 Pa (b) 垂直 渐 近 线 在 : = kp, 
17. Euler 法 给 出 y =~ 3.45835 ,精确 解 是 y = l+ e= 3.71828 
19.y =~ 0.2272 ,精确 解 是 一 上 - ~ ` 0.2880. 
1 - 2V5 
21. (a)y = yB) = - 0.2 (b) - 0.1851 ,误差 = 0.0149 


x? 2x42’ 
(c) - 0.1929 , 误 关 ~ 0.0071 (d) - 0.1965 ,误差 = 0.0035 


23. 精确 解 是 y = -于 是 7(3) = 一 0.2. 为 求 近似 解 , 令 Za = Yni + 2y, x. dx THI y, = Yn-i1+ 


(y, (x, a - 1) + z 2 (z 2 Lda, DEA xo = 2 8 yo = - T .利用 - -个 电子 表格 ,画图 计算 吕 或 CAS 得 
(a) 到 (d) 的 结果 . 


(a) - 0.2024, 误 关 = 0.0024 (b) - 0.2005 ,误差 ~ 0.0005 

(e) - 0.2001 ,误差 = 0.0001 (d) 每 当 步 长 减 半 ,误差 减 至 原 步 长 时 的 约 四 分 之 一 . 
第 6.7 节 
l.cosh x = Š tanh x=- £ coth x=- Š sech x = £ esch r=- + 

. 8 17 
3.sinh x = 五 ,tanh x = È coth x = “g »3ech x = T osch x = 
5. x + L 7. e 9e 

x 
13.2cosh $ 15.sechi Vi + anit 17. coth > 
£ 


19.(In sech 0)(sech 0 tanh 0) 21.tanh’v 23.2 


导语 对 了 由 


”1231 ° 


1 


22 | - coh! V7 


83. 


25. — 27. ~ tanh-1b 
2 V xl + x) 1+ 90 2 t 
31. ~ sech'!x 33. In 2 35. | sec x | 
1 28 
l+ (+) 
41. sahd 2 c 43. 12sinh > - hn 3) + C 45.71 (e*? + e77) + C 
1 、 5 
47.tanh x - +) +C 49. - 2sech Vi + C 51. In = 
2 2 
53. 训 +In2 55.e - e`! 57. — 
59. + + In 61. [ $) 63. 二 2 65.1n3 
67. (a)sinh-! (V3) (b)ln(./3 + 2) 69.(a)coth-'(2) - coth“! ( >) w(t 
-ı( 12 -1 4 
71. (a) - sech (15) + sech ( £) 
2 2 
1+ 1- (5) 1+4/1-(4) 3 4 
(b) - ln —p In — =- m( $) + In(2) = m$) 
(5) (5) 
73.(a0 BO 75D iG) = LV +40- (O) ifa) = 0+ ER = Ka) 
77.(b)A/ s (ec)80V5 = 178.89 ft/sec 79.y = sech'!(x) - V1- x 81.27 
87. (b) 交点 靠近 (0.042 ,0.672) (c)a = 0.0417525 (d) = 47.90 磅 
第 6 章 实 践 习题 
1. - 2e-*’5 3. xe 2sin É cos 人 = 2cot 0 
sm 0 
2 -t 2.6 
7. ln 2a 9. - 8 ‘(ln 8) 11.18x 
1 -1 
13. (x +2)? (n(x +2)+1) 15. - ——=— 0< u < 1 17. —— 
V 1- u V l- x2cos lx 
1 l-z 
19. -i t 一 一 一 . -1 _ n 
tan (+P > 21 ZZ + ee z,z> l 23. 1,00 < 0< > 
2 + D | 2x ) (t + 1)(t - 1)]5 1 1 1 1 
25. 全 二 上 |- tan2 . - - _ 
A cos 2x Pe 1 an 1 ns (i t-2 t+3 
29. L (gin a An ~ sin 0 + Ocot 0) 
V0 
31. — cose” + C 33.tan(e" -— 7) + C 3S.ee + C 
-~ In 7 9 
37. 二 了 39.1n 8 41 n( >) 
43. - [In | cos(In v) |] + C 45. — Len x)? + C 47. — cot(1+ In r) + C 
49. —I— (35) + C 51.3ln 7 s3. D ,In2 
` 2]n 3 — . 8 + Ën 
1 9 
55.e -1 .二 二 
e 57 6 59. 14 
61. 十 [Cn 4) — (In 2)3] 或 二 (In 2) 63. 2m2 65.x 67. — 
3 3 4 
V3 
69.sec :|27y | + C 71. = 73.sin'(x+1)+ C 


6 
5 


` 1252 ` 习题 答案 


x 1 {H ; — 
75. > 77. 了 sec 3 + C 79. 3 


81. 绝对 最 大 值 = 0 在 x = 六 ,绝对 最 小 什 = - 0.5 # x = 0.5 
83.1 85. —*/ 
87. (a) 绝对 最 大 值 之 在 TER CA Ee eta) EC, o) EEEO, Fin 


Cb) 绝对 最 大 值 :在 * BA Eef- >，- 方 )U (ger) gaT 
(O 绝对 最 大 值 1 在 = 0, 损 点 ( 1 二) ,在 (1,m)》 上 四 ,在 (- 2,1) FM 


89.18935 年 91. KZ 单位 ,高 十 单位 ,4 = 一 0.43 单位 ? 


Ve Vle 
93.1n Sx -in3t = (Š) 95.20(5 - / T?) 米 
-x-2 -2 1 x? x 
99. y = In(— e + 2e 一 ) m.y- (村 + 二 + 第 103 题 图 
103. RAK 
-y x _ 2 3 
105. $z, = ya + (yy (xa +3)) (0.1), y, = yaa + [ (2 — Yn-1) Qani + D+ (2 — z,)(2x, + )) (0.1), 


初 值 x。= - 3,yo = 1, 和 20 步 .利用 一 个 电子 表格 ,画图 计算 器 或 CAS 得 下 表 所 列 的 值 . 


o= Q Ó F GQ O NS oo `> 


x, Ú - 2y,- i + 1 
x 


107. $ y, = yai + [ ) 0.05), 3908 za = 1, ya = 1, 和 60 步 .利用 电子 表格 ,画图 计算 器 或 CAS 


得 y(4) = 4.4974. 


n-1 


2 2 2 
Xn-l + Yn-! 1 (z= + Yn-1 + Xn + 


eY,-1 + Z=) (qx) ,和 Ya = Yl+ 2 (eai + Xai e“ + Xn a) Cda), 开始 什 žo = 0, 
yo = 0, 步 长 0.1 和 -0.1. 利 用 一 个 电子 表格 ,画图 计算 器 或 CAS 生成 下 列 图 形 : 
(a) (b) 


10.4; = x. - È 


习题 答案 ， 1253 ` 


11.y( 精 确 ) = JO - Tiy ~ 0.4; 精 确 值 是 上 


- 


113.y( 精 确 ) = - er -0234y = - 3.4192; 精 确 值 是 - e2 ~ - 4.4817. 


第 6 章 附 加 习题 
L pPI? 3 9. 由 微 积分 基本 定理 得 y = sin(a) + 3⁄2 + 1. 再 次 求 导 并 且 验 证 初 条 件 . 
11.xln 2 13.(b)61° 15. (a)y = c+ (yo = c)e tP! (b) 稳 - Siya =c 
第 Œr 

7 = 
第 7.1 节 
1.2wv8x +1l+C 3.2(sin v) + C S5.In 5 7.2ln(Vxz + 1)+ C 
9. - -Hn | sin(3 -7x)| + C 11. - In | cse(e?° + 1) + cot(e? + 1)| + C 
13.3]n sec -5 + tan 可 +C 15. - In| esels - x) + cot( s — m) |+ C 

3x+! gye x 

17.1 19." + C 21. 于 + C 23. > + C 25.3tanr13z + C 27. 8 


29.sin-! 2 + C 31.6sec"!|5x | + C 33.tan le" + C 35.1n(2 + /3) 37.2r 
39.sin'(1 -2) + C 4l.secl|x +1|+ C,34 | x + 1| > 18 


43.tan x — 2In| cse x + cot x|- cot x — x + C 45.x + sin 2x + C 47.xn|xz + 1|+ C 
49.7+In8 51.22 -t + 2ta ( +) + C SsS3.sinlr+VI-w+C 55.2 

57.tan x — sec x + C 59.10 |1 + sin 0| + C 6l.cot x + x + cse x + C 63.4 

65.2 67.2  69.n|/ + 1|- I| 2 - 1] 7T1.4- 73. - In|ese(sin 0) + cot(sin 0) | + C 


2 


75.ln | sin x | + In| cos x | + C 77.12tan-1(V7y) + C 79. sec-! +C 81. ln | sec(tan |+ C 


83. (a)sin 0 - 了 simg + C (bsing - F sin? + 二 sing + C 


(oj|eooede = |eost GC cos 0)d0 = fa — sin? )f (cos 0)d0 


85. (a) [van oao = J tano 一 | aneag = Fiano +In|cos 0| + € 


CD)|anseade = -pianto - | amede Co|ameae = 二 tans0 - |tansbd6 


Ca) ftar taan = = Lian - | aereae 


2k 
87.2V2 - ln(3 + 2V2) 89. x? 91.1n(2 + V3) 
第 7.2 节 

- 2zcos( =) + 4sin( — ) + C 3. tsin t + 2tcos t — 2sin t + C 
se 7. ytan (y) -mvTT +C 


9.xtanx + In|cos x | + C 11.(3 - 3x? + 6x — 6)e* + C 


* 1254 ` 习题 答案 


13. (x? -7x + 7)e* + C 15.( < —- 5<x* + 20x? ~ 60<x2 + 120x - 120)e* + C 

2 

x - 4 Sr - 3⁄3 
17. 4 19. 天 

2x 
21. +q- ecos 0 + e° sin 0) + C 23. Tz sin 3x + 2cos 3r) + C 
、 3 2 

25. 2 3s + 9e e 3:29) +C 27. 3 -ln(2) — 18 
29 t; xcos(ln x) + xsin(lnx)] + C 31.y = [#. z 1), C 
2 L~ s h S . = 4 8 32 > 
33. - 2(V5cosV6 一 sinV 6) +C 35. (a)x (b)3x (c)5x (d)(2n + 1)x 
37.2x(1 — ln 2) 39.(a)r(r - 2) (b)2x= 
41. +a - e) 43.u = x",dv = cos xdx 45.u = x", ,dv = erdx 


47. (a) S y = ax) Wax /(y), FÆ dx = 广 (y)dyr. 直 接替 换 . (b)u = y,dv = f'(y)dy 
49. (a) [sin- ax = xsinx + cos(sin'!x) + C (b) [sin rdx = xsin'x+ Vl-x +C 


(c)cos(sin`l!x) = l= x 


> 


51. (a) feos'rdx = xcos lx — sin(cos"lx) + C (b) feos“ xda = xcos lr -vV 1 - x? + C 
(c)sin(cos'!x) = V1 = x? 


第 7.3 节 
2 3 1 3 -2 -1 2 7 -2 
L 53 t i 3 1T+ G + D $ + +Z T1+ 3 ti 
9. [m|1+ |= I|i- z|l+ C 1. in| (x + 620 D| + C 13. 号 
15. -本 mlil+ Lin|r+2]+ mjtilic  17.3m2-2 B Haa]. * ce 
2 6 3 : ` 4 "|z - 1] a 1) 
m= + 2in2 -1 1 -2 -1 -1 
21 = 23. tan` y - 一 +C 25. =- (s - 1)? + (s- 1)! +tan!'s+ C 
和 + 工 
一 ] 2 x-1 
27. — —— + ln| 8? + 20 + 2] - tan! (8 29.2 +1 
iit n|0P' + 20 +2]- tan (G+1)+C x2 + ln + Ç 
1 x ， 1 2 
31.9x +2ln|x|+ > +7mļx-1|+ C 33. -lnly|+ #I(1+ 2) + C 
i : -1 2 
as mn EH c 37. Lm sny -2|，Cc 39, tan 22) anje- aja 6 iC 
e + 2 5 sin y + 3 4 x-2 
41.x = lnjt-2|-ìnjt-1|+ìln2 d. = ÉE 1,t > 2⁄5 45.Inljy-1l-Imnlyl|=er-1-n2 
4t 
47.y = In|x -2|-In|z- |+ In 2 — 49.3 25 — st.(a)x = T (Cp)1.55 晶 
499 + e 
第 7.4 节 


2 一 -一 
lnl9+ 和 +yl+C 3. sin! ( +) + B- e s. in 和 + v4 8 +C 


Z 一 _ 1 
== l < 9. 于 (x+4)22 -4 xz2+4+C n t o 


7. 
x 
5 
2 
13. -E+C 15. - +[ = e) + C 17.2tan 2r + — r C 
yx -1l 5 x (4x? + 1) 


19.ln 9 ~ In(1 + va) 21. 6 23.sec!|x|+ C 25 vV x2 -1+C 


习题 答案 * 1255 ° 
wx2 4 afo 3 1 x) 3x 3 
z. |= seen E) 29.y = > tan (+) 3 31 4 
33. (a) 这 可 以 在 图 形 中 从 几何 上 看 出 . 
(b) 利用 部 分 (a) ERR > = Ta ,然后 得 一 个 三 角 恒等式 ， 
或 利用 三 角 便 等 式 L= tan 2 = cos 20,0 = =, 
1+tan0 2 
(c) 利用 部 分 (a) , 作 替 换 > = Pa ,然后 得 到 一 个 三 角 恒 等 式 ， 
2 
或 利用 三 角 恒 等 式 -2tan = sin 20,9 = 之. 
1 + tan0 2 
(d)dz = (se z) Lar = (1 + am $) dx = (1 + 22) dr ,再 解 出 dx. 
35. -—— +c 37. [1 + tan 2 | + C 39 - (Im. 1) 4. -caf +)-1+c 
. w . > -z (Iny3 - . 2 
tan — 
2 
第 7.5 节 
2 a [x-3 (2x — 3)22(x + 1) 
1. (tan 3 )+ c 3. —— +C 
2 
5. (w +2)(2x - 6) vV 4x- x + dsi (£32) + c 
6 2 
7. V4- 2 -2m 2+ 4-3. C 9.2! r VA + C 
x 
ez: : $ 1 s +3 
11. 13 (200s 3t + 3sin 3t) + C 13. BOLD + Tog” 3 + C 
-1 /3t-4 cos 5x cos x ， 
15.2 vV 3t — 4 — 4tan 4 +C 17. -<0 -~ +C 
N 0 6. 0 1 x 1 _ 
19.6sin( £) + +s [ 28) + C 21. > !n| x= + 1|+ 20 4 <D) + > tan ly + C 
B. (1-5) r+ T Vao + C 25. V1- sirt -ln L+. 1- sin V Í — sin! +C 
sin £ 


27.1n| In y + 34 (ny}?l+ C 
31. xcos-1Vx + — sin"! Va _ + V x — x 
x22* 2 [= 27 ] 
35. 72 C I 2lln2 ` (Qa 221 + € 
2 
39. + sinh 3x - ZE cosh 3x + Z sinh 3x + 
45. (b) 利用 教材 积分 表 中 的 公式 29,V = 
T 
49. (c) 4 
53. Æ _ 0.266667 
.五 = 0. 
第 7.6 节 
1 5 
1. 4 3. 7 
9. -1 ll.in 2 


29.In|3r + oril- C 


3x 
+C 33. GGz - 1) + C 
37. -二 sinhtx cosh 3x — —L.inh23; cosh 3x + Leosh 3x + C 
` 120 x COS. x 一 90 sn x COs. x + 90 "95" x + 
C 
4- r) 7 È r: [s (£=) x 
22[ ( 2 ) 2rd - d + (三 ) sin 7 + 至 |] 


51.1- + == 0.632121 


55.6 + 2[ (In 2): -~ 3(1n 2)2 + 6ln 2 — 6] = 0.101097 


7.0 
15.0 


习题 答案 


* 1256 : 
17.1 19.0 21.e 23.0 
25.1 27.1 29.e 31.1 
33.e-! 35.1n 2 37. -1 39.3 
27 
41.1 43.(b) 是 正确 的 ,但 (a) WE. 45.c = To 
k 
r r 
47. a)(i E) = hnf 1+ z ) . 且 当 下 = 时 ， 
r 一 r r 
ee Fo 
lim kln( 1 +5) = lim "( t r) = lim £ k 
k> k ka L te 二 1 
k k? 
k 
lim = rit, lim(1 + —) -e 
kw 1 T k— k 
k 


(b) 部 分 (a) 指出 ,每 年 计 复 利 的 次 数 增加 趋 于 无 穷 时 ,每 年 取 次 复 利 的 极限 是 连续 复 利 . 


53.(a)(- æ, - 1) U (0,%) (b) 《c)e 

第 7.7 节 

1. (a) 因为 积分 限 无 穷 (b) 收敛 (c) > 

3. (a) 因为 被 积 函数 在 * = 0 有 无 穷 间断 性 kA (e) - + 

5. (a) 因为 被 积 函数 在 x = 0 有 无 穷 间 断 性 (b) 发 散 (c) 无 值 

7.1000 9.4 11. > 13.1n 3 15. ./3 

17.x 19. 到 21.In 4 23.5 2s.n( 1 + =) 

27.6 29. -1 31.2 33. -. + 35. 发 散 

37. 收敛 39. 收敛 41. 收敛 43. 发 散 45. 收敛 

47. 收敛 49. 发 散 51. 收敛 53. 收敛 55. 发 散 

57. 收敛 59. 发 散 61. 收敛 

63. 收敛 65.(a) 收敛 , 当 p < 1 (b) 收敛 , 当 p > 1 

67.1 69. > 73.(b) ~ 0.886275. (b)1 

第 7 章 实践 习题 

1. Ear -9)?4 C 3. Bei +l +C s. == 24r C 
1 1 cos ir z=] 

1. -30 ex2 + C 9.- >° 2 + C 11 l 2 t C 
13.ln|2 + tan x | + C 15. + sin"! [ 3) +C 17 F seent 3 + C 
_ in 6r n 
19. Fan ( 22), c 2.2 h, C 23, 2D Tlnlsec2t)+ C 

25.1n] sec 2x + tan 2x] + C 27.ln(3 + 24/2) 29.2 /2 
31. - 2an ( $) + C 33n? +4) -yian 2], c 


习题 答案 * 1257 ， 


35. - V4 -ra2sinl( +) + C 37.x — tan x + sec x + C 39.41]n sin [ =) + Ç 
41. 一 一 一 一 一 + C 8B. = ie 45.1n| x + /x 9|+C 
16(16 + z2)! ° x 
1 
47.[(x + l) (I(zx + 1)) - (z + 1)] + C 49.xtan (3x) - ln(1 + 92°) + C 
2eřsin 2 : 2 
Sl.(x + 1)2et — 2(x + l)e + 2e* + C 53. s ` + n x. 
1 cos @ — 1 
SS.2In| x - 2] - In| x= - 1| + C 57. -了 | cos G 42 +C 
- 2) 2 4 2 
59. iln (x Lra) +C 61.5 + a h|z+2|+ |z - |+ C 
63.2 34+ mlz+4l+ 二 mlz-21+C 65.In|1-e-:|+cC 
67. - VI6- P+C 69. -In|4- |+ C 
Tn -Cc 73. ln +3 ,0 
9- 6 x-3 
2 ⁄3⁄2 _ 
75. 3 = x + 2Vx -2In(Vx + 1) + C 77.2sin/ x + C 
? 1 3+v 1 
79.n|, + I3 |+ C 81. in| PE. Last, c 
2 
83. F +2x + 3m|z -1|- — + C 85. ~ cosl 2/zx) + C 
v3 o( =) 1 2 
87. 3 tan 万 +C 89. 4sec 0 + C 
91. ~ 3+4) VIz C 93. Jlr] -1]-xz-Imļæ-1|]+C 


-1 
95. gelei- go pL eo + h(E) C 9. -nl -nV C 


99.tanx — x + C 103. — 105.sece!|2x - 1] + C 
107. L(3 4 469332 C 109 A(R), c 111.247 -2n(14/7)+C 

“6 ` 3 V 1n27 : tr 
113.4sec- | | + C 115. 极限 不 存在 . 
117.2 119.1 121.0 123. - 4 125.1 
127. œ 129. > 131.6 133.ln 3 135.2 
137. r: 139. 发 散 141. 发 散 143. 收敛 
145.in|y-1|-Inly|=e*-1-In2 147.y = In|x-2|-Inlx-1|+In2 
第 7 章 

2 . -1 / 2 ; -1 

l.x(sin`!x)? + 2(sin lx) V] - x -2x4 C 3. <, z =_ — Xc 

1 20 + tan 20 | + 20 1 . 
5. n| see 4 |+ +C 7. 3 [n|, - /1- ë |- sint] + C 

1 xz2+2r+2 1 _ 
9. Ig" aI 2x4? + gltan (ax + 1) + tan(x -1)]+ C 
1. 13. -L 15.0 17.1 19, 327 21.27 


< 1258 ` 习题 答案 


] 2) 16(ln 2 16 1 x 
Br  (b)x(2e-5) 25. (b)a| EPX 1602) s] a d an ZG - a) +2 
33.6 35. PC) s-32 +1 3.4 <p<1 39.(b)1 
2x o _ 3a; 
41. Tš Osin 3x + 2cos 3x) + C 43. = sin 3x i x cos 3x +C 
45. e a(asin bx ~ bcos bx) + C 47.x]n(ax) —- x+ C 
a + b° 
第 = 
8 = 
第 8.1 节 
1 3 1 1 1 
l.a; = 0,as =- 4 3 = 9 '%4 =- 16 3.a; = 1,a; =- 了 ,oa= 了 ,oa4=- 了 本 
5.a = (-1)"*! ,n>1 T.a = n -1l,n>l1 
n+l 
9.a, = dn - 3,n > 1 11.a, = ED nal 
13. 收敛 ,2 15. 收 伍 , ~ 1 17. 发 散 19. 发 散 21. WO. 
23. ia V2 25. 收敛 ,0 27. 收敛 ,0 29. 发 散 31. 收敛 ,e 
33. Ik ,1 35. 收 合 ,1 37. 收 伍 ,4 39. 收敛 ,0 41. 发 散 
43. kde e! 45. kR e 47. k, x(x > 0) 49. 收 伍 ,0 51. 收敛 ,本 
53. 收 伍 ,0 55. 收敛 ,0 57.N = 692,a, = V0.5,L = 1 
59.N = 65,a, = (0.9)",L = 0 61. (b) v2 63.(b)1 
第 8.2 节 
11,3 7 15 31 63 127 255 511 1023 321, 1 l 1l 1 1 1 1 
` 2248016320 64'128'256’ 512 2 2 4'8’16’ 32’ ` 64'128'256 
5.1,1,2,3,5,8,13,21,34,55 7. (b)./3 
9. (a)f(x) = x? - 2,1.414213562 ~ V2 
(b)f(x) = tan(x) — 1, 0.7853981635 ~ + (c)/(x) = e*, 发 散 
11. 非 减 ,有 界 B. 不 是 非 减 的 ,有 界 15. 收敛 ,单调 序列 定理 
17. 收敛 ,单调 序列 定理 19. 发 散 ,发 散 的 定义 21. 收敛 ,单调 序列 定理 
23. 发 散 , 发 散 的 定义 27.1 29. - 0.73908513 31.0.85375017 
第 8.3 节 
1 n 1 n 
a b-a], 人 2 s l l 1 
-fn 1 (+) , 1 (- +) 3 9 5 2 C n1i2' 2 
V 3 ~\ 2 
l I I 4 5 1 5 1 5 1 23 
7.1- + + Të gat , 954D (24L) (3. )+ ( $5) ,二 
1 1 1 1 1 1 17 
1.01 + [5 - 6) + Í 4 +š) + [ 8 -ita 


13.1 15.5 17.1 19. 收敛 ,2 + vy2 21. 收敛 ,1 


习题 答案 


”1259 - 


27. 发 散 29. 发 散 


31. 


发 散 


33.a = 1r = - XF |x| < kA 35.a = 3,r = E .对 于 (一 1,3) 内 的 x kaa 


23. 收敛 ,一 人 
e-l 
1 I 
37.|x|< 了 39.1 < 
7 41 333 
4. 9 45. 33 300 


51. wsh) (b)A, = 3 


° 1 

53. 22 trian 5) 

ss.m[ $) 61. CRE. 

第 8.4 节 

9. RRG ; 


SAIF > Z Inan 3n 


B esla) <a) = Í 
17. 收敛 ; 同 >， 三 作 极限 比较 


23. 发 散 ,p = œ 
29. 收敛 ,o。 = 0 


35. 收 敏 ;几何 级 数 ,r = E < 1 
4. KEG D -ya 作 极限 比较 
47. 收敛 ;积分 判别 法 

53. 收敛 ; 同 >， 十 作 比 较 

59. 发 散 ; 第 n 项 判别 法 

65. 发 散 ;a，= (1) i 


3 
第 8.5 节 
1. 根据 定理 8 收敛 


7. Ra >L g0 


2 23 
x < 5 i 41. 99 
47.28 米 49.8 X? 


1 / 4 
+ L4 + +Í $) 4 + + > Í +) 


3 ` 9 


5. 收敛 7. 38 


: K 2 
Sin n 
11. ; < 
ied y <> 


19. 收敛 ; 同 S) ma 作 极限 比较 21. 


25. 收敛 ,o = 1⁄40 
31. 收敛 ,o = 0 


37. 发 散 ;p- 级 数 ,p < 1 
43. 收敛 ;比值 判别 法 

49. 收敛 ;积分 判别 法 

55. 收敛 ; 同 > 点 作 比 较 
61. 收 化 ;比值 判别 法 


71.a = 1 


3. RB; a, Z 0 
9. 根据 定理 8 收敛 


11. 和 


13. 条 件 收敛 . 一 0 但 > 5 


15. A D 三 作 比较 ， 


19. i > 2>] 
23. 绝对 收敛 ;比值 判别 法 


1 
vn+l vn+l 


发 散 ， 


3) 15. 28 > Ñ 作 极限 比较 


27. 
33. 


39. 
45. 


51. 


57. 
63. 


= vl 


- 3)(n -2) 


kA, o = 1⁄2 


ká, o = 0 
发 散 ,o = œ 


收敛 ; 同 >) 一 一 一 


tanin 
收敛 ;am < 
n 


5. 根据 定理 8 收敛 


发 散 ; 同 > — 作 极限 比较 
收敛 ;比值 判别 法 


作 比 较 


(1.25)" 7 
(zn/2) 


1. 
n}! 


发 散 ;比值 判别 法 


17. 条 件 收敛. 一 0 但 >) L RAD L 作 比较 . 


21. 条 件 收 贫 i( + 二 ) olsa, 


25. 根据 积分 判别 法 绝对 收敛 


1 


。 1260 ` 习题 答案 


27. XH; a, 之 0 29. 根据 积分 判别 法 绝对 收敛 
n+l 
31. 绝对 收 伊 ; 一 > i < l s 因为 PA = = -| = Loka p - 级 数 ) ,绝对 收 化， 
n + n+ n n n 


35. 根据 根 式 判 别 法 绝对 收敛 37. RB a, 一 œ 


39. tikakuna +i -Vn = —— — — -- 0, 但 绝对 值 级 数 发 散 . 同 YX\ L 作 比较 . 
Vn+v n+l V 


41. Ra, + = 0 


43. 绝对 收 人 第 ;sech n = 一 一 一 = 229" < 2 2 xm kek APR WAS. 
e e e" + 1 e e 

45. | 误差 | < 0.2 47. | 误差 | < 2 x 10-!! 49.0.54030 

Sl.(a)a, > w 不 成 立 (b) - + 

第 8.6 节 

l.(a)l, - 1 < x <1 (b -1< x<1 (c) 无 

3.(a) 才 ,，- 立 <x<0 (b)- 广 <x<0 (c) 无 

5.(a)10, -8 < x < 12 (b)-< x < 12 (c) 无 

7. (a), - 1 < x < 1 (b -1< x<1 (e) 无 

9.(a)3,[- 3,3] (b)[- 3,3] (c) 无 

11.(a)%w ,对 所 有 x (b) 对 所 有 x (c) 无 

13.(a)% ,对 所 有 x (b) 对 所 有 x (c) 无 

15.(a)l, - I < x < 1 (bi -1< x <1 (c)x =-1 

17.(a)5, -8 < x < 2 (b -8< x <2 (c) 无 

19.(a)3, -3 < x < 3 (bi -3< x <3 (c) 无 

21.(a)l, - 1 < x < 1 (b)-l<x<1 (c) 无 

23. (a)0,x = 0 (by)x = 0 (c) x 

25.(a)2, -4< x < 0 (b)-4<x<0 (c)x = O 

27.(a)l, -1< x < 1 (b -1<x<l (c) 无 

D.a) golsa < > ()i < z < + (e) 无 

31. (a)1,(- 1 - z) < x < (1 - m) (b)(- 1- x) < x < (I - m) (cx =- 1 - x 
4 2 

33. -1< x <3 2 35.0 < x < 16 

37. -V3 < < 39.1 <a < Siol < 5. 


2 4 6 8 


10 
41. (a)cos x = 1 - >” + i _ s + 可 ~ 167 + "…; 对 于 所 有 x 收敛 


23 I 25 5 27 x7 Py 21! yll 


(b) 和 (c) 2x - 


31 ”5 
G.G) p 6 a 3 x z 
: 2 12 t 45 12520 1 14175' 7 2 < z < 5 f 
(D1 + e? + 2 Tf 62x° . Z - 工 l 
45 +315 1+ 7 2 < x< i 
第 8.7 节 ; 


1. Pa(x) = 0, P(x) = x -1,P,(x) = (x-1)- HE -17, 


习题 答案 ， 1261 ` 


P(x) = (x-1) - T - 1) + y. _ 132 
2 1 x 3 
sawp p paw pi eo pia 
1 1 1 x l 1 x 1 z y2 
5 PG) = P(O) =- 方 - 方 (< 二 )， Pa) =- 万 -万 (* =) zal z), 


æ (~ x)” x x xt B S (- 1)"32"+1x2n+1! 2 x?" 
7 9.2, nD 1.2 ry 


13.x4 -2x3 — 5x + 4 15.8 + 10(x -2) + 6(x - 2)2 + (x — 2) 17. > (-1)°(n + 1)(z - 1)" 
n=0 


S K: n - (- 5x)" Ee S 
19. 2 ni(* -2) + 
2n+1 
» (- D0"( 琴 ) nx nx? Ss 7 
5. > (2n + 1)! = 2 2.353. 27.71 
加 wt! ñ x? xt xŠ a (- L)?” yt xŠ xŠ x 
25. 2 27. > Gn! = a 67 t 8 7 10 t 
29 T2x3 nfr’ nx s“ (- 1)" 281 
U a t af ` 6L 1 — (2n)! 
S IOa) (222 Qx) Qa) (2x)? 
a. D 2- (2n)! 52.2172.:4!1*2.-6!72.8!* 
= n-lan n+l 2 .3 3 4 4 5 
a. y D 2 Aw - 2a TE EEL 35.|x| < (0.06)! < 0.56968 
n=1 
-353 
37. | 误差 | < o ) < 1.67 x 10, -10° < x < Ü 
0.1 3 3 
39. (a) | 误差 | < @ 0.1. < 1.87 x 10-4 (b) | 误差 | < 9 < 1.67 x 10 
2 2 
45.(a)L(x) =0  (b)Q(x) =- > 47.(a)L(x)=1  (b)Q(x) = 1 + F 
第 8.8 Ë 
2 3 2 3 
11 74 EE 31. yx Fa Sua e Si-ar 
3 6 9 
x 3x 5x 1 1 1 
71-3 t$ ` T€ 9%1 + 3 + 11.(l + rx) = 1+4<x + 62 + 4x + x 
13.(1 - 2x) = 1- 6x + 12xz2 - 82 15.y = > t x" = e’ 
n=0 ` 
n = n w 2n 
17.y = sen] 19.y= X) f ser] 21. = 27 g e 
R=] : n=2 ° n=0 Li 
_ K n _ 2 o ` 区 ?n+1 . s (- 1) "+lw2n 
3.y = X2x = — 25y = 22 p yiyi = sinh x 2 2 EAT 
_ —A|2(x-2)” 3(x- 27] 
29.y =- 2C- 2) - > On)! + (Gn + UD! 
1 ax’ bx? x ax" bx? a 
3i. = x 一 一 o. x O n-4 
YS +b + 6 -3474.5 6 6713 4 T1410+t 对 n > 6,a 
3 7 11 2 4 了 4 6 8 
33. — _ — x “= x Xx xX Z5 % 
3 7.31 11:31 35. (a) 下 


` 1262 ` 习题 答案 


37. 4 39. -1 41.2! 45.500 项 

4. (+ 二 + 中 + TD: KAE = 1 (b) -rE 15 

第 8.9 节 

Lf) = 1 3.f(x) = > -DS m 5.f(x) = x, > tD" 
TAa) = ajl, > Hi (eos nx — nsin nz) | 

9. f(x) = — eos x 十 1 > MCDD sin nx 11.f(x) = 3 2 > 人 


2 2 z n z 
Sereg jat D Speos atg o D haida r + = + 
17.0 19.0 # m ⁄ n;iL m = n 21.0 # m = n;i0# m = n 
第 8.10 节 
1.f(x) = > + > K- Doos ns 3. f(x) = -D425 Le Ki. 
Afl. 1 加 

Sfx) = - + + l + cos 25) | cos 272 
7.f(x) = s: + > |! + (—- 1)" - 2cos 至 | cos nnx 
9./(x) = 2> CD" Sin nm x 1l./(x) = r> gp — sin 2 kx 

. 2 fl nx] . nna 
13./(x) = sin x 15.f(x) = |, - — sin | sn 2 
17. (a)/(x) = [si + sin 3x ñ sin Sx + sin Tz + =] 

T 1 1 1 
PEs FRADE S = 1 本 + 村 -二 + 
SA (- 1)" 1 x 

19. 2 1 二 一 = 均一 本 
第 8 章 实 践 习 题 
1. 收敛 到 ! 3. 收敛 到 - 1 5. 发 散 7. 收敛 到 0 9. 收敛 到 1 
ll. KAR e5 13. 收敛 到 3 15. 收敛 到 Im 2 17. 发 散 9. 
2.2 23. -2 25. RE 27. RIA 29. 条 件 收 合 
31. 绝对 收敛 33. 绝对 收敛 35. 绝对 收敛 37. 绝对 收敛 39. 绝对 收敛 
41.(a)3, -7 二 xx< -1 (b) - 7 < x <-1 (cox =— 7 
43.a) 子 ,0 < < bosas + (c) 无 
45.(a) o ,对 所 有 x (b) 对 所 有 x (c) 无 


. f(x) = + + D fe 1)” - cos BE | cos( nxx) 十 > tfe 1)” - Z sin 2 


cos nax 


习题 答案 


+ 1263 > 


47. (a) V3, -V3 < x < V3 
49. (a)e,(— e,e) 


(b) -/3 < x <v3 
(b)(- e,e) 


(c) 无 
(c) | 


1 1 4 p , Ne CD 
51. 和 ,于 ,本 53.sin x,r,0  55.e*,n2,2 57. 272 59. > Or Di 
VA (< 1) "5 < 到) (x+1) 3(x+1) 9(<z + 1) 
61. > a 63. > =a 65.2 -H SEET EET 
1 1 1 a 1 Sy (= 1)n+1 ， _ 
Ht) oy = 22 I =-e 
Sa (— 1)"2" -> Baoa" , 
Ty = 32 ap = 3e"2 T3.y=-1-x+2) 7p = 2e -3x -3 
STN 了 1 
T5.y=-1-1+2) 1 77.a) > 79.(a) +> 
- . 2 A SN Cl i 
81.(a) - 2 83.r =-3,s = 2 85. f(x) > t 之 Pas [sinL(《2m — 1)x] 
87.f(x) = -2 > ， = sin nx 89.f(x) = > + 5 > £- 2 -1 os _ 一 CD sin 
=1 n=l n=1 
91. (a)f(x) = 1 + 2 ç s" [ cos NAx (b)/(x) = 2 3 1 1 = cos “| sin nna 
2 x 全 x — n 2 
_ 2 1 < 1 1 cosi(n — l)n] cosi(n + 1)x] 
93. (a)f(x) = — itys rat -o 一 四 ] eos nnz 
(b)f(x) = sin nnx 
k _ n _ z _ 2 _ mm 
95. (a)/(x) = 6 + 2y 4( D 1 。 ng (bfCx) = EN 《6 -5n Z 1) 6 in nax 
n=l n n=1 n 


103. (a) æ 


97. (D) | 误差 | < sin( +>) < 0.02381; 由 于 余 项 是 正 的 ,这 是 不 足 估计 . 
2 + 1 1 

99. 3 101. n( ++) ;级 数 收敛 到 of >) . 

105. ikay. 113.(a) - 3 是 不 动 点 (b)0.2 是 不 动 点 


第 8 章 附 加 习题 
1. 收敛 ;直接 比较 判别 法 
5. 收 伍 ;直接 比较 判别 法 


3. 发 散 ; 第 n- 项 判别 法 
7. 发 散 ; 第 n- 项 判别 法 


9. 取 o = 于 ,cos x = -| 


2772 12 3 

H.R = 0. = l+. + r+ 
13. X a = 22r7,cos x = 1 - TU - 22r) + E - 22x)' - E — 22r) + e. 
15. 收敛 ,极限 = b 17. 5 
21. a) BSN A (b) 352 

(c) 否 .比如 ,原来 的 三 角形 的 三 个 项 点 没有 被 控 掉 .没有 控 去 的 点 集 有 面积 0. 
23. (a) 否 ,极限 个 依赖 于 a 的 值 ， (b) 是 ,极限 依赖 5 的 值 。 (c) im(1- 
25.) = + + 29.(b)Yes 35. (a) ana"! (b)6 (c) 了 了 


. 72) 4 


DOGRES 


cos(a/n) 


bn 


(b)a = 1, b =0 


)- 


e71 


1 


25. 


. 1264 ` 习题 答案 


Coe Bo (l - e "io) Cole") Co 
37. (a) R, = 1 = e"o R= l- eo ”etio -1 
R-R 
(b)R, = 过 ~ 0.368, Ro = R(1 ~ e`?) ~ R(0.9999546) = 0.58195; R = 0.58198;0 < — < 0.0001 
(e)7 
第 9 == 
= 
第 9.1 节 
l.(a)(9, - 6) (b)3 V13 3.(a)(1,3) (b) /10 
5.(a)(12, - 19) (b) / 505 7.(a) +) (b) a 
. l 
' 1 3 Í Bı 
9.41, - l= - -一 _ 2 4 
(1, - 4) 11.(- 2, - 3) 13. 5 "32 5 ,了 


17. 向 量 v 是 水 平 的 且 长 为 1 英寸. 向量 u 和 w 长 后 英寸 .w ERAH, E u 和 水 平方 向 成 45° 角 . 所 有 向 量 按 
比例 画 出 . 


(a) (b) (e) (a) 


9. 21. 23. 


Si + 5j 


L 


27. 


习题 答案 ”1265 > 


第 39 题 图 第 41 题 图 
dau = Oj, -u2 L 0 3i-j,n= (it), -n= La 2p 
V5 V5 V5 V5 
. . 1 
43.u = Alais 3j),v = (1+ 4j) 45.u = (i+ Bj) y= PAER EE) 
4.a = >. - + 49.5V3i5j — 51. = (~ 338.095,725.046) 


53. (a)(Scos 60°,5sin 60°) = (3 52) 


(b)(5cos 60° + 10cos 315° ,5sin 60° + 10sin 315°) = 5 + 53 二 10/2) 


2 
第 9.2 节 
| v | ui 
1. -20 2V5 2V5 
cos 0 u cos 0 proj, u 
-1 -245 -2i+áj 
vu v lul 
3. V3 -42 V2 V5 
cos 0 u| cos 0 proj, u 
V30 - V20 Y6-2 EEREN i+ j) 
10 2 2 ` tJ 
vu Iv| [u] 
s 1 VD V3 
6 6 6 
cos 0 [ul cos 0 proj, u 


. 1266 ` 习题 答案 


7. = 0.64 弧度 9. = 1.85 

11. 在 4 的 角 = cosi) = 63.435 度 ,在 B 的 角 = cos!( 2) = 53.130 度 ， 
在 C 的 角 = cos [7 ) = 63.435 上 度 . 

13. 等 长 向 量 之 和 总 是 正 交 于 它们 的 差 , 这 从 下 列 等 式 看 出 . 
(Vi + Vx) * (W t= |w |? — v] = 0. 

19. 水 平分 量 : = 1188 英尺 / 秒 ,垂直 分 量 : = 167 英尺 / 秒 

21. (a) 因为 |cos g| < 1,81 u: vl = |u] |v] [cos 8| < lu|l|v! G) = lullvl. 
(b) 当 | cos 0| = 1 或 u 和 v 中 的 一 个 或 两 个 是 0 时 我 们 有 严格 等 式 .在 非 零 向 量 情形 , 当 48 = 0 或 + 时 , 即 

当 向 量 平行 时 我 们 有 等 式 . 
23. a 
27.x +2y = 4 29. 2x + y = -—-3 


3l.x +y =- 1 33.2x —- y = 0 
y 
P(1, 2) 
2x-y=0 
i-2j 

35.5 焦耳 37.3464 焦耳 39. + 
41. — 43.0.14 45. 在 每 个 点 豆 和 符 
47. 5, :下 和 3 
T. 在 (0,0) : 至; 在 (1.1) Z 和 3 
第 9.3 节 r() = 2 cos t i+ 3 cos r j 
1. (a) 见 右 图 | 

(b)v(:) = (~ 2sin ¿)i + (3cos t)j,a(t) = (-— 2cos t)i + (- 3sin t)j 

(c) 速率 = 2, 方 向 = (- 1,05 x 


(d) 速度 = 2(- 1,05 


第 1 题 (a) 图 


习题 答案 ` 1267 > 


3- (a) 见 右 图 r(t) = sec(#/) i + tan(t}j 
(b)v = (sec t tan t)i+ (sec’t1)j,a(t) = (sec t tant + sec?t)i + (2seczttan t)j y 
i 
ak2 yal 21 ke 28) 点 ,和 
(9 wa = ,方向 = ph) (mm. (2) K. 
Sar = 0,x,2x 7. = 皇 的 所 有 非 负 整 倍数 。 9.cos"!( 计 ) = 53.130 度 
11. (a)3i (b: < 0, —3 (t = 0,—-3 13.(a)y =-— 1 (b)x = 0 
15. -3i+ (4.5 _ 2)j 17.(sec t)i + (In|sec t] )j+ C # 3 EN (a) 图 
19r) = ((( + 1)22 -= 1)i- (e! - 1)j 21.r(1) = (8t + 100)i + (- 16t + 8¢)j 23.2 
25. (a)v(:) = (cos r)i- (2sin 2/)j (b): = =, 


(e) y = 1-2, -1<x*<1. 质 点 从 (0,1) 出 发 , 走 到 (1,- 1) ,接着 到 (- 1, - 1) ,再 到 (0,1) ,扫描 曲线 两 次 . 


27.r(t) = (223, ,1)i+ [- La ,2)i 

29. (a) i. 常 速率 (b) i. 常 速率 
证 .是 的 , 正 交 站 .是 的 , 正 交 
道 , 逆 时 针 方 向 运动 道 , 逆 时 针 方 向 运动 
iy. 是 的 iv. Æ% 

(c) i. BE 3 (d) LHE 

让 .是 的 , 正 交 i. E,EZ 
iii. ⁄ RP £F Jy [8] i: 38 证 , 顺 时 针 方向 运动 
iy .不 是 iv. 是 的 


(e) LERE 
站 ,一 般 不 正 交 


证 . 逆 时 针 方 向 运动 
iv .是 的 

31.(a)160 秒 (b)225 米 (c) P 米 / 秒 

33. (a) 参照 图 形 , 注 视 从 ;= 0 对 应 的 点 到 点 “m” 的 圆 弧 .一 方面 , 它 有 弧 长 (69) , 另 一 方面 它 有 弧 长 (wt). 令 
这 两 个 量 相 等 即 得 结果 . 


(b)a(t) =- [Gem], [sa Z)i] 


2 2 
(O MEAO a) = - (FE) r(9), 于 是 ,根据 Newton 第 二 定律 ,P =- m( 之) r, 把 下 代入 引力 定律 中 
即 得 结果 . 


(DGT = 2 并 解 出 证 (6) WIP RA = SM 中 的 ， 并 解 出 有 
35. (a) 对 每 一 分 量 分 别 应 用 推论 . 
(b) 直接 从 部 分 (a) 推出 ,因为 r( 1) 的 任何 两 个 反 导数 必 有 相等 的 导数 , 正 是 (i). 


dc, dc, 
oo 


39.u = (uj, u3),V = (viso?) 


37. 令 C = (C, 6a), E = 


(a) (+ v) = Ean + Visly + V2)) = (fon + n), Eu + s). 


= Cut nuy + u) = (u, + u") + (uru, = S 


+ 1268 - 习题 答案 


W) Euv = E nu = n) = (io - n) (u, = m) 
= (Gu, wi wa) = (uu) = Cra) = s" - gv 
41.f(t) 和 g(t1) Æ c Jf = f( t) #l z( t) fE c ER rl) = a+ g(x)j E c 连续. 
43. (a) + rü) = (i+ OWES odg = ES i+ elda = -2| ( |a); + (| aco)dg)i] = 
(Z| o44]i+ (£ fea) = fi + g(t)j = r(t). 
(b) SS) = EOLA ZOET: S(1) Æ ro) 的 一 个 反 导数 . 令 RO) 是 x(1) 的 任 一 反 导数 . 则 根据 


题 35 部 分 (b),S(1) = Ri) + C. 令 1 = a, 我 人 有 0 = S(a) = R(a) + C. 因 此 ,C =- R(a) #l S(:) 
= R(t) - R(a), 令 1 = b MRAR. 


第 9.4 节 

1.50 黎 3.(a)72.2 秒 ,25.510 米 (b)4020 米 (c)6378 米 
5.1 = 2.135 秒 ,x = 66.42 英尺 7.(a)vo = 9.9 米 / 秘 (b)e = 18.4? 或 71.6。 
9.190 英里 / RJ. 11. 高 尔 夫 球 将 磁 到 树 项 的 叶子 . 


13.149 英尺 / 秒 ,2.25 秒 15.39.3° 或 50.7° 17.46.6 英尺 / 秒 
21.1.92 秒 ,73.7 英尺 (近似 值 .) 23.4.00 英尺 ,7.80 英尺 / 秒 25. (b)vo 将 平分 人 AOR 
27. (a) 〈 假 定 在 击 球 点 “x*” 是 零 .)r(:) = (t)i + (aJ, P (t) = (35 cos 279): Myl) = 4+ (35 
sin 27°)1 - 162. 
(b) Æ t ~ 0.497 秒 , 它 达到 最 大 高 度 约 7.945 英尺 . (c) 射程 = 37.45 英尺 ,飞行 时 间 = 1.201 #b 
(d) Æ t = 0.254 和 4 = 0.740 秒 , 它 离 落地 点 约 29.554 英尺 和 14.396 英尺 . 
(e) 对 .情况 改变 是 由 于 球 将 越 不 过 网 . 


31. (a) r(t) = (xG(t))i+ (yaJ, IEP x(t) = (z) (1-e 9)(1S2cos 20°- 7.6), Mi y(t) =3+ (a 
— e7081) (sin 20°) + (a) (1 = 0.08; — e ?0%’) 

(b) Æ t ~1.527 秒 , 它 达到 最 大 高 度 约 41.893 英尺 . (ME ~ 351.734 英尺 ,飞行 时 间 <= 3.181 #b. 

(d) Æ t = 0.877 秒 和 1 = 2.190 秒 ,这 时 它 离 本 垒 约 106.028 英尺 和 251.530 英尺 . 


(e) 否 . 在 击 打 方向 的 阵风 需要 大 于 12.846 英尺 / 秒 ,这 样 对 于 一 -个 本 拿 打 , 球 可 越过 围墙 . 


第 9.5 节 


1. (a) 和 (e) 是 同一 个 . (b) 和 (g) 是 同一 个 . (c) 和 (bh) 是 同一 个 . (d) 和 (f) 是 同一 个 . 
3. (a)(1,1) (b)(1,0) (c)X0,0) (d)(- 1, - 1) 


s. w (FaF) 00)(2, -至 ) 或 ( - >, 等) ¿oís, 


习题 答案 ”1269 ， 


13. 115. 17. 

+ ñ 
_ I 

O<0<x.r=1 | =E 

l a 

一 一 一 一 一 一 多 一 一 一 一 一 一 > x 

r<0 

19. y = 0,x 轴 21. y = 4, 一 条 水 平 直线 


23.x + y = 1, 一 条 直线 (斜率 =- 1,y - RE = 1) 
28.2 + (y -2) = 4, 一 个 圆 (中 心 = (0,2) ,半径 = 2) 
27.zy = 1( 或 ， = 十 ) ,一 条 双 曲 线 29.y = e M — 31.y = In x, 对 数 曲线 


33.(x+2) + 2 = 4, 一 个 圆 (中 心 = (- 2,0) ,半径 = 2) 
35.(x- 1)?'+ (y - 1)2 = 2, 一 个 圆 ( 中 心 = (1,1) ,半径 = V2) 


37.rcos 0 = 7 3.0 = + 4. = 4 或 r=2 
43. (4cos20 + 9sin20) = 36 45.rsin20 = Acos 0 47.r = 4sin 0 
49. (a) 51. (a) 53. (a) 


r=! +cos 0 


r= -—25sin 30 


(b) 区 间 长 度 = 2r (b) 区 间 长 度 = x/2 (b) 区 间 长 度 = 2x 
55. (a) 57. (a) 


r=2 cos 30 


(b) 需要 区 间 = (- wm ,oo) (b) KEKE = x 
59. x $h, y 轴 , 原 点 61. y $ 


。 1270 ` 习题 答案 


63. (a) HÆ r = asec 0 等 价 于 rcos 6 = a, 这 等 价 于 Cartesian( 笛 卡 儿 ) 方程 x = a 
(b)r = acsc 0 等 价 于 y = a. 


67.(0.0),( 1, 亚 ) .( 1 到 69.(0,0) ,( 2, + =) ni.(0,0),( £ zg) 
Baa CP OP OCR ORORO RoR) 
75. 部 分 (a) 


81. d = [(x;- tF + (yyy) = [(rcos 0, — ricos 0,)2 + (rasin 0, - risin 91)?]!2, 再 用 三 角 恒 等 式 化 简 . 


第 9.6 节 

1. 在 9=0:-1; 在 9=x:1l 

3. 在 (2,0) :- 地; 在 ( 5) 0; 在 (2,7) : Fels, Z): 0 5.9 = IT[x=0] 
7.0=0y =0,0= |y= (tn):] o = Z[y = (ns)z] 


13. 18x 15. 17.2 19. > -1 21.57 - 8 
x y3 3 az 19 

23.343 — x 25. + 27. 12x - 9./3 29.(a) > - 3 31. 5 

33.8 35.3(J + In( 1 + V2)) 3. + 39.2x 


45. (a) 令 r = 1.75 + 9206 0 < 9 < 12r. 


(b) 因为 95 = 区 ,这 是 关于 曲线 弧 长 的 方程 (4)， (e) = 741.420 厘米 ,或 ~ 7.414 米 


wfe (8) (2) wasta) rens 


2xr 


COL = 741.420 厘米 (由 部 分 (c)),L = 714.416 厘米 


第 9 章 实践 习题 
1.(a)(- 17,32) (b) V 1313 3. (a)<6, - 8) (b)10 
| 


Ú Tar Js 2 
5 |- 人 时针 方向 ]】 n 25 


9. KE = 2, 方 向 是 上 上 zg u. 8 = 2(- i) 
13. 单位 切线 [Z+ pi) - 单 位 法 线 = (- is zi) 


15. 见 右 图 


习题 答案 ”1271 ` 


3 
17. |v| = J, ul = šu c v = v ua-30- eos -元 | = 0.32 弧度 ， 
10 了 Ogr<6cos 0 


|uleos 0 = 342 roju = TG + j 


0 6 
2. l. 3. 6, 
Bu- ($i +i) + (i, 5) 
21. (a)v(:) = (- 4sin t)i + Seos 1)j,a(r) = (~ 4cos t)i + ( -/2sin 1)j 
(b)3 (e)cos™' + = 38.942 度 第 31 题 图 
23.1 25.6i 27.r(t) = (cos t — 1)i+ (sin t + 1)j 29.r(1) = i+ čj 
见 右 图 
33.(d) 35.(1) 37.(k) 39. (i) 
41. (a) 43. (a) 
> y 
r = cos 20 
| rcos 0=1 i 
(b)2x (b)z/2 


45. 切线 在 9 = T. E S IE MELIA y = + x. 
47. 水 平 的 :y = 0 ， f as = + 1.739; Z EJ: x = 2,x = 0.067,x = - 1.104 


49. y =+ x+V2 fÑ y =+ x - /2 51.x = y, 一 条 直线 53.x2 = 4y, 一 条 抛物 线 55.x = 2, 一 条 
竖 直 直线 


. 了 3 >. 7 16 
57.r =- 5sin 0 59. r "cos'0 + 4r2si 20 = 16, È 2 = 一 一 一 一 
r sin r cos + r SIN 或 r cos20 + 4sin20 
61. = 63.2 + + 65.8 67.r — 3 y 
69. 速率 ~ 591.982 英里 /小 时 ,方向 < 8.179 度 东 偏 北 On -cos nj 


71. 它 在 ~ 2.135 秒 后 触 地 IE ES BE E AF25 66.421 ER. BE CRA RAA 
动 ,那么 在 被 投掷 3 秒 钟 后 它 仍 在 那里 . 


73. (a) 见 右 图 
(b) v(0) = (0,0) v(1) = (27,0) a(0) = (0,7?) a(l) = (0, - @) 第 73 题 (a) 图 
v(2) = (0,0) v(3) = (2x,0) a(2) = (0,x°) a(3) = (0, - x) 


(c) 最 高 点 :2r ER / 秒 ; 轮 心 :x 英尺 / 秒 , 理 由 ;因为 轮子 每 秒 滚动 半 轿 或 x 英尺 , 轮 心 将 每 秒 移动 x 英尺. 
因为 轮 缘 以 速率 x 英尺 / 秒 绕 中 心 旋转 ,最 高 点 相对 于 轮 心 的 速度 是 r 英尺 / 秒 ,总 速度 就 是 2x 英尺 / #b. 
75. (a) = 59.195 ÆR / $ (b) = 74.584 ÈR / #b 


2 2 
77. 我 们 有 x = (vot)cos a My + = = (vot)sin a .平方 并 且 相 加 得 x? + Ë + zr) = (vot) (cosa + sin2a) 


2 
= vot’. 


79. (a) r(t) = | (sscos 18° ~ H. D(z x) - e0) ] ig 


155sin 18° -0.091 , _32_ -002 | ， 
(4+ ( 0.09 KER ) + pll- 0.09; — e JE 


x(t) = (155cos18° -~ 11.7)( 5%) (1 — e: 


` 1272 - 习题 答案 
155sin 18 -0.09: 2 -0.09: 
ylit) = 4+ ( 1 ja- ) + 00m! 0.09; - e ) 


(b) Æ = 1.404 秒 , 它 达到 最 大 高 度 = 36.921 英尺 . 
(c) 射程 ~ 352.52 英尺 ,飞行 时 间 ~ 2.959 Æ 


(d) 在 时 刻 上 ~ 0.753 EFI t ~ 2.068 $, CH ELH 98.799 英尺 和 约 256.138 英尺 . 
(e) 否 , 击 球 手 没有 击 打 本 侄 打 . 如 果 拖 搜 系数 天 小 于 = 0.011, 击 打 将 是 本 驹 打 . 


81. 相 邻 两 圈 之 间 的 宽度 是 常数 ,总 是 2xa. 


第 9 章 附 加 习题 
1. (a)v = 4i + 2j 
(b)r() = Aris (21+ 165 = 20t) ,其 中 0 < :<5 


(c) 见 右 图 


3. 二 对 所 有 5S.v- j = 12,a- j = 26 


B 


7.(a)r = e (b) 2 (e ul) 


9. 2 [ z - 4) 


, 
| (曲线 方程 


rir) = 4r + 


E.. 


I 


100 


箭头 方向 的 曲线 
3x(20 — x) 


100 3 
对 于 Ox 20) 


第 1 题 (c) 图 


Sm 


第 10 章 


第 10.1 节 

1. 过 点 (2,3,0) 平行 于 z 轴 的 直线 

7. 在 yz 平面 上 的 圆周 7 + 2 = 1 

11. (a)xy 平面 的 第 一 象限 

13. (a) 中 心 在 原点 半径 为 1 的 球体 

15. (a) 中 心 在 原点 半径 为 1 的 上 半球 面 


3. x 轴 


17.(a)x = 3 (by =-1 
19.(a)z = 1 (b)x = 3 
21.(la)x'+ (y-2)2 = 4,z = 0 (b)Xy-2)2+ 2 = 4,z = 0 


(b)x = 1,z =-1 
27.0< z< 1 


23.(a)y = 3,z =-— 1 
25. x? + 2 + 2 = 25,z = 3 


5. 在 平面 z = - 2 上 的 圆周 +y = 4 


9. 在 xy 平面 上 的 圆周 x+ 2 = 16 
(b)xy 平面 的 第 四 象限 

(b) 跟 原点 距离 大 于 1 的 所 有 点 

(b) 中 心 在 原点 半径 为 1 的 上 半球 体 


(e)z =-2 


(c)y =-1 


(c)x2 + z2 = 4,y = 2 


(c)x = l,y = 3 


29.z < 0 


31. (a)(x - 12 + (y- 12 + (z -1)2 < 1 (b) (x -~ 1) + (y - v +(z-1) > 1 
2 1 2 / 1 

33.3( 41 + zi = =) 35.5(k) 37. zi- B Sa k) 
39. (a)2i (b) ~ V3k (c) Ši + Zk (d)6i - 2j + 3k 41. 言 (2 - 5k) 
43. (a)5V2 —i + — 

(a)5V2 (b) i+ 了- z“ (c)X(1⁄2,3,5/2) 
45. BM, _ a 7 9 

(a) V3 (b) - a zl r. (o( 福 ,过 ， >) 
47.4(4, - 3,5) 49.(x -1) + (y - 2)2 + (z — 3)2 = 14 51. C(- 2,0,2),a = 242 


一 ji 


习题 答案 ”1273 ， 


1 543 
53. C(- 2,0,2).a = 2V2 ss. [- 1,- L,- 1). s $8 
57.a) V y + 2 (b) / < + 2 (e) / < + >° 
59.(a) Zi + j - 3k (b)i + j - 2k (e)(2,2,1) 
第 10.2 节 
1. (a) - 25,5,5 (b) - 1 (c) -5 (d) - 2i + 4j — V5k 
3. (a)25,15,5 (b) + O (d) + (10i + 11j - 2k) 
` 2 2 1 
5. (a)2,V 34 ,/3 b — d) 一 (5j - 3k 
(a)2,/34,/3 (b) 万/ 天 t) 7 (d) 17(5j ) 
3. 3. 3. 3. 14, 28. 14 10. 16. 22 
7.( Zis i) (- i+ i+ k) 9. (Žiu 3j k) (Pi - Sj Zu) 
11.0.75 弧度 13.1.77 弧度 


17. lux vi = 3.3 i 二 j+ Sk vx u| - 3 .方向 是 - 3i- Ti - Zk 
19. |uxv| = 0. 没 有 方向 ;|vxu| = 0, 没 有 方向 
21. |uxvY| = 6, 方 向 是 -kk;|yxu| = 6, 方 向 是 k 


1 2 一 1 2 

23. |u x v| = 6V5, 方 向 是 一 i -三 k;|vxu| = 6Y5, 方 向 是 - —i+ -k 
V5 5 V5 5 

25.uxv=i+k 27.uxv=-2k 


29. (a)2 V6 (b) + C i+ j+ k) 31. (a) 2 (b) = GG D 


万 
33.8 35.7 37.(a) 没有 (b)u 和 w 39.10/3 英尺 . 磅 
41. (a) A (b) 不 总 是 真 (c) Ë (a) 真 

(e) 不 总 是 真 (f) É (g) 真 (h) Ë 
43. (a)proju = Sv (b) +ux v (c) + (ux v) x w (d)|(ux v): w] 
45. (a) 是 (b) @ (c) 是 (d) & 


47. 否 ,y 未 必 等 于 w. 此 如 ,i+jzx-i+j, 但 是 ix(i+ji) =ixi+ixj=0+k=k 
#Hix(-i+j)=-ixi+ixj=0+k=k. 


11 25 
49.2 . . 一 
S1.13 S3 2 55. 2 
i i k| , 
4k : : . . | a, as 
57. ru = ai+ aj fll v = bi+ bj.MJux v = a, a 0 = | b k 
i 1 2 


b, b, 0 


` 1274 ` 习题 答案 


而 三 角形 面积 是 六 |a x vi =+ 方 | 。 |. 如果 u 北 时 针 转 到 v 成 锐角 , 则 取 (+) 号 ;车 u 顺 时 针 转 向 v 

1 2 
成 锐角 , 则 取 (- ) 号 . 

第 10.3 节 

1. 向 理 形 式 :r(1) = (3+ ii+(t-4jj+(t-1l)k 3. 向 量 形式 :r(!) = (5t - 2)i+ (5t)j+ (3 -5t)k 
参数 形式 :x =34t,y=-4+t,z=-1+t 参数 形式 :x =-2+5t,y = 5t,z = 3-5t 

5. 向 量 形式 :rC1) = (2t + 3)i- (t+2)j+ (3t +1)k 7. 向 量 形式 :r(4) = (3t + 2)i+ (Tt +4)j + (5 - St)k 
参数 形式 :x =3+2ty =-2-1,:=1+3t 参数 形式 :x = 2+3t,y =4+7t,z = 5—5t 


9. 向 量 形式 :rf(1) = (2-2r)i+ (4: + 3)j - (2t)k 
参数 形式 :x = 2- 2t,y = 3+4t,z = - 2t 
ll.x = t,y = t,z = (3/2)1,0 < tgl 13.x = 0,y=1-2:t,: = 1,0 < t =< 1 


15.3x -2y-z=-3 17.7x - 5y -4z = 6 19. x + 3y + 4z = 34 
21. (1,2,3), ~ 20x + 12y + z = 7 23.y+z=3 25.x-y+z=0 
29.0 33. 19/5 35.9/ V41 

39.0.82 弧度 41. (3/2, ~ 3/2,1/2) 43. (1,1,0) 
45.x=1-t1,y=1+t,z=-1 47.x = 4,y = 3+6i,z = 1+3t 


49.71 交 L2; L2 FFF L3; L1 和 L3 相 错 . 

Sl.x =2+2t,y==-4-t,z=7+3t;x=-2-t,y=-2+ (1⁄2)t,z = 1- (3⁄2)1 

53.(0, - 1⁄2, - 3⁄2),(- 1,0, - 3),(1, - 1,0) 

55. 直线 和 平面 不 平行 . 57. 答案 有 多 种 可 能 .一 种 可 能 是 x + y = 3 和 2y+z=7. 


x 


59. 地 + 广 + — = 工 表示 了 所 有 平面 ,但 过 原 或 平行 于 坐标 直线 的 除外 


第 10.4 节 

1. 图 形 (d) , 椭 球 面 3. 图 形 (a) , 柱 面 s. 图 形 (1) , 双 曲 抛物 面 
7. 图 形 (b) , 柱 面 9. 图 形 (k) , 双 曲 抛物 面 1. 图 形 (h) , 锥 面 

13.(a) TOÀ (her (e) ral 

第 10.5 节 

l.v = i+ 2tj + 2k;a = 2j; 速 率 :3; 方 向 : +i+ $j Zka) = 3[+i+ ja Žr) 


3. v = (~ 2sin ż)i + (3cos t)j + 4k;a = (- 2cos 1)i- (3sin 1)j; 速 率 ;:2Y5; 方 向 : ( 一 ghi [)w= (2) = 


PAA Nt 


习题 答案 ， 1275 > 


2 , ; . _ (一 Ji 2i k: 速率 : V6; 方向 ; bi + 2i; Lk;v(l) = 
siv= (Ei)ir2d+ik:a= C++ ; 速率 : v6; : 万 fl m: 
1 2 1 
5 人 ( + Ai + ZA) 
"Ri! 61 * % 
7.x/2 9.x/2 li.t = O,z,2z 


1.( 计 ji+ 丰 + (> )x 15.( =222]; + 2k 17. (n 4)i + (ln 4)j + (In 2)k 


2 2 2 
(= +1)i (55 +2)j+ [> + 3)k 


(G +1)? =- i+ (- e`! + 1)j + On(t+1)+1)k 23.r(t) = 8ti+ 8tj + (- 16t? + 100)k 
25.x = t,y =—-l,z = 1+ t 27.x = at,y = a,z = 2nb + bt 


3, 6 La 2 La 2 l, 2 
29. = (2: + (二 +) [ z: + +) 3i-j+k 
r(t) > i i 2 | j+[ 2 Ti 2 Fi (3i- j+ k) 
+ (i+ 2j + 3k) 


— 
© 
" 

入 
~ 

NN 
I 


N 
pmi 
" 
一 
= 
© 
" 


31.Max|v| = 2,min| v| = 0,max|a| = 1 
33.Max| v| = 3,min| v| = 2,max|a| = 3,min|a| = 2 
第 10.6 节 
2 2 )i 5 
L.T = [- $sin 1)i+ (eos ij+ 之 kar 
3.T = —! 1+ E, $ 5.T = (— cos t)j + (sin r)k, — 
工 + 上 l+ 3 2 
_ Í eos t — tsin t sin t+ tcos f Ye = 
zT = [ t+1 Jie ( t+1 Ji (ea + 
9.(0,5,247) — H. (0 = sir = Š 13. (0) = Be -fi,L = E : 


15.T = (cos t)i- (sin t)j,N = (- sin t)i~ (cos t)j,« = cos t 


t : -t 
zj, N = 


1 ， 
Zl. V l+:t 
19. V2 + In(1 + ./2) 

21. (a) 柱 面 是 t + y = 1, 平 面 是 x+z = 1. (b) 和 (ec) LER 


1 


: 1 : 
l- Jx = 
V/1l+£ Vl+e A/R) 


17.T = 


(d)L = Ñ V l+ sintdt (e)L = 7.64 
23.{z -于 ) spazi 第 21 题 (b) 和 (c) 图 
第 10.7 节 
T= 398 t _ asin ti + + K.N = (- sin t)i — (cos t)j, 


[4 Ji- (sin :)j- £ 3 4 
B = [eos t)i - 5sm tjj- gs = 35t = — 38 


cos £ — sin t cos t + sin t 
sr | u, | Ji. 
v2 + 2 P 
— Cos t — sin t — sin t + cos t 1 
N= Í L ( iB = k, = > = Ü 
万 + 万 i “= 
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t ñ 1 N l tj 
5. T = 1 + 5 j,N = 5 一 5 一 一 ， 
Vre +l Vi+rl Vl VE+1l 
1 
= 一 = 一 7 = 0 
B k. OPG EAS 
7. T = ( sech tia (tanh I)iN = (- tanh t)i (sen +). 
B = k,k = Lek ,rt = 0 
a a 
9.a= lalN ll.a(1) = AT 2y 13.a(0) = 2N 
x). 2. 2, (三 ) - v2, 2. 
15. (2) = zit 2i-k,T 4)=- P i+ zj» 
x J2. 2. (z)= .: a . 
n( 5) = - Si- Zie) = ks 密切 平面 :> =- l; 


法 平面 : — x + y = 0; 次 切 平面 :x + y = V2 
17. 是 的 ,如 果 汽 车 在 曲线 路 径 上 行驶 (x zz 0), 则 as = <| v 


21.]F| = «| =( 9) ] 23.(b)cos x 


2 Z 0 fü a < 0. 


~ 2e 1 1 
25. (byN = i+ j (ON = -一 (vv 4 — Pi ii 
1 + 4e*! Z l+ de z Pi 可 
29. > 33.(a)b -a (b)z 33.(a)b — a (a)x 
_ 2 _ | sin x| 
STe = (1 + 4x2)22 39. = (1 + cosx)’ 
第 10.8 $ 
1.T = 93.2 分 3.a = 6763 FX S. D = 6480 TÆ 
7. (a)42167 FX (b)35788 FÆ 


(c)Syncom 3,GOES 4, 和 Intelsat 5 
9. 距 地 心 a = 383200 千 米 ,或 距 地 面 约 376821 FX 


第 10 章 实 践 习 题 


2 3 6 8 2 8 
1. KÆ = 7, 方 向 说 i - —j + —k. 3. i- j k ixü+ph =k 
Tatta J3 B t 33 


5. |v] = 2, ul|= 3,v-u= u: vy = 3,vx u =-)2i+)2j- k, 


ux v = 2i- 2j + k, 


] 
|vxul = 3,0 = eos 万) = +: |ulcos 6 = F poin = G+ x 


7. $j- D- T(Si+j+ LU 9.ux v =k, WAR 第 9 题 图 
11.2V7 13.(a) V1I4 (b)1 17.x = 1- 3t,y = 2,z = 3+7t 
19.2z + y+ z = 5 21. —9x + y + 7: = 4 


23.(0, ~ 1⁄2, = 3⁄2), (- 1,0, ~ 3),(1, =- 1,0) 25. — 

29.7x -3y- 5z =- 14 31. gO- 3 + O 33.(4/3, - 2⁄3, - 2/3) 
35. (a) 不 对 (b) 不 对 (c) 不 对 (d) 不 对 (e) 对 

37. V78/3 39. /2 41.3 43.11/ V 107 


习题 答案 ` 1277 ` 


45. 47. 49. 


x 2 2 
51. 长 度 Z 1 r n[ Z, I 
2. 2. 1,. l. 1. _ 1. 1, 4, 2 _ l 
53. T(0) = 3i- 3ji+ y k;N(0) = pit PBO = yp ta tA" = 3t% 
1 4 4 1 .. 8 
= -zi + —j; n =- —- i+ —jj;B(In2) = k;k = ;Tt = 0 
55. T(In 2) i+ J N(In 2) Jo + Jp” (n2) = k JT T 
57.a(0) = 10T + 6N 
1 1 l. l. 
59. T = (ze 中 - (sin #)j + (ee t) kN = (- p” t)i- (cos t)j 一 [sn t) ks 
1 1 1 
B= —i- —k;k = —;r = QO 
BOB TAT 
61.7/3 63.x = l+ t,y = t,z =—- t 65.5971 千 米 ,1.639 x 107 千 米 ?,3.21% 可 见 
第 10 章 附 加 习题 
1.(26,23, - 1⁄3) 3. F| = 20 lb 9.(a)6/ v 14 
q 2 
15. 党 1+ j- Tak 17.(a)|F| = amh D raye) (b) 对 
21. (a) g = rcos 0 - r sin 0,32 = r sin 0 + r cos 0 
(b) d = xcos 0 + ysin o,r = = xsin 0 + ycos 0 
23.(a)v(1) = — u, + 3ua,a(1) = - 9u, - 6us (b)6.5 英寸 
第 11 = 
第 11.1 节 
1. (a)xy 平面 内 的 所 有 点 (b) 所 有 实数 (ec) 直线 y ->x = c 
(d) 没有 边界 点 (e) 既是 开 的 又 是 闭 的 (f) 无 界 
3. (a)xy 平面 内 的 所 有 点 (b)z > O 
(c 对 于 /(x,y) = 0, 原 点 ;对 于 x,y) 关 0, 中 心 在 (0,0) 的 椭圆 和 分 别 沿 x 轴 和 y 轴 的 长 轴 和 短 轴 . 
(d) 没有 边界 点 (e) 既是 开 的 又 是 闭 的 (f) 无 界 的 
5. (a)xy 平面 内 的 所 有 点 (b) 所 有 实数 


(c) 对 于 f(x,y) = 0,x Wy 轴 ; 对 于 /f(x,y) 0, 以 x 轴 和 y 轴 为 对 称 轴 的 双 曲 线 


- 1278 ` 习题 答案 


(d) 没有 边界 点 (e) 既是 开 的 又 是 闭 的 (f) 无 界 的 
7. (a) 满足 C + 2 < 16 的 所 有 点 (x,y) bzs (e) 中 心 在 原点 .半径 + < 4 的 加 


(d) 边界 是 圆 x* + y? = 16 (e) 开 的 (ft) 有 界 的 
9. (a)(x,y) > (00) (b) 所 有 实数 (e) 中 心 在 (0,0) B.3⁄ 4 > > 0 的 圆 
(d) 边界 是 单个 点 (0,0). (e) 开 的 (f) 无 界 的 
11. (a) 满足 -1<y-x 有 1 的 所 有 点 (x,y) (b) - 7/2 < z g 7/2 
(c) ÆU y- x = c WAR, EF 1 < c < 1 
(d) 边界 是 两 条 直线 y= 1+x 和 y=-1+x. 


(e) 闭 的 (f) 无 界 的 
13. 图 形 (f) 15. 图 形 (a) 17. 图 形 (d) 
19.(a) (b) 21. (a) (b) 


W H w H H 
一 上 


+ 一 


23.(a) (b) (b) 


z=-G2 + y?) 


27. (a) (b) 


n 


习题 答案 


29.x2 + y? = 10 
33. (a) 


> 2 
FT = + vez? 


37. (a) 


J(x, y. at x? y? =1 


4. wz-y-inz=2 43. = = In2 


第 11.2 节 

1.5/2 3.2V6 5.1 
11.0 13.0 15. - 1 
21. 19/12 23.2 25.3 


27. (a) WA (x. y) 
29. (a) 除去 x = 0 或 y = 0 的 所 有 (x,y) 
31. (a) 所 有 (x,y,z) 
33. (a) 所 有 zz 关 0 的 (xz,y,z) 

35. EW y = x,x > 0, 和 和 沿 y = 
39. 考虑 路 径 y = hx,k 是 一 个 常数 ,k 2 - 1. 


45.6 = 0.1 47.8 = 0.005 
55.0 57. 不 存在 
63. 不 对 65.(a)/(xz,y)| ,= 
67. 极限 是 1. 69. 极限 是 0. 
第 11.3 节 
< 0 
1. = = 4.5 =-3 3 
5 JÉ = 2y(ay- D, JÉ = 2x(ay- D 7. 


-Jx 


(b) 除去 圆柱 x? + y? = 


31.tanrly — tan-!x = 2tan 1V2 


(b) 
(b) 
JG,y,zy=z—x2— y2=1 
BËz=x2+y2-+41 
x y 
45. 是 的 ,2000 47.63 + É 
7.1⁄2 9 1 
17.2 19.1⁄4 


(b) 除 (0,0) 外 的 所 有 (x,y) 


(b) 所 有 (x,y) 
1 内 部 的 所 有 (x ,3,z) 


(b) WA x? + 2? a 1 的 (x,y,z) 
x,x < 0 的 路 径 . 


37. 考虑 路 径 y = kx?,k 是 一 个 常数 . 
41. 考虑 路 径 y = kx?, 上 是 一 个 常数 ,hk 之 0. 
49.8 = v0.015 51.8 = 0.005 


61./(0,0) = In 3 


af _ , 9f _ ° 
Jx 52 + 0) = * -1 
df _ x If _ y 


gx m y: 3y x 


1279 + 


1280 ` 习题 管 案 


2 > 2 
o L£ l 2 -1L 1 HL, 
Jx (x + y) dy (x+ y) ax (xy -1)2797 (xy — 1) 
If _ asa 9f _ asal of __! af 1 
13. Fr "° y7 e 15. x ` K+ yy ray 
d 3 . 
17. of = 2sin( x - 3y)cos( x — 3y), = — 6sin(x - 3y)cos( x — 3y) 
Oo x 3 
If ava of _ oy 9f _ af _ , 
19. Ja = yx y = xla x 21. Ja 二 一 AEREE = g(r) 
23.f = yf = 2xy,f. =- 4z 28. f, = 1f =- yG a 22712 f = — z( 2 > 2y-1⁄2 
z xz xy 
27. f T 2 7 ;fy = 2 3 of: = = SS 
y l= x yz V l= x yz V 1 x2y2; 
1 2 3 
Df yh Ta a3 


3L fy = -re 


33.f. = sech2(x + 2y + 3z),f, = 2sech’(x + 2y + 3z),f, = 3sech2(x + 2y + 3z) 


j 9 
35. 2f ~ 2x sin(2rt — a), = sin(2zt — a) 


3t ` 
f] 1 
37. 7 = sin $ cos 2,34 = pcos $ cos 0,3 = ~ psin Ê sin 0 
2 
39. W(P, V, 8, v,g) = V,W (P, V,8,v,g) = P + E, 
Vo? Vôv 
W(P, V, ð, v,g) = 2g’ VPV vg) = 
Vav? 
W(P,V,0,r,g) =- 2g 
9f _ 9f _ PL _ of go ZL_ ar _ 
41. 535 = 1 + yy = l+ vya = 0,55: = 0,373x = F303y = 1 
a 2 22 
43. FP: = 2xy + ycos 了 = x° ~ sin y+ sin x = 27 - ysin x, 
228 _ 2 _ lg 
Jy 7 — cos > 577 = Dray = 2x + cos x 
PA O l or__l or -1 9r 1 Pr Pr -1 
3x x+ 7 “97 x+ yax (x + y)? ay - (x + y)2'9yƏx T 9x9y (x + y)? 
v Iw _ 2 Jw _ 3 3? w _ 3w _ -6 
`x 2x+3y"9y 2x+3y'Əy2x ` dx9y (2x + 3y)? 
Iw 2 2 du 2 2 Iw 3w 
49. J = Y + 2xy + 3x Ty = 2xy + 3x°y GE = Iray = 2y + 6xy2 + 12x273 
51. (a)x 首先 (by 首先 (Or 首先 
(d)x 首先 (e)y 首先 (f), 首先 
53.£.(1,2) = - 13,£.(1,2) =- 2 55.12 57. - 2 
JA a JA ccos A — b ln v 
59. Ja = besin A'da = besin A bl. = ulne) I 77. 对 
第 11.4 节 
dw du dw du 
1. di = 0 (z) = 0 3.(a) dr = 1, (b) a (3) = 1 
dw _ dw 
5. (a) q; = 4t tan t+l (b (l) = x+l1 
3: . . Oz . . 4ucos?v 
7. (a) J, = Acos vln( usin s) + 4cos v, 3 = ~ 4usin vln( usin v) + 一 
ju ðv sin v 


tv Y 了 


习题 答案 1281 
) - ); 
(b) = VIn2+2),5 = - 2V2(In2 - 2) 
ðu 2 
0 w d w 5 2 H 2 w 3 
二 了 1 —— =- ， Du“ = = 一 
9. (a) Ju = ZU + 4uv ,3 =—-2r+2u (b) Ja 3,57 2 
Ju Ju z Ju 一 Y Ju du Ju 
= = — = 一 一 一 人 -二 0,-— = s34 = 2 
11. (a) Fx = 0y w SERP GF (b) Jx Jy J: 
dz Əz dx Az dy A w Ju ðx Iw dy Jw ðz ðw _ ðw Jx Jw dy ðw ðz 
13. dt ~ ðx dt + Jy dt 15. ju ` ðx Ju + dy Ju + Nz Əu ðv ` Ax ðv t OY ðv 十 dz ðv 
w w 
17 dw Aw or dw dy Iw dw ox Ju ov 19 Jz _ Əz Ax dz dy Oz Az Ax 3: 9y 
` ðu  Əx Ju t 3y ðu’ ðv T Ox 3v * Jy ðr ` jt ox ot EP 2t'Əəs ` Ox ðs + 9y ds 


ðw dw ou ðw dw Ju Iw 
21. ðs ` du 3s’ 3ðt = du Jt 23. ar 一 
Iw 
ðs 一 
w W 


第 21 题 图 
Iz 1 jd: 3 
.4 .- = _ = 
25.4⁄3 27 47/5 29 元 4 '3y 4 31 
dz Əz 
33.12 35. -7 37. J7 = 2, = 1 


45. (cos 1,sin 1,1) 和 (cos(- 2),sin(- 2), - 2) 
- 2) ;最 小 值 在 B)al 2 - 12) 


在 | 22 V2 v2 
47. Ga) 最 大 值 在 人 - 2 2) af =, 
(b) 最 大 值 = 6, 最 小 值 = 2 


39. -~ 0.00005 安培 / 秒 


< 1282 - 习题 答案 


第 11.5 
1. 3. 
Y Y 
1 ÀK ve=2i+j 
ol yx = -1 
> 1 — r 
( -1.0) l 
-1 
; . 26j 23, 23 
5. Vf = 3i + 2j - 48, Vf = Dir si -954 
11.31/13 13.3 15.2 
1 1 
17. u =- i+ Zj,(D.D, =Z; -u= LiL j, (Df)p = -2 
B 万 ] 万 zi af) p 
1 5 1 5 
19. u = i- k, (Df)p = 3⁄3; =- i+ j k,(D_af)p =- 343 
35 331 -35 Pr, 3⁄3 “3 ji fr, 
1 
2l.u = 一 (i+j+k),(D = W3; -u=-4(i+jak), (D. )p =- 2⁄3 
B J J)e B J J) P, 
9 
27. (a)x+y+z=3 (b)x = 1+2t,y=1+2tz=142t 
29. (a)2x-z-2=0 (b)x =2-4i,y = 0,z = 2+ 2 
31.(a)2x + 2y + z -— 4 = 0 (bx = 2t,y = 1+2:,z = 2+ 
33.l(a)x+y+z-1=0 (bx =t,y= l+ t,z = 1 
35.2x -z-2 = 0 37.x - y +2z - 1 = 0 
39. 41. 
y 
4 Vf si + avj y 
vy = 4 
x x 
Vf = —2i + 2j 
-2 
4&3.x = 1,y = 1+2:,z = 1 - 2 S.r=l-2y= la = T + 2 
7 2 7 2 
47.x = 1+90t,y = 1- 90t,z = 3 49.u = — - —j, -u = - —— i+ — 
V53 V53 V53 V53 
51. 不 对 ,最 大 变化 率 是 VI85 < 14 83. -$ 
55. (a) Biin - — os v3 = 0.935% ⁄ 英尺 (b) V3sin V3 - cos V3 = 1.87 / $ 
IEE aoon E 
4 o 4 ‘2V2 


r" A PEMO EETA Hre 
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第 11.6 节 
1.(a)L(x,y) = 1 (b)L(x,y) = 2x +2y- 1 3.(a)L(x,y) = 3x -4y+5 (b)L(x,y) =3x-4y+5 


5.(a)L(z,y) = 1+x (Db)i(x,y) =- y+ > 7T.L(x,y) = 7 + x - 6y;0.06 
9.L(x,y) = x+ y + 1;0.08 11.L(x,y) = 1 + x;0.0222 

13. 对 于 两 个 尺寸 中 较 小 的 一 个 给 与 更 多 关注 . 它 生 成 更 大 的 偏 导 数 . 

15. 最 大 误差 (估计 ) 的 绝对 值 < 0.31 17. 最 大 相对 误差 = + 4.83% 


19. 令 |x-1|l<0.014,|y-1|<0.014 21. = 0.1% 


23. (a)L(x,y,z) = 2x +2y +2z — 3 (b)L(x,y,z) = z (c)L(x,y,z) = 0 
25. (a)Llx,ysz) = x — (b)L(z,y,z) = 5 方 ? (Lrsyss) = bx + ys =: 
27. (a)l(x,y,z) = 2+ zx (b)L(x,y,z) = x- y z+ > +1 (c)K(x,y,z) = x-— y— z+ 2 +1 
29.L(x,y,z) = 2x — 6y - 2z + 6,0.0024 31.L(x,y,z) = x+ y- z- 1,0.00135 
33. (a) So( Bap + dx ~ 54 - 3042] (b) 对 高 度 变 化 更 敏感 
35.f 对 4 的 变化 最 敏感 37. s 英尺 ? 39. 可 能 误差 的 绝对 值 < 4.8 
第 11.7 节 
13 3 31 
1.7(- 3,3) =- 5, 局 部 最 小 什 3./(-2,1) ,鞍点 sB - +) = - 二 ,局 部 最 小 值 
7.A(1,2) ,鞍点 9./(0,1) = 4, 局 部 最 大 值 11.f(0,0) ,鞍点 ;f(- 1, - 1) = 1, 局 部 最 大 值 


13.7(0,0) ,鞍点 ;/( S) = - BERMA 15./(0,0) , 较 点 ;f(1,1) = 2,f( -1,- 1) = 2, 局 部 最 大 值 
17./(0,0) = - 1, 局 部 最 大 值 19.Anr,0) ,鞍点 ;对 每 个 nm, 有 nr,0) = 0 

21. 在 (0,0) 取 绝 对 最 大 值 1; 在 (1,2) 取 绝 对 最 小 值 - 5 

23. 在 (0, - 3) 取 绝对 最 大 值 11; 在 (4，_ 2) 取 绝对 最 小 值 - 10 


25. 在 (2,0) 取 绝对 最 大 值 4; 在 { 3，- 于 ) ,( 3, 对) (1 - 于 ) 和 ( 1 至) 取 绝 对 最 小 值 3 


2.a =-3,b = 2 29. 最 热 :2 元 在 { - l 3)a[- L,- B) -Eeft ,0) 


31. (a)/(0,0),% (b)f(1,2) ,局 部 最 小 值 (OA, -2), 局 部 最 小 值 ;f(- 1, - 2) ,鞍点 
37.(1/6,1/3,355/36) 


41. (a) 在 半圆 上 ,maxr = 2VI 在 := + min f = -2 在 t = m; 
在 四 分 之 一 圆 上 max f = 2V2 fE : = + min f = 2 在 1 = 0,5 
(b) 在 半圆 上 ,maxg = 2 在 (= 于 ,ming =- 24E (= 3E, 
在 四 分 之 一 圆 上 ,maxg = 2#E t = Jomin g = 0 在 := o5 
(c) 在 半圆 上 ,maxh = 8 在 1 = 0,x;minh = 4 在 : = 5: 
在 四 分 之 一 贺 上 ,maxh = 8 在 ! = O,min h = 4 在 ，= > 


43. (i)min f = - +4 # t =- 方 ;无 最 大 值 


- 1284 ` 习题 答案 


GDmax f = 0 在 t=-1,0;minf =- + fE = - + 
(iii)max f = 4 在 :上 = l;minf = 0# í = 0 


第 11.8 节 


SERN ES >) 3.39 5.(3, + 3/2) 7.(a)8 (b)64 


9.r = 2 厘米 ,h = 4 厘米 11.1 = 4V2,w = 3V2 13./(0,0) = 0 是 最 小 值 ,f(2,4) = 20 ERAH 


15. 最 低 = 0", 最 高 = 125% 17.( 3 2,5) 19.1  21.(0,0.2), (0,0, - 2) 


3? 
23.f(1, -~ 2,5) = 30 是 最 大 值 ,f(- 1,2, - 5) = - 30 是 最 小 值 . 25.3,3,3 
2 2 2 yp = 
27. 三 x 三 x 过 29.(+ 4⁄3, - 4⁄3, - 4/3 31. U(8,14) = 128 
万 xñ x 万 单位 (+ ) ( ) 美元 
33. f(2/3,4/3, - 4/3) = + 35.(2,4,4) 


37. 最 大 值 是 1+ 673fE(. /6. 3.1) ,最 小 值 是 1- 673 E(. /6, -V3,1). 
39. 最 大 值 是 4 在 (0,0, + 2) ,最 小 值 是 2 在 ( + /2, + V2,0) 


第 11.9 f 

1.(a)0 (b)1 + 2z (O1+2; 3a p S) wE 
ð y ar x 

5.(a)5 (b)5 7.( 3), = cos 0 (5), = J 

第 11.10 节 

1. 二 次 :z + ayi ERa t ay + Day 3. 二 次 ;xy; 三 次 :xy 


5. 二 次 :7 + T ay - 7); Z IK:y + T ay - 2) + Gy -= 3xy2 + 2y2) 
7. Zk er +27) = yK + y 
9. 二 次 :1+ (x+ y)+(x+ y); ZKR:l+(x+y)+(x+y) + (x + y) 


11. 二 次 :1 -~ T+ _ FEC, y) = 0.00134 


第 11 章 实 践 习 题 
1. 定义 区 域 :zy 平面 上 的 所 有 点 ; 值 域 : > 0. 等 高 线 是 长 轴 沿 轴 , 短 轴 沿 * 轴 的 椭圆 . 


第 1 题 图 第 3 题 图 


3. 定义 域 . 所 有 使 x x 0 和 yy zz 0 的 (x,y):; 值 域 ¿ x 0. 等 高 线 是 以 x 轴 和 y 轴 为 渐 近 线 的 双 曲 线 . 


NAY l NC a. 


习题 答案 * 1285 > 


5. 定义 域 :zz 空间 的 所 有 点 ; 值 域 :所 有 实数 .等 位 面 是 以 z 轴 为 轴 的 旋转 抛物 面 . 


1 
ha, yz) = — l 
z 或 X + y" +z 


5 2 i ， 
= 2 2 2 
fy) V +y —< X +y +z =l 


2 2 
z= +y l 


第 5 题 图 第 7 题 图 


7. 定义 域 : 所 有 使 (*,y，,z) = (0,0,0) 的 (x,y,z); 值 域 : 正 实数 .等 位 面 是 中 心 在 (0,0,0) 和 半径 rr > 0 的 
球面 . 


9.-2 11.1⁄2 13.1 15. $ y = kë2.k 2 1 
0 3 
17. @; lim f(x,y) 不 存在 19. Š = cos + sin 0,“ Z =- rsin 0 + rcos 0 
(*.y)-=(0.0) ðr 30 
a 3 La Tar ıl 23 2P _ RT ƏP _ nT ƏP _ nR ƏP ar 
`9R REAR RP IR, O RE “9n V ƏR V ƏT ` Vy ` py 
2? 22 2x 2 22 1 22 2- 22 2 2 22 
g g 2x 98 _ lg 1 f __ £ f _ 2 _ 
25. 3⁄2 = KE = Y "9yOx jxay ` ` yi 27. 2 = 30x + (+ D27222 7 0,3797 = zəy = 
du 2w _ 2w _ 
29. dt = 一 1 31. FP = 2,55, =2-x 
t=0 {r,s)= (rx,0) (r.s)= (7,0) 
33. =- (sin 1 + cos 2)(sin 1) + (cos 1 + cos 2)(cos 1) — 2(sin 1 + cos 1)(sin 2) 
t=1 
35. dy =-1 m+ y+22= 0 z 
(x,y) = (0,1) VYflo. .n= j+ 2k 
37. 增加 最 快 方向 u = - Zi - 如 j; 下 降 最 快 方向 -u= 2, + Bj, _ 
V2 V2 7 y Vylooo=j 
Daf = 7 D..f =- 2 Paf =- 0, 其 中 u = TyT y 
39. 增加 最 快 方向 u = Qi. $j Ék; 
2. 3. 6 y y =j- 
下 降 最 快 方向 -u=- yi - -i 一 > k; flo- = j - 2k 
v 
Df = 7; Daf =-7; Duf = 7, 其 中 u, = TyT 第 45 题 图 
41.x/ V2 43.(a)A(1,2) = f.(1,2) = 2 (b)14/5 
45. RALE. 
47. 切 平面 :4x - y- 5z = 4; 法 线 :x = 2+4t,y=-l-t,z=1-5t NG 


49.2y -~-z-2=0 51. 切 平面 :x + y = x+ 1; 法 线 :y = x -x+1. 见 右 图 

S3.x=1-2ty= 1,z= 1⁄2 + 2# 

55. 答案 依赖 于 | | ,| 所 | ,| 所 | ,的 上 界 .对 于 MM=Y272,|E|<0.0142, 对 于 
M=1,|E|< 0.02. 

57.L(x,y,z) = y- 3z,L(x,y,2) = x + y-z-1 

59. 对 于 直径 要 更 细心 . 

61.dI = 0.038,1 的 相对 变化 率 = 15.83% ,对 于 电压 变化 更 敏感 
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63. (a)5% 65. 在 (- 2, - 2) 取 局 部 最 小 值 - 8 
67. 在 (0,0) 有 鞍点 /(0,0) = 0; 在 (- 1/2, - 1⁄2) 取 局 部 最 大 值 1/4 


69. 在 (0,0) 有 鞍点 ,A(0,0) = 0; 在 (0,2) 取 局 部 最 小 值 - 4; 在 (- 2,0) 取 局 部 最 大 值 4; 鞍点 在 (- 2,2)， 


A(-2,2) = 0. 
71. 在 (0,4) 取 绝 对 最 大 值 28; 在 (3/2,0) 取 绝 对 最 小 值 - 9/4. 
73. 在 (2, ~ 2) 取 绝 对 最 大 值 18; 在 (- 2,1/2) 取 绝 对 最 小 值 - 17/4 
75. 在 (- 2,0) 取 绝 对 最 大 值 8; 在 (1,0) 取 绝 对 最 小 值 - 1 
77. 在 (1,0) 取 绝 对 最 大 值 4; 在 (0,，- 1) 取 绝 对 最 小 值 - 4 
79. 在 (0, + 1) 和 (1,0) 取 绝 对 最 大 值 1; 在 (- 1,0) 取 绝 对 最 小 值 - 1 
81. 最 大 值 :5 在 (0,1); 最 小 值 : - 1⁄3 在 (0, - 1⁄3) 


9 RAEE - 方 ' 方 ); :最 小 值 : - 3 在 ( - 方 , 方 ， -万 | 
= w. [2 (83) = (99) 
87. RRES 1 [2° gha (- F - 方 ， -v3); 
emere- ma Aala a) 
89. (a) (2y + x?z)e” beefy- Z) (c)(1 + <2y)e" 
91. SE =s cos 02 S2 w, s = sin g ZE p SE e 97. (t, -124,1 t 是 实数 
第 11 章 
1.00.) = 10 -1 POE = TG. 2) ay ue 
f(xy) = 去 +4.g(z,y) = 4,2 19.y = 2n|sin x] + In 2 


1 - 2 2 
21. —(2i + 7i 98i — j ¿b = e —°" sin xx 
(a) zz. i + 7j) h -7 8i - 127j + 58k) 23 = 
第 12 章 
第 12.1 # 
1.16 3.1 5.2⁄2 + 2 


2 (3.2) | 


> 
-i 1 
> v 
0 3 t-l, -1) T -b 
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7.8 In8- 16+e 9.e-2 


dn In 8. In Si 


In In & 


11. Žim? 13.1⁄6 15. - 1/10 


17.8 19.27 


1 (1.1 
Y= 4-4 

2 (1 21 

m > V > v ` 
9( /97y)⁄2 l V 

27.| | l6xdxdy 29 | 3ydydx 
0 o i 7 
-1 0 


31.2 33. (e - 2)⁄2 35.2 


1288 ` 3 题 营 案 


37. 1780r 39.2 
, A 
O06238 10.5, 00625) 
m >. _ > Ç 
41.473 43.625/12 45. 16 47.20 ， 
49.2(1 + In 2) 51.1 53. 55. - š 
12—x 
57. 243 s9. f| (x? + y? )dydx = S , 见 有 图 
Ü < 
63. 否 , 根 据 Fubini 定理 ,两 个 次 序 的 积分 必定 给 出 同一 结果 . 
67.0.603 69.0.233 
第 12.2 节 
22- x 32- 1 In se 
1. | | dyaz = 2 或 | faxay =2 3.| | ud = 2 5. [azas =] 
00 N a 2 3 
! ， (ln 2. 2 
l 
m" ~ 
9.12 11.v2 -1 13.3⁄2 
(2.6) ELAD 
l) 
没 按 比 例 标 守 2 
15. (a)0 (a)4/ r? 17.8/3 
19.% = 5/14,» = 38/35 21. ë = 64/35,y = 5/7 23.x = 0,5 = 4/3x 
2S.x = y = 4a/3n 27.1, = /=4r, 1 = 8x 29.x =- l,y = 1⁄4 


31. 1, = 64/105,R, = 2 V2[7 33.x = 3⁄8,y = 17/16 35. x 


11/3,y = 14/27,1, = 432,R, = 4 


习题 答案 < 1289 > 


37.4 = 0,7 = 13⁄31,1, = 7/5,R, = V21/31 

39.“ = 0, = 7/10;1, = 9/10,1, = 3/10, lọ = 6/5; R, = 346/10, R, = 3/2/10, Ro = 342/5 
41.40000(1 - e 2)In(7/2) = 43329 

43. # 0 < a < 5/2, 则 容器 必须 倾斜 超过 45° 以 使 其 翻 倒 

45.(x,y) = (2/7,0) 47. (a)3⁄2 (b) 它们 是 一 样 的 . 

53. (a)(7/5,31/10) (b)(19/7,18/7) (c)(9/2,19/8) (d)(11/4,43/16) 

55. 为 使 质心 在 公共 边界 ,h = aV2. 为 使 质心 在 7 内 部 ,h > av2. 


第 12.3 节 
1.7/2 3.n/8 S.na? 7.36 9.(1- In 2)x 
11. (2ln 2 - 1)(x/2) 13.x/2+1 15.x(ln 4 - 1) 17.2(x - 1) 19. 12x 
21.3r/8 + 1 23.4 25.6V3 ~ 2x 27.3 = 5/6,7 = 0 29. 学 
31. 28 33.2r(2 _Ve) 35. 4,3 37. (a) E (b)i 
3 3 8 2 
39.r In 4, 41. + (a? + 2h?) 
第 12.4 节 
1.1⁄6 
12-2x 3-3x-3y/2 21- 7/2 3-3x-3y/2 13-3x 2-2x-2:/3 31-:⁄/3 2-2x-2z/3 
3. |! | dzdydz, | | dzdxdy， | | dydzdx ， | | | dydxdz， 
0 0 0 0 0 0 0 o 0 
23-3y/21- y/2- 1/4 3222/3} - 7/2-2/3 
| | | dxdzdy， | | ] dxdydz. 
° v Ü o 1 o 
所 有 六 个 积分 值 是 1. 
2 Val Ba 2 V ay 8 2 2 2 4 Vay 
5. | | | 1 dzdydx， | | l dzdxdy， 站 T 1 dxdzdy + j | 1 dxdzdy， 
2 4-2 =. -2 s-r rar j 4 Va z= 2 P y zy 
8 Vaz V 8 人 4 f: Vyr 
| | | I dxdydz + II | 1 dxdydz 
1-7 Ve 77 
- Vg-s 2 3 V z- 8 Va: V a-z- 4 í: 1x 
i T 1 dydzdx + III | l dydzdx, | | | 1 dydxdz + | | 1 dydxdz. 
t az > Z. tE esr Oe 
所 有 六 个 积分 都 是 16x. 
w 
7.1 9.1 11. > (1 - cos 1) 13.18 
1 x 
15.7/6 17.0 19. 2 -8 
Ll LV l-z ll- Vy 
21. wjf Ku (b) | | | dyaxaz (of| | arayds 
° JT? oo Ys 


o fae, zdy off Tazara 


0 0 LG 


23.2/3 25.20/3 27.1 29.16/3 31.8x ~ 32 
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33.2 3S.4r 37.31/3 39.1 41.2sin 4 
43.4 45.a = 3 或 a = 13/3 
47. 定义 域 是 使 4z + 4y* + zs* 4 的 所 有 点 (x,y,z). 


第 12.5 节 
b? e a? + es a + b? 
1.R, = TR, =, R, 二 
M... M, a M, > 2 
3.1. = 7 +e), d, = gla +c) = yla + b°) 
S.x = y = 0,¿ = Z, = 7904/105 = 75.28, 1, = 4832/63 = 76.70,1, = 256/45 = 5.69 
_ _ _ 77 
7.(a)£ = + = 0,z = 8/3 (b)c = 2⁄2 9. = 1386,R = A/ > 
11.7 = F,R - > 13.(a)43 (b)çz = 4/5,# = ; = 2⁄5 
15. (a)5/2 (b): = y = z = 8/15 
11 
(el, = L = l, = 11⁄6 (d) R, = R, = R, = T5 
4 4 
17.3 19. (a) = (b) 3 g 
abc(a? + b?) a? + b? abc(a? + 7b?) _ f a? + 7b2 
23. (a)] m. = h Ra. = — (b)/, = 3 ,Ri = — 
27.(a)h = cv3 (b) = avV2 
第 12.6 节 
4 _ 
1. z-a) 3. 128 sx(6_ 8) 7. E 9.x/3 
miv 4 231 2z2 V 4-2 LV 4 r 2y 
11. (|| | rdzdrdb (b) [| frarazag + | | rdrd:d0 wf | | aedzdr 
00 v 00%0 v t 0 0 O 
x⁄/2 cos 8 3⁄2 msin 8 4= rsin 9 
13. | | flr,0,z)dzrdrdO 1s.| | | flr,0,z)dzrdrdy 
-x/2 0 o on G 
m/2 1+ ecog 04 T/4sec 0 2- rsin 0 
17. | | f(r,0,z)dzrdrd0 19.| | J(r,0,z)dzrdrd8 
-x/2 1 o 0 0 0 
21.2 23.x/3 25.5x 27.2x ALE 
2xrv62 Zk xin csc 9 2x2sin l (170) 22 xj6 
31. Ca) | | | ersin gdodgdb + | | [sin $dod$d0 œ|] | osin édédod0 + [|f osin gdgdodb 
ooo O x#⁄6 0 ol TAG 000 
2w rx/2 2 2X1-Ccoa $ 
33.| | f osin gdodgdb = aa 3s. ff | osin $dod$dð = x= 
0 0 cos ó 00 v 
2r n72 2cos $ 
37.| | osin gdodgdb = 3 
Q md Q 
z/2 n/22 ri V4- 2V 4-2 a= 4 


39.(a)8| Jes #dod%?d40 cs | | | rdzdrdð cos] | | dzdydx 
° b o 


0 oo 0 0 0 


习题 答案 ` 1291 > 
2n n3 2 ar BV 4r 
41. w| [fo ?sin #dodgdb Œf | | rdzdrdð 
O Ù sec $ 0 o 1 
B Va 4 
(c)8 | | dzdydx (d)5z/3 
-a fy 1 
3 
43.8x/3 45.9/4 47. x= 4 49. zza 
423 _ 
51.51/3 53.x/2 SS . tod- 57.16x 
4r(8 _ 
59.5x/2 61. rls 33) 63.2/3 65.3/4 
67.x = y = 0,z = 3⁄8 69.(z,y,z) = (0,0,3/8) 
T.z = y = 0, = 56 73.1 = 30r,R, => 
athr 
75.1, = n/4 77. So 
mrap 4 x k - / A 
79. (a)(ž,7,3) = (0,0,4), = a RNS 
r z. 5 m= gR, J5 
(b)(z,y,2) = (0,0, Ž), h = ZR, = AJ 5 
_ 2h? + 3h zat (h2 + 2h) a 
83. (2,7,3) = (0,0, F h= 4 . R, = 5 第 89 题 图 
3M 
5. 2 
8 zR? 
89. akiki r= fz) 告诉 我 们 ,点 (r,0,z) = (f(z),0,z) 对 所 有 0 在 曲面 上 .特别 地 ， (f(z),909+x,z) 在 曲 


上 ,只 要 (f(z),9,z) 在 曲面 上 ,于 是 ,曲面 关于 z 轴 对 称 . 见 右上 图 . 


第 12.7 节 


1. (a)x = = 2 y 


v-2u 1 
3 ?3 


(b) 三 角形 区 域 , 其 边界 为 u = 0,v = 0, 和 w+v=3 


= Fu- - u); 


3. (a)x v),y = AEL 
(b) 三 角形 区 域 , 其 边界 为 3v = u,v = 


10 


2u 3 3u + v = 10 


23 
7.64/5 s. [|a +v) 2Uqude = 8 + hn 2 
tl 
nab(a? + b°) +Í 3) 
11, Tta + bD 13. [1 + 2) = 0.4687 
cosu — usin z > 
15. (a) | . = lcos2p + zsin2y = u 
sin v ucos v 
sin v ucos v " 
(b) i = — usinņ’v -~ ucos t = — u 
cosv — usin p 
19.12 21. 二 4 < 


` 1292 : 下 是 答案 
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1.9e -9 3.9⁄2 
bono. 104 iÀ 
— | 
=! 人 | > 
`í `_ à 
i grn 
l (l. 
一 下 一 一 一 一 > 
人 
a Vo 
7.| | vdydx = 2 
À 
š] + jJ = 09 
= 0 3 
9.sin 4 n. $E 13.4⁄3 
1 
15.4/3 17.1⁄4 19.* = y = yI 
21. 1, = 104 23.1, = 28.R, = Š 25.M = 4,M, = 0.M, = 0 
27.x 29.4 = 23, = 0 ; 
I]Sx + 32 
= —— T > . _ Jl 
31. (a)x = engg Y = O (b) 见 右 图 . 
33. r 35.0 37.8/35 
39.x⁄2 41. 2031 了 2 
a AAT 
43. (a) f | | 3dzdxdr 
Bs Vs 第 31 题 (b) 图 
2y na 了 
œf | Dos $dod$d0 (c)2x=( 8 一 4 ) 
o D D 
BETETT] l Vae v 4 ñ V V Jaaa? 
45. (sin gdodgdb = + a.f | | z xydzdydx + | | | z xyd:dydx 
0 0 0 v ` OD ` 


l-7 


49. (a) salas =s) (b) 4 - 5) saui aô) 


一 51./ = 


习题 答案 


”1293 - 


第 12 章 附 加 习题 


26-x 


| | aa: 


-3 x 


7. (a) 洞 半径 = 1, 球 半径 = 2 


x 
9. 才 


17. 质量 = aeos-!( $) - bva- b’, lo 


25.h = /20in.,h = V 60in. 


26- 


of fararas 


lln( 之 ) 


21.(b)1 (c)0 


27.27[ - (+)2] 


(c)125/4 


(b)4V3r 


15.17 闻 


3.2r 


5.37/2 


4 3 
Seos $) - 5 /ao bi j _ by 


2 


2 


第 13 章 


第 13.1 节 
1. 图 形 (¢) 


9. V2 


17. /31n( +) 
25. (a)4 v2 - 2 


29. (a)l, = 2n V28, R, 


=1 


3. 图 形 (g) 


13 
11. 5 


19. 105 -2 =? 


(b) V2 + in(1 4/2) 


第 13.2 节 
1. Vf =- (xwi+ yj + zk)(<2 + y? + 22)-302 3. Vg =- [2 3) 
She yl Cf k > 0 
7.(a)9/2 (b)13/3 (€)9/2 
9. (a)1/3 (b) - 1⁄5 (c)0 
11. (a)2 (b)3⁄2 (c)1⁄2 
13.1⁄2 15. - x 17.69/4 
19. - 39/2 21.25/6 
23. (a) WE, = 0, 环 量 ，= 27 ,流量 ， = 2x, 流 量 , = 0 
(b) 环 量 ，= 0, 环 量 ，= 8x, 流 量 ， = 8x ,流量 , =- 0 
25. 环 量 = 0, 流 量 = ar 27. 环 量 = ar, 流量 = 0 
29.(a)-— (bo (e) 31. 见 右 图 . 
33.(a)G =- i+ xj (b)G=- VA 3.F-: -A 
x y 


39. x 


41.0 


(b)1 = 4n V28,R, = 1 


5. RÆ (d) 
13.3 V14 


21.8 


27.1, = 2na’ ,R, = 


6 


7. RÆ (f) 


15. 言 (5W5 +9) 


23.2V2 -1 


31.1, = 2n-2,R, = 1 


x 


1 
43. 2 


37.48 
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第 13.3 节 
1. 保守 的 3. 非 保守 的 5. 非 保守 的 
7.f(x,y,z) = EIEEE, 9.f(x.,y,z) = xe + C 


2 


I 2 了 
ll.f(x,y,z) = x]n x — x + tan(x + y) + > (° + z) + C 


2_ 1 
1349 15.-16 Da 19.92 20 23.-3 27.F- v x = ) 


29.(a)1 (b)1 (c)1 31.(a)2 (b)2 


GmM 
33. Ys = 一 一 一 一 一 一 全 
f(x, y z) (x? + y + 22312 


37. 使 用 什么 路 径 无 关 紧 要 .因为 均 是 保守 的 , 沿 任何 路 径 的 功 都 是 同样 的 . 
39. JJ F 是 保守 的 ,因为 M,N 和 P 的 所 有 偏 导数 是 零 .f(x,y,z) = ax + by + cz + CA = (x, Xa za) B = 
(xz, yy 2). 因此 , BF .dr = /( B) - f(A) = alx- x) + bly- y.) + e(z, -2z) = F ` AB. 


35.(a)c = b = 2a (b)ìc=b=2 


第 13.4 Ë 
1. 流量 = 0, 环 量 = 2ra 3. 流量 = - re, 环 量 = 0 5. 流量 = 2, 环 量 = 0 
7. 流量 = -9, 环 量 = 9 9. 流量 = 1/2, 环 量 = 1⁄2 1. 流量 = 1/5, 环 量 = - 1/12 
13.0 15.2/33 17.0 19. ~ 16x 21.xa? 
23. Ža 25. (a)0 (b) Ch -有 )( 区 域 的 面积 ) 35. (a)0 
第 13.5 节 
1. 号 x 3.4 5.6V6 -242 TaVo] 9. Z (17/77 - 5/5) 
11.3+2n2 13.90 15. eab + ac + bc) 17.2 19.18 
21. a° 23. a° 25. TE 27. - 32 29. _ 4 
.于 . . . . 
4 a a a -ay 14 1SrV2 v10 
31.3a 33.( 和 全, 全, 全) 35.72) = [6,22] 1 = ma, R = P 


2 
37. (a) Sas (b) Tata 39, (1-1) disa 43. 子 (5.5 - 1) 


第 13.6 Ë 


1.r(r,0) = (reos 0)i + (rsin 0)j +  k,O < r < 2,0 < 0 < 2x 


3.r(r,0) = (reos 0)i + (rsin 0)j + (r/2)k,0 < r < 6,0 < 8 < x/2 
， . . 3 3⁄2 
5. r(r,0) = (rcos 0)i + (rsin 0)j+ V9 - r'k,O < r < > 0 =< 0 < 2x 
H r($,0) = (3sin écos 0)i + (3sin $sin 0)j + (3cos $#)k,0 < $ < + 9 < 9 = 2x 
: N 2 
7.r($,0) = (V3sing cos 0)i + (V3sin $sin 0) j + (V3cos #)k, + < ° < Fo < 9 < 2x 


2 < y =< 2 
ll.r(u,u) = ui + (3cos v)j + (3sin z)k,0 < uú < 3,0 < z < 2= 


13. (a)r(r,0) = (reos 0)i + (rsin 0)j + (1 - rcos 0 — rsin 0)k,0 < r< 3,0 < 0 < 2z 


9.r(x,y) = xi+ vj+ 4 —- y2)k,0 < x <2, - 2 < 
3 


习题 答案 ”1295 > 


(b)r(u,s) = (1 ~ ucos v — usin v)i+ (ucos v)j + (usin o)k,0 < u < 3,0 < v < 2z 


15. r(u,v) = (4cos2v)i+ uj + (4cos vsin v)k,0 < u = 3, - 7/2 <= v < 7⁄2; 
另 一 方法 :rCu,yv) = (2 + 2cos v)i+ uj + (2sin v)k,0 < u < 3,0 < z 2r 
2x1 2x3 
17. || ara = ays 19. ||- /5drað = 8rV5 
oo 0 
2n 2r 
f 545-1) 
n. |fidude = 6r 23. fu V 4u` + s- SED, 
na wo 
ifi ri 17/77 -1 
25. [2sin $d$d0 = 4(4 + 2V2) 7 27. zao = [fu V4w + 1dudy =- II= 1 
OR `s vo 
a š: x 11 
29. feao = = I sin3gcos2gdgdb = = 31. || zde = [ja — u — v)\3dvdu = 3V3 (XF x = u,y =v) 
s 0'0 `s 00 
a 12r 12r 
33. EREE: 5- 4z o= [fu 2cossv © Y 4u? + l> u V 4u? + ldodu = [feta + 1)co?vdvdu = mr 
“s 00 00 
na? 13a4 2 73 
35. - 32 37. 6 39. ó 41. 3 43. - GT 
Š 
45.(Z,y,2) = (0,0,14/9),1, = Gs), = V52 
47. 49. 
| x+- =9 


V3r+r=9 
- a T 
Winam x+y- V2:=0 


In 


53. (b)A = f| (abrsim gcoss + b2c2costócos20 + ac? cost$sin? 0)! dde 
0%0 


第 13.7 节 

1.47 3. - 5⁄6 5.0 7. - 6r 

9.2ra 13.127 15. - zx/4 17, ~ 15x 25.167, + 167, 
第 13.8 节 

1.0 3.0 5. - 16 7. - 8x 

9.3r 11. - 40/3 13. 12x 15.12r( 4/7 -1) 


21. 积分 值 从 不 超过 5 的 曲面 面积 . 


第 13 章 实 践 习 题 
1. 路 径 1:2V3; 路 径 2:1+3V2 
3.4a2 5.0 7.8xsin(1) 9.0 


- 1296 ` 习题 答案 


11. x43 13.2x( 1 - 5) 15. ekc 5 + ` + 3 17.50 

19.r($,0) = (6sin $cos 0)i + (6sin $sin 0)j + (6cos $)k, <$ < To < 0 < 2x 
21.r(r,0) = (reos 9)i+ (rsin 0)j + (1 + r)k,O < r < 2,0 < 0 < 2x 

23.r(u,v) = (ucos r)i + 2u2j + (usin r)k,0 < uú < 1,0 < r < z 

25. 46 27.x[Y2+In(14V2)] 29. 保 守 31. 非 保守 

33./(x,y,z) = yl + yz + 2x + z 35. 路 径 1:2; 路 径 2;8/3 

37.(a)l - e`?" (b)i - e77 39.0 

41.(a)4V2 -2 (Db)/2 +In(1 + /2) 

43.(z,y,z) = (1184) :1 = =, = Si, = 5$; R, = A n, = sr, = 2 


3 7 = LB p, = 47. (3,7,2) = (0,0,49/12), 1, = 6407, R, = 242 


49. 流量 :3/2: 环 量 : 1/2 533 ss. =G _ 8) 57.0 59.x 


第 13 章 附 加 习题 
1.6xz 3.2⁄3 
5. (a)F(x,y,z) = zi+ j+ yk  (b)F(x,y,z) = zì+ yk  (e)F(x,y,z) = zi 
J.a = 2,b = 1; 最 小 流量 是 - 4. 
1 I , 
9.(a) Eg (b) 功 = (ewas)s = seds 


t c 


ll.(c) 全 mv 15. 不 对 ,如 果 下 = yi+ xj 


附录 
附录 A.4 f 


l.(a)(14,8) (b)(- 1,8) (c)(X0, - 5) 

3. (a) 穿 过 实 轴 反 射 z (b) 穿 过 虚 轴 反射 z (c) 关于 实 轴 反射 >, 再 乘 以 向 量 长 度 17|z|: 
S. (3) 图 x? + y = 4 上 的 点 (b) A <" + y =4 内 的 点 (c) E <" + x? = 4 5F09 35 

7. 半径 为 上 ,圆心 在 (- 1,0) 的 圆周 上 的 点 9. 在 直线 } = -x 十 的 点 


11.4e2 3 13.1e™i? 21. cost — 6cos20sin20 + sint 
1 3 
23.1，- ta 号 25.2j,，-v3 -ivV3 -i 
v6 y2. VJ 2 
27. i 29.1 + V3i, -1, + V3i 
附录 A.10 节 
1.-5 3.1 S. 一 7 7.38 
9r =-4,y = 1 ttx=3,y=2 B.r =3,y=-2,z=2 


lS.x =2,y=0,z =- 1 17.(a)h = 6,k = 4 (b)h = 6,k >= 4 


人 


Absolute change ”绝对 变化 
Absolute convergence “绝对 收敛 
explanation of ”~ JIR 
Rearrangement Theorem for ”~ 的 重 排 定理 
tests ”检验 法 
Absolute extreme values ”绝对 极 值 
Acceleration ”加 速度 
derivatives and ”导数 和 加 速度 
in engineering ”工程 中 的 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding velocity and position from 
从 ~ 求 速度 和 位 置 
of particle motion ”质点 运动 的 ~ 
tangential and normal components of 
~ 的 切 向 和 法 向 分 量 
Acceleration vector “加 速度 向 晤 
Addition ”加 法 
complex numbers of ”复数 的 ~ 
parallelogram law of ~ 的 平行 四 边 形 定律 
vector 向 其 的 ~ 
Albert of Saxony ”萨克森 的 阿尔 伯 特 
Algebraic numbers ”代数 数 
Algebraic procedures, for basic integration 
formulas ”基本 积分 公式 的 代数 方法 
Algorithms ”算法 
hidden-line RA ~ 
iteration and 迭代 和 ~ 
Alternating harmonic series ”交错 调和 级 数 
explanation of ”~ 的 阐述 
rearrangement and ” 重 排 和 ~ 
Alternating series ”交错 级 数 


中 英文 名 词 对 照 


Alternating Series Estimation Theorem ”交错 级 数 估计 
定理 
Alternating series test “交错 级 数 检验 法 
Angle formula RAR 
Angles (3) fB 
between nonzero vectors ” 非 零 向 量 的 ~ 
between two intersecting planes ”相交 平面 的 ~ 
between vectors ”向 量 的 ~ 
Angle sum formulas MASAA 
Angular momentum ”和 角 动量 
Antiderivatives JE K% 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding area using ”利用 ~ 求 面 积 
of functions ”函数 的 ~ 
rules of algebra for ”~ 的 代数 法 则 
visualizing integrals with elusive ”使 难以 表达 的 ~ 
的 积分 可 视 化 
Approximations ”近似 ,或 逼近 
in Einstein s physics ” 爱 因 期 坦 物 理学 中 的 ~ 
error in differential ”微分 ~ 的 误差 
linear ”线性 ~ 
quadratic ”二 次 ~ 
Sterlings 斯 特 林 ~ 
tangent-plane ” 切 平 面 ~ 
trapezoidal ”梯形 ~ 
use of 利用 ~ 
Arbitrary constant ”任意 常数 
Archimedes ” 阿 基 米 德 
Archimedes’ area formula for parabola 抛物 线 的 阿 基 
米 德 面积 公式 
Archimedes’ principle ” 阿 基 米 德 原理 
Archimedes’ spira) ” 阿 基 米 德 螺 线 
Arc lengh IMK 


1298 ， 中 英文 名 词 对 照 


沿 曲 线 的 ~ 
参数 
MEKAR 
~ 微分 
for length of smooth curve 
~ 的 参数 
反正 割 
反正 法 
Arctangent MIEY 
~ 的 导数 
FREM ~ 


along curve 
parameter 
Arc length formulas 
differential 
光滑 曲线 长 度 的 ~ 
parametric 
Arcsecant 


Arcsine 


derivative of 


power series and 


Area ”面积 


of bounder regions in plane “平面 有 界 区 域 的 ~ 
between curves ”曲线 间 的 ~ 
under graph of nonnegative function ” 非 负 函数 的 图 


形 下 的 ~ 
Green s Theorem to calculate ”计算 ~ 的 格林 公式 
in polar coordinates “” 极 坐标 下 的 ~ 
曲面 面积 
using antiderivatives to find 
亚 根 图 ( 解 ) 
算术 平均 


箭头 图 


surface 

利用 原 函 数 求 ~ 

Argand diagrams 

Arithmetic mean 

Arrow diagrams 

Arteries ”动脉 

渐 近 线 

limits and horizontal and vertical 
极限 和 水 平 . 竖 直 ~ 

斜 的 ~ 


Atmospheric pressure 


Asymptotes 


oblique 
大 气压 力 
吸引 2- 周期 
平均 天 保存 成 本 
Average daily inventory 平均 天 存货 
平均 变化 率 
~ 的 阐述 

HRM ~ 
平均 速度 
平均 值 

~ 的 应 用 


of arbitrary continuous function 


Attracting 2-cycle 
Average daily holding cost 


Average rate of change 
explanation of 
secant lines and 

Average speed 

Average value 
application of 

任意 连续 函数 的 ~ 

二 重 积分 和 ~ 

~ 的 估计 

空间 函数 ~ 
FE Rg ~ 


double integrals and 
estimation of 
of function in space 


of nonnegative function 


平均 速度 
B 


PEH- BF 
HA HRE 


Average velocity 


Barrow , Isaac 


- , ` . 
Bendixson s criterion 


Bernoulli,John ”约翰 - 伯 努 利 

Bifurcation value ”分 歧 点 ( 值 ) 2 
Binomial series ”二 项 级 数 

Binormal vectors ” 副 法 线 向 量 

Blood tests ”血液 试验 

Boundary points HAA 


有 界 单 调 函 数 
有 界 单调 序列 


Bounded monotonic functions 

Bounded monotonic sequences 

有 界 区 域 
absolute maxima and minima on closed 

绝对 最 大 值 和 最 小 值 

Bounded regions( cont.) 有 界 区 域 ( 续 ) 

~ 的 面积 

continuous functions on closed Pj ~ 上 的 连续 函数 

非 矩形 ~ 上 


Bounded regions 


闭 ~ 上 的 


areas of 


double integrals over nonrectangular 


的 二 重 积分 
explanation of ”~ 的 阐述 
~ 的 体积 r 


~ ER 


volume of closed 


Box product 


C 


Calculus. See also Fundamental Theorem of Calculus 
微 积分 .也 参见 微 积 分 的 基本 定理 
differential ”微分 
integral ”积分 
建 模 中 的 ~ 
用 碳 -14 确定 年 代 
心脏 指数 
心脏 输出 
心脏 线 
Carrying capacity 


in modeling 
Carbon-14 dating 
Cardiac index 
Cardiac output 
Cardioid 
承载 容量 
直角 ( 笛 卡 儿 坐 标 ) 
~ 转换 到 球 坐标 
球 坐 标 


Cartesian coordinates 
converted to spherical coordinates 
equations relating spherical coordinates to 

和 ~ 的 关系 
explanation of ~ 的 阅 述 
masses and moments of three dimensional objects in 


三 维 物 体 在 ~ 中 的 质量 和 算 


中 英文 名 词 对 照 ， 1299 ， 


relating polar and RERA ~ 的 关系 
Cartesian integrals FEJLER S 
Catenary fk ZR 


Cauchy,Augustin-Louis XEAN] ` PR 2 h + 柯 西 


Cauchy's Mean Value Theorem  #8 tF fH z M 
Cavalieri, Bonaventura B. F F; 9) E 
Cavalieri's Theorem F FLY] H ZE #g 
Cell membrane ”细胞 膜 
Centered difference quotient “中心 差 商 
Center of mass ”质心 
explanation of ~ 的 阐述 
of thin flat plates EBF ~ 
in three dimensions “三维 情形 的 ~ 
of wires or rods ” 线 或 杆 的 ~ 
Centroids JÉ. Ü 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding R ~ 
of geometric figures “几何 图 形 的 ~ 
Chain curve ” 链 曲 线 
Chain Rule ” 链 式 法 则 
application of ”~ 的 应 用 
explanation of ~ 的 阐述 
for functions of three independent 
variables ”三 个 自 变量 的 孔 数 的 ~ 
for functions of two independent 
variables ”两 个 自 变量 函数 的 ~ 
implicit differentiation and ” 隐 微 分 法 和 ~ 
melting ice cubes and ” 冰 块 的 融化 和 ~ 
as outside-inside rule ~ 从 外 到 里 的 法 则 
partial derivatives and FAM ~ 
power AKKA ~ 
proof of ~ 的 证 明 
rational power rule and ERR AMA ~ 
repeated use of ~ 的 反复 使 用 
slopes of parametrized curves 
ad ”参数 化 曲线 的 斜率 和 ~ 
substitution and ”替换 和 ~ 


for two independent variables and three independent 


variables ”两 个 和 三 个 自 变量 的 ~ 
Change ”变化 
absolute ,relative ,and percentage 
绝对 ,相对 和 百分比 ~ 
differential estimate of ”~ 的 微分 估算 


differentials to predict ”预测 ~ 的 微分 
sensitivity to ~ 的 敏感 性 
Change of base formula ” 底 变 换 公 式 
Chemical reactions ”化 学 反应 


first-order 一 阶 ~ 
second-order Z ~ 
Circle W 


finding circułation around 求 ~ 的 环流 ( 量 ) 
flux across ” 穿 过 ~ 的 通 量 
involute of unit ~ 渐 伸 线 
Circle of curvature “曲率 圆 
Circulation ”环流 ( 量 ) 
finding 求 ~ 
flow integrals and ” 流 积 分 和 ~ 
Circulation denstiy ”环流 密度 
Closed bounded regions WAF EKHE 
absolute maxima and minima on 
在 ~ 上 的 最 大 值 和 最 小 值 
continuous functions on ~ 上 的 连续 函数 
max/min values of functions and 
函数 的 最 大 /最 小 值 和 ~ 
volume of ”~ 的 体积 
Closed intervals ” 闭 区 间 
Closed-Loop Property of Conservative Fields 
保守 场 的 闭 回 路 性 质 
Closed sets Bj 
Coefficients ”系数 
drag jJ ~ 
Fourier series ” 健 里 叶 级 数 的 ~ 
methods to determine ”确定 ~ 的 方法 
undetermined ”待定 ~ 
Cofactors RAF 
Coil springs “ 卷 形 弹簧 
Common factors ANF 
Common logarithmic functions % FJ XÍ Æ% A% 
Complex conjugate AH 
Complex numbers ”复数 
Argand diagrams and ” 亚 根 图 ( 解 ) 和 ~ 
development of real numbers and 
实数 的 发 展 和 ~ 
Euler's formula and ”网 拉 公 式 和 ~ 
explanation of ~ 的 阐述 


Fundamental Theorem of Algebra and 


1300 - 中 英文 名 词 对 照 


代数 基本 定理 和 ~ 
operations with ~ 的 运算 
powers and #*$ETI ~ 
products and RA ~ 
quotients and WA ~ 
roots and WM ~ 
system of 复数 系 
Component form of vectors ”向 量 的 分 量 形 式 
Component functions of vectors “向量 的 分 量 函 数 
Component tet ”分量 检验 法 
for conservative fields ”保守 场 的 ~ 
for continuity at point ”一 点 连续 性 的 ~ 
for exactness EATER ~ 
Composite functions ”复合 函数 
derivative of ~ 的 导数 
explanation of ~ iÈ 
in higher dimensions ”高 维 ~ 
Composites ,of continuous functions ”连续 函数 的 复合 
Computer algebra systems(CAS) 计算 机 代数 系统 
convergent improper integrals on ”收敛 广义 积分 
integration on ”积分 
multiple integrals on 重 积 分 
partial derivatives on ”人 篇 导数 
surfaces in space and 空间 曲面 和 ~ 
Concavity PHE 
explanation of ~ 的 阐述 
second derivative test for ”~ 的 二 阶 导数 检验 法 
Conditional convergence “条 件 收 敛 
Conductivity ”传导 系数 
Cones #E 
elliptic ”椭圆 ~ 
parametrizing ~ 的 参数 化 
Conic Section Law( Kepler’s First Law) 
圆锥 曲线 定律 ( 开 上 人 勒 第 一 定律 ) 
Connectivity ”连通 性 
Conservative fields {EFH 
explanation of ~ 的 阐述 
finding potentials for R ~ 的 势 
line integrals in ~ 中 的 线 积分 
Stokes Theorem and ”斯 托 克 斯 定理 和 ~ 
Constant density ” 常 密度 
Plate with ~ Æ 
strips and rods of ~ 带 和 杆 


wire with ~ 线 
Constant-depth formula for fluid force 
流体 力 的 不 变 深 度 公式 
Constant force ” 常 (不 变 的 ) 力 
Constant-force formula for work ” 常 力作 功 的 公式 
Constant functions ”常数 函数 
derivative of ”~ 的 导数 
limits and 极限 和 ~ 
Constant Multiple Rule ” 添 以 常数 法 则 
derivatives and 导数 和 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
sequence convergence and ”序列 收 合 性 和 ~ 
Constant of integration ”积分 常数 
explanation of ”~ 的 阐述 
rewriting ” 重 写 ~ 
Continuity ”连续 性 
differentiability and 可 微 性 和 ~ 
of function of two variables ”两 个 变量 函数 的 ~ 
partial derivatives and ” 偏 导数 和 ~ 
at a point 在 一 点 的 ~ 
of trigonometric functions 三 角 函 数 的 ~ 
of vector functions HEAK ~ 
Continuity equation of hydrodynamics 
流体 动力 学 的 连续 性 方程 
Continuity test ”连续 性 检验 
Continuous extension ”连续 开拓 
Continuous functions ”连续 函数 
absolute value of ”~ 绝对 值 
algebraic combinations of ”~ 的 代数 组 合 
average value of arbitrary ”任意 ~ 的 平均 值 
piecewise WN ~ 
on closed bounded regions WAREKE EA 
composites of ~ 的 复合 函数 
definite integrals of ~ 的 定 积分 
evaluation of definite integrals of 
连续 函数 的 定 积分 的 计算 
explanation of ”~ 的 阐述 
extreme-value theorem for ~ 的 极 值 定理 
identifying 识别 ~ 
intermediate value theorem for ”~ 的 介 值 定理 
properties of ~ 性 质 
rational “有理 ~ 
of two variables ”两 个 变量 的 ~ 


E.A 
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use of ~ 的 应 用 Curves ”曲线 
Continuous Function Theorem for Sequences are length along 9 ~ WIK 
序列 的 连续 函数 定理 areas between ”~ 间 的 面积 
Continuously compounded interest ”连续 复 利 bounding ” 界 住 
Contour curves ”等 值 线 chain 链 
Convergence “收敛 (人 性) contour ”等 值 线 
absolute ”绝对 ~ generating ”生成 
explanation of ~ 阐述 lengths of plane ”平面 ~ 的 长 度 
of Fourier series EIRO ~ parametrice ”参数 ~ 
interval of ~ 区 间 piecewise smooth ”分 段 光滑 ~ 
Newton s method and ”牛顿 法 和 ~ plane 平面 ~ 
power series and “震级 数 和 ~ point of inflection of ”~ 的 拐点 
procedure for determining ”确定 ~ 的 方法 ( 步 又) regression ”回归 ~ 
of sequences 序列 的 ~ simple and not simple ”简单 和 非 简单 ~ 
tests for ”收敛 性 检验 法 smooth ”光滑 ~ 
Convergent series “收敛 级 数 space 空间 ~ 
Cooling，Newton s Law of ”牛顿 冷却 定律 synchronous ”同步 ~ 
Coordinate conversion formulas ”坐标 转变 公式 tangents to ~ 的 切线 


coordinates; Cylindrical 


坐标 . 见 笛 卡 儿 


Coordinates. See Cartesian 


coordinates; Polar coordinates 
坐标 ; 柱 坐 标 ; 极 坐标 
Coordinate transformation, Jacobian of 
坐标 变换 的 雅 可 比 
REEI 
余弦 函数 
余弦 定律 
克拉 默 法 则 
临界 点 
~ BJ IË 
极 值 和 ~ 
~ 的 认 别 
又 积 (向 量 积 ) 法 则 
又 积 ( 向 量 积 ) 
calculated using determinants 
~ 的 性 质 
空间 中 两 向 量 的 ~ 


Cosecant integrals 
Cosine function 
Cosines，Law of 
Cramer's Rule 
Critical points 
explanation of 
extreme values and 
identification of 
Cross Product Rule 
Cross products 
利用 行列 式 计算 ~ 
properties of 


of two vectors in space 


Curl EBE 

Curvature “曲率 
calculation of ~ 的 计算 
explanation of ”~ 的 阐述 


formula for computing TF ~ 的 公式 


空间 中 的 ~ 


总 ~ 


in space 


total 


unit tangent vector of 
Ë: 、 柱 面 
椭 阅 柱 


Cylinders 
elliptic 
equation of 
explanation of 
parabolic Ë 
parametrizing 

Cylindrical coord 
explanation of 
integration in 
motionin ~ 


Cylindrical shells 


Decay constant 
Decay rate 
Definite integrals 

of continuous f 


existence of 


Mean Value Theorem for 


~ 的 单位 切 向 量 


~ 方程 

~ 的 阐述 
物 -~ 
参数 化 ~ 
柱 坐 标 
~ 的 阐述 
~ 下 的 积分 
下 的 运动 

柱 形 壳 

D 


衰减 常数 


inates 


ERE 


定 积分 
unctions “连续 函数 的 ~ 
~ 的 存在 性 


~ 的 中 值 定理 


of vector-valued functions [ÆA KAA ~ 
properties of ~ 的 性 质 

Riemann sums and 黎 曼 和 与 ~ 

rules for ~ 法 则 


substitution in 


~ 中 的 变换 
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弧度 对 度 
标 莫 弗 定理 


Degrees, radians vs. 
De Moivre’s Theorem 


circulation 


Density 
环流 ~ 


L 


constant f ~ 


explanation of ”~ WJM 
通 量 ~ 
变 ~ 


Density function 


flux 
variable 
密度 函数 
因 变 量 


Dependent variables 


Derivative Product Rule ”导数 的 积 法 则 
Derivative Quotient Rule ”导数 的 商法 则 


反 沙 数 的 导数 法 则 
Derivatives. See also Differentiation; 


导数 .也 参见 微分 法 ; 偏 导 数 


Derivative Rule for Inverses 


Partial derivatives 
of a", a" ~ 
Chain Rule and ” 链 式 法 则 和 ~ 
复合 函数 的 ~ 


差 法 则 和 ~ 


of composite functions 
Difference Rule and 

方向 ~ 
~ 的 点 记号 


directional 
dot notation for 
ex 的 ~ 


explanation of 


of e*, 
~ B J iË 
extreme values of functions and 
作为 函数 的 ~ 
graphical solutions of autonomous differentia] equations 
自治 微分 方程 的 图 形 解 和 ~ 

~ 的 图 形 

高 阶 ~ 


of hyperbolic functions 


BS K DU R (Ë HI ~ 


as functions 


and 
graphs of 
of higher order 
IRR ~ 
隐 微 分 法 和 ~ 
经 济 学 中 的 ~ 
Derivatives( cont.) 导数 ( 续 ) 


intermediate value property of 


implicit differentiation and 


in economics 


~ 的 中 间 值 性 质 
of inverses of differentiable functions. 

PI PA PR R AO E RR ~ 
of inverse trigonolnctric functions 

三 角 函 数 反 函数 的 ~ 
learning about functions from 
left-hand Z ~ 
linearization and differentials 
线性 化 和 微分 与 ~ 

logou 的 ~ 


从 ~ 了 解 函数 


and 


of logau, 


Mean Value Theorem and differential equations and 


中 值 定 理 和 微分 方程 


modeling and opti 


negative integer p 


mization and ”优化 与 ~ 建 模 和 


ower of x and 


x 的 非 负 整数 寡 和 ~ 


Newton s method 
notation for ~ 
one-sided ” 单 边 
at point 

of products 


of quotients 


as rates of change 


related rates and 
right-hand 
shape of graphs a 


of trigonometric functions 


利用 ~ 


use of 


of vector functions 


ofy= nx, y 


Derivative Sum Rule 


Derivative tests 


derivation of seco 


for extreme values 


牛顿 法 和 ~ 


and 


的 记号 


在 一 点 的 ~ 
积 的 ~ 
商 的 ~ 


~ 作为 变化 率 
相关 变化 率 和 ~ 


£ ~ 


nd 圆 形 的 形状 和 ~ 
三 角 函 数 的 ~ 


向 量 函 数 的 ~ 
= I x ~ 
导数 的 和 法 则 


导数 检验 法 


nd 二 阶 ~ 的 导出 
极 值 的 ~ 


Determinant formula ”行列 式 公 式 
Determinants ”行列 式 
Cramer's Rule and ”克拉 上 默 法 则 和 ~ 


expanding by columns or other rows and 


按 列 或 其 它 行 展 开 


explanation of 
facts about 
minors and cofact 
Difference Rule 
derivatives and 
explanation of 
Differentiability 
Differentiable 


are continuous 


derivatives of inverses of 


~ 的 梯度 


gradient of 
modeling discrete 
用 ~ 对 离散 


rational powers of 


~ 的 阐述 


有 关 ~ 的 事实 (结果 ) 


子 式 和 余 因 子 与 ~ 


ors and 


差 法 则 


导数 和 ~ 
~ 的 阐述 


可 微 性 
可 微 的 


Differentiable functions 


可 微 函 数 
~ 是 连续 函数 
~ 函数 的 反 项 数 的 导数 


phenomena with 


现象 进行 建 模 
~ WAER 
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Differential calculus ”微分 学 


multivariable functions and 


多 变量 函数 和 ~ 


Differential equations ”微分 方程 
first-order ”一 阶 ~ 
first-order separable ”一 阶 分 离 ( 变 量 ) ~ 
general solution of ~ 的 通 解 
graphical solutions of autonomous 
自治 ~ 的 图 形 解 
height of projectile and ”抛射 体 的 高 度 和 ~ 
linear first-order ”线性 一 阶 ~ 
series solutions of ”~ 的 级 数 解 
solutions of ”~ 的 解 
Differential form 微分 形式 
Differential formula ”微分 公式 
for arc length MKA ~ 
for surface area ”曲面 面积 的 ~ 
Differentials ”微分 
absolute, relative, and percentage change and 
绝对 、 相 对 和 百分比 变化 与 ~ 
approximation errors and ”近似 的 误差 与 ~ 
estimating change with- ”用 微分 估计 变化 
explanation of ”~ 的 阐述 
linearization and ”线性 化 和 ~ 


multivariable functions and 多 变量 函数 和 ~ 


predicting change with ~ 预测 变化 


sensitivity to change and ”变化 的 敏感 性 和 微分 


total 全 ~ 
Differentiation. See also Derivatives 
choosing order of ”~ 次 序 的 选择 
exphmation of ~ 的 阐述 
implicit 隐 ~ 
logarithmic ”对 数 ~ 
parametric formula ~ 的 参数 公式 
term-hy-term M ~ 
Diffusion, social ”扩散 ,社会 ~ 
Diffusion equation ”扩散 方程 
Direct Comparison Test ”直接 比较 检验 法 
Directed line segment ”有 向 线段 
Direction, vectors and ”方向 .向量 和 
Directional derivatives ”方向 导数 
calcuhttion of ”~ 的 计算 
explanation of ”~ 的 阐述 
interpretation of ”~ 的 解释 


properties of ”~ 的 性 质 
Discontinuity ”间断 (性 ) 
in dy/dx, dy/dx 的 ~ 
functions with a single point of 
具 单 个 间断 点 的 函数 
infinite AF ~ 
jump BER ~ 
oscillating ”振荡 
point of ~ 点 
removable ”可 去 ~ 
Displacement ”位移 
derivatives and ”导数 和 位 移 
distance traveled vs. 行驶 距离 对 ~ 
Distance ”距离 
between a point and a line in space 
空间 中 点 和 面 之 间 的 ~ 
between a point and a plane ”点 和 面 之 间 的 
between points in space ”空间 中 点 之 间 的 ~ 
vehicular stopping ”和 车辆 的 停止 ~ 
Distance traveled ”行驶 距离 
calculation of ~ 的 计算 
displacement vs. ~ 对 位 移 
Distributive law for vector cross products 
向 量 义 积 的 分 配 率 
Divergence ”发 散 ( 散 度 ) 
explanation of ~ 的 阐述 
nth — term test for ~ 的 第 ”项 检验 法 
of sequences ”序列 的 ~ 
tests for ”~ 的 检验 法 
of vector field ”向 量 场 的 散 度 
Divergence Theorem BZ FE EM 
explanation of ~ JÈ R 
proof of for other regions 
对 其 它 区 域 的 ~ 的 证 明 
proof of for special regions 
对 特殊 区 域 的 ~ 的 证 明 
Divergent series ”发 散 级 数 
Domain 定义 域 
of function KAJ ~ 
of function of two variables ”二 元 函数 的 ~ 
natural ”自然 ~ 
Dot notation ”点 记号 
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for derivatives ”导数 的 ~ Drilling-rig problem ”油井 问题 
use of ”~ 的 用 法 Dummy variable WE E 
Dot products ”点 积 E 
angle between vectors and ”向 量 间 夹 角 和 ~ 
N 、 Earth 地球 
computing 计算 一 


> ic ss _ = JK 
directional derivatives as ”方向 导数 作为 ~ atmospheric pressure of 的 大 气压 力 


"a itational fi _ k 
explanation of ”~ 的 阐述 gravitational field of 的 重力 场 


laws of ”~ 的 定律 satellites and ”卫星 和 ~ 
orthogonal vectors and ” 正 交 向 量 和 -~ Earthquake intensity 地震 强度 
properties of ”~ 的 性 质 Economics ”经 济 学 
vector projection and WHERE M ~ derivatives in ~ 中 的 导数 
vectors in space and ”空间 向 量 和 ~ functions to illustrate ” 说明 ~ 的 函数 
work and 功 和 ~ Electrical resistors ”电阻 
Double-angle formulas EHAR Electric current flow ”电流 
Double integrals ”三 重 积分 Electricity, household ”家 用 电 
areas of bounded regions in plane and Electromagnetic theory ”电磁 理论 
平面 有 界 区 域 的 面积 和 ~ Ellipsoids ”机 球面 
average value and 平均 值 和 ~ Elliptic cones #IB IE] 
centroids of geometric figures and Elliptic cylinders ”椭圆 柱 面 
几何 图 形 的 形 心 和 ~ Elliptic paraboloids ”椭圆 抛物 面 
changing Cartesian integrals into polar integrals and End behavior models ”终极 性 态 模 型 
把 笛 卡 儿 坐 标 下 的 积分 变 为 极 坐 标 下 的 积 。 Endpoints 端点 
分 和 ~ Eneroy flux vector ”能 量 通 量 向 量 
evaluating ”计算 ~ Equal Area Law (Kepler’s Second Law) 
finding limits of integration in 在 ~ 中 求 积 分 限 等 面积 定 律 ( 开 普 勒 第 二 定律 ) 
Fubini’ s Theorem for calculating Equations. See also Differential equations; 
计算 ~ 的 富 比 尼 定 理 specific equations ”方程 等 式 . 也 参见 微分 方程 ; 
moments and centers of mass and 特殊 方程 
和 矩 和 质心 以 及 ~ diffusion 扩散 ~ 
moments of inertia and ATE F of lines 直线 的 ~ 
over bounded nonrectangular regions parametrice ”参数 ~ 
在 有 界 非 矩 形 区 域 上 的 ~ for planes in space ”空间 平面 ~ 
over rectangles ”在 矩形 上 的 ~ Equilibrium ”平衡 点 
itl polar coordinates RER FKJ ~ Equilibrium values ”平衡 点 
in polar form 极 坐 标 形式 的 ~ Error formula ”误差 公式 
properties of ”~ 的 性 质 Error function “误差 函 数 
substitution in ~ 的 替换 Euler, Leonhard 工 . 欧 拉 
thin flat plates with continuous mass distributions Euler's formula ” 欧 拉 公式 
and ”连续 质量 分 布 的 薄 平 板 和 ~ Euler's method ” 欧 拉 方法 
as volumes ”~ 作为 体积 explanation of ”~ 的 阐述 
Drag coefficient HEJ] R% improved ”改进 的 ~ 
Drag force j@ J investigating accuracy of ”研究 ~ 的 精度 


Drift correction ”飞行 方向 的 校正 use of ”~ 的 应 用 
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Evaluation symbol WREE 

Even fimetions fA X 

Exact differential form ”恰当 微分 形式 
Expected value ”期 望 值 

Exponential change ”指数 变化 
Exponential decay ”指数 衰减 
Exponential functions ”指数 函数 


derivative and integral of a”, a" 的 导数 和 积分 
derivative and integral of e*， œ 的 导数 种 积分 


derivative of inverse of differentiable 


可 微 ~ 反 函 数 的 导数 


explanation of ”~ 的 阐述 
exponential growth and ”指数 增长 和 ~ 
general 一般 ~ 


inverse of In x and number e, In x ÉJ IZ R AUAA e 


natural 自然 ~ 

number e expressed as limit ” 表 为 极限 的 数 e 
population growth and ” 人口 (群体 ) 增长 
Power Rulc and #$E2E DB SI ~ 

use of ~ 的 应 用 


Exponential growth ”指数 增长 
Exponential population model ”指数 人 口 模型 
Exponents ”指数 
Extreme values of functions. See also 
Max/ min values of functions 
孙 数 的 极 值 .也 参见 冰 数 的 最 大 /最 小 值 
absolute 绝对 ~ 
critical points and ”临界 点 和 ~ 
drilling-rig problem and ”油井 问题 和 ~ 
finding K ~ 
local ”局 部 ~ 


F 


Factorial notation ”阶乘 记号 
Fermat's principle ” 费 马 原理 
Fick, Adolf A. 菲 克 
Finite sums, estimating with 用 有 限 和 来 估计 
First Derivative Tet ”一 阶 导 数 检 验 法 
for increasing functions and decreasing functions 
增 函 数 和 减 函 数 的 ~ 
for local extrema ”局 部 极 值 的 ~ 


First moments BE 
First-order derivatives ”一 阶 导数 
First-order differential equations ”一 阶 微分 方程 
explanation of ”~ 的 阐述 
linear ”线性 ~ 
separable JAE) ~ 
Flaming arrow ”燃烧 的 箭 
Flow integrals ” 流 积分 
Fluid force ”流体 力 
constant-depth formula for ”~ 的 不 变 深度 公式 
finding K ~ 
integral for ~ 积分 
pressure-depth equation and 
压力 深度 方程 和 ~ 
variable-depth formula for ”~ 的 变 深度 公式 
Fluids, weight-density of 流体 ,重量 密度 
Flux 通 量 
across plane curve ” 穿 过 平面 曲线 的 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding R ~ 
surface integral for ~ 的 曲面 积分 
Flux density ” 通 量 密度 
Foot-pound ”英尺 - 磅 
Force, on spacecraft ”宇宙 飞船 上 的 力 
Force constant ” 力 常数 
Fourier, Jean-Baptiste Joseph TB.J. 傅 里 叶 
Fourier cosine series BIRIA% 
Fourier series {8 Œ B 3 3 
coefficients in ~ 的 系数 
convergence of ”~ 的 收敛 
cosine and sine series ~ 余弦 和 正弦 级 数 
expansion ”~ 展开 
explanation of ”~ 的 阐述 
periodic extension and ”周期 延 拓 和 ~ 
Fourier sine series f EBE nF IF 5Z 2⁄2 38 
Fractal basins, Newton s method and 
分 形 盆 ,牛顿 法 和 ~ 
Fractions “分 式 
partial ”部 分 ~ 
reducing improper ”简化 可 约 ~ 
separating JE ~ 
Free fal 自由 落体 
derivatives and ”导数 和 ~ 
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diagram for ”~ 的 图 解 limits of ”~ 的 极限 
explanation of ”~ 的 阐述 logarithmic ”对 数 ~ 
fourteenth century model of ”~ 14 世纪 的 模型 nonnegative ” 非 负 ~ 
Galileo’ s formula for ~ 的 伽利略 公式 one-to-one 一 对 一 ~ 
Frenet, Jean-Frédéric J-F 3 $ periodic ”周期 ~ 
Frenet frame. See TNB frame range of ”~ 的 值 域 
弗 勒 内 标 架 .参见 TNB 标 架 rational ”有 理 ~ 
Fubini, Guido, G. 富 比 尼 scalar ”数量 ( 纯 量 ) ~ 
Fubini s Theorem ” 窗 比 尼 定 理 transcendental ”超越 ~ 
for calculating double integrals ”计算 二 重 积 分 的 ~ use of ”~ 的 应 用 
first form of ”~ 的 第 一 形式 Fundamental Theorem of Algebra ”代数 基本 定理 
stronger form of ”~ 的 强 形式 Fundamental Theorem of Calculus ” 微 积 分 基本 定理 
Functions. See also Continuous functions; application of ”~ 的 应 用 
Exponential fnnctions; Extreme values of functions; piecewise continuous functions and 
Max/min values of functions; Multivariable functions; TER ERRA ~ 
Trigonometric functions; Vector functions; specific explanation of ”~ 的 阐述 
functions , Integral Evaluation Theorem and 积分 计算 定理 和 


函数 ;也 见 连 续 函 数 ; 指 数 函 数 ;函数 的 极 值 ; 函 origin of ~ 的 源 起 
数 的 最 大 / 最 小 值 ;多 元 函数 ;三 角 函 数 ;向 量 for vector fnnctions of real variables 
函数 ;特殊 函数 实 变量 向 量 函 数 的 ~ 


absolute value ”绝对 值 ~ Fundamental Theorem of Line Integrals 
antiderivative of ”~ 的 反 导 数 线 积分 基本 定理 


Functions( cont.) 函数 ( 续 ) 


G 
bounded monotonic “有 界 单调 ~ 


composite 复合 ~ Galileo, Galilei, C. 伽 利 略 
constant ”常数 ~ Gamma function ÍD A% 
defined in pieces “分 段 定 义 的 ~ Gauss s Law 高 斯 定律 
derivatives as( See also Derivatives) Gears ”齿轮 

作为 函数 的 导数 (也 参见 导数 ) General first-order differential equations 
differentiable HJ ~ 一 般 的 一 阶 微 分 方程 
domain of ”~ 的 定义 域 General linear equations ”一 般 线 性 方程 
even and odd BMA ~ Generating curves ”生成 曲线 
explanation of ~ hJ WIR Genetics “遗传 学 
graphs of ”~ 的 图 形 Geometric mean ”几何 平均 
harmonie ”调和 ~ Geometrie series ”几何 级 数 
homogeneous FW ~ analysis of ~ 的 分 析 
hyperbolic IUH ~ explanation of ~ 的 阐述 
identity ~ 恒等式 as power series ”作为 寡 级 数 的 ~ 
to illustrate economics “用 来 前 明 经 济 学 的 ~ reindexing ËR ~ 
implicitly defined ” 隐 式 定义 的 ~ use of ”~ 的 应 用 
increasing vs. decreasing 增 ~ 与 减 ~ Geostationary orbit “几何 稳定 轨道 
inverse FE ~ Geosynchronous orbit ”几何 同步 轨道 


inverse trigonometrice MÆ ~ Gibbs, Josiah Willard, J.W. 吉 布 斯 
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Gibbs phenomenon 吉 布 斯 现象 proof of ”~ 的 证 明 
Glory hole ”大 洞穴 Stokes’ Theorem vs. 斯 托 克 斯 定理 与 - 
Gradient fields ”梯度 场 tangential form of ”~ 的 切 形式 
Gradients ”梯度 supporting ”证 实 ~ 

algebra rules for ”~ 的 代数 法 则 Green 's Theorem Area Formula 

to level curves ”等 位 线 格林 定理 的 面积 公式 
Gradient vectors $% FE [sd] Bt H 


Grapher failure ”绘图 器 (图 形 计算 器 ) 的 失效 
Graphing utilities ”绘图 器 (图 形 计算 器 ) 

to calculate finite sums ”用 ~ HAARA 

deceptive pictures on ~ 上 不 可 靠 图 形 

dot mode on ~ 的 点 模式 

finding limits of integration with 

用 ~ 求 积分 的 极限 

visualizing integrals with 用 ~ 可 视 化 积分 

partial derivatives and ” 偏 导数 和 - 

polar coordinates and RERA ~ 

surfaces in space and ”空间 曲面 和 ~ 
Graphs ”图 象 

computer-generated ”计算 机 生成 的 ~ 

of derivatives ”导数 的 ~ 

of functions ”函数 的 ~ 

of functions of two variables ”二 元 函数 的 ~ 

of nonnegative function 3EM AXI ~ 

of power functions ÆRA ~ 

shapes of ~ 的 形状 

of trigonometric functions ”三角 函 数 的 ~ 


Half- life, of radioactive elements 
放射 性 元 素 的 半 豪 期 
Harmonic functions “调和 函数 
Harmonic series ”调和 级 数 
Heat energy per unit volume ”单位 体积 中 的 热能 
Heat equation，one-dimensional ”一 维 热 方程 
Heaviside method WER HD 
explanation of ~ 的 前 述 
integrating with Hj ~ 求 积分 
for linear factors ”线性 因子 的 
Helix 螺旋 线 
finding flow along RH ~ 的 流动 
graphof ~ 的 图 形 
torsion of ”~ 的 挠 率 
Hermite, Charles, C. 埃 尔 米 特 
Hidden-line algorithms ” 隐 线 算法 
Hook's Law iA W E ŒE 
Horizontal asymptotes ”水平 渐 近 线 
Horizontal line test ”水 平 直线 法 则 


Hydrodynamics, continuity equation of 


Viewing and interpreting ”审视 和 解释 ~ 流体 动力 学 的 连续 性 方程 
Gravitational constant “引力 常数 Hydroelectric power ”水 电力 


Green, George, G. 格林 Hyperbolic XX H H 
, . yA 
Green s first formula ”格林 第 一 公式 Hyperbolic functions “ 双 曲 函数 
. 一 从 
Creen s second formula ”格林 第 二 公式 derivatives and integrals of ~ 的 导数 和 积分 
Green 's Theorem ”格林 定理 evaluation of ~ 的 计算 
circulation density at point and ”点 环流 密度 和 ~ explanation of ”~ 的 阐述 


evaluating line integrals using identities for ”~ 恒等式 


利用 ~ 计算 线 积分 inverse 反 ~ 
flux density at a point and 一 点 的 通 量 密度 和 ~ Hyperbolic paraboloids “ 双 曲 抛物 面 


forms of ”~ 的 形式 Hyperboloids XX H H 


generalization to three dimensions of 


~ 的 三 维 推广 I 
importance of ”~ 的 重要 性 Ice cubes, melting ” 冰 块 的 融化 
mathematical assumptions for ~ 的 数学 假设 Identities ”恒等式 


normal form of ”~ 的 正规 形式 explanation of ”~ 的 前述 
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for hyperbolic functions X H AR ~ explanation of ~ WIE 
inverse function-inverse cofunction integrands with R ~ BJ #H ER 
反 函 数 - 反 余 函数 ~ Infinite limits 无穷 极限 
trigonometrie functions and = fA RR ~ horizontal and vertical asymptotes and 
Identity function 恒 同 函数 水 平和 紧 直 渐 近 线 与 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 precise definitions of ”~ 的 确切 定义 
limits and ”极限 和 ~ Infinite sequence AR IY YI 
Image % Infinite series ”无穷 级 数 
Implicit differentiation ” 隐 微 分 法 absolute convergence and 绝对 收敛 和 ~ 
Chain Rule and ” 链 式 法 则 和 ~ adding or deleting terms 
derivatives of higher order and ”两 阶 导 数 和 ~ 加 上 或 去 掉 ~ 的 (有 限 ) 项 
explanation of ”~ 的 阐述 alternating ”交错 ~ 
partial derivatives and ” 偏 导 数 和 ~ comparison tests and ”比较 检验 法 和 
rational powers of differentiable functions and constructing ”构建 ~ 

可 微 函 数 的 有 理 军 和 ~ convergent 收敛 ~ 
steps of ~ 的 步骤 divergent 发散 ~ 
three-variable ”三 个 变量 的 ~ even and odd functions and ” 偶 和 奇 函 数 与 ~ 

Improper integrals 广义 积分 explanation of ”~ 的 图 述 
computer algebra systems to evaluate Fourier E ~ 
计算 ~ 的 计算 机 代数 系统 Fourier cosine EMAZ ~ 
convergence and divergence tests and Fourier sine (EMMEK ~ 
收敛 和 发 散 检 验 法 和 ~ geometrie ”几何 ~ 
explanation of ~ 的 阐述 harmonic and p- ”调和 与 p- ~ 
with infinite discontinuities AXSAM ~ Integral Test and ”积分 检验 法 和 ~ 
with infinite integration limits ”无 穷 积 分 限 的 ~ limits of sequences of numbers and ”数列 极限 和 
types of ”~ 的 类 型 Maclaurin 麦克 劳 林 
Increments 1% E monotonic and bounded sequences and 
Increment Theorem for Functions of Two Variables 单调 有 界 序列 和 - 

二 元 函数 的 增 量 定理 partial sums and ”部 分 和 与 ~ 
explanation of ~ 的 阐述 Picard s method for finding roots and 
proof of ~ 的 证 明 求 根 的 毕 卡 法 和 ~ 

Indefinite integrals 不 定 积 分 power ~ 
checking correctness of 检验 ~ 的 正确 性 Ratio Test for ”~ 的 比率 检验 法 
of f, /的 ~ recursively defined sequences and 
finding R ~ 递归 定义 的 序列 和 ~ 
rules for ”~ 的 法 则 reindexing and ” 重 标 和 ~ 
Independent variables B ÉE" Root Test for ” 根 检 验 法 
Indeterminate forms P HÆR subsequences and PF30340 -~ 
Index of permutation ”置换 指数 Taylor 泰勒 ~ 
Industry, applications of derivatives to use of ”~ 的 应 用 
导数 在 工业 中 的 应 用 Infinity 无穷 
Inertia, moments of WHH limits involving 5 ~ 有 关 的 极限 


Infinite discontinuities “无 穷 间 断 symbol for ~ Bir S 


MA! 
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Inflection points £ SÁ of a", a" BJ < 
of curve ”曲线 的 ~ of vector functions ”向 量 函 数 的 ~ 
stock market and ”股票 市 场 和 ~ visualizing with elusive antiderivatives ”对 不 易 察觉 
Initial ray ”初始 射线 的 反 导 数 的 可 视 化 ~ 
Initial value problems ” 初 值 问题 Integral sign ”积分 记号 
linear first-order ”线性 一 阶 ~ Integral tables ”积分 表 
partial fractions to solve ”求解 ~ 的 部 分 分 式 Integral Test ”积分 检验 法 
series solution for ”~ 的 级 数 解 Integral theorems unified ”统一 的 积分 定理 
solutions to ~ 的 解 Jntegrands ”被 积 函 数 
Instantaneous rates of change. See also explanation of ”~ 的 阐述 
Rates of change ”瞬时 变化 率 .也 参见 变化 率 with infinite discontinuities ” 具 无 穷 间 断 的 ~ 
derivatives and ”导数 和 ~ Integrate command ”积分 指令 
explanation of ~ 的 阐述 Integrating factor ”积分 因子 
Instantaneous speed ”瞬时 速率 Integration. See also Definite integrals;Indefinite integrals; 
Integral applications ”积分 的 应 用 积分 法 ,积分 ,也 参见 定 积分 ;不 定 积 分 ; 
fluid forces and ”流体 力 和 ~ with computer algebra systems 
lengths of plane curves “平面 曲线 的 长 度 用 计算 机 代数 系统 求 积 分 
modeling volume using cylindrical shells constant of ”积分 常数 
利用 柱 这 对 体积 进行 建 模 double integrals and limits of 重 积分 和 ~ [E 
moments and centers of mass and EARLI ~ estimating with finite sums and 用 有 限 和 估计 及 ~ 
springs, pumping, and lifting MA FAEH finding limits of ” 求 积分 限 


volumes by slicing and rotation about axis 
关于 < 轴 切 片 和 旋转 求 体积 
Integral calculus ”积分 学 
Integral Evaluation Theorem 积分 计算 定理 


Integrals. See also Definite integrals; Double integrals; 


infinite limits of XF ~ 8 

numerical ”数值 ~ 

spherical coordinates and ” 球 坐 标 和 ~ 
substitution method of ~ 的 替换 法 

tabular 列表 ~ 

term-by-term KJO ~ 

terminology and notation of ”~ 的 术语 和 记号 


Indefinite integrals; Integration; Triple integrals 


积分 . 也 参见 定 积分 ; 重 积分 ;不 定 积分 ;积分 


法 ;三 重 积分 
triple integrals and limits of 三 重 积 分 和 ~ 限 
for fluid force ”对 流体 为 的 ~ 
variable of 积分 变量 
formulas for ~ 公式 


Integration by parts ”分 部 积分 
explanation of ~ WÈ 
Product Rule and ” 积 法 则 和 ~ 


of hyperbolic functions “ 双 曲 函数 的 ~ 
improper 广义 ~ 
involving logar, XF logar 的 ~ 


lne 线 - repeated use of ~ 的 重复 使 用 

matched to basic formulas ”与 基本 公式 匹配 的 ~ solving for unknown integral and ” 求 未 知 积分 及 ~ 
natural logarithmic function as ”自然 对 数 作 为 ~ tabular integration and ”列表 积分 法 和 ~ 

polar Ë ~ Integration formulas ”积分 公式 

rules for ~ 法 则 algebraic procedures for basic 

of sinx and cossr ， sinx 和 cos2x 的 - 基本 ~ 的 代数 方法 

surface ”曲面 ~ explanation of ~ 的 阐述 

of tan x and cot x, tanx 和 和 cotx 的 ~ use of ~ 的 应 用 


trigonometrie 三角 ~ Integration in vector fields ”向 量 场 中 的 积分 
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continuity equation of hydrodynamics and 
流体 动力 学 的 连续 性 方程 和 ~ 
Divergence Theorem and ” 散 度 定理 和 ~ 


exact differential forms and 恰当 微分 形式 和 ~ 


finding potentials for conservative fields and 
求 保守 场 的 势 和 ~ 
flow integrals and circulation and 
流 积分 和 环流 与 ~ 
flux across plane curve and 
穿 过 平面 曲线 的 通 量 和 ~ 
Gauss s Law and 高 斯 定律 和 - 
Green s Theorem and 格林 定理 和 ~ 
Integral Theorem and ”积分 定理 和 ~ 
line integrals and ” 线 积分 和 ~ 
moments and masses of thin shells and 
薄 壳 的 矩 和 质量 与 - 
parametrized surfaces and ”参数 化 曲面 和 ~ 
path independence and ”路径 无 关 和 ~ 
Stokes’ Theorem and ”斯 托 克 斯 定理 和 ~ 
surface area and HERA ~ 
surface integrals and ”曲面 积分 和 ~ 
work integrals and ” 作 功 的 积分 和 ~ 
Interest, continually compounded ”连续 复 利 
Interior points ”内 点 
Intermediate value property of continuous functions 
连续 函数 的 中 间 值 性 质 
Intermediate value property of derivatives 
导数 的 中 间 值 性 质 
Intermediate value theorem for continuous functions 
连续 函数 的 介 值 定理 
Intervals ” 区间 
of convergence E Fl 
differentiable on 在 ~ 上 可 微 
open and closed FMA ~ 
Inventory function ”库存 函数 
Inventory management formulas ”库存 管理 公式 
Inverse cofunction identities ”上 反 余 函数 恒等式 
Inverse functions M A% 
continuous ”连续 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding 3K ~ 
parametrizing ”参数 化 


test for ~- 检验 法 


Inverse hyperbolic functions JÆ XX Hi A% 
Inverse sine function J] E 4% PA %t 
Inverse trigonometrie functions K= fS A% 
definitions of ~ 的 定义 
derivatives of ~ 的 导数 
explanation of ”~ 的 阐述 
graphs of ”~ 的 图 形 
useof ~ 的 应 用 
Involute of unit cirele BAS 3848 R 
Iterative ”迭代 的 


J 


Jacobi, Carl Gustav Jacob C.G.J. 雅 可 比 
Jacobian determinant ” 雅 可 比 行列 式 

Jerk ”和 急 推 

Joue 焦耳 

Jump discontinuity ”跳跃 间断 


K 


k-component of curl ” 旋 度 的 第 个 分 量 
Kepler, Johannes J. 开 普 勒 
Kepler equations JF ¥ #7% 
Kepler's laws ” 开 普 勒 定律 
application of ~ 的 应 用 
derivation of ”~ 的 导出 
first 第 -- ~ 
second 第 二 ~ 
third 第 三 ~ 
Kinetic energy ”动能 
conversion of mass to ” 质 能 转换 
in a rotating shaft 旋转 轴 的 ~ 
in sports ”运动 中 的 ~ 
work and 功 和 ~ 
k th subinterval ”第 上 个 子 区 间 


L 


LaGrange, Joseph Louis Comte J.L.C. 拉 格 朗 口 


Lagrange multipliers $y$% BJ H RT 
constrained maxima and minima and 
约束 最 大 值 和 最 小 值 与 ~ 
method of ~ 方法 
with two constraints ， 具 两 个 约束 的 ~ 
use of ~ 的 应 用 
Laplace equations ” 拉 普 拉 斯 方程 
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ELaunch angle 发 射 角 one-sided FH ~ 
Law of Conservation of Mass ”质量 守恒 律 precise definition of ~ 的 确切 定义 
Law of Cosines ”余弦 定律 properties of ~ 的 性 质 
Law of Exponential Change “指数 变化 律 rates of change and ”变化 率 和 ~ 
Law of Refraction ”折射 定律 Sandwich Theorem and 夹 下 (三 明治 定理 ) 定理 和 
Left-continuous functions 左 连 续 函 数 two -path test for nonexistence of 
Left-hand limits 左 极限 ~ 不 存在 的 两 路 径 检 验 法 
Leibniz, Gotfried Wilhelm G.W. 莱 不 尼 蒋 two-sided ”双边 ~ 
Leibniz s formula PERAR use of ”~ 的 应 用 
Leibniz s Rue 3%& Á J ç BË HHJ of vector functions ”向量 函数 的 ~ 
application of ”~ 的 应 用 Limit Comparison Test ”极限 的 比较 检验 法 
for higher-order derivations of products Limiting population ”极限 群体 数 
积 的 高 阶 导数 的 ~ Limit laws for sequences ”序列 的 极限 定律 
proofs of ”~ 的 证 明 Limit Product Rule ”极限 的 积 法 则 
visualizing ”~ 的 形象 化 Limit Quotient Rule ”极限 的 商法 则 
Length 长 度 Limit Rules ”极限 法 则 
of plane curves 平面 曲线 ~ explanation of ”~ 的 阐述 
of polar curves RERA ~ use of ~ 的 应 用 
of a sine wave ”正弦 波 的 波长 Limit theorem proofs ”极限 定理 的 证 明 
vectors and ”向 量 和 ~ Lindemann,C.L.F.，C.L.F. KAS 
Lenses “透镜 Linear approximation ”线性 近似 
Level surfaces ”等 位 面 accuracy of standard ”标准 ~ 的 精度 
L’ Hôpital, Guilliaume Franegois Antoine de error formula for ~ 的 误差 公式 
G.F.A. 洛 必 达 of f(x)， f(x) 的 ~ 
L'Hópital s Rule ” 洛 必 达 法 则 of f(x,y)， f(x,y) 的 ~ 
Cauchy's Mean Value Theorem and Linear combinations ”线性 组 合 
柯 西 中 值 定理 Linear equations ”线性 方程 
first form ~ 的 第 一 形式 Linear first-order differential equations 
indeterminate forms ”~ 的 中 间 形 式 线性 一 阶 微分 方程 
limits of sequences and ”序列 极限 和 ~ explanation of ~ 的 阐述 
origin of ~ 的 起 源 mixture problems and ”混合 问题 和 ~ 
stronger form 更 强 形式 的 ~ RL circuits and RL 电路 和 ~ 
Light rays ”光线 solving “求解 ~ 
Limit 极限 Linearization ”线性 化 
eliminating zero denominators ”代数 地 消 explanation of ”~ 的 阐述 
algebraically and ”去 零 分 母 和 ~ finding K ~ 
finding R ~ of function of two variables ”二 元 函数 的 ~ 
frequently arising ”经常 出 现 的 ~ of function with more than two variables 
of functions AAJ ~ 多 于 两 个 变量 的 函数 的 ~ 
informal definition of ”~ 的 非 正式 定义 Line integrals RERS 
involving infinity 与 无 穷 有 关 的 ~ additivity and ”加 性 和 ~ 
involving(sin 0)/0, 与 (sin 0)/0 有 关 的 ~ in conservative fields ”保守 场 中 的 ~ 


number e expressed as ” 数 e 表 为 ~ definitions and notation of ”~ 的 定义 和 记号 
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evaluation for smooth curves and ”光滑 曲线 和 ~ Maclaurin series ”麦克 劳 林 级 数 
evaluation of ”~ 计算 binomial series and ”二 项 级 数 和 
Green's Theorem to evaluate ”计算 ~ 的 格林 定理 for cos x cos x HJ ~ 
mass and moment calculations for foret e Hj ~ 
质量 和 和 矩 的 计算 explanation of ”~ 的 阐述 
Lines ”直线 , 线 finding 求 ~ 
applications ”应 用 for sin x, sinx 的 ~ 
increments JF BE table of ~ 表 
mass along 沿 ~ 的 质量 Magnetic flux ” 磁 通 量 
motion along 沿 ~ 的 运动 Main diagonal ” 主 对 角 
parallel and perpendicular “平行 和 垂直 ~ Marginals，in economics ”经 常 学 中 的 边际 ~ 
in the plane ”平面 直线 Mass ”质量 
regression analysis with calculator along line ” 沿 直 线 的 ~ 
用 计算 器 做 线性 回归 分 析 center of 质心 
slope of ~ 的 斜率 distributed over plane region 
in space ”空间 直线 thin, flat plates with continuous distribution 
tangent ”切线 of ”~ 连续 分 布 的 薄 平 板 
Line segments ”线段 weight vs. 重量 对 ~ 
directed ”有 向 线段 Masses and moments ”质量 和 条 
in space ”空间 线段 double integrals and ”二 重 积分 和 ~ 
Local extreme values ”局 部 极 值 formulas for ~ 公式 
explanation of ”~ 的 阐述 integrals and ”积分 和 ~ 
first derivative test for ”~ 的 一 阶 导数 检验 法 line integrals and ” 线 积分 和 ~ 
second derivative test for ”~ 的 二 阶 导 数 检验 法 of thin shells WEH ~ 
Logarithmic differentiation “对 数 微 分 法 ,对 数 求 导 法 in three dimensions 三 维 ~ 
Logarithmic functions “对 数 函 数 Mathematical induction ”数学 归纳 法 
common ”常用 对 数 Mathematical models “数学 模型 
explanation of ~ 的 阐述 construction process for ~ 的 构建 过 程 


自然 ~ 
Logarithmic regression analysis 
对 数 


change of basc formula 


natural 
对 数 回归 分 析 
Logarithms 
~ 的 底 变 换 公式 
~ 的 重复 性 

~ 的 反方 程 


importance of 
inverse equations for 
对 数 律 


Logistic difference cquation 


laws of 
逻辑 斯 说 差分 方程 
逻辑 斯 说 增长 
逻辑 斯 诺 人 口 模型 
逻辑 斯 说 序列 
洛 伦 兹 短 缩 公式 

M 

麦克 劳 林 


Logistic growth 
Logistic population model 
Logistic sequence 


Lorenz contraction formula 


Maclaurin, Colin 


经 验 模型 
~ 的 阐述 
简化 和 ~ 


empirical 
explanation of 


simplification and 


steps in development of ~ 研制 的 步骤 
using calculus in ”~ 中 应 用 微 积分 
verifying ”验证 ~ 

Matrix 4E RF 

Max/min problems ”最 大 /最 小 问题 


a problem with a variable answer 
strategy for solving RE ~ 的 步骤 
Max/min values of functions 


绝对 ~ 


closed bounded regions and 


absolutc 


临界 点 和 ~ 


critical points and 


drilling-rig problem and 


分 布 在 平面 区 域 的 ~ 


答案 不 同 的 ~ 


函数 的 最 大 /最 小 值 


闭 有 界 区 域 和 ~ 


油井 问题 和 ~ 
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finding -K ~ 
Lagrange multipliers and $Y BARFA ~ 
local ”局 部 ~ 
summary of ”~ 的 总 结 
Mean Value Theorem ”中 和 值 定理 
Cauchy's $ip ~ 
corollaries of ”~ 的 推论 
for definite integrals ” 定 积分 的 ~ 
explanation of ”~ 的 前 述 


finding velocity and position from acceleration 


ad ”从 加 速度 求 速度 和 位 置 与 ~ 


Increment Theorem for Functions of Two Variables 


and 二 元 函数 的 增 量 定理 和 ~ 


Mixed Derivative Theorem and 混合 导数 定理 和 ~ 


physical interpretation of ~ 的 物理 解释 
useof ~ 的 应 用 
Measurement error ”测量 误差 
Melting ice cubes ”融化 冰 块 
Mendel, Gregor Johann G.J. f f ¿Ñ 
Midpoints, coordinates of ”中 点 的 坐标 
Minors TR 
Mixed Derivative Theorem ”混合 导数 定理 
Mixture problems ”混合 问题 


Models. See Mathematical models 模型 .参见 数学 模型 


Moments. See also Masses and moments and centers of 


mass 和 矩 .也 参见 质量 和 矩阵 与 质心 
of inertia WHE ~ 
of inertia in beams FHJ IRTE ~ 
of inertia in sports equipment 
运动 器 械 中 的 惯性 ~ 
of inertia vs. mass ”惯性 对 质量 
of the system about the origin 
关于 原点 的 系统 的 ~ 
seeing the moment of inertia at work 
了 解 在 起 作用 的 惯性 算 
Momentum, angular ” 角 动 量 
Monotonic functions, bounded “有 界 单 调 函 数 
Monotonic sequences ”单调 序列 
Monotonic Sequence Theorem ”单调 序列 定理 
Monte Carlo numerical integration 
蒙特 卡 罗 数 值 积 分 
Motion 运动 
along lines 沿 ~ 的 运动 


coasting to a stop ”请 行 到 停止 

particle ”质点 ~ 

planetary ”行星 ~ 

in polar and cylindrical coordinates 
极 坐标 和 柱 坐 标 系 中 的 ~ 

projectile “抛射 体 ~ 

simple harmonic ” 简 谐 ~ 

vector functions and 向 量 函 数 和 ~ 


Multiplication ”乘法 


explanation of ”~ RJE 

power series ARAH) ~ 

scalar ”数量 ~ 

Multivariable functions ”多 元 函数 

Chain Rule and ” 链 式 法 则 和 ~ 

differentials and ”微分 和 ~ 

directional derivatives and ”方向 导数 和 ~ 

extreme values and saddle points and 
极 值 和 鞍点 与 ~ 

gradient vectors and tangent planes and 
梯度 向 量 和 切 平面 与 ~ 

Multivariable functions( cont.) 多 变量 函数 ( 续 ) 

Lagrange multipliers and 拉 格 朗 日 乘 子 和 ~ 

limits and continuity in higher dimensions and 
高 维 极限 和 连续 性 

linearization and 线性 化 和 ~ 

overview of ~ 概述 

partial derivatives and ”人 篇 导数 和 ~ 

partial derivatives with constrained variables and 
具 约 束 变 量 的 偏 导数 和 ~ 

of several variables ”多 变量 ~ 


Taylor formula for two variables and 


两 个 变量 的 泰勒 公式 和 ~ 
N 


Napier, John J. 纳 皮 尔 

Natural domain ”自然 定义 域 

Natural exponential function 自然 指数 画 数 
explanation of ”~ 的 闸 明 


Natural logarithmic function 自然 对 数 函 数 
explanation of ~ 的 阐述 
as integral ”作为 积分 的 ~ 

Natural numbers ”自然 数 
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Newton (SI unit of force) ”牛顿 (为 的 国际 标准 单位 》 
Newton, Isaac I. 牛顿 
牛顿 - 米 


Newton s law of Cooling. 


Newton-meter 
牛顿 冷却 定律 
Newton s law of Gravitation “牛顿 引力 定律 
牛顿 法 
~ 的 应 用 
收敛 (性 ) 和 ~ 
~ 的 阐述 
分 形 盆 和 ~ 
~ 的 步骤 
应 用 ~ 生成 的 序列 
牛顿 第 二 运动 定律 


Newton’ s method 
application of 
convergence and 
explanation of 
fractal basins and 
procedure for 
sequences applied to 

Newton’ s Second Law of Motion 

~ 的 应 用 

~ 的 盖 述 


application of 
explanation of 
useof 的 应 用 
Nicole Oresme "s Theorem N. RENEE 
非 减 序列 
非 增 序列 
非 负 函数 
~ 图 形 下 的 面积 
~ 的 平均 值 


Nondecreasing sequences 
Nonincreasing sequences 
Nonnegative functions 
area under graph of 
average value of 
Normal ”法 线 
直线 的 ~ 
术语 的 本 源 
principal unit normal vector N, 
vectors 法 DE: 
Normal component of acceleration 
加 速度 的 法 向 分 量 
Normal line 法 线 
Normal probability density function 
正 态 概 率 密度 函数 
nth order derivatives n 阶 导数 


nth- Term Test for divergence 


发 散 的 第 ”项 检验 法 


of line. 


origin of term 


主 单位 法 向 量 N 


Number of inversions RIF% 
Numerical integration ”数值 积分 


approximations using parabolas and 
利用 抛物 线 逼 近 和 ~ 

estimating values of nonelementary integrals 
using ”利用 ~ 估算 韭 初等 积分 的 值 

蒙特 卡 罗 ~ 

辛普森 法 则 和 


Monte Carlo 


Simpson’ s Rule and 


trapezoidal approximation and ”梯形 逼近 和 ~ 
use of ~ 的 应 用 
数值 方法 


数值 解 
O 


斜 的 渐 近 线 
奇 函数 


Onc-dimensional heat equation 


Numerical method 


Numerical solution 


Oblique asymptotes 
Odd functions 
一 维 热 方程 
One-dimensiongl wave equation ”一 维 波动 方程 
单 边 极限 

一 对 一 函数 

FKN 


One-sided limits 
One-to-one functions 
Open intervals 
Open sets FÆ 
最 优化 

~ 的 应 用 
examples from business and industry 


来 自 商 业 和 工业 的 ~ 例子 


Optimization 


applications 


explanation of ~ 的 奖 述 
Orbit ”轨道 

explanation of ”~ BBB BB 

geostationary ”几何 稳定 ~ 

geosynchronous ”几何 同步 ~ 


Orientation ”定向 
Orthogonal Gradient Theorem ” 正 交 梯度 定理 
正 交 投影 
正 交 向 量 
~ BAR 
投影 和 - 
writing a vector as a sum of 把 向 量 写作 ~ 之 和 
振 落 间断 
密切 加 
卫 


喘 轮 解释 
帕 普 斯 公式 


Orthogonal projection 
Orthogonal vectors 
explanation of 


projection and 


Oscillating discontinuity 


Osculating circle 


Paddle wheel interpretation 
Pappus’ s Formula 
抛物 线 


approximations using 


Parabolas 
利用 ~ 的 近似 
Archimedes’ area formula for 


~ 的 阿 基 米 德 面积 公式 


ideal projectiles and ”理想 抛射 体 和 ~ 
Paraboloids ”抛物 面 
Parallel Axis Theorem ”平行 移 轴 定理 
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Parallelepipeds ”平行 六 面体 
Parallel lines ”平行 线 
Parallelograms ”平行 四 边 形 
area of ”~ 的 面积 
area of orthogonal projection of ~ 的 正 交 投影 的 
law of addition ”加 法 律 
Parameters ”参数 
Parametric arc length formula ”参数 弧 长 公式 
Parametric curves ”参数 曲线 
explanation of ~ 的 阐述 
slopes of ”~ 的 斜率 
Parametric equations ”参数 方程 
explanation of ~ 的 阐述 
for inverse functions RAX ~ 
for line ”直线 的 ~ 
for tangent line ”切线 的 ~ 
use of ~ 的 应 用 
Parametric formula for area of smooth surface 
光滑 曲面 面积 的 参数 公式 
Parametrizations ”参数 化 
of lines ”直线 的 ~ 
of line segments ”线段 的 ~ 
of plane curves “平面 曲线 的 ~ 
standard ”标准 ~ 
of surfaces ”曲面 的 ~ 
Parametrized surfaces ”参数 化 曲面 
Partia] derivatives ”人 篇 导数 
on a calculator or CAS 
用 计算 器 或 计算 机 代数 系统 求 ~ 
Chain Rule and ” 链 式 法 则 和 ~ 
with constrained variables RARER ~ 
continuity and ”连续 性 和 ~ 
of function of two variables ”二 元 函数 的 ~ 
higher order 高 阶 ~ 
at point ”一 点 处 的 ~ 
second-order 二 阶 ~ 
Partial fractions ”部 分 分 式 
determining constants in ”确定 ~ 中 的 常数 
explanation of ~ 的 阐述 
Heaviside method and ” 赫 维 赛 德 方法 和 ~ 
method of ”~ 方法 
Partial sums ”部 分 和 
Partition ”划分 


Path independence ”路径 无 关 
Percentage change ”百分比 变化 
Perihelion position ”近日 点 位 置 
Periodic extension. Fourier series and 
周期 延 拓 .人 很 里 叶 级 数 和 
Periodic functions “周期 函数 
explanation of ~ 阐述 
sines and cosines and 正弦 和 余弦 与 ~ 
use of ~ 的 应 用 
Permutation index ”置换 指数 
Perpendicular Axis Theorem “垂直 轴 定 理 
Perpendicular lines #42 
Perpendicular vectors. See Orthogonal vectors 
垂直 向 量 .参见 正 交 向 量 
Phase lines WAA 
Picard’ s method for finding roots ” 求 根 的 皮卡 法 
explanation of ~ 的 阐述 
testing “检验 ~ 
use of ~ 的 应 用 
Piecewise continuous functions EZ E£ pR £ 
Piccewise-defincd functions ”分 段 定 义 的 函数 
Piecewise smooth curves SRR HR 
Piecewise smooth surfaces ”分 片 光滑 曲面 
Pinching Theorem. See Sandwich Theorem 
缩 成 一 点 定理 .参见 夹 通 ( 三 明治 ) 定理 
Plane curves “平面 曲线 
flux across ” 穿 过 ~ 的 通 量 
lengths of ”~ 的 长 度 
parametrizations of ”~ 的 参数 化 
principa] unit norma] vector for 
~ 的 主 单位 法 向 量 
vector functions and MEAKA ~ 
Planes 平面 
equations for ”平面 方程 
planets moving in 在 ~ 中 运动 的 行星 
tangent 切 ~ 
Planetary orbit ”行星 轨道 
Plates, thin flat ” 薄 平 板 
Point-slope equations ”点 - 斜 方程 
Poiseuille, Jean J. 普 瓦 泽 伊 
Polar axis “ 极 轴 
Polar coordinate pair ” 极 坐 标 对 
Polar coordinates ” 极 坐 标 
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areain 在 ~ 下 的 面积 for rational powers AHRR ~ 
changes to ~ 变化 Powers # 
explanation of ”~ 的 阐述 Power series $ X 
graphing i ~ 的 图 arctangents and REJA 
graphing utilities and ”绘图 设施 和 ~ binomial series for powers and roots and 
integrals in ~ 中 的 积分 TARAR SKRATTAR ~ 
motion in ~ 中 的 运动 convergence and WAHE) 和 ~ 
relating Cartesian and ”第 卡 儿 坐 标 和 ~ 的 关系 evaluating indeterminate forms with 
Polar curves ” 极 坐 标 曲 线 用 ~ 计算 中 间 形 式 
area in plane and ”平面 中 的 区 域 和 ~ interval of comergence and K&K ~ 
length of ~ 的 长 度 multiplication of ”~ 的 乘法 
shope of ~ 的 斜率 solving differential equations with 
Polar integrals ” 极 坐标 积分 用 ~ 求解 微分 方程 
Polar moment ” 极 距 term-by-term differentiation and 
Pole fR ARA 逐 项 微分 和 ~ 
Polyhedral surfaces ”多 面体 曲面 term-by-term integration and ， 逐 项 积分 和 ~ 
Polynomial functions “多 项 式 函 数 Preimage ”前 象 
continuous ”连续 ~ Pressure-depth equation ”压力 - 深度 方程 
economics and ”经 济 学 和 ~ Product Rule W 
limits of ~ 的 极限 derivative ”导数 的 ~ 
use of ”~ 的 应 用 explanation of ”~ 的 阐述 
Polynomials ”多 项 式 in integral form ”积分 形式 的 ~ 
irreducible quadratic ”不 可 约 江 次 ~ Products M 
of low degree {RIK ~ Projectile height “抛射 体高 度 
Taylor 泰勒 ~ differential equations and ”微分 方程 和 ~ 
Population growth ”人 口 (群体 ) 增长 estimation of ”~ 的 估算 
exponential functions and “指数 函数 和 ~ explanation of ”~ KJER 
in a limiting environment 有 限 环境 中 的 ~ Projectile motion # PK 2 5) 
Population model ”人 口 模 型 drag force and Ff j l ~ 
exponential ”指数 ~ height, flight time, and range and 
logistice ”逻辑 斯 详 ~ 高 度 、 飞 行 时 间 和 射程 以 及 ~ 
Positive integers IE% %t ideal ”理想 抛射 体 运 动 
explanation of ”~ 的 阐述 parabolic trajectories and “抛物线 轨道 和 ~ 
Power Rule for ”~ MFR M with wind gusis ”阵风 中 的 ~ 
Potential function #* pR Æ% Proportionality ”比例 性 
Power Chain Rule RREN p-series p- 级 数 
Power functions % PA% alternating ”交错 ~ 
Power Rule #E IH explanation of ”~ 的 阐述 
for differentiation ”微分 法 的 ~ Pumping liquids ”抽水 
explanation of ~ 69 DE from containers ” 从容 家 ~ 
final form 终极 形式 的 ~ weight of water and ”水 重 和 - 
for negative integers ” 负 整 数 ~ Pyramids “棱锥 


for positive integers ” 正 整 数 ~ 
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Quadratic approximations “二 次 近似 ~ ,二 次 逼近 ~ 


Quadric surfaces “二 次 曲面 
ellipsoid ” 椭 球 面 
elliptic cone Ai M $È Hi 
explanation of ~ 的 阅 述 
hyperboloid XZ $ mi 
paraboloid ”抛物 面 

Quotient Rule ”商法 则 

Quotients T 
of complex numbers ”复数 的 
derivatives of ~ 的 导数 


及 


Raab's Test ” 拉 阿 伯 检 验 法 
Radian measure ”弧度 度量 
Radians. degrees vs. BE X IR E 
Radioactive decay ”放射 性 衰减 
explanation of ”~ 的 阐述 
modeling ~ 的 建 模 
Radioactive elements ”放射 性 无 素 


t 


decay constant of ”~ 的 衰减 常数 


half-life of ”~ 的 半衰期 
Radius of gyration ”旋转 半径 
Range WH HE 

of function ”函数 的 ~ 

of projectile ”~ 的 射程 
Rates of change ”变化 率 

average 平均 ~ 

derivatives as ”导数 作为 ~ 

informal definition of limit and 

极限 和 ~ 的 非 正式 定义 


instantaneous ”瞬时 ~ 


instantaneous speed and ”瞬时 速率 和 ~ 
limits of functions and 省 数 的 极限 和 ~ 


precise definition of limit and 
极限 的 确切 定义 和 ~ 
related ”相关 ~ 
Rational functions £ MK% 
continuity ~ 的 连续 性 
limits of ”~ 的 极限 
Rational numbers ”有 理 数 
Rational operations ” 有理 运算 


Rational Power Rue £ RB 8 HN 
Ratio Test ”比值 检验 法 ,比值 判别 法 


explanation of ”~ 的 阐述 
to find the interval of convergence 


用 ~ 求 收敛 区 间 


Real numbers ”实数 


Rearrangement Theorem for Absolutely Convergent 


绝对 收敛 的 重 排 定 理 


Rectangles ”和 矩形 


double integrals over, ~ 上 的 重 积 分 
inscribing ”内 接 ~ 


Rectangular coordinates. See Cartesian coordinates 


拖 形 坐标 .参见 笛 卡 儿 坐 标 


Recursion formula ÆA 
Recursively defined sequences HE SBS PU 
Regression analysis ”回归 分 析 


with calculator ”用 计算 器 做 ~ 

explanation of ~ 的 阑 述 

exponential models for population 
种 群 指数 模型 的 ~ 

logarithmic ”对 数 ~ 

sinusoidal 正弦 ~ 

steps in ~ 的 步骤 


Regression curve ”回归 曲线 
Reindexing EER 
Related rates ”相关 变化 率 


equations and ”~ 方程 和 
solution strategies and ”求解 方法 和 ~ 


Relative change ”相对 变化 

Relative extrema “相对 极 值 

Relativistic sum ”相对 论 ( 性 ) 和 

Remainder Estimation Theorem RMA E 


explanation of ~ 的 表述 
truncation error and ”截断 误差 和 ~ 


Removable discontinuity FJ Æ B Wr 
Resistance ”阻力 


falling body encountering ”有 阻力 时 的 落体 
proportional to velocity ”与 速度 成 比例 
proportional to velocity squared 

与 速度 的 平方 成 比例 
ships coasting to a stop 

按 惯性 航行 到 停止 的 船只 ,滑行 到 停止 的 船只 
skydiving “特技 跳伞 
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Resisters ”电阻 器 
Resultant vectors ” 结 式 向 量 


Riemann, Georg Friedrich Bernhard C.F.B. 黎 曼 


Riemann sums 32 #l 


definite integral as limit of ” 定 积 分 作为 的 ~ 极限 


explanation of ~ 的 阐述 
nonnegative functions and 非 负 函 数 和 
Right-continuous functions ” 右 连 续 函 数 
Right-hand limits ” 右 极限 
Right-hand rule ”右手 法 则 
RL circuits RL 电路 
Rods 杆 
center of mass of ”~ 的 质心 
mass and moment formulas for thin 
细 ~ 的 质量 和 和 矩 公式 
Rolle, Michel M. 罗 尔 
Rolle 's Theorem See also Mean Value Theorem 
罗 尔 定理 .也 参见 中 值 定理 
Roots 根 
finding complex RE ~ 
Picard's method for finding R ~ 的 皮卡 法 
Root Test ” 根 检 验 法 , 根 值 判 别 法 


S 


Saddle points #K 
explanation of ~ 的 阐述 
identifying 识别 ~ 

Sag F# 

Sandwich Theorem “三 明治 ( 夹 通 ) 定理 
explanation of ~ 的 前 述 
limits and ”极限 和 ~ 
sequences and ”序列 和 ~ 
use of ~ 的 应 用 

Sawtooth function 48 H PR $Z 

Scalar functions $E A% 


Scalar products. See Dot products ” 数 积 .参见 点 积 


Scalars ”数量 

Scatter plot ” 散 点 图 

Secant lines #J£& 

Second Derivative Tet ”二 阶 导数 检验 法 
Second moments ZKE 

Second-order derivatives “二 阶 导数 
Sensitivity ”敏感 性 


of body to medicine ”身体 对 药物 的 ~ 

to change ”对 变化 的 ~ 

of minimum cost ”最 小 成 本 的 ~ 
Separable differential equations 

分 离 ( 变 量 ) 微分 方程 

Sequences ”序列 

calculating limits of ”计算 ~ 的 极限 

convergence and divergence of 

序列 的 收银 和 发 散 

explanation of ”~ 的 阐述 

limit laws for ”~ 的 极限 定律 

monotonic and bounded ”单调 有 界 ~ 

nondecreasing JEW ~ 

nonincreasing JEI% ~ 

recursively defined ” 递 推 定义 的 ~ 
Shell formula ZAR 
Shell method ”过 方法 
Shell model FRW 
Short differential formula ”得 的 微分 公式 
Sigma notation (西格玛 ) 记号 
Simple connectivity ” 单 连通 性 
Simple harmonic motion ” 简 谐 运动 
Simpson, Thomas T. 辛普森 
Simpson s Rule ”辛普森 法 则 

error in ~ 的 误差 

explanation of ”~ 的 阐述 

Trapezoidal Rule vs. ”梯形 法 则 对 ~ 
Simulations ”模拟 
Sine-integral function E3% - 积分 函数 
Sinusoidal regression analysis ”正弦 回归 分 析 
SI unit ”国际 标准 单位 
Slicing, volumes by ”切片 法 求 体积 
Slope ”斜率 

of curve ”曲线 的 ~ 

of line ”直线 的 ~ 

of polar curve ” 极 坐 标 曲 线 的 ~ 
Slope fields ”斜率 场 
Slope-intercept equation ”斜率 - 截 距 方程 
Smooth curves ”光滑 曲线 

length of ”~ 的 长 度 

scaled ” 标 度 的 ~ 

speed on ~ 上 的 速率 

torsion of ~ 的 扭转 
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Smoothness ”光滑 性 
Snell’'s Law 斯 灰 尔 定律 
Social diffusion ”社会 扩散 
Solids, volumes of ”立体 的 体积 
Solids of revolution ”回转 体 
cylindrical shells ” 柱 壳 
disk method P #t z£ 
washer cross sections ”垫圈 截面 
Solids of rotation ”旋转 体 
Solution, to differential equations ”微分 方程 的 解 
Solution curve ” 解 曲线 
Sonic boom carpet FS £ Ja: 
Sound intensity ”声音 的 强度 
Space curves ”空间 曲线 
curvature and normal vectors for 
~ 的 曲率 和 法 向 量 
explanation of ~ 的 阐述 
finding parametric equations for line tangent to 
求 ~ 切线 的 参数 方程 
Speed ”速率 
average 平均 ~ 
derivatives and ”导数 和 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
finding ground KHE ~ 
instantaneous BB ~ 
Spheres #R 
motionon ~ 上 的 运动 
parametrizing ”参数 化 ~ 
volume estimation ”~ 体积 估计 
Spherical coordinates ” 球 坐 标 
converting Cartesian to ”转换 笛 卡 儿 坐 标 为 ~ 
explanation of ~ 的 阐述 
finding moment of inertia in 求 ~ 下 的 惯性 和 矩 
finding volume in R ~ 下 的 体积 
integration in ~ 下 的 积分 
Spherical wedge BRER 
Springs ”弹簧 
compression of ~ 的 压缩 
Hook's Law for ”~ 的 胡 克 定律 
simple harmonic motion ” 简 谐 运动 
stretching ”伸展 
Square, completing the MX 
Square matrix J RẸ 


Squeeze Theorem, See Sandwich Theorem 
挤 压 定理 .参见 三 明治 定理 
Stable equilibrium ”稳定 平衡 点 


Standard linear approximation. See Linear approximation 


标准 线性 近似 .参见 线性 近似 
Standard position ”标准 位 置 
Standard unit vectors ”标准 单位 向 量 
Steady-state solution Af 
Stirling’ s approximation ”斯 特 林 近似 
Stirling 's formula ”斯 特 林 公式 
Stock market ”股票 市 场 
Stokes, George Gabriel G.G. 斯 托 克 斯 
Stokes’ Theorem ”斯 托 克 斯 定理 
application of ~ 的 应 用 
conservative fields and ”保守 场 和 ~ 
explanation of ~ 的 阐述 
Green’s Theorem and 格林 定理 和 ~ 
paddle wheel interpretation and ” 跨 轮 解释 和 ~ 
proof of ”~ 的 证 明 
Subintervals F X fE] 
Subsequences “ 子 序列 
Substitution fÑ 
in double integrals ”二 重 积分 中 的 ~ 
formula for ~ 公式 
method of integration ”积分 法 
simplified ”简化 
in triple integrals ”三 重 积分 中 的 ~ 
Sum Rule ”和 和 法则 
derivative “导数 的 ~ 
explanation of ”~ 的 阐述 
proof of ~ 的 证 明 
Surface area ”曲面 面积 
defining and calculating ”定义 和 计算 ~ 
finding R ~ 
formula for ~ 公式 
parametrized surface ”参数 化 曲面 
Surface area differential ”曲面 面积 微分 
Surface integral ”曲面 积分 
differential form for ~ 的 微分 形式 
explanation of ”~ 的 阐述 
for fux HEH ~ 
Surfaces ”曲面 
level ”等 位 面 


1320 ` F 3 X # 38] 21 BE 


parametrized ”参数 化 ~ 
quadrie 一 次 ~ 
Symmetry ”对 称 
Symmetry tests ”对 称 检验 法 
Synchronous eurves ”同步 曲线 
System torque “系统 扭矩 


T 


Tabular integration ”列表 计算 积分 法 
application of ”~ 的 应 用 
explanation of ~ 的 阐述 
extended ”推广 的 ~ 
Tangential component of acceleration 
加 速度 的 切 向 分 量 
Tangent-plane approximation HIF H A 
Tangent planes ” 切 平面 
Tangents ”切线 
to a curve 曲线 的 ~ 
derivative at a point and 一 点 的 导数 和 ~ 
finding horizontal or vertical KK Es E ~ 
to folium of Descartes MEJLI RAJ ~ 
to graph of function PRE 69 ~ 
to level curves ”等 位 线 的 ~ 
vector Yj i 
Tanks #Ë iE 
draining ”排水 
filling conical ”向 锥 形 水 箱 灌 水 
mixture problems and ”混合 问题 和 ~ 
pumping out ”从 ~ 向 外 抽水 
Taylor polynomials ”泰勒 多 项 式 
explanation of ”~ HJAR 
finding R ~ 
of order2 二 次 ~ 
remainder ” 余 项 
Taylor series ”泰勒 级 数 
combining ”组 合 ~ 
explanation of ”~ 的 曾 述 
indeterminate forms and ”~ 的 中 间 形 式 和 
Taylor's formula 3 $ ZE m 
Taylor's Theorem ”泰勒 定理 
explanation of ~ 的 阐述 
proof of ~ 的 证 明 
Temperature 温度 


below Earth 's surface ”地 球 表面 二 的 ~ 
cooling ”冷却 ~ 
conversion ”转换 ~ 
of heat shield P$ m 
modeling ”~ 建 模 
Term -by-term differentiation and 
integration of series ”级 数 的 逐 项 微分 法 和 逐 项 
积分 
Terminal (limiting) velocity ”终极 速度 
Three -variable implicit differentiation 
三 个 变量 的 隐 微 分 ( 求 导 ) 法 
Time constant ”时 间 常 数 
Time -Distance Law (Kepler’s Third Law) 
时 间 - 距离 定律 ( 开 普 勒 第 三 定律 ) 
TNB frame ” 切 向 、 法 向 ,次 法 向 标 架 
Torque ”扭矩 
explanation of ”~ 的 前 述 
system ~ 系统 
vector ~ 向 其 
Torricelli's Law ” 托 里 拆 利 定律 
Torsion ”扭力 .扭转 
formula for computing ”计算 ~ 的 公式 
of smooth curve ”光滑 曲线 的 ~ 
Torus of revolution ”旋转 环 面 
Total curvature ”全 曲率 
Total differential ”全 微分 
Trajectories, ideal ”理想 轨道 
Transcendental functions ”超越 函数 
Transcendental numbers ”超越 数 
Transformations, Jacobian of ” 雅 可 比 变换 
Transpose # 
Trapezoidal approximation ”梯形 ~ 
error in ~ 中 的 误差 
explanation of ~ 的 阐述 
Trapezoidal Rule ”梯形 法 则 
application ”~ 的 应 用 
error estimate for ”~ 的 误差 估计 
explanation of ~ 的 阐述 
Simpson's Rule vs. FERAM ~ 
Tree diagram — 树 状 图 
Triangles ”三 角形 
angle of ~ 的 角 
areaof ~ 的 面积 


- 


k. 


Cr 
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Trigonometrie functions <f% 
continuity of ”~ 的 连续 性 
derivatives of ~ 的 导数 
even and odd AMA ~ 
graphs of ~ 的 图 形 
identities and ”恒等式 和 ~ 
inverse JZ ~ 
law of cosines and ”余弦 定律 和 ~ 
periodicity and ”周期 性 和 
radian measure and 弧度 度量 和 ~ 
use of ~ 的 应 用 
values of -~ 的 值 

Trigonometric integrals ”三 角 积 分 

Trigonometric substitutions = f h 
basic ”基本 ~ 
list of ”~ 的 列表 
use of ”~ 的 应 用 

Triple integrals ”三 重 积分 
average value of function in space and 

空间 昌 数 的 平均 值 和 ~ 
cylindrical coordinates and HEREA ~ 
explanation of ~ 的 阐述 
finding limits of integration in R ~ 中 的 积分 限 

Triple integrals( cont.) 三 重 积分 ( 续 ) 

masses and moments in three dimensions and 
三 维 中 质量 和 和 拖 与 ~ 
properties of ~ 的 性 质 
spherical coordinates and ” 球 坐 标 和 ~ 
substitution in ”~ 的 代 换 
volume of region in space and 
空间 区 域 的 体积 和 ~ 
Triple scalar (box) products of vectors 
向 量 的 := 重 数量 积 ( 框 积 ) 
Truncation error ”截断 误差 
Two -path test for nonexistence of limit 
极限 不 存在 的 两 路 径 检验 法 
Two-sided limits ”双边 极限 


U 


Unbounded regions “无 界 区 域 
Undetermined coefficients ”待定 系数 
Units of measure “度量 单位 


Unit step function $ fiz BT Ë PA% 


Unit vectors ”单位 向 量 
explanation of ~ B 
standard ”标准 ~ 


tangen ”~ 切 向 量 


述 


Unstable equilibrium ”不 稳定 平衡 点 
Utility function 效用 函数 


V 


Variable density 变 密 度 
Variable-depth formula for fluid force 


流体 力 的 变 深度 公式 


Variable force ” 变 力 


Variable of integration 


积分 变量 


Variables. See also Dependent variables; 


Independent variables 变量 .也 参见 因 变 量 ; 自 


constrained, 约束 ~ 


dependent H ~ 


determining independent or dependent 


确定 自 ~ 或 因 ~ 


independent H ~ 


Vector cross products ”向量 的 又 积 
Vector fields. See Integration in vector fields 
向 量 场 . 人 参见 向 量 场 中 的 积分 
Vector formula for curvature ”曲率 的 向 量 公式 
Vector functions is] BE R% 
of constant length 长度 不 变 的 ~ 
derivatives of ”~ 的 导数 


differentiation rules for 


~ 的 微分 法 则 


integrals of ”~ 的 积分 
limits and continuity of ”~ 的 极限 和 连续 (性 ) 


motion and ”运动 和 


Planar curves and 平面 曲线 和 ~ 


properties of integrable 


可 积 ~ 的 性 质 


Vectors. See also specific vectors 


向 量 . 也 参见 特殊 向 量 


acceleration ”加 速度 


algebraic operations on 


~ 的 代数 运算 


angle between ~ 间 的 夹 角 


binormal WER ~ 


component fom of ~ 的 分 量 形式 


component functions of 


cross product of two 


~ PERK 
两 ~ 的 又 积 
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direction ”方向 ~ 
distance and spheres in space ”空间 中 的 距离 和 球 
dot product ~ 点 积 
equal ”相等 的 ~ 
gradient ”梯度 ~ 
length and direction ”~ 的 长 度 和 方向 
magnitude or length of ”的 大 小 或 长 度 
midpoints and 中 点 和 ~ 
orthogonal EZ ~ 
principal unit normal ” 主 单 位 法 ~ 
projections ”~ 的 投影 
resultant ” 结 式 ~ 
in space ”空间 ~ 
standard position of ”~ 的 标准 位 置 
standard unit ”标准 单位 
tangent and normal WR ~ 
unit 单位 ~ 
unit tangent ”单位 切 ~ 
use of ~ 的 应 用 
velocity ”速度 ~ 
zro ğa- 
Vehicular stopping distance ”车 辆 的 停止 距离 
Velocity 速度 
average 平均 ~ 
derivatives and ”导数 和 ~ 
in engineering ”工程 中 的 ~ 
finding 求 -~ 
of particle motion ”质点 运动 的 ~ 
resistance proportional to ”阻力 与 ~ 成 比例 
terminal( limiting) ”终极 ~ 
Velocity vectors ”速度 向 量 
Vertical asymptotes “垂直 渐 近 线 , 竖 直 渐 近 线 
Voltage ”电压 
household electricity ”家电 
peak I£ 
root mean square 一 平方 的 平均 值 的 平方 根 
Volume ”体积 
by cylindrical shells ” 柱 壳 的 ~ 
double integrals and ”二 重 积 分 和 ~ 


estimating change in ”估计 ~ 变化 
finding maximum ” 求 最 大 值 
of infinite solid ”无 穷 立 体 的 ~ 
of region in space ”空间 区 域 的 ~ 
by slicing and rotation about axis 

用 关于 轴 切 片 和 旋转 来 求 ~ 
of solids of revolution ”旋转 体 的 ~ 
of sphere PRH ~ 
triple integrals and ” 三重 积分 和 ~ 


W 
Washer model ”垫圈 模型 


Water 水 
Wave equation, one-dimensional ”一 维 波动 方程 
Weigh ”重量 


explanation of ~ 的 阐述 
mass vs. 质量 对 ~ 
of water 水 的 ~ 
Wilson lot size formula ”威尔逊 批量 大 小 (的 ) 公式 
Wid P 
Wire 金属 线 , 细 丝 
center of mass of — 的 质心 
with constant density WBE ~ 
mass and moment formulas for ~ BJ B HISE Z 
Work 3} 
done by constant force ” 常 力 所 作 的 ~ 
done by force over curve in space 
由 空间 曲线 上 的 作用 力 所 作 的 - 
done by variable force along line 
由 沿 直 线 的 变 力 所 作 的 ~ 
explanation of ~ KJR 
kinetic energy and ”动能 和 ~ 
units of ~ 的 单位 
Work integral ” 功 积分 


x-intercept x- 截 距 
六 intercept y- 截 距 


Zero vectors “E |] BF 


c+ 


ENA ev 


积分 简 表 


u _ a 
1. [udv = w - [vdu 2. [atau = 8 + C, a=1, a>0 
3. [oos u du = sinu + C 4. [sin u du =- cos u + C 
` n+l 
s | Car + brar = EDT, C, næ#-l 6. [Car b) dz = QLin|aec+ b| + C 
aln + 1) a 


n+1 
= Lax £ b) [= b ]- c, nec l, -2 


7. [4Cax + b) dx n+2 n+l 


8B. [eCart b) idx = Ein|lar+ b| + C 9 |xCar + ode = 点 [ml + ble |+c 
a a° J a ax + b 
n+2 
dx 1 x | 一 an _ 2 (Var + b) 
w. | 5 = sln tE 11. | (ax + b) dx = ap  tOnæ-2 
V ax + b dx 
12. | Letas = 2 v ax + b+ b| ———— 
x = 
dx 2 | ax — b 
13. wf = tan"! +C 
xv ax- b vb b 
dx l Vax+ b - /b 、 
(b) = In C 
xvaxr+ b Vb ax + b + Vb 
V ax + b V ax + h a d< ， 
14. 5 dx =- + Ç 
x x 2) y axt b 
15 i dx _ Vartb af dx + C 
i x ax + b — bx 2bJ x Jax + b 
dx x dx x 
16. | > = —san-! C 17.Í 5 -1 c 
a" + x` an at (a` + x")° 2a2(a2 + x°) + y s an + 
dx 1 x +a | dx x 1 x+a 
18. 7 = l C 19. 5 33” = — l C 
a2 - x 2a "|x - al (a° — x") 2a (a? - 2) L da) x alt 


2 


— 4 
Sa t edx = ze +2) / a2 + o grla Varr) 


2 2 
arva +t 
x 


/ 2 a 
Va ta. = V a +x -an 


+C 


2 2 2 
a +a dx = In( 4 Ty t) SS t, C 


x x 


+ C 


| 
| 
| 
| 
| 
a Vd /re hr Ver) C 
| 
| 
| 
| 


Ed s- Fifaa / a t) 5 t= 
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26.| dr et +“ +C 27.| dx -= 
x V a) + x2 I x ra Z a + a° x 


2 . x ， I =— x > a` . jx 、 
28. | 一些- 一 = sin 一 +(C 29.| Vax x = — V a? — x2 + “sin x +€ 
3 人 ` - 


2 


~ 4 _ 
_ a ，-1 二 1 2 2g 2 2 ~ 
30. fe V a — artdi = sin! > _ — x Va — x(a” — 2<x-) + C 


8 a 8 


+C 


a 2 
34.| dx = _ In a + / a` -r + C 
x a? — 2 x 


— +C x | -二 -co 二 Cl， 2 - a | + C 
x G — x ñ x" 一 a° 
37.| ç s- ade = v -on Ve alrc 


JOTE a Ee, ngo 


n+l 


x. Í _ (VP) n3 dz aaa 
— J" Q2- na Da (pgp) T> 


40. |( V a) dx = (ea) +C, 2 


— n < 


+C 


— 4 
afe Vx- a`dx = ger - a2) / x2— a2 — gla + / 2 a 


/ 2 2 
kh: = Vea -a sc | 二 +C 
a | Leta le yel- L, e 


3 


"|= samles Ve lV 


as. Í = 
= a? 
dx : r dx x-a 
uj- ,0 oj o a(t) e 
eS- r 3 


48.| v 2ax - xidx = = V 2ax — x” 十 Sosin ( 


|= 
1 
l>] 


.|( Vin) de = EA a)" aa (5) aa 


n+l n + 17 
so. | dx _ (Vo) n-3 | dx 
( /2aÍ- e)" (n = 2) Cn Dan (Via - t) "2 
3 
s1. fx Var dx s Etra) Var- 2° + gsin' [ 528), c 
a 


V 2ax - x° 一 = 
ik = V2ax = x° + asin"! Í — 2)+ C 


积分 简 表 


1325 ` 


V 2ax — x° 
53. dx = 
xdx 


a| aa 
V 2ax =- x° 


56. |sin axdx 


asin 


(z= 
a 


1 
=- —cos ax + C 
a 


an JET (jy 


Was, 


ss.|- dx _ 1 /22 -< œ 
y V ax — x° a x 


57. feos axdx = 


1. 
— sin ax + C 
a 


ss. [siardx = > _ sin ax +C 59.| cueardx = 方 + sin Zax +C 
a 
:nl 
60.|sinroxdz z let CO et n tin ards 
na n 
n-1 z 
61. fcos"axdz = 5S arna o !feos™ardz 
na n 
. cos(a + b)x cos(a ~ b)x 、 2 2 
62. (a) Ísin ax cos bxdx = — lab) ` ab) +C, a =b 
. . sin(a - b)x sin(a + b)x 2 2 
(b) Ísin ax sin bxdx = 2a b) ` 2(a + b) +C, a= b 
sin(a ~ b)x sin(a + b)x 2 2 
(e) feos ax cos bxdx = 3la b) Ia + b) +C, a >b 
、 ， n+1 
63. [sin ax cos axdx = 一 cos Zar 64. fein” ax cos axdx = + +C, nz-l1 
n+l 
6s. | 9 dx = 1 | sin ax | + C 66.| cosrox sin axdx = -2 cx C, nz¥-!l 
sin ax a (n+ l)a 


sin ax j 
cos ar? 


o [me 


x =- ialeos ar| + C 
a 


„non-l m+1 
. sin" ax cos ax n — 1 
68. |sin"ax cos'"axdx = 一 十 
a(m + n) m +n 
69 | in" max d sin”*! ax cos"" lax m- 1 
. |sin"ax cos'"axdx = 
a(m + n) m+ n 
一 A= 


ax 


70.| dz 
b + c sin ax 


a 


ENEE 
| 4- 


|sin?ar cos"axdx, n-m 《简化 sin'ax) 
ES ax cos™ axdx, m <- n (简化 cos"ax) 


z) | +， c, b2 > d 


7 | dx - -1 In| S+ b sin ax + V c? — b2cos ax +C b< è 
b+csinar aJe b + c sin ax ; 
dx _ 1 ( x ex) ka dx 1 ( x a) 
n| oi- DESE +C 73. I- sinar a Í an 4 1 2 +C 
dx _ [Vs 2 . 
714.|; + c cos ax — YV sa Ean 2] bo > 
75.| dx = 1 In| ° + b cos ax + Vc — b2sin ax +C be è 
b + c cos ax asep b + c cos ax , 
1 ax dx ax 
76.| 到 和 = Tua, c | ta == cotz +C 
. 1. 
78.| sin axdx = win ax 一 -cos ax + C 79.| cos axdx = — cos ax + 二 sin ax + C 
a 
x" ” 


80. | sin axdx = 
82. ftan axdx = 


84. [rar axds = 


tan""! 


86. aaa dx 


n - 
一 一 cos ax + — |x" !cos axdx 
à a 
1 
—In|[sec ax | + C 
a 


1 
一 tan ax — x + C 
a 


ax 


a(n - 1) 


_ Jian"? ards, n = ] 


83. feor axdx 


81. [x"cos axdx 


85. |] axdx = 


87. [cot'axdx =- 


. n _1 ， 
= 一 sin ax - z |; lsin axdx 
a a 
1 . 
q l lsin ax|+ C 


1 
_ q et ax- x + C 
cot""lax 


an 1 [ee2a6ax. n = 1 
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1 
88. [sec axdx = -n| sec ax + tan ax | + C 89. [esc axdx = 一 —In| ese ax + cot ax | +C 
1 
90. [sec ards = Lian ax + C 91.| cseordz =- geot ax + C 
¿a F nT 2 _ 5 
92. |see"asda = Sear an ax U n 2| sec" ard, n = 1 
aln - 1) n - 1 
csc"? ax cot ax n -2 n-2 
93. |esc"axda =- (n OD + m1) “axdx, nl 
94. [sec"ax tan axdx = E , C, n0 95. |esc"ax cot axdx = - S +C, n0 
na na 
7 1 
96. |sin- ards = xtan lax + 二 1-a x + C 97. |eos''axda = xcos lax ~ x l- a22 +C 
98. ftant azda = xtan`lax ~ 去 in + a2x2) + C 
+1 ntl 
n dx 
99. | wrsin laxds = sin lax z |==. næ-l 
n+l n+l /1 好 
n+l n+ldx 
100. | x"cos-'ardz = ——cos`! ax + — — n =- 1 
n+l n+l) /ax 
a _1 _ gnti _1 _ a | x”tldx _ 1 
101. |« tan axdx = Pan! r tan ax - — J n = 
102. [edx = 工 ee + C 103. | beda = Ë cC, b>0 bgi 
a a lnb 
ex n 1 n ar n n=l ax 
104.|xe%*dx = — (ax - 1) + C 105. x e%dx = 一 Ye _ — |x""le% dx 
a J a a 


xb 


n 
alnb alnb. 


106. | ruedx = [etoedr,b >0,b x 1 107. |e=sin bxdx = — C (asin bx — bcos bx) + C 
a 


108. [ecos bxdx = $ it acos bx + bsin bx) + C 109. |in axdx = x nax- x + C 
a + 
ñ m x°*! (in ax)” m | n m-i 
no. fx (In ax)™dx = nl - 1 x"(lInax)™ dx, nz-1 
m+1 
nr. fen ax)"™dx = 《ar c, m-l 12.| dx = I|ilnaz | + C 
m + 1 x ln ax 
113. [sinh axdx = L cosh ax + C 114. [cosh axdx = Z sinh ax + C 
115. [sink axdx = sinh 2ax -ŽŽ 4c 116. | coshzardx = sinh 2ax +Š +C 
4a 2 4a 2 
.: n-1 _ 
117. |sinh"ardx = sinh az cosh ax n 1|sinhr-zardx， ngo 
na n 
pn-l ; _ ' 
118. | cosh"ar dx = cosh ar sinh ax +7 !| coshr*axdx， n = Ü 
na n 
119. | «sinh ax dx = Z eosh ax — sinh ax + C 120. | eosh axdx = Z sinh ax 一 L cosh ax + C 
a a 


n 


121. | wsimh ax dx = Ž-cosh ax 一 = | =1eosh axdx 
122. | "cosh ax dx = Ž-sinh ax — Z f sinh axdx 


123. [tank ax dx = 二 In(cosh ax) + C 124. [coth ax dx = 二 中 | sinh ax | + C 


~ 


125. [tank axd = x - L tanh ax + C 126. | sotmaxdx = x- L coth ax + C 
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tanh" ax 


(n — l)a 


127. ftanh'axdz = 一 十 fianh*?ardz, n æl 


128. |coth"axdx = cab as + Jeoth" ava, ngl 
129. [sech ax dx = -L sin“! (tanh ax)+ C 130. [esch ax dx = Lin tanh S +C 
131. |see ax dx = L tanh ax+ C 132. | csch? axds =- coth ax + C 
133. [sech"azdx = seene Da. “= Z feech" ardz, ngl 
134. [esch"ardx =- esht ar Se = 2 ?| esch" axdx, ng] 
135. [sech"az tanh axdx = — sech'an +C, n20 136. [csch"az coth axdx = - sem ex +C, nz0 
137. fe™sinh bxdx = eje - =) +C, orb 
138. |e““cosh bxdx = i + =) +C, mb 
139.| attenda = (n) = (n - )!, n > O 140.| ax - NES a> 0 
1-3- Se(n-1) x 
141. | sin"zdx = 六 cosnrdz = 24.61 2 ， MAn RAER > 2 
l ° isele- D, MEn 是 奇 整数 > 3 


在 直角 、 柱 和 球 坐 标 系 中 的 向 量 算 子 公式 :向 量 恒等式 
Grad( 梯 度 ) .Div( 散 度 ) .Curi( 旋 度 ) 和 Laplacian( 拉 普 拉 斯 算 子 ) 


直角 坐标 (x，,y,z) 柱 坐 标 (r,9,z) 
ij 和 Kk 是 x,y 和 z 增 加 | vu,,uy 和 k 是 7,9 和 z 增 加 方向 | 


球 坐标 (p,$,0) 
usus 和 wo 是 o,$ 和 9 增加 方向 的 单 


方向 的 单位 向 量 . 的 单位 向 量 . 位 向 量 . 
TRE dhe F,,F 0 F. E F(r,0,:) 在 这 | Fp, Fy 和 Fi 是 F(p,$,0) 在 这 些 方向 
在 这 些 方向 上 的 数量 | 些 方向 上 的 数量 分 量 . ， 上 的 数量 分 量 . 


af = 1 2f af or- af tfu, L A 
P > ar t 了 200 t et ypz Irt o p agh + psin $ 96 ° 


34 Fvsin $) + — 


sa ss 
Vx F 


u, us us 


osin $ psin$ 


3] p2sin?$ 30? 


向 最 的 三 重 积 


Gr os EE ON E E 


ux (vx w) = (Lu w)v- (yu: v)w 


算 子 V 的 直角 坐标 形式 下 的 恒等式 


下 面 列 出 的 恒等式 中 ,f(x,y,z) 和 g(x,y,z) 是 可 微 数 量 函 数 而 u(x,y,z) 和 v(x,y,z) 是 可 微 的 向 量 函 数 . 
V. fv=W=f V: v+v+-Vf/= f N. v+ (v: V)f 

Vxfy= f Vxv+ Vfx v V. (Vx y) = 0 

V x (Vf) = 0 NV (Ja) = f Vg + gvf 

v(u- v) = (u. V)v+ (ve V)u+ ux (V x v) + v x (V x u) 

V (uxv) = v  (Vxu)- u-(Vx v) 

Vx (ux v) = (vr V)u- (ur V)v + uv v) - V(V : u) 

Vx(Vxvy) = NV(VN:v)- (VN : V )v= N(N : v)- V% 

(Vx v)x v = (v+ V)vy- 1⁄2 V (v: v) 
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